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Matematyka
z kluczcem—¢

Podrecznik deopuszczony do uzytku szkolnego przez ministra wiasciwegoe do spraw
oswiaty | wychowania | wpisany do wykazu podrecznikow przeznaczonych do
ksztatcenia cgolnego do nauczania matematyki, na podstawie opinii rzeczoznawcow:
mgr. Tadeusza Marczewskiego, dr. hab. Edwarda Tutaja, dr Katarzyny Koztowskiej.

Etap edukacyny: |l
Typ szkoty: szkota podstawowa
Rok dopuszczenia: 2020

Numer ewidencyjny w wykazie MEN: 875/4/2020/z1

Podrecznik zostat cpracowany na podstawie Programu nauczania matematyki
dia klas 4-8 szkoty podstawowej autorstwa Marcina Brauna, Agnieszki Mankowskie,
Matgorzaty Paszynskie). Program dostepny jest na stronie internetowe] www.dlanauczyciela.pl

Nabyta przez Ciebie publikacja jest dzietem tworey i wydawcey. Prosimy o przestrzeganie praw, jakie im przystuguja.
Zawartosc publikacji mozesz udostepnic nieodptatnie osobom bliskim lub osobiscie znanym, ale nie umieszczaj jej
w internecie. Jesli cytujesz jej fragmenty, 1o nie zmieniaj ich tresci i koniecznie zaznacz, czyje to dzieto. Mozesz
skopiowac czesc publikacii jedynie na wlasny uzytek.

Szanujmy cudza wtasnosc i prawo. Wiecegj na www.legalnakultura.pl

Wykorzystywanie tresci niniejszego Utworu, w jakiejkolwiek formie lub w jakimkolwiek procesie, do celéw eksploraci
tekstu i danych, uczenia maszynowego, rozwoju i/lub szkolenia i/lub wzbogacania sztucznej inteligencii jakiegokolwiek

rodzaju jest surowo zabronicne.
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Krotki przewodnik po podreczniku
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1. Proporcjonalnesce prosta

Jesli za 2 kg truskawek zaptacimy 8 z1, to tatwo
obliczymy, ile zaptacimy za 6 kg tych owocow.

B - 1,5
A .

Liczba kilogramow 2 6 1 3 | 455

Kwotado zaplaty [z1] &8 | 24 4 12 | 18

NN NV
3 : 1B

Gdy kupimy trzy razy wiecej truskawek, zaptacimy trzy razy wiecej. W takim
przypadku mdéwimy, ze koszt zakupu truskawek jest proporcjonalny do kupio-
nej ilosci.

Stormulujemy teraz definicje. Definicja to wyjasnienie jakiegos pojecia.

Zapamietaj '

Definicja proporcjonalnosci

Mowimy, ze dwie dodatnie wielkosci sg wprost proporcjonalne, jesli:
« wraz ze wzrostem jednej wielkosci druga rosnie tyle samo razy

lub

e Wraz ze zmniejszaniem sie jednej wielko$ci druga zmniejsza si¢ tyle samo razy.

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz tym dwdm wprost proporcjonalnym wielkosciom.

Liczba kilogramow 1 2 3 145 6 > . 4 71
18 24

Kwota do zaplaty [zl] 4 8 12

Aby obliczy¢ kwote do zaptaty, mnozymy liczbe kilogramoéw przez cene 4 7,
a wiec iloraz kwoty do zaplaty przez liczbe kilograméw jest zawsze taki sam —
rowny cenie 4 zt (sprawdz!).

Zapamietaj

[loraz wielko$ci wprost proporcjonalnych jest staty.

Kwadrat o dluzszym boku ma wiekszy obwod i wieksze pole. Jednak:

3 razy dtuzszy bok to 3 razy diuzszy bok to

3 razy wiekszy obwod. 9 razy wieksze pole.
Dtugos$¢ boku i obwod Dtugos$¢ boku i pole
kwadratu sg wprost kwadratu nie sg wprost

proporcjonalne. proporcjonalne.




¥ @ |. Proporcjonalnosé i procenty

Przyktad1 ) \

Czy oplata za przejazd taksowka jest proporcjonalna do przebytej odleglosci?
¢ Jesli przejedziemy ta taksowka 1 km, zaptacimy:
6zt + 227k =8z

Jesli przejedziemy 2 km, zaptacimy: s
67k +2-2 2k=10zk. Sy 1AAl BANRRUT
OPLATY
POCZATKOWE)
Liczba kilometrow 1 2 +
27t
Kwota do zaplaty [zl] 8 10 ZA KILOMETR

Sposob |

Opfata za przebycie dwa razy dluzszej drogi

(2 km) nie jest dwa razy wigksza. Dlatego optata
nie jest proporcjonalna do przebytej drogi, cho-

ciaz im dluzsza droga, tym wieksza opfata.

ZwroC uwage na stowa
,tyle samo razy” w definigji.

Sposob
8§ 10
1 3 < S
[loraz nie jest taki sam, wielkoS$ci nie sa proporcjonalne.
\. P,
Cwiczenie 1 > N

Czy podane wielkosci sg proporcjonalne?

a) kwota zaplacona za porcje sera i masa tej porcji
b) wiek ojca i wiek corki mtodszej od niego o 30 lat

Przyktad2 )

>€

©

Za 9 paczek paneli podlogowych zaptacono 1372,68 zL. Ile zaptacimy
za 3 takie paczki?

¢ Sposobl

Obliczamy cene jednej paczki: 1372,68 zt : 9 = 152,52 zt.
Teraz tatwo obliczy¢ koszt 3 paczek: 152,52 zt - 3 = 457,56 zi.

Sposob

3 paczki to 3 razy mniej niz 9 paczek, wiec takze koszt bedzie 3 razy mniejszy:
1372,68 z1 : 3 = 457,56 zl.




1. Proporcjonalnoesce prosta

Cwiczenie 2 > \

Jadac ze stalg predkoscia, rowerzysta przejechal 2320 m w czasie 7 min. Jaka
droge pokonal, jadac z tg sama predkoscia przez 21 min?

' Podziat proporcjonalny

Przyklad3 )

Ania, Bolek i Zosia kupili razem los na loterii. Ania i Bolek ztozyli sie ©_\
po 3 zl, a Zosia data 4 zi. Ustalili, ze jesli wygraja, to podzielg sie nagroda
proporcjonalnie do wysokosci wplaconej kwoty. Okazalo sie, ze wygrali 75 zi.
Jak powinni sie podzielic?

¢ Loskosztowal: 3zt + 3zt + 4 21 =10 zt.

Ania Bolek Zosia

Sposob

Podzielmy wygrang na 10 rownych czesci. Kazda z nich to 75 zt : 10 = 7,50 zt.
Ania dostanie 3 takie czesci, czyli 3 - 7,50 zt = 22,50 zl.

Bolek réwniez otrzyma 3 czesci, czyli 22,50 zt.

Zosia dostanie 4 czesci, czyli 4 - 7,50 zt = 30 zt.

Sposab |l

Cena losu wynosi 10 zt. Z tej kwoty Ania i Bolek zapfacili po 13—0, a Zosia 14—0.
W zwigzku z tym kazde z nich powinno otrzymac:

Ania Bolek Z.0sia
375 = 22,50 [4A] 275 = 22,50 [4] =75 =30 [21]

W sytuacji opisanej w przykladzie 3 mowimy, ze kwota zostata podzielona
w stosunku 3 : 3 : 4. Zauwaz, ze aby dokonac takiego podzialu, dzielimy calos¢
na 3 + 3 + 4 = 10 rownych czesci.

Cwiczenie 3 > ~

Dwie rodziny, trzyosobowa i czteroosobo-
wa, zebraly razem 42 kg sliwek. Zbierajacy
podzielili owoce pomiedzy rodziny propor-
cjonalnie do liczby osdb. Ile kilograméw sli-
wek dostala kazda z rodzin?




. Proporcjonalnosé i procenty

1. W ktérym przypadku koszt karmy dla kotow jest proporcjonalny do liczby ku-
pionych puszek?

2. Czy podane wielkosci sa proporcjonalne?
a) dlugosc krawedzi szescianu i jego objetosc
b) liczba jajek w pelnych pudetkach takich jak na
rysunku i liczba tych pudetek
¢) czas jazdy samochodu i droga pokonana przez

ten samochdd jadacy z predkoscig 50 %
d) czas trwania wycieczki i droga pokonana w tym
czasie przez grupe, ktora czesto robi postoje

3. W tabeli przedstawiono droge, jaka przejechal rowerzysta w czasie pierwszej
sekundy jazdy, w czasie pierwszych dwdch sekund jazdy itd. Czy droga jest pro-
porcjonalna do czasu?

a) Czas (s) 1 2 3 4 5
Droga (m) 6 12 18 24 30
Czas (s) 1 2 3 4 5
Droga (m) 5 10 1B 19 22

4. Pan Kuba przeszedl 2,14 km w czasie 18 min 50 s. W jakim czasie przejdzie
z taka samg predkoscig droge 1,07 km?

5. Pani Iza przebiegla 5 km w czasie 27 min. Jak sadzisz, czy dystans 10 km prze-
biegnie w czasie rownym 54 min, dluzszym czy krotszym od 54 min? Dlaczego?

6. Ania chciala upiec ciasto czekoladowe, ale 2

o ‘ Sktadniki:

okazato sie, ze ma tylko 150 g masta. Oblicz, 200 g maska
ile powinna uzy¢ pozostatych sktadnikéow 320 g gorzkiej czekolady 70%

4 jajka
280 g cukru trzcinowego
_ I tyzeczka ekstraktu waniliowego
160 g mgki

wymienionych obok, aby zachowa¢ propor-
cje miedzy nimi. ,..




1. Proporcjonalnesce prosta

7. Ze sktadnikéw wymienionych w zadaniu 6 mozna zrobic¢ 12 babeczek. Oblicz,

ile poszczegolnych s

a) 18 takich babeczel

8. Z wymienionych obok sktadnikéw mozna

kladnikow nalezy uzy¢ do przygotowania:

K, b) 21 takich babeczek.

12 matych racuchdw 2 dyni

przygotowac 12 matych racuchow.

* 200 g dyni bez skdry i pestek

a) Oblicz, ile gramow dyni potrzeba do usma- 1 jajka i
zenia 30 takich racuchoéw. ' 1,S tyski masta _

* 1/2 sz2klanki maqki

b) Ile matych racuchow z dyni mozna usma- * 1-2 tysecaki startego

zy¢, wykorzystujac 5 szklanek maki?

swiezego imbiru

- olej do smazenia ; I |

. Woda krélewska to mieszanina kwasu solnego i azotowego w stosunku objetosci

3 : 1. Jest ona tak silnie zraca, ze rozpuszcza sie w niej nawet ztoto, ktdrego nie
rozpuszcza zaden ze skladowych kwasow samodzielnie. Ile centymetrow sze-
$ciennych poszczegdlnych kwaséw nalezy zmieszaé, aby uzyskaé 100 cm? wody

krolewskiej?

10. Narysuj w zeszycie w kratke odcinek i podziel go w stosunku 2 : 3 : 6. Jaka diu-
go$¢ odcinka wybrac, aby najtatwiej go podzielic?

Wysokosci trojkata rownobocznego przecinajg sie w jednym punkcie. Spraw-
dzimy, jak jest polozony ten punkt. Zauwaz, ze wysokosci dzielg trojkat rowno-
boczny na 6 identycznych tréjkatéw prostokatnych.

1. Tle wszystkich tréjkatéw jest na rysunku 12
2. Popatrz na trojkat AFC. Odcinek AS dzieli go na dwa troj-

katy: AFS i ASC. W

tow? Uzasadnij odpowiedz.

3. Popatrz na rysunek 2. Co mozna powiedzie¢ o stosunku A

jakim stosunku sg pola tych tréjka-

dtugosci odcinkdéw MR i RN, jesli wiadomo, ze pole troj- Rys. 1
kata PRN jest cztery razy wieksze od pola trojkata PMR?
Jak uzasadnisz odpowiedz? P

4. Korzystajac z rysunku 1 oraz rozwigzan zadan 2 i 3, podaj
stosunek, w jakim punkt S dzieli wysokos¢ CF w trdjkacie |

rownobocznym ABC. Uzasadnij odpowiedz. M R N

5. Uzasadnij, ze punkt S dzieli odcinek AD w stosunku 1 : 2. Rys. 2

6. Uzasadnij, ze £ES = %EB.



. Proporcjonalnosé i procenty

v/ Czyjuzumiem? |

l. Czy w opisanych punktach ksero Alfa i Beta optata za kopiowanie jest propor-
cjonalna do liczby kopiowanych stron?
« W punkcie Alfa ptacimy 15 gr za strone.
« W punkcie Beta optata wynosi 20 gr za kazdg z pierwszych stu stron, ale za sto
pierwszg i kazda nastepng strone - tylko 10 gr.

ll. Obraz, ktorego zdjecie pokazano ponizej, ma w rzeczywistosci szerokosc 62 cm.
Oblicz rzeczywista wysoko$c¢ tego obrazu.

Stanistaw Wyspianski Widok z okna pracowni na Kopiec Kosciuszki

lll. Mozemy przyjac, ze na dtugich trasach ilos¢ paliwa spalanego przez samochod jest
wprost proporcjonalna do dlugosci przejechanej drogi. Kierowca obliczyl, ze na
przejechanie 350 km auto potrzebowalo 25 litréw paliwa. Do konca trasy pozostato
150 km, a w zbiorniku bylo jeszcze 10 litréw paliwa. Czy z takim zapasem samo-
chod dotrze do celu bez tankowania?

V. W czworokacie ABCD przedstawionym na rysunku AB| CD.
a) Jakim czworokatem jest czworokat ABCD?
b) Ktdre sposrod katow oznaczonych literami greckimi mozesz obliczy¢ na pod-
stawie informacji podanych na rysunku? Podaj miary tych katow.

(




Utamek liczby

Na dobry poczatek >

Do prawidlowego funkcjonowania twdj organizm potrzebuje
réznorodnych skladnikéw odzywczych.

Jedz chude
mieso, ryby,
jaja, nasiona
roslin
strgczicowych.

sktadnikien diety, |8
zwtaszcza w okresie §
dojrzewania.

Sposrod
produktow
zbozowych
najlepsze sq

te petnoziarniste.

Warzywa
[ owoce
sg podstawqg
zdrowego
Zywienia.

piramida zdrowego zywrenia

Pytania i polecenia

» Powinnismy jes¢ jak najwiecej warzyw i owocow, przy czym trzy razy wiecej
warzyw niz owocow. Jakg czes$¢ warzyw i owocoéw powinny stanowi¢ warzywa?

+ Blonnik stanowi ﬁ masy pieczywa bialego i 3% pieczywa pelnoziarnistego.
Dziennie nalezy dostarczy¢ organizmowi 25 g blonnika. Ile pieczywa jasnego

zawiera takg ilos¢ blonnika? A ile ciemnego?




. Proporcjonalnosé i procenty

W wielu sytuacjach interesuje nas okreSlona czesc jakiejs wielko$ci. Méwimy
na przyktad o potowie klasy, ¢wiartce chleba lub o trzech czwartych zarobkow.

Zapamietaj |

Aby obliczy¢ utamek liczby, mnozymy liczbe przez ten utamek.

Przyklad11 ) \

W zespole tanecznym sg 24 osoby, % z nich to chtopcy. lle dziewczat jest w tym
zespole?

¢  Sprawdzmy najpierw, ilu jest chlopcow.
Obliczamy % liczby 24.
g a

13- 24=9

W takim razie dziewczat jest 24 — 9 = 15.

Przyktad1.2 )

©

Tomek odrabial lekcje od 14.45 do 16.20. Dwie piate tego czasu
poswiecil na rozwigzywanie zadan z matematyki. Przez ile minut
zajmowat sie pozostalymi przedmiotami?

Od 14.45 do 16.20 uptywa 1 h 35 min, czyli 95 min.

Sposob |

. 2 1 s o -
Obliczamy < czasu poswigconego przez Tomka na odrabianie lekcji.

12
2. 985 =2.19 =
5 95=119=38

Tomek rozwigzywal zadania z matematyki przez 38 min, wiec przez 95 — 38 = 57
minut odrabiat lekcje z innych przedmiotow.

Sposab |

, \ . X \
Tomek rozw1qzy§val zadania z matematyki przez < czasu, wiec pozostate przed-

mioty zajely mu = czasu.

3 Ve 3
P19 = 5T

Tomek odrabial lekcje z innych przedmiotéw przez 57 minut.
. /

Cwiczenie1 > ]

Drozdzdéwka kosztowata 1 zt 20 gr. Jej cene obnizono o % Ile kosztuje teraz?
.




2. Utamek liczby

Przyklad2 ) \

W szkole sg trzy klasy siddme. Klasa 7a liczy 24 osoby, 7b — 22 osoby, a 7c - tyl-
ko 18 osob. Jakg czes¢ wszystkich ucznidw klas si6dmych stanowig uczniowie 7a?

We wszystkich klasach siodmych tacznie uczg sie 24 + 22 + 18 = 64 osoby.

. .24 L. : , 5 .
Uczniowie klasy 7a stanowig ; tej liczby. Ten utamek mozna jeszcze skrocic:
24 3

64 8-
+ + + + 3 + sl +« F *
Uczniowie klasy 7a stanowig wigc 3 wszystkich uczniow klas siodmych w te;

szkole.

Cwiczenie 2 > ~

W 2018 roku w Europie skala 1:82000000
) | e

bylo 46 panstw (facznie M G'inituropeskis :

. ; pozostate panistwa |
z tymi, ktore tylko cze- curopejskie
;. . v granice kontynentow
Sciowo lezg na naszym
kontynencie). Sposrdod
nich 28 nalezato do Unii
Europejskiej. Jaka czesc
panstw lezacych w Euro-

pie nalezata w 2018 roku Oy -t R
do Unii? .J J - - ¥ 3 ,

granice panstw

Przyktad3 ) \

Swieze grzyby podczas suszenia traca 19—0 swojej masy. Jaka ilos¢ grzybow poddano
suszeniu, jezeli otrzymano 15 dag suszu?
s y M o s

Skoro grzyby tracg w trakcie suszenia 7 swojej masy,

a4 . , . 9
z kazdej porcji Swiezych grzybow pozostanie 1 — 5= 15
tej porcji. Oznacza to, ze ususzono dziesieciokrotnie
wiecej grzybow, niz wazy otrzymany susz, czyli:
10-15 dag= 150 dag = 1,5 kg.

Ususzono 1,5 kg grzybow.

Cwiczenie 3 > ~

Podczas projekcji nudnego filmu ,,Gdzie widac obtoki?” z kina wyszto przed kon-

3

cem seansu , widzow. W sali zostato tylko 12 0sdb. Ile 0s6b przyszio na ten film?




. Proporcjonalnosé i procenty

Przyktad4 ) n.,

Kazdy pracownik firmy Ledew otrzymat na koniec roku premie w wysokosci
0,12 swojej miesiecznej pensji. Premia pana Tadeusza wyniosta 360 zi. Oblicz
wysokosc jego miesiecznej pensji.

¢ Obliczenia beda tatwiejsze, jesli zamienimy 0,12 na utamek zwykly.
3

_Jz_ 3
0,12 ==
16 25
Teraz mozemy obliczy¢ wysoko$¢ pensji pana Tadeusza.
3

55 pensji — 360 zi

1

55 pensji = 360zt : 3 = 120 zi

Cala pensja (czyh pensp) wynosi 25 - 120 zt = 3000 zt.

Cwiczenie 4 > %

Klasa 7b zebrata 63 kg makulatury, co stanowi 0,075 iloSci zebranej przez
wszystkich uczniow szkoty. Ile makulatury zebrano w tej szkole?

1. Zapisz odpowiednie dziatanie i oblicz, ile to minut:

a) pot godziny lekcyjnej, b) % godziny zegarowej, c) % godziny lekcyjnej.

2. Dwa psy zjadly puszke karmy o masie 650 g. Sita z;adla tej porcji, a Kumpel
zjadl pozostala czesc.
a) Jaka czes$¢ karmy zjadt Kumpel?
b) lle gramow karmy zjadta Sita, a ile zjadt Kumpel?

3. Godzina lekcyjna - jaka to cze$¢ doby? Odpowiedz podaj w postaci utamka
nieskracalnego.

Tuzin muffinbw waniliowyeh
Sktadniki:

250 g mgki pszennej

2 jajka (jajko wiekogei L ~ 60 g}
35 g eukru

4. Kasia piekla mutfiny waniliowe. Obok
podano mase kazdego ze skladnikow.
Jakim ulamkiem masy wszystkich
sktadnikdéw mozna wyrazic zawartosc:

| o ' | 100 g magts
a) maki, b) mleka, c) jajek? > m“*m&%\ 180 g mleka (0,75 ezklanki)

5. Oblicz, jakim utamkiem roku sg 3 ty- m E gg Eurlifj ﬁjaiﬁrgif;r}fyzeezka)
godnie, jesli jest to rok: T 4g ool (’rymzka]

a) zwykly,  b) przestepny.




2. Utamek liczby

6. Zosia kupita 4 batony po 1,40 zt za sztuke oraz 2,4 kg jablek po 4,50 zt za 1 kg.
Wydala trzecig czesc¢ pieniedzy, ktore miala. Ile pieniedzy miata Zosia?

m 7. Na targu cena jednego kilograma truskawek wzrosta od wczoraj o 2,40 zl, co sta-

2

nowi ¢ wczorajszej ceny. [le kosztowat 1 kg truskawek wezoraj, a ile kosztuje dzis?

8. Na klombie posadzono rdézne kwiaty. Réze zajmuja 23—0 powierzchni klombu,
czyli 6 m?.
a) lle metréw kwadratowych zajmuja pelargonie, ktore posadzono na % klombu?
b) Bratki zajmujg 0,125 klombu. Na ilu metrach kwadratowych zostaly one po-
sadzone?
¢) Jaka cze$¢ klombu zajmuja tulipany rosnace na 2,5 m??

tulipany

roze pelargonie

9. Uczniowie klas szdstych i siodmych szkoly w Dobrocinie postanowili wesprzec
schronisko dla zwierzat i zbierali puszki z karma. W szkole s3 trzy klasy siédme.

Klasa 7a zebrata 15 puszek, 7b - 34 puszki, a 7c - 28 puszek. Klasy szoste zebraly
tylko % tego, co klasy siddme. Ile puszek zebrali szostoklasisci? Jaka czes¢ puszek
zebranych przez klasy szdste i siddme zebrali szdstoklasisci, a jakg — klasa 7a?

. Janek wstal o 7.00, o 8.00 rozpoczal lekcje, o 13.30 wyszed! ze szkoty. O 14.00
poszed! na boisko i przez % doby gral w pitke nozng. Nastepne % godziny zajely

mu odpoczynek i obiad. Potem Janek odrabial lekcje — trwato to % czasu, ktory

spedzit w szkole. O ktorej godzinie chlopiec skonczyt odrabiac lekcje?

11. Agata poprosita w sklepie o 1 kg jabtek. Okaza-

fo sie, ze dostala 5 owocow. lle przecietnie wazy

8
woda w jednym takim jabtku? okoto 75 wody, a suszone
2
.@ 12. Marta kupita 40 dag suszonych jabtek. Ile deka- okoto 75 wody. Reszte

egramow wody, a ile suchej masy jest w tych jabt- stanowi tzw. sucha masa.

kach?

Swieze jabtko zawiera

13. W pewnej porcji suszonych jablek jest 10 dag
wody. lle wazg te jabtka? Ile wazy sucha masa?

q’%;{914. lle kilogramow swiezych jablek trzeba ususzyc,
aby otrzymac 1 kg suszonych jabtek?




. Proporcjonalnosé i procenty

1. Troje uczniow 20-osobowej klasy zapytano jaka czes¢ klasy byla w danym dniu

; ; ; . . |
nieobecna. Ania odpowiedziatla, ze -, Bartek - ze 5y 8 Celina — ze E Kto na

pewno sie mylit? Dlaczego?

2. W klasie 7a piatke z klasowki dostata &

« F F 2 « F
7 uczniow, a szostke otrzymato = uczniow.

[lu uczniow liczy ta klasa?

3. W klasie 7b co czwarty uczen dostat pigtke z klasowki, a % wszystkich ucznidow

dostala czworke. Ilu uczniow moze liczy¢ ta klasa? Wymien wszystkie mozliwosci.

4. W Swiatowym Konkursie Sprowadzania U{amkéw do Wspolnego Mianownika
wzielo udz1al mniej niz 100 osdb, z ktorych = reprezentowala Afryke, = Amerykeg
Polnocng, 7 Ameryk&g Poiudmowq, pAZRl 5o Austrahq Pozostali uczestnicy

to przedstaw1c1ele Europy. llu reprezentantow Europy wzieto udzial w zawodach?

|. Tata Kasi pracowal w pigtek do pdznego wieczora. Polozyl sie spac o pdinocy,
a w sobote wstal juz o 6.30. Po potudniu zdrzemnat sie pottorej godziny. Potem
znOw pracowal do potnocy. Jaka czesc soboty przespal tata Kasi?

Il. W szkole Jest 420 uczniow. Dziewczeta stanowig 5 2 uczniéw tej szkoly. Wsrod
chtopcow az 3 trenuje plywanie. [lu chtopcow w tej szkole nie trenuje plywania?

lll. Maciek w sobote bardzo dlugo siedzial przy komputerze. Przez ; tego czasu,
czyli 2 godziny, przygotowywal projekt na lekcje geogratii. Polowe pozostalego
czasu wyszukiwatl informacje potrzebne mu do udzialu w konkursie biologicz-
nym. Reszte czasu spedzil przy wybieraniu i obrabianiu zdje¢ z wakacji. Jak dtu-
go Maciek zajmowat sie zdjeciami?

V. Pociag z Suwatk wyrusza rano, a do Warszawy przyjezdza po poludniu. Na zega-
rach podano godzine jego odjazdu z Suwatk oraz godzine przyjazdu do Warsza-
wy. Odleglos¢ z Suwatk do Warszawy wynosi 324 km. Z jaka srednia predkoscia
jedzie ten pociag na tej trasie?



Co to jest procent
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Sklad produktow spozywczych, przedstawienie wynikow
ankiet, podatki czy wyprzedaze — wszedzie tam
spotykamy procenty.

W ciggu ostatnich
10 lat spozycie
pieczywa i produktow
zbozowych spadto
0 267

689 396K
produktu 95 kcal

dostarcza:
5%

\

- -Tg{ko jeden na stu
Polakéw nie jada

| o pieczywa weale,
biatko 9% 5% Siega po chleb lub

weglowodany 4% butki przynajmniej (79%), smak (45%)
e, dziennie. [ cene (37%).

Przy wyborze
produktow spozywczych
ZWracamy uwage przede
wszystkim na swiezosé

ttuszcz 10%

___.-l"'.'r

Pytania i polecenia

Wymien kilka sytuacji, w ktorych mozesz spotkac sie z uzyciem slowa ,,procent”.

+ Co oznacza 2% na opakowaniu mleka, a co 10% na opakowaniu jogurtu?

+ Co oznacza informacja, Ze 95% Polakdéw siega po pieczywo przynajmniej raz dziennie?
Jak inaczej przekaza¢ informacje: ,,Iylko jeden na stu Polakow nie jada pieczywa wcale™?



. Proporcjonalnosé i procenty

Jesli pewng catos$¢ podzielimy na 100 jednakowych czesci, to jedna taka czes¢ stano-
4 4 * F * L +« F * 1
wi jedng setng tej catosci. Mozemy to wyrazic za pomocg utamka zwyklego jako -,

utamka dziesietnego jako 0,01 lub w procentach jako 1%.

:
700 = 0,01 pola kwadratu % = 0,12 pola kwadratu

to 1% pola kwadratu. to 12% pola kwadratu.

Zapamietaj

Jeden procent pewnej wielkosci to jej jedna setna. Oznaczamy go symbolem 1%.

Zwrocmy uwage, ze procenty zawsze sg powigzane z jakas wielkoscig, np. mowiac
»0koto 50% Polakow nosi okulary”, stwierdzamy, Ze nosi je mniej wiecej potowa
sposrod 38 min Polakdw.

' Zamiana procentu na utamek

Przyktad 11 )

Wyraz procent podanej wielkos$ci jako utamek zwykly nieskracalny oraz utamek
dziesietny tej wielkosci.

a) 17% powierzchni dziatki

b) 2% mieszkancow Lodzi

c) 123% ceny laptopa

; , , ; 17 ; ; ,
¢ a) 17% powierzchni dzialki to 755 = 0,17 tej powierzchni.
b) 2% mieszkancoéw Lodzi
% 1
to 100 — 307 Czasem powstaty utamek zwykty mozna skrocic. ..
. . 2 ,
czyli inaczej 75 = 0,02 liczby / 2 1
100 50
tych mieszkancow. -
\ 0,02
o 123 . 23 B 5
c) 123% ceny laptopa to 55 = 1755, ... albo wylaczy¢ z niego catosci.

czyli inaczej % = 1,23 tej ceny.




3. Co to jest procent

Przyklad12 ) 5

Wryraz procent pewnej wielkosci jako utamek dziesietny oraz ulamek zwykly
nieskracalny tej wielkosci.

a) 37,5% b) 0,04%
o a)37,5% to % — % = 0, 37.9; Rozszerzamy przez 10.
37,5% to % — ;_[;50 — % — % Skracamy trzy razy przez 5.
b) 0,04% to % — 10300 = (,0004; Rozszerzamy przez 100.
0,04% to 10300 = ﬁ Skracamy przez 4.
\ y
Cwiczenie 1 > .

Wyraz procent pewnej wielkosci jako utamek dziesietny oraz ulamek zwykly
nieskracalny tej wielkosci.

a) 20% b) 7,5% c) 154%

' Zamiana utamka na procent

Najtatwiej zamienia sie na procent utamki dziesietne.

Przyktad2 ) ﬁ

Przedstaw ulamek dziesietny podanej wielkos$ci jako procent tej wielkosci.

a) 0,6 pojemnosci akwarium b) 1,35 zysku firmy c) 0,085 masy sera
¢ a)0,6= 160 = 16000 pojemnosci akwarium to 60% tej pojemnosci.
b) 1,35 = % zysku firmy to 135% tego zysku.
8,5 ;
c) 0,085 = % = 75p Mmasy sera to 8,5% tej masy.
. j
Dobra rada
Zamieniajqc procent na utamek dziesietny, Zamieniajqc utamek dziesietny na procent,

dzielimy liczbe przez 100, czyli przesuwamy — mnozymy liczbe przez 100, czyli przesu-
przecinek o dwa miejsca w lewo, i pomijamy  wamy przecinek o dwa miejsca w prawo,

znak %. i dopisujemy symbol %.
Jd% 100,14 0,739,100 79%

2% t0 0,02 0,3073 t0 0,73%




9 . Proporcjonalnosé i procenty

Cwiczenie2 > \

Przedstaw ulamek dziesietny pewnej wielkosci jako procent tej wielkosci.
a) 0,1 b) 0,95 c) 0,03 d) 0,007

Gdy chcemy zamienic ulamek zwykly na
procent, czesto najpierw zamieniamy ten
utamek na utamek o mianowniku 100.

Stowo procent pochodzi od
tacinskiego pro centum — na sto.

Przyktad3 ) \
Zamien utamek zwykly pewnej wielkosci na procent tej wielkosci. W razie po-
trzeby zaokraglij wynik.

7 1 2 1

7 ?0 + 4 r + + * F +
_ = G,
¢ a) 75 = 700 Pewnej wielkosci to 70% tej wielkosci.

b) 54—0 = % pewnej wielkosci to 8% tej wielkosci.
A C) % = 0,6606... = 0,667 pewnej wielkosci to okoto 66,7% tej wielkosci.
d) % = 0,1428... = 0,143 pewnej wielkosci to okoto 14,3% tej wielkosci.

Cwiczenie 3.1 > N

Zamien ulamek zwykly na procent.

a) > b) < ¢) 2= d)

|

Cwiczenie 3.2 > ~\

Przyjrzyj sie zdjeciu i odpowiedz na pytania.
Odpowiedz zapisz jako utamek zwykly, ula-
mek dziesietny i procent.

a) Jaka cze$¢ pitek jest koloru niebieskiego?

b) Jaka czesc pitek jest jednokolorowa?

c) Jaka czes¢ pitek jest dwukolorowa?




3. Co to jest procent

Dobra rada

Niektore przeliczenia warto zapamietac.

1

i 2
4 3 3

P | —
= | s

Czesc¢ calosci

Procent calosci | 25% | 333% ~33% | 50% | 665% ~67% | 75% | 100% | 150%

' Jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

Jesli chcemy obliczy¢, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba, najpierw
zastanawiamy si¢, jaka czes¢ pierwszej liczby stanowi ta druga.

Przyklad4 ) \

Jakim procentem liczby 50 jest liczba:
a) 8, b) 1207

¢ a) Zapiszmy, jakim utamkiem liczby 50 jest

Uczniowie planowali
zebrac 50 kg makulatury,

liczba 8: — Teraz ulamel{ razm
so VY 7 ale zebrali tylko 8 kg.

50
w procentach: 50 11060, czyli 16%.

Zatem liczba 8 to 16% liczby 50.

b) Postepujac analogicznie jak w podpunkcie a),

120 _ 240
otrzymujemy: == = 755>

240% liczby 50.

Uczniowie planowali

Cth liczba 120 to zebrac 50 kg makulatury,
ale zebrali az 120 kg.

Cwiczenie 4 > ~

Oblicz, ile procent liczby 480 stanowi podana liczba.
a) 240 b) 60 €} 120 d) 960

Czy wiesz, ze...

Tabliczka , 10%” pod znakiem przedstawionym obok oznacza, ze
réznica wysokosci miedzy poczatkiem wzniesienia a jego koncem
stanowi 10% odlegtosci w poziomie. Na przyktad miedzy punktami
oddalonymi w poziomie o 100 m droga wznosi sie 0 10 m.

10m

100 m




. Proporcjonalnosé i procenty

Przyktad5 )

W klasie 7d uczy si¢ 18 dziewczat i 12 chtopcow. Jaki procent tej klasy stanowia
dziewczeta, a jaki chtopcy?
¢ Waszystkich uczniéw w klasie jest 18 + 12 = 30. Zapisujemy w postaci ulamka

liczbe dz1ewczqt w tej klasie: B a nastepnie wyrazamy go w procentach:

e 30°
%10 ik 16000, czyli 60%.

Zatem 60% klasy to dziewczeta.

Aby obliczy¢, jaki procent klasy stanowig chtopcy, mozemy wykonac obliczenia
podobnie jak w przypadku dziewczat lub od 100% odjac¢ 60%:

100% — 60% = 40%.

Chtlopcy stanowig wiec 40% catej klasy.

Cwiczenie 5 >

Spojrz na grupe osob czekajacych na autobus i odpowiedz, ile procent tej grupy
stanowia osoby, ktore:
a) stoja,

b)siedza,

¢) s ubrane w dlugie spodnie,

d)maja na glowie kapelusz,
e) stojg 1 majg bordowe buty,
f) majg czarne lub biate buty.

' Roztwory

Kiedy wsypiemy sdl do wody, sdl sie rozpusci. Powstanie wtedy roztwor soli w wo-
dzie. Dobrze wiesz, ze gdy do szklanki wody wsypiemy wiecej soli, to woda stanie
sie bardziej stona. Mdwimy wtedy, ze otrzymaliSmy roztwor o wiekszym stezeniu.

sof woda otrzymany
roztwoér
SR P =
30 g 170 g —_ 200 g
30gsoli  + 170 gwody = 200 g roztworu
. . masasoli _ 30g 15
stezenie = | G roztworn 200g ~ 100 15%



3.Cotojest procent @

Stezenie mierzymy w procentach. Oznacza ono, jaki procent masy roztworu
stanowi masa soli rozpuszczonej w wodzie.

Podobnie otrzymujemy roztwory innych substancji, np. cukru, i analogicznie
obliczamy ich stezenie.

Przyktad6 ) \
. ¥ : !

W naczyniu znajduje sie 10 kg roztworu, *  Stezenie procentowe roztworu

ktory otrzymano w wyniku rozpuszczenia wskazuje, jakim procentem masy

catego roztworu jest masa

w wodzie 2 kg soli. Oblicz stezenie procen- - :
substancji rozpuszczone;.

towe otrzymanego roztworu.

. .y . . 850 .
3 Obl_1czamy, jakim procentem masy roztworu jest masa soli: 75 = 755, czyli 20%.
Stezenie procentowe tego roztworu wynosi 20%.
N /
Cwiczenie 6 > N\

W naczyniu znajdujg sie 4 kg syropu powstalego ze zmieszania cukru z woda.
Oblicz stezenie procentowe syropu, jesli na jego przygotowanie zuzyto 1 kg cukru.

. Wykonaj polecenia. » Jesli poprawnie rozwigzesz trzy kolejne przyktady z jed-
nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

Przedstaw procent pewnej wielkosci jako utamek dziesietny oraz ulamek zwykly

nieskracalny tej wielkosci.

a) 25% c) 40% e) 75% g) 85%
b) 120% d) 64% ) 300% h) 150%

poziom B > Przedstaw procent pewnej wielkosci jako utamek dziesietny oraz utamek zwykty

€ P12 nieskracalny tej wielkosci.

a) 45,5% <) 3,2% e) 0,6% g) 332%

b) 665 % d) 27,5% £) 2,5% h) 82,8%
poziom £> Zamien ulamek dziesietny pewnej wielko$ci na procent tej wielkosci.
€ P2 a) 0,05 ¢) 1,39 e) 3,08 g) 0,67

b) 0,78 d) 0,6 f) 0,2 h) 2,8

poziom b Y¥Zamien utamek zwykly pewnej wielkosci na procent tej wielkosci. W razie po-

& p3 trzeby zaokraglij wynik do jednego miejsca po przecinku.
1 13 2
Ay b 9l D3 93 Dy 97 W3




. Proporcjonalnosé i procenty

. Jaka czes¢ figury zamalowano? OdpowiedZ podaj w postaci utamka zwyklego
1 procentu.

2) b) ¢}

. Tomasz zapelnit 24% pamieci komputera. Ile procent wolnej pamieci pozostato?

. W 2003 roku w Polsce odbylo sie referendum w sprawie przystgpienia Polski do Unii

Europejskie;.

a) Do urn poszto wowczas 59% Polakow uprawnionych do glosowania. Jaki pro-
cent Polakow uprawnionych do glosowania nie wziat udzialu w referendum?

b) Wyniki referendum byly nastepujace: 77% glosujacych bylo za przystgpieniem
Polski do Unii Europejskiej, 22% przeciw, a reszta glosow byla niewazna. Jaki
byt procent gloséw niewaznych?

. Sformuluj zdanie tak, aby zawarta w nim informacja byla wyrazona w postaci
utamka zwyklego nieskracalnego.

a) Franek wydat 25% swoich oszczednosci na bilet do zoo.
b) W sadzie pana Jerzego grusze stanowia 40% wszystkich drzew.
c) Ttuszcz stanowi 80% masy masta.

. Zapisz podang informacje, uzywajac pojecia procentu.

a) Wakacje w Grecji spedza 3 sposrdd 10 klientow biur podrozy.

b) W klasie Agaty 12 z 20 ucznidéw to chlopcy.

c) Srednio 5 na 8 0s6b wchodzacych do sklepu odziezowego nic nie kupuje.
d) Srednio dwie osoby na pie¢ boja sie dentysty.

e) Co trzeci uczen naszej szkoly uczy sie jezyka niemieckiego.

. W szklance jest 200 g roztworu soli o stezeniu 6%, a w kubku jest 300 g takiego
samego roztworu. Mieszamy te dwa roztwory. lle bedzie wazyl otrzymany roz-
twor i jakie bedzie jego stezenie procentowe?

2 godziny
. Tomek sporzadzil wykres kotowy ilustrujacy poskki
rozktad dnia swojego mlodszego brata Janka 2 godziny

od poniedziatku do pigtku. Odpowiedz, jaki ;riecll(r;ibianie

procent doby w tych dniach Janek: QN 9 godzin
5 godzin ™\ sen

a) spedza w szkole, e

b) przesypia, wolny e aedals

c¢) lacznie przeznacza na odrabianie lekcji i positki. szkota



it

10.

11.

12.

14.

. Oblicz, jaki procent liter w nazwie miasta stanowig

3. Co to jest procent

Czy wiesz, ze...

Dtugie nazwy miast czesto s skracane. Na przyktad nazwa Gorzow Wielkopolski jest
zapisywana ,Gorzow WIkp.;, a zamiast ,Warszawa"” piszemy w skrocie , W-wa". Nic jednak
nie przebije skrétu ,LA” oznaczajgcego miasto Los Angeles, jesli weZzmiemy pod uwage,

ze samo ,Los Angeles” jest juz skrétem od pierwotnej nazwy ,El Pueblo de Nuestra Sefiora
la Reina de los Angeles del Rio de Porcitncula” (,Miasteczko Naszej Pani Krolowej Aniotow
nad rzeka Porciuncula”).

litery tworzace jego skrot.
a) Gorzow Wielkopolski — Gorzéw Wilkp.
b) Warszawa - W-wa

c) Los Angeles - LA
d) pelna dawna nazwa miasta Los Angeles — LA

W ksiegarni internetowej w poniedzialek zrealizowano 25 zamdwien (paczki
zostaly wystane do klientdéw), ale 4 z nich w pdzniejszym terminie zostaly zwro-
cone. Z kolei we wtorek zrealizowano 50 przesytek, z ktorych 6 pdzniej zwrdcono.
Ktorego dnia procent zwrdconych przesylek byl wiekszy?

Na diagramie przedstawiono oceny uczniow . ;
liczba osob

klasy 7e ze sprawdzianu z matematyki. Od- 10
powiedz, ile procent osob uczeszczajacych 5
do tej klasy otrzymalo: j
a) piatke, 2
; ; 0
b) piatke lub SZOSH«“" 1 2 3 4 5 6 ocena
¢) ocene¢ nizsza niz pigtka.
Oblicz mase i stezenie procentowe roztworu, Gdy obliczamy stezenie
ktory otrzymamy po zmieszaniu: procentowe, bierzemy
a) 5 g cukru i 45 g wody, de uwage masd‘? e
. ward, a nie woay.
b) 30 g cukru i 210 g wody. 4
. Popatrz na ilustracje. C__ E B

a) Jaki procent powierzchni kwadratu CEDF po-
kolorowano na niebiesko?

b) Jaki procent powierzchni trojkata ABC poko-
lorowano na niebiesko?

W Unii Europejskiej na 100 studiujgcych mez-
czyzn przypadajg 124 studiujgce kobiety. Ile pro-
cent wszystkich oséb studiujgcych w UE to panie,
a ile panowie?




. Proporcjonalnosé i procenty

15.

16.

1:-'e__" I &
- 7
{? ::}f 1 L]
=

[ e T

BEE '-2:'-;\. \‘.,_:iE’

Fi—it—d— . .‘;‘-}:'
+ B -
G e

Do podanego utamka zwyktego dobierz réwny mu w przyblizeniu procent z ramki.
Szacuj, nie wykonuj doktadnych obliczen.

14 23 13 3
a) 503 b) 37 <) 3 d) 57

0,5% 3% 7% 18% 33% 51% 74% 83%

W klasie 7a jest 20 osob, w tym 12 dziewczat. We wszystkich klasach siodmych
uczy sie 96 osob, a cala szkota liczy 800 uczniow.

a) Jaki procent uczniow klasy 7a stanowig dziewczeta?
b) Jaki procent uczniow klas siddmych stanowig dziewczeta z 7a?
¢) Jaki procent uczniow szkoly stanowig dziewczeta z 7a?

Do klubu sportowego nalezato 200 osob, z tego 10% trenowalo koszykdwke.
Ostatnio do klubu dofaczyto 50 koszykarzy. Jaki procent wszystkich zawodnikow
w klubie stanowig teraz koszykarze?

a) Wsrdd podanych ulamkdow wskaz te, ktore po zamianie na procent i zaokrag-

leniu do pelnych procentow dajg wynik 17%.
o L 2 L) X0
200 37 51 52 41

b) Znajdz ulamek o wlasnosci opisanej w podpunkcie a) i jak najmniejszym
mianowniku. Uzasadnij, ze nie ma ulamkdéw o tej wlasnosci i mianowniku
mniejszym niz podany przez ciebie.

. Przyjrzyj sie rysunkowi. Caly prostokat symbolizuje liczbe A podzielong na

10 rownych czesci. Zamalowana cze$¢ symbolizuje liczbe B.
A

_é

a) Jaka czes¢ liczby A stanowi liczba B?
b) Jaki procent liczby A stanowi liczba B?
¢) Jaka czes¢ liczby B stanowi liczba A?
d) Jaki procent liczby B stanowi liczba A?

. Liczba B stanowi 50% liczby A. Wykonaj odpowiedni rysunek i odpowiedz, jaki

procent liczby B stanowi liczba A.

. Cena komputera stanowi 60% ceny telewizora. Jaki procent ceny komputera stanowi

cena telewizora? Odpowiedz podaj w zaokragleniu do jednego miejsca po przecinku.



3. Co to jest procent

Czy juz umiem?

l. W szkole, do ktorej uczeszcza Magda, obowia- Procent Ocena
zuje system oceniania przedstawiony w tabeli. | mniej niz 40% | niedostateczna
Magda z ostatniego testu z matematyki uzy- 40—59% dopuszczajyca
skata 25 punktéw na 40 mozliwych. Jaka oce- 60—74% dostateczna
ne otrzymata? 75—85% dobra
A. dopuszczajaca C. dobrg S0 Ik bardzo dobra
B. dostateczna D. bardzo dobrg | 1Y% 1powyze] celujgca

* 7a zadania dodatkowe

Il. Ktdra czes¢ calosci jest wieksza?

a) 70% czy % b) 82% czy % c) 71% czy % d) 45% czy %

lll. Jaki procent poprzedniej ceny stanowi nowa cena?

IV. Na kurs tanca zapisalo sie 15 dziewczat i 10 chtopcdw. Jaki procent liczby wszyst-
kich uczestnikow kursu stanowig chlopcy?

A. 665% B. 50% C. 40% D. 335 %
V. Na rysunkach ponizej przedstawiono dwie siatki tej samej bryly.

a) Jaka to bryta?
b) Ktora ze scian znajduje sie naprzeciwko sciany pomalowanej na pomaran-

CZOWO?

(1) (2)

2
1 i 3
2|1 3|1 4| 5>| 6 4 | 5| 6




Obliczanie procentu
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Nadobrypoczatek > % Gr RO AR IS R e

Przyjmuje sie, ze do przezycia w kosmosie jednego dnia SERE R S

astronauta przecigtnej postury potrzebuje minimum i S i

5 kg zapasow, z Czegé 71% to woda pitna, 17% - tlen, astronquta- - -7 tes

| aty]ké 12% — zywno§¢. we ’:vnetrzu statku - T
OSIMICZNEGOo

2Yywinose - K 2

Dzievwnie astronauta
potyzebuje:

=5 ' S kg = 3,55 kg wody pitnej

=L 5kg = 0,85 kg tlenu

ot o
==+ 5kg = ? kg zywnosci :
Nie zapominajmy o higienie —

w kosmosie tez trzeba jg zachowac.
Dzievwna masa wody do celow wyt-
kowych jest rowna S00% tgczne
dzienne masy wody do picia, tlenu

| ZYWNOSCi.

Ile kilograméw Zywnosci dziennie potrzebuje astronauta?
Ile wody zuzywa dziennie astronauta?
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B
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4. Obliczanie procentu danej liczby

Wiesz juz, ze aby obliczy¢ ulamek liczby, mnozymy liczbe przez ten utamek.
Podobnie postepujemy, gdy obliczamy procent danej liczby, poniewaz procent
to tez utamek, tylko inaczej zapisany.

Przyktad 1

Zbudowano juz 83% z 200-kilometrowego odcinka autostrady. Ile to kilometrow?
Obliczamy 83% liczby 200.

Sposob |

839% - 200 = —- 200 = 166 Tak warto liczyC na kalkulatorze:

Zbudowano 166kmautostrady. [ J[ ][ }[ ][ ][ J[ ][ ][ }
Sposob

Najpierw obliczamy 1% liczby 200, a nastepnie otrzymany wynik mnozymy przez 83.
1% - 200 = 100 -200=2, 2-83=166

Zbudowano 166 km autostrady.

Oblicz.
a) 25% liczby 500 b) 17% liczby 300 ) 3% liczby 27

Kiedy zakladamy lokate bankows, oddajemy swoje oszczednoS$ci do dyspozycji
banku. W zamian za to bank powieksza je o pewng kwote zwang odsetkami.
Oprocentowanie lokaty wskazuje, jaki procent pieniedzy wplaconych na lokate
stanowig odsetki.

W Polsce bank nie wyptaca wlascicielowi lokaty calych odsetek, ale jedynie 8§1%
ich wartosci. Pozostate 19% bank przekazuje do urzedu skarbowego jako podatek.

Przyktad 2

Mama Krysi wptacita do banku 6000 zt na roczng lokate opro-
centowang 3% w skali roku. Ile wyniosg odsetki od tej lokaty
naliczone przez bank po uptywie roku? Jaka kwote odsetek do-

stanie mama Krysi po odliczeniu podatku? I/ @@’?n U%‘% |
Obliczamy kwotq odsetek od lokaty: “ff 20/ |
3% - 6000 = —>=- 6000 = 180 [z}]. W\ "/ J
Naliczone odsetki wynoszg 180 zi. N g m@ /|

Mama Krysi dostanie 81% tej kwoty, czyli W 180 = 145,80 [z]. | i



. Proporcjonalnosé i procenty

Czy wiesz, ze...

Banki obracajg pieniedzmi, co oznacza, ze pienigdze wptacone
przez jednych klientow (m.in. na lokaty) moga by¢ pozyczane innym
klientom tego banku w postaci np. kredytow. Z kolei klienci
zaciggajacy kredyt w banku zobowigzujg sie do sptacenia

zadtuzenia oraz wptaty dodatkowej kwoty (odsetek), ktorej
wysokos¢ jest okreslona w procentach.

Cwiczenie 2 > \

Wplacamy do banku na lokate kwote 4000 zl. Oblicz wysokosc rocznych odsetek
po opodatkowaniu, jesli oprocentowanie lokaty w skali roku wynosi:

a) 3%, b) 4%, c) 4,5%.

Przyktad3 )

Do klubu sportowego nalezy tacznie 450 juniordow i juniorek, 6_\
z czego 24% trenuje koszykowke. W juniorskiej sekcji koszykowki

dziewczeta stanowig 25% zawodnikow. Ile osob liczy ta sekcja? Ile dziewczat,
a ilu chlopcéw w niej trenuje?

¢ Obliczamy, ile juniorow i juniorek trenuje koszykdwke:

24% - 450 = 2=+ 450 = 108.

Z tresci zadania wiemy, ze dziewczeta stanowig 25% juniorskiej sekcji koszykow-
ki, zatem liczba dziewczat trenujacych w tej sekcji to:

25%-108 =7 108 = 27.

Aby obliczy¢ liczbe chtopcow nalezacych do juniorskiej sekcji koszykowki, wy-
starczy od liczby wszystkich jej cztonkéw odjac liczbe dziewczat nalezacych do
tej sekcji: 108 — 27 = 8.

Do juniorskiej sekcji koszykowki nalezy 108 osob, w tym 27 dziewczati 81 chiopcdw.

Dobra rada

PR X507 - 400 = 100
Zgadza sie!

Zanim podasz koncowy
wynhik, oszacuj go.




4. Obliczanie procentu danej liczby

Cwiczenie 3 > ~

Obsada aktorska musicalu ,,Shrek’, wystawianego w Teatrze Muzycznym w Gdyni,
liczyla 65 osdb. Kobiety stanowily 40% artystow biorgcych udzial w przedstawie-
niu. Ile aktorek grato w tym musicalu?

. Oblicz w pamieci.

a) 10% liczby: 36, 180, 2 d) 20% liczby: 70, 610, 3

b) 1% liczby: 2900, 40, 7 e) 5% liczby: 40, 140, 800

c) 25% liczby: 24, 100, 8 f) 150% liczby: 60, 14, 180
. Oblicz.

a) 23% liczby 500  ¢) 18% liczby 350  e) 70% liczby 48  g) 75% liczby 300
b) 65% liczby 70 d) 45% liczby 32 f) 90% liczby 0,4 h) 0,05% liczby 9

. Ktora liczba jest wieksza?

a) 12% liczby 20 czy 10% liczby 25 c) 8% liczby 1000 czy 0,8% liczby 9000
b) 45% liczby 3 czy 0,6% liczby 250 d) 150% liczby 2 czy 0,5% liczby 600

. Do kazdego z podanych wyrazen dopasuj wartosc z ramki. Nie wykonuj doktad-
nych obliczen.

I. 3% liczby 102 1L 25% liczby 397  IIL 31% liczby 23 IV, 9% liczby 29

2,61 7,13 65,5 99,23
3,06 31,12 74 108,15

. Tata Bartka wptacil oszczednosci na lokaty roczne w trzech réznych bankach
(wysokosci wplaconych kwot oraz oprocentowanie lokat podano w tabeli).

Kwota wplacona = Oprocentowanie

Nazwa.ban na lokate lokaty
Bank A 6000 zt 5,0%
Bank B 7000 zt 4,5%
Bank C 000 zt 4,0%

W ktorym banku kwota odsetek bedzie najwyzsza?

. Pani Alicja wplacita 12000 zt na lokate o oprocentowaniu rocznym 2%. O ile
wicksza kwote odsetek uzyskalaby, gdyby oprocentowanie lokaty wynosito 3,5%?




. Proporcjonalnosé i procenty

7.

10.

. W sklad mieszanki studenckiej wchodzi:

. W Morzu Adriatyckim jest 4% soli. Na wyspie

Agnieszka wplacita do banku 2000 zl na lokate [ )
progresywna. Odsetki wynosza 4% od 800 zi, LOKATA PROGRESYWNA

a 4,5% od pozostatych 1200 z1. Podatek od od- Wkiad Oprocentowanie
setek wynosi 19%, a pozostalg czes¢ odsetek w skali roku
razem z ulokowanymi pieniedzmi Agnieszka do 800 z 4%

wyplaci po roku. Czy wyplacone pieniagdze,
wystarcza na zakup sprzetu snowboardowego,
ktory kosztuje 2083 z1?

powyze] 800 z 4,5%
.

25% orzeszkow ziemnych, 30% rodzynek zto-
tych, 15% rodzynek suttanskich, 10% orzechow
nerkowca, 8% zurawiny. Reszta to migdaty.

a) Oblicz mase migdaléw w 250-gramowej
paczce mieszanki.

b) Czy w mieszance studenckiej jest wiecej ro-
dzynek, czy orzechow?

. Pan Krzysztof zarabia miesiecznie 3500 zt. W grudniu otrzymat premie wyso-

kosci 120% miesiecznych zarobkow. Oblicz wysoko$¢ grudniowej premii pana
Krzysztofa.

Powierzchnia Stowinskiego Parku Narodowego obejmuje jeziora i rzeki, czesc
akwenu Morza Baltyckiego i lady. W tabeli zestawiono procentowy udzial po-
szczegOlnych rodzajow powierzchni parku. Korzystajac z informacji zawartych
w tabeli, wykonaj zadania.

Morze | Powierzchnia ladowa
Baltyckie (lasy, wydmy itp.)

30% 34% 36%

Jeziora i rzeki

a) Powierzchnia Stowinskiego Parku Narodowego liczy okoto 33 000 ha. Ile hek-
tardw zajmujg jeziora i rzeki, ile morze, a ile lady?

b) W roku 1976 powierzchnia Stowinskiego Parku Narodowego byta zdecydowa-
nie mniejsza niz obecnie. Oblicz powierzchnie tego parku narodowego w roku
1976, jesli jego dwczesna powierzchnia stanowita 55% obecne;.

Pag w Chorwacji z wody tego morza uzyskuje
sie sol. Ile kilogramow soli mozna otrzymac
z 50 kg tej wody morskiej?




4. Obliczanie procentu danej liczby

12. Do 237 g dwunastoprocentowego roztworu soli dodano 163 g roztworu soli
o takim samym stezeniu procentowym.

a) Jakie bedzie stezenie procentowe otrzymanego roztworu?
b) Ile soli bedzie w otrzymanym roztworze?

%;51 3. Pan Tomasz i pan Piotr pracujg w jednej firmie na takich samych stanowiskach
i w 2018 roku zarabiali po 3000 zt miesiecznie. Od 1 stycznia 2019 roku szef
postanowil znaczgco podniesc ich wynagrodzenie.

Piotr Tomasy

1 Sf)"ﬂ?ﬂf.ﬂ 2019 roky - 1 Styc{ﬂfa 200
gy Ipodwyzka 0 20%
marca 2019 roky
podwyzka o 209
1 czerweg 20; 9 roky —
podwyika o 209

a) Ktory z pandw mial wyzsze wynagrodzenie w grudniu 2019 roku?
b) Ktéry z pandw zarobit wiecej w ciggu catego roku 20197

. Magda i Tomek wrdcili z grzybobrania. Kazde z nich zebrato po 40 grzybow roz-
nych gatunkdéw. Procentowy udzial poszczegdlnych gatunkdw w ogolnej liczbie
grzybow zebranych przez Magde i Tomka przedstawiono na diagramach koto-
wych. Na podstawie diagramow odpowiedz na pytania.

grzyby Magdy grzyby Tomka
5%
kurki A
15% .
& kurki
45% Eﬂ%k_
kozaki ozaKl
25% 30%
maslaki maslaki

a) Magda i Tomek postanowili, ze ususzg borowiki i kozaki. Kto z nich przynidst
wiecej grzybow do suszenia?

b) Tomek zebral wiecej maslakow niz Magda. O ile?

¢) Magda zebrala 3 razy wiecej grzybdw jednego z gatunkow niz Tomek. Ktorego?

% 15. Kazdy bok kwadratu o obwodzie rownym 48 cm zwiekszono o 30%. O ile procent
wzrosto pole tego kwadratu?




. Proporcjonalnosé i procenty

1.

V.

. Wsrdd fotogratii przyrodniczych % stanowitly

. Na klaséwce z matematyki obecnych bylo 96%

. Czarne porzeczki to bogate zrodto witaminy C,

- , , , 3 , ,
W klasie sg 24 osoby. Potowe stanowig dziewczeta, a § dziewczat chodzi na
kotko matematyczne.

a) Ile dziewczat jest w tej klasie?

b) lle dziewczat chodzi na kdtko matematyczne?

c) Jaka czesc klasy stanowig dziewczeta chodzgce na kotko matematyczne? Od-
powiedZ podaj w postaci utamka nieskracalnego.

d) Jak znalez¢ odpowiedZ na pytanie z podpunktu c), nie korzystajac z liczby
0sob w klasie?

+ - ’ 2 - r! it i
zdjecia owadow, a 3 zdje¢ owadow przedstawiato

motyle. Jaka cze¢$¢ fotogratii przedstawiata motyle?

uczniow klasy 7a. Sposrod nich 25% probowalo
rozwigzac zadanie na szostke. Wsrod tych, kto-
rzy probowali, piecdziesieciu procentom udalo
sie je rozwigzal poprawnie. Jaki procent klasy
rozwigzal poprawnie to zadanie?

ktora stanowi az 0,18% ich masy. Oblicz, ile wita-

M * A £ ‘ v '_ -~ e -
miny C dostarczysz organizmowi, jesli zjesz 200 (F% o9 29 oa
Y ¥ _

czarnych porzeczek. .
Osrodek kultury zorganizowal jednodniowe warsztaty muzyczne. Poczatkowo
che¢ udziatu w zajeciach zadeklarowato 120 osob. Ostatecznie na warsztaty nie
przybylo 15% sposrod zgloszonych osob. Ile 0sdb sposrod tych, ktore zadekla-
rowaly udzial, nie przyszto na zajecia?

Mama Mateusza wplacita do banku 2000 zl na lokate roczng oprocentowana
5% w skali roku. Ile pieniedzy wyptaci jej bank po upltywie roku? Uwzglednij
19% podatku od odsetek.

A. 2100 zt B. 81 zt C. 2081 zt D. 100 zt

Oblicz.

a) 2131 b) (~0,5)-0,03 o) (=7)-(-0,01)




S5  Wyznaczanie liczby,
gdy dany jest jej procent

Inne jezyki:
77 %

wszystkich ludzi,
czyli 900 min
0S00

Jq.zgk hiszpanski:

©%

wszystkich ludzi,
czyli 450 min

Jezyk angielski:

5%
wszystkich ludzi,

czyli 375 min
0S0b

Pytania i polecenia

» Oszacuj, ile os6b mieszkalo na swiecie, kiedy przygotowano te ilustracje.

37




. Proporcjonalnosé i procenty

Zdarza sie, ze wiemy, ile wynosi okreslony procent danej liczby, a sama te liczbe
musimy dopiero wyznaczy¢. Czasami jest to bardzo fatwe, np. jesli 50% pewnej
liczby (czyli jej potowa) jest rowne 6, to szukana liczba wynosi 12.

Przyktad11 )

B REL 4 : Qs 3 4
Znajdz liczbe, ktorej 10% jest rowne 5. Ania wydala 5 21,

& 10% — 5 czyli 10% swoich
05zczednosci. i
100% — 50 Mnozymy przez 10, aby otrzymac i
100% szukanej liczby.

Szukana liczba to 50.

\
\

Przyktad1.2

Znajdz liczbe, ktorej 80% jest rowne 12.
¢ 30% — 12

20% — 12:4 =3 Dzielimy przez 4, bo 20% to 4 razy mniej niz 80%.

100% — 3-5=15 Mnozymy przez 5, aby otrzymac 100% szukanej liczby.

20% 2 3
80% 20% 20% 3 3
20% 3
80% to 12 20%to12:4=3 100% to 3-5=15

\

Cwiczenie 1 >

Znajdz liczbe, ktorej:

a) 1% jest rowne 14, ) 25% jest rowne 24, e) 75% jest rowne 15,

b) 5% jest rowne 6, d) 50% jest rowne 0,9, f) 200% jest rowne 84.
3

W trudniejszych przypadkach obliczamy najpierw, ile wynosi 1% szukanej liczby.

Przyktad 21 )

Znajdz liczbe, ktorej 7% jest réwne 17,5. Aniawydata 17,50 2L,
7% — 17,5 czyli 7% swoich
19 175:7=125 oszczednosci.

o —> S5:7 =12,

100% — 2.5-100 =250
Szukana liczba to 250.




5. Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Przyklad 2.2 ) s
Znajdz liczbe, ktorej 2,4% wynosi 33,6. é;ﬂfﬁ%

¢ 24% — 336 p4
1% — 33,6:2,4= 14
100% — 14-100 = 1400
Szukana liczba to 1400.

: J
Dobra rada

Zamiast dzieli¢ pisemnie, czesto wygodniej jest zapisac
dzielenie w postaci utamka i skrocic ten utamek.

Nie lubie dzielic
33,46 :2,4 = 336 : 24 prsemnie.

14
336 : 24 ik
e

¥ 2

o

Cwiczenie 2 > N
Znajdz liczbe, ktore;:
a) 3% wynosi 6, b) 4% wynosi 20, c) 8% wynosi 72.

\. S

Zadania

@ 1. Wykonaj polecenia. b Jesli poprawnie rozwigzesz trzy kolejne przyktady z jed-
nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

poziom A> Wyznacz liczbe, ktorej:

= a) 25% wynosi 18, d) 1% wynosi 0,8, g) 25% wynosi 7,
b) 200% wynosi 75, e) 50% wynosi 2,5, h) 100% wynosi 126,
c) 10% wynosi 3, f) 10% wynosi 359, i) 200% wynosi 100.



. Proporcjonalnosé i procenty

poziom B> WYZHEICZ liCZb@, ktéfﬁj:
e a) 5% wynosi 27, d)30% wynosi 12, g)40% wynosi 82,
b) 15% wynosi 18, e) 80% wynosi 16, h)60% wynosi 78,
c) 75% wynosi 162, f) 2% wynosi 5, i) 5% wynosi 11.
poziom C> WYZHEICZ liCZb@, ktéfﬁj:
el a) 24% wynosi 36, d)36% wynosi 648, g) 65% wynosi 39,
b) 12% wynosi 42, e) 72% wynosi 18, h)9% wynosi 405,
c) 15% wynosi 75, f) 48% wynosi 24, i) 46% wynosi 138.
poziom D> Wyznacz liczbe, ktorej:
€« P22 a) 3,2% wynosi 120, d) 30,5% wynosi 122, g) 6,25% wynosi 0,72,
b) 16,7% wynosi 83,5, e) 135,5% wynosi 271, h) 3,5% wynosi 7,
c) 27,5% wynosi 385, f) 48,2% wynosi 72,3, i) 101,5% wynosi 101,5.
2. Oblicz:
a) 30% liczby;, jesli jej 7% jest rowne 126,
b) 75% liczby, jesli jej 11% jest rowne 176,
c) 15% liczby, jesli jej 90% jest rowne 180.
3. Nie wykonujgc doktadnych obliczen, znajdz w ramce liczbe, ktore;:

. Dzi§ w klasie 7c obecnych bylo 80%

. Osoby na zdjeciu to 16% uczestnikow

a) 24% wynosi 33,6, c) 11% wynosi 5,775,
b) 31% wynosi 2,945, d) 120% wynosi 28,8.

0.8 24 525 70 110 140

. Na podstawie podanej informacji oblicz liczbe uczniéw danej klasy.

a) Na lekcji byly obecne 24 osoby, ktore stanowity 80% ucznidow tej klasy.

b) Na lekcji obecnych bylo 12 chlopcow i 8 dziewczat. Nauczyciel matematyki
zauwazyl, ze jest to 75% chlopcow i 66%% dziewczat uczeszczajacych do te;
klasy.

_.*';;33?:.—.-: -;' .,z-. a0 ey
uczniow, a pie¢ osob byto nieobec- tha e Sy el

nych. [lu ucznidow liczy ta klasa?

Y
L = r .
7 ‘i‘ lﬁ. s L '1 ol 4 . -
1 e )
& it - e
u L [ oo
i -
i " . o R
| i f . N ) P
e " i = & i . o
.t g T femnB O W e [
J bl ey N, ' r TS : :
&% Ga g " o
ey i 3 3 ;

wycieczki. Ile osob bylo na tej wy-
cieczce? Czy jest mozliwe, aby osoby
na zdjeciu stanowity 12% uczestnikow S o
pewnej wycieczki? —

. Organizm doroslego cztowieka zawiera przecietnie 70% wody. Szymon obliczyt,

ze w organizmie jego taty powinno byc¢ 56 kg wody. Ile wazy tata Szymona?
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¥ b) W drodze powrotnej na pokiadzie bylo

5. Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

. . . & _ DRZWWI
Kuchnia w mieszkaniu przedstawio il e

nym na planie obok ma wymiary
3m x 2,5 m. Jej powierzchnia stanowi MUCHNIA - QRAZIENIKA
15% powierzchni catego mieszkania.
Natomiast powierzchnia pokoju 1 sta-
nowi 35% powierzchni mieszkania.
Jaka jest powierzchnia pokoju 12

. Rozwigz zadania. Co majg ze sobg wspolnego?

a) W konkursie wzieto udziat 2% uczniow szkoty, czyli 30 osob. Ilu uczniow jest
w tej szkole?
b) W roztworze o stezeniu 2% znajduje sie 30 g soli. Jaka jest masa roztworu?

Rozwigz zadania. Co majg ze sobg wspolnego?

a) W sali gimnastycznej jest 12 0osdb — sami dorosli. Ile dzieci powinno wejs$¢ do
sali, aby dorosli stanowili 6% wszystkich osdb?
b) lle wody nalezy dodac¢ do 12 g cukru, aby uzyskac roztwodr o stezeniu 6%?

W Morzu Baltyckim jest 0,8% soli, a w Morzu
Adriatyckim 4% soli. Ile wody z Morza Baltyc-
kiego potrzeba, aby uzyskac tyle samo soli co
z 200 kg wody z Morza Adriatyckiego?

[le samochoddw stoi na parkingu, jesli trzy kabriolety stanowig 10% wszystkich sa-
mochoddw osobowych, a osobowe to 40% wszystkich samochoddw na parkingu?

[le owocow znajduje sie w koszyku, jesli 12 sliwek to 40% owocdw pestkowych,
a owoce pestkowe to 60% wszystkich znajdujgcych sie w nim owocow?

. Oblicz liczbe, jezeli:

a) 30% z jej 70% jest rowne 21,
b) 40% z jej 12% jest rowne 7,5.

Na pokladzie promu plyngcego do Karlskrony bylo 225 dzieci. Stanowily one
12,5% wszystkich pasazerow.

a) Ustal liczbe pasazerdéw tego promu.

mniej dorostych i 0o 9 dzieci mniej. Dzieci
stanowily 13,5% wszystkich wracajacych.
O ile osdb zmniejszyta sie liczba dorostych
wracajacych promem?
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1.

/ Czy juzumiem? |

IV.

Swieze $liwki zawieraja okoto 70% wody, a suszone — okoto 20%. Chcemy uzyskaé
kilogram suszonych sliwek i zastanawiamy sie, ile swiezych owocdow trzeba kupic
do ususzenia. Sprobuj to obliczyc. Jesli ci sie nie uda, odpowiedz na pytania.

a) W sliwkach znajduja sie woda i pozostate substancje zwane suchg masg. Czy
podczas suszenia zmienia si¢ ilos¢ wody zawarta w owocach? Czy zmienia sie
ilos¢ suchej masy?

b) Ile wody, a ile suchej masy jest w kilogramie suszonych sliwek?

c¢) lle suchej masy jest w interesujgcej nas porcji Swiezych sliwek?

d) Jaki procent swiezych sliwek stanowi sucha masa?

e) lle potrzeba Swiezych sliwek, aby otrzymac 1 kg suszonych sliwek?

. lle potrzeba 15-procentowego roztworu cukru, aby po odparowaniu czesci wody

uzyskac 100 g roztworu 20-procentowego?

. Podczas sprawdzianu z matematyki Krzysiek zdobyt 22 punkty. Jego nauczyciel

powiedzial mu, ze uzyskana przez niego liczba punktow stanowi 55% wszystkich
mozliwych do zdobycia punktéw. Oblicz, ile maksymalnie punktéw mozna byto
uzyskac ze sprawdzianu.

Cukier w 15-procentowym roztworze wodnym ma mase 75 g. Oblicz mase roz-
tworu i mase wodly.

‘ ‘ ‘ . 5%
Na diagramie przedstawiono zestawienie odpo- G-

wiedzi na pytanie: ,,Jakie tilmy ogladasz najcze- o,
Sciej?” zadane uczniom pewnej szkoly. Kazdy horrory
z nich wskazat jedng z siedmiu odpowiedzi.

11%
Dramaty i filmy kostiumowe wskazalo tacznie 76 popularno-

0s6b. Tle 0séb bralo udzial w badaniu? Ile osob "@1<owe

wskazalo filmy sensacyjne? 14%
kostiumowe

Oblicz pole figury przedstawionej na rysunku.
a) 5cm b) 4 cm C)
3 cm 4 cm Lac 5cm
i 5cm
rownoleglobok i




O ile procent wiecej,
o0 ile procent mniej

Na dobry poczatek )

Na stoisku z bakaliami mozna kupic¢ paczkowane

orzechy wloskie. W malych opakowaniach miesci sie
40 dag orzechdéw, a w duzych - o 50% wiecej.

Pytania i polecenia

« QO ile procent masa orzechéw w malym opakowaniu jest mniejsza
od masy orzechéw w duzym opakowaniu?

» Ktéra paczke orzechéw bardziej oplaca sie kupi¢?
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Przyktad 11 )
Wyznacz liczbe o 15% wieksza od 40.
¢ Sposob| o 15% wiece]
Na poczatek obliczamy 15% liczby 40: i
e el 16 to 15%
15% z 40 to m-ﬁlO = 6. liczby 40
Liczba o 15% wicksza od 40 jest wiec réwna: 40 46
40 + 6 = 46.
Dzialania te mozna zapisac nastepujaco: —~ 7
40 + o540 = 40 + 6 = 46. 1,15
Sposab
Liczba o 15% wigksza od liczby 40 to 115% liczby 40.
— 0 A =
1,15-40 = 15540 = 46
S
Przyktad12 )
Wyznacz liczbe o 15% mniejsza od 40.
¢ Sposob | o 15% mniej
Obliczamy 15% lieczby40: 00000 @ — . B 16 to 15%
15% 2 40 to 7= 40 = 6. liczby 40
40
Liczba o 15% mniejsza od 40 jest rowna: 4
40 — 6 = 34.
L g
Sposob 10,85
Liczba 0 15% mniejsza od liczby 40 to 85% liczby 40.
85 _
100 40 = 34
. J
Dobra rada

Zwiekszanie i zmniejszanie liczby o dany procent warto przedstawiac w postaci odpowiedniego

mnozenia (jak w przykfadach powyZzej). Jest to wygodne zwtaszcza wtedy, gdy wykonujemy
obliczenia na kalkulatorze.

O 15% wiecej niz 407 O 15% mniej niz 407

.15 (x(alo(=jmo(. [85/xal0/=




6. O ile procent wiece)j, ¢ ile procent mnigj

Cwiczenie 1 > N
Wyznacz liczbe:

a) o 10% mniejsza od 50, ¢) o 175% wigksza od 80,

b)o 12% wiekszg od 25, d)o 100% mniejszg od 1245.

Przyktad2 )

Bluza kosztowata 80 zt. W czasie wyprzedazy jej cene obnizono o 35%. @
Oblicz, ile nalezato zaptacic za te bluze po obnizce.

Sposob |

Obliczamy kwote, o ktorg obnizono cene: 35% z 80 zt to 0,35 - 80 zt = 28 zt.
Odejmujemy te kwote od poczatkowej ceny bluzy: 80 zt — 28 zt = 52 zi.

Sposob

Ustalamy, jaki procent ceny poczatkowej stanowi obecna cena bluzy:
100% — 35% = 65%.
Obliczamy ten procent ceny poczatkowej: 65% z 80 zl to 0,65 - 80 zt = 52 zt.

W czasie wyprzedazy bluza kosztowata 52 zi.

Cwiczenie 2 > \

Bilet normalny do kina jest o 80% drozszy od biletu ulgowego. Oblicz, ile zapta-
cimy za dwa bilety normalne, jesli cena biletu ulgowego to 15 zt.

Przykdad3 )

Kilogram cytryn kosztuje 10 zi, a kilogram jabtek 2 zt.
Oblicz, o ile procent:

a) cytryny sg drozsze od jabfek,

b) jabtka s3 tansze od cytryn.

Najpierw obliczamy réznice cen 1 kg cytryn i 1 kg jabtek: 0 400% wiece]

10 zt — 2 zt = 8 zt. e
a) Obliczamy, jakim procentem ceny jablek jest kwota 8 zt: 2 74
% = 4, czyli 400%. 2 7t
Cytryny sg drozsze od jablek o 400%. 271
b) Obliczamy, jakim procentem ceny cytryn jest kwota 8 zt: 2 71
8 80 s B 2 zi 2 zi

To = 100> <2yli 80%. =

Jabtka sg tansze od cytryn o 80%. 0 80% mnie
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W podpunktach a) i b) przyktadu 3 otrzymaliSmy rézne wyniki, poniewaz w pierw-
szym przypadku interesowal nas procent ceny jablek, a w drugim - procent ceny
cytryn. Ta sama kwota, 8 z1, stanowi 400% ceny jabtek, ale 80% ceny cytryn.

Dobra rada
W zadaniach z procentami zawsze trzeba sie zastanowic, jaka wielkos¢ stanowi nasze 100%.

Cwiczenie 3.1 )

Kilogram rodzynek kosztuje 21 zt, a suszonych jabtek 28 zt. Oblicz, o ile procent:

a) kilogram suszonych jablek jest drozszy od kilograma rodzynek,
b) kilogram rodzynek jest tanszy od kilograma suszonych jabtek.

Cwiczenie 3.2 >

W piekarni JAGODA ceny wszystkich wypie-
kéw z poprzedniego dnia zostaly obnizone
o ten sam procent. Na podstawie informacji
z rysunku oblicz, ile kosztuje butka z nasiona-
mi, jesli poprzedniego dnia kosztowala 1,5 zl.

\

Przyktad4 )

W trakcie trwania programu telewizyjnego prowadzono glosowanie majgce wy-
fonic¢ najlepszego sposrod dwojga finalistow. Piotr uzyskal 30 glosdw, a Karina
otrzymata 45 glosow.

a) Ile procent gloséw dostata Karina, a ile otrzymat Piotr?
b) O ile wiecej glosow niz Piotr dostata Karina?
c¢) O ile procent wiecej glosow niz Piotr dostata Karina?

¢ a) Karina i Piotr uzyskali w sumie 30 + 45 = 75 glosdéw. Z tej liczby:

. 30 2 40
Piotr dostat o T g
45 60

3
Karina dostata -z = = = 75, czyli 60% gtosow.

b) 45 — 30 = 15, a wiec Karina dostala o 15 glosow wiecej
niz Piotr.

czyli 40% glosow,

¢) Teraz musimy obliczy¢, jaki procent glosow otrzymanych 1o mozna obliczy¢

przez Piotra (30) stanowi roznica (15). w pamieci: Karina
15_ 1 dostata o potowe
a0 Czyll 50% wiecej gtoséw,

a potowa to 50%.

Karina dostala o 50% gloséw wiecej niz Piotr.




6. O ile procent wiece), ¢ ile procent mnigj

Karina dostata 60% glosow, a Piotr otrzymal 40% glosow. Czy nie powinnismy
wiec powiedziec, ze Karina dostata o 20% gloséw wiecej? Nie, bo gdy pytamy
,»0 ile procent wiecej niz Piotr’, odnosimy si¢ do wyniku Piotra, a nie do liczby
wszystkich oddanych glosow.

Jesli jednak interesuje nas roznica wielkosci 60% i 40%, mozemy uzy¢ pojecia
punktéw procentowych. Mowimy, ze Karina dostata o 20 punktéw procento-
wych wiecej niz Piotr.

Zapamietaj

Punkty procentowe to réznica miedzy wielkosciami wyrazonymi w procentach.

Cwiczenie 4 > w,

Stopa bezrobocia w Polsce w lutym 2018 r. wynosita 6,8%, a w lutym 2019 r. - 6,1%.
O ile punktoéw procentowych zmalala w tym czasie stopa bezrobocia?

Zadania

1. Pitka plazowa kosztowala 40 z1, ale jej cene podniesiono o 5%. Ile kosztuje pitka
po podwyzce?

2. Oblicz ceny ubran w promocji.

PROMOCJA!

Ceny nizsze o 20% od podanych.

{98L
sweter t-shirt

90zt | 202zt

‘3) 3. W zimie lyzwy kosztowaly 120 z1, a rolki 90 zI. Na wiosne cene tyzew obnizono
0 20%, a cene rolek podwyzszono o 25%.

a) Ile kosztowaly lyzwy, a ile rolki po zmianach cen?
b) Gdyby kto$ kupowal jednoczesnie tyzwy i rolki, to czy wiecej zaplacitby w zi-
mie, CZy po wiosennej zmianie cen?
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4. Na zajecia kotka matematycznego chodzito 6 chtopcow i 4 dziewczynki. Poznie;

do grupy dotfaczyly 2 dziewczynki.

a) O ile procent zwiekszyla sie liczba uczestnikow kotka?

b) O ile procent zwigkszyla sie liczba dziewczynek?

c¢) Jaki procent uczestnikow kotka stanowity dziewczynki wczesniej, a jaki poz-
niej?

d) O ile punktéw procentowych zwiekszyl sie odsetek dziewczynek wsrod
uczestnikow kotka?

5. Agnieszka i Pawet kolekcjonuja bilety na mecze reprezentacji Polski mezczyzn
w siatkdwke. Pawel ma juz 20 biletéw, a Agnieszka 15. Oblicz, o ile procent:

a) liczba biletow zebranych przez Agnieszke jest mniejsza od liczby biletow ze-
branych przez Pawla,
b) liczba biletow Pawla jest wieksza od liczby biletéw Agnieszki.

6. WyraZz w procentach zmiane opisang ponize;.
a) Paliwo samochodowe w lutym kosztowato 5 zt za litr, a w grudniu 6 zf za litr.
b) Mieszkanie kupione w zesztym roku za 320 000 z1, obecnie jest warte 360 000 zi.
c) Agata dotad otrzymywala 15 zl kieszonkowego, od nastepnego miesigca bedzie
dostawac 25 zt.
d) Czas Tomka w biegu na 100 m wynosi 15 s. Podczas ostatnich zawodow chto-
piec poprawil swoj wynik o 1 sekunde.

7. W ramce podane s3 aktualne ceny osmiu produktéw. Nie wykonujac doktad-
nych obliczen, wybierz z ramki cene produktu, o ktérym wiadomo, ze:

a) kosztowal 129 zl, a jego cene obnizono o 15%,
b) kosztowat 232 71, a jego cene obnizono o 27%,
c) kosztowal 48 z1, a jego cene podwyzszono o 9%.

13,32 zt 19,35 zt 52,32 7k
83,35 zt 109,65 zt
130,42 zt 169,36 zt 205 zt

= 8. Oblicz na kalkulatorze ceny produktéw z zadania 7. Kazda cene obliczaj za po-
mocg jednego dziatania (jak w ,,Dobrej radzie” na s. 44). Sprawdz, czy twoje
oszacowania byly trafne.

. W maju rower kosztowal 1800 zl. W sierpniu jego cene obnizono o 15%, a po
miesigcu o dalsze 20%. Ile bedzie trzeba zaplacic¢ za ten rower we wrzesniu? Ile
by kosztowal, gdyby w sierpniu jego cena zostata obnizona od razu o 35%?
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10. Poczatkowa cena trampek wynosita 100 zI. O ile procent L it
sie zmienita, jesli: ktéra wielkos¢
w zadaniu

a) najpierw obnizono jg o 20%, a potem podwyzszono o 20%,
b) najpierw obnizono jg o 30%, a potem podwyzszono o 40%,
¢) najpierw podwyzszono ja o 40%, a potem obnizono o 30%?

stanowi 100%.

11. W tabeli przedstawiono liczby ludnosci trzech najludniejszych krajéow swiata
(w milionach) w 2010 r.1 2017 r.

Panstwo 2010 . 2017 r.
Chiny 1360 1410
Indie 1231 1339
USA 309 324

a) Ktore z wymienionych krajow miaty w 2017 r. po-
nad miliard mieszkancow?

b) Oblicz, o ile procent wzrosta liczba mieszkancow
kazdego z tych panstw w okresie od 2010 r. do
2017 .

12. Podczas turnieju tanca publicznos¢ glosowata na jedng z czterech par.

a) Ktora para otrzymata wiecej glosow: wyniki gtosowania [%)
A czy B? O ile punktéw procentowych 2 40%
wiecej? O ile procent wiecej? 40
’ 11 4 30 24% 20(y
b) Ktora para otrzymata mniej glosow: 20 0 160
A czy B? O ile punktéow procentowych 10
mniej? O ile procent mniej? 0

A B C D para

13. Na diagramie przedstawiono procentowy udzial w rynku platkéw sniadaniowych
w latach 2018-2019 trzech firm: Corn, Mais, Kukur.

a) Odczytaj z diagramu, o ile punktéw udziat platkéww rynku [%]
procentowych zmienit sie w tym okresie 25
udzial w rynku kazdej z wymienionych fg
firm. .

b) O ile procent wzrdst udzial w rynku .
platkow tirmy Kukur? | |

c) O ile procent zmniejszyl sie udziat 2018 2019 rok
w rynku platkéw firmy Mais? Corn Mais [l Kukur

. W drugiej turze wyboréw na przewodniczacego samorzadu byly dwie kandy-
datki: Lila i Kasia. Na Lile glosowato o 50% wiecej 0sob niz na Kasie. O ile punk-
tow procentowych wynik Lili byl lepszy od wyniku Kasi?
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1.

Na okres ferii cene karnetow narciarskich podniesiono o 20%. Te sytuacje
przedstawia ilustracja. Na jej podstawie odpowiedz na pytania.

cena przed podwyzka

i
cena po podwyzce

a) Jaka czeS¢ ceny karnetu po podwyzce stanowi cena przed podwyzka?

b) Jaki procent ceny karnetu po podwyzce stanowi cena przed podwyzka? Za-
okraglij wynik do pelnych procentow.

¢) O ile procent trzeba obnizy¢ cene karnetéw po feriach, aby wrocita do po-
przedniej wysoko$ci? Zaokraglij wynik do pelnych procentow.

. W czasie wyprzedazy ceny obnizono o 20%. Wykonaj odpowiedni rysunek i od-

powiedz, o ile procent wyzsza byla cena przed wyprzedaza.

. Cene obnizono o 50%, a nastepnie podniesiono o 50%. Czy po tych dwdch

zmianach cena byla wyzsza, czy nizsza niz na poczatku? O ile procent?

. Cena komputera zostata obnizona z 2000 zt do 1300 zt. O ile procent zmalata

cena tego komputera?

Dwa sklepy sprzedaja ten sam model obuwia
w roznych cenach. Oba sklepy wprowadzity ob-
nizki. Pierwszy, w ktorym buty kosztowaly 250 zi,
obnizyt ich cene 0 25%. Drugi, ktory sprzedawat
takie same buty w cenie 220 z1, objal je rabatem
w wysokosci 20%.

a) Ile kosztowaly buty po obnizkach?
b) W ktorym sklepie po obnizce buty byly drozsze? O ile ztotych?

Poparcie dla budowy linii energetycznej w kwietniu wynosito 27%, w maju 32%,
a w czerwcu 30%.
a) O ile punktow procentowych wzrosto poparcie dla budowy linii w czerwcu

w porownaniu z kwietniem?
b) O ile procent spadlo to poparcie w czerwcu w poréwnaniu z majem?

IV. Oblicz: 2°, 32, 23, 3-2. Ktdre dziatania majg taki sam wynik?




Obliczenia procentowe

Na dobry poczatek >

Kasia kupita babci na imieniny bukiet kwiatow oraz figurke aniotka
i torebke do zapakowania prezentu. Za wszystko zaplacita 37,50 zl.
Przyjrzyj sie paragonowi, ktéry otrzymala. Jakie informacje zawiera?

cena brutto
za poszezegolne
artykuty z ozna-
czeniem stawki

BUKIET DUEY  Lszt x 23 = 236
TOREEKA MARA lszt x 23 = 2
AMIOEEER FIG 1=zt x 18 = 18A
Serzedat opodathk. A
kuota FTU A 234

Sprzedar opodatk, B

; kuota FTU B S84

\ Fazem FTU

"~ 3UMA FLH :
é M{

A - artykuty objete stawkq podatku
VAT w wysokosci 2.3%

B - artykuty objete stawkq podatku
: e VAT w wysokosci 8%

T i e R R

e e - e

© T PTU (podatek od towaréw i ustug) — inna nazwa podatku VAT L - -

i

Pytania i polecenia

o Zapisz, ile wynosi cena brutto figurki aniotka.

» Zapisz, ile wynosi VAT od ceny figurki.

» Zapisz, ile wynosi cena netto figurki.

« Czy podatek VAT stanowi 23% ceny netto, czy ceny brutto?




. Proporcjonalnosé i procenty

) Obnizki i podwyzki

Przyktad1 )

. . ‘. 0 4 :
Cena pitki po obnizce 0 25% wynosi 36 zl. PROMOCJA

[le kosztowala ta pitka przed przeceng? Teraz tylko

Obliczamy, ile wynosi 1% poczatkowej ceny: 36 zt : 75 = 0,48 zt.
A wiec poczatkowa cena wynosi 100 - 0,48 zt = 48 zt.

¢ Skoro cene obnizono o 25%, to obecna
cena stanowi 75% ceny poczatkowej.
Wiemy wiec, ze 75% poczatkowej ceny wy-
nosi 36 zl.

Sposob |

Sposab

Obliczenia znacznie si¢ uproszcza, gdy zauwazymy, ze 75% ceny to % tej ceny.

% szukanej ceny wynosi 36 zt, wiec i szukanej ceny wynosi 36 zt : 3 = 12 zi,

zatem szukana cena wynosi 4- 12 zt = 48 zt.

Oblicz poczatkows cene roweru, ktory przeceniony o 35% kosztuje 715 zt.

Cwiczenie 1 > ]

' Podatek VAT

Wiele zadan z procentami dotyczy podatkow, a wsrdod nich — podatku od towa-
row i ustug, czyli VAT.

Cena brutto = cena netto + podatek VAT

Zapamietaj

Stawka VAT to okreslony procent ceny netto.

Czy wiesz, ze...

Skrot VAT pochodzi od pierwszych liter angielskiej nazwy tego podatku, czyli od Value
Added Tax (czytaj: walju edyd taks, podatek od wartosci dodanej). Podstawowa stawka
VAT w Polsce jest 23%. Na niektore towary i ustugi obowigzuja stawki nizsze: 8% i 5%.
Najnizszg stawkg VAT sg objete m.in. ksigzki i zywnos¢.




7. Obliczenia procentowe

Przyktad2 ) w

Cena netto roweru trekkingowego wynosi 2500 zt. Oblicz, ile wynosi cena brutto
tego roweru, uwzgledniajaca podatek VAT w wysokos$ci 23%.

Cena brutto stanowi 123% ceny netto, a wiec wynosi:
1,23 -2500 = 3075 [z1].

Cwiczenie 2 > “\

W hurtowniach podawane sg zazwyczaj ceny netto towarow. Przy sprzedazy doli-
czana jest kwota podatku VAT. Ile kosztuje kurtka, jesli jej cena netto w hurtowni
wynosi 240 zt (odziez jest objeta VAT-em w wysokosci 23%)?

Przyktad3 ) "

Deska snowboardowa kosztuje 738 zl. Jest to jej cena brutto, na ktdrg sktada sie
cena netto oraz 23-procentowy podatek VAT obliczany od ceny netto. Oblicz cene
netto deski oraz wartos$¢ podatku VAT.

Cena brutto’ cena netto “podatek VAT
deski - (23%)

Cena brutto (738 zt) stanowi 123% ceny netto:
123% — 738 zi

1% — 738:123 = 6 [z]

100% — 6-100 =600 [zl] cenanetto

Wartos¢ podatku VAT mozna obliczy¢ dwoma sposobami.
Sposdb |. Od ceny brutto odejmujemy cene netto: 738 zt — 600 zt = 138 zt.
Sposdb Il. Obliczamy 23% ceny netto: 0,23- 600 zt = 138 zl.

Cena deski netto wynosi 600 z1, a podatek VAT wynosi 138 zt.

Cwiczenie 3 > Wszystko bez VAT!

Cena brutto telewizora LED wynosi 1968 zt. Ob-
licz, ile bedzie kosztowac ten telewizor w trakcie
trwania promocji ,Wszystko bez VAT!’, jezeli
stawka VAT na telewizory wynosi 23%.




. Proporcjonalnosé i procenty

' Roztwory

Przyktad4 ) \

Do jednego naczynia wlano 120 g roztworu soli, ktdry uzyskano w wyniku roz-
puszczenia w wodzie 15 g soli, a do drugiego naczynia wlano 0,5 kg roztworu soli,
w sklad ktorego wchodzi 75 g soli. Ktory roztwdr ma wieksze stezenie procentowe?

¢ / o A9 r s ;
¢ W pierwszym roztworze sol stanowi —- masy calosci, czyli:

120
5
6= 108 T000 — Too> CO Oznacza 12,5%.
40
Drugi roztwor ma mase 0,5 kg = 500 g, z czego
75 g stanowi sol. Tak wiec sdl stanowi: il L
15 ,
38 -, 15 oo sOl: 15¢ 75¢
e L8 Bl 15%, roztwor: 120 g 500 g
Wieksze stezenie procentowe ma drugi roztwor.
L vy

Cwiczenie 4 >

W jednym naczyniu bylo 300 g 15-procentowe-
go wodnego roztworu siarczanu miedzi CuSO,,
a w drugim - roztwor uzyskany w wyniku rozpusz-
czenia 5 g czystego siarczanu miedzi w 20 g wody.
W ktorym naczyniu stezenie siarczanu byto wieksze?

Krysztaly siarczanu miedzi

Przyktad5 ) Y

Do 200 g 6-procentowego wodnego roztworu cukru dolano 100 g wody. Jakie
jest stezenie otrzymanego roztworu?

¢ W roztworze bylo 0,06 - 200 g = 12 g cukru. Ta ilos¢ nie zmienila sie¢ po dolaniu
wody.
Nowy roztwor ma mase 300 g i zawiera 12 g cukru. Zatem jego stezenie wynosi

12 .
200 — 0,04, czyli 4%.
Otrzymany roztwor ma stezenie 4%.

. P
Cwiczenie 5 > N

W szklance byto 200 g wodnego roztworu soli o stezeniu 2%. Po pewnym czasie
ze szklanki odparowato 40 g wody. Jakie jest stezenie pozostatego roztworu?




7. Obliczenia procentowe

m 1. Montaz drzwi kosztowal 300 zIl, a montaz okna 100 zt. Po roku koszt montazu
takich samych drzwi wzrost o 10%, a takiego samego okna zmalal o 5%. O ile
procent zmienit sie taczny koszt montazu obu elementow?

2. Kasia lubi piec babeczki. Niestety za kazdym razem 20% pieczonych ciastek przy-
pala w piekarniku. Ile babeczek musi upiec, aby otrzymac 32 niespalone ciastka?

3. Biuro Turystyczne Riwiera w przypadku rezygnacji z wycieczki nie zwraca pelnej
wplaconej kwoty. Odpowiedz na pytania, opierajgc sie na przytoczonych zapisach
regulaminu jednej z ofert.

a)

Jesli rezygnacja z wyjazdu nastgpl miesigc przed terminem
wyjazdu, to biuro potraca 132 zl, czyli 8% ceny wycieczki.

[le kosztuje ta wycieczka?
b)

Jesli rezygnacja z wyjazdu nastepuje na 2 tygodnie
przed terminem wyjazdu, to potracana jest kwota 297 zi.

Jaki to procent ceny wycieczki?

c) Jesll rezygnacja nastapl na tydzien przed terminem wyjazdu,
to biuro potraca 36% ceny wycieczki.

Jaka to kwota?

. Na obozie letnim kazdy uczestnik wybral jedne zajecia popotudniowe. Do wy-
boru byly wspinaczka, kregle oraz basen. 45% uczestnikéw wybralo kregle,
15 obozowiczow — wspinaczke, a 18 — basen. Ile osdb bylo na obozie?

5. Mleko typu light, czyli o obnizonej zawartos$ci ttuszczu, to takie, ktore zawiera nie
wiecej niz 1,5% tluszczu. Mleko w dwulitrowej butelce wazy okoto 2 kg, a zawiera
25 g tluszczu. Czy w tej butelce jest mleko typu light?

m) 6. W promocji ,,3 za 2" przy zakupie dwodch koszulek w cenie 30 zt kazda, trzecig
koszulke w tej samej cenie otrzymuje sie gratis. O ile procent nizsza jest cena
jednej koszulki w tej promocji od normalnej ceny tej koszulki?

A. 0 50% B. 0 333% C.0 665% D. 0 10%
7. Podstawowa stawka podatku VAT w Polsce do konca 2010 roku wynosita 22%,

a od stycznia 2011 roku jest to 23%. O ile ztotych mniej kosztowalby rower, kto-
rego cena netto to 1600 zl, gdyby stawka VAT nie zostata podniesiona?




. Proporcjonalnosé i procenty

= 8. Rodzice Magdy kupili telewizor i laptop. Jakie kwoty zastapiono na fakturze lite-
rami A, B, C, D? Korzystajac z przedstawionych informacji, wykonaj odpowiednie

obliczenia.
Cena ., Cena
Lp. Nazwa towaru Ios¢ VAT @ Kwota VAT
netto brutto
1 Telewizor 46" 3 200,00 1 23% B B
2 Laptop 15,6, RAM 8 GB A 1 23% C 2 583,00

9. a) W jednym stadzie bylo 100 owiec. 20% tego stada stanowily czarne owce.
W drugim stadzie bylo 200 owiec. 20% tego stada rowniez stanowily czarne
owce. Stada polaczono. lle owiec jest w powstalym stadzie? Ile procent tych
owiec stanowig czarne owce?

b) Mieszamy 100 gramow dwudziestoprocentowego roztworu cukru i 200 gra-
mow dwudziestoprocentowego roztworu cukru. Ile gramow roztworu otrzy-
mamy? Jakie bedzie jego stezenie?

10. Czy mieszajac w odpowiednich proporcjach dwa roztwory soli: jeden 20-procen-
towy, a drugi 40-procentowy, mozemy otrzymac roztwodr o podanym stezeniu?

a) 10% b) 20% c) 30% d) 35% e) 40%  f) 60%

11. a) Na konkurs przyszto 10 chtopcow i 30 dziewczynek. Ile osdb przyszto na kon-
kurs? Jaki procent z nich stanowia chlopcy?
b) W 30 g wody rozpuszczono 10 g cukru. Jaka jest masa powstatego roztworu?
Jakie jest jego stezenie?

12. a) Na wycieczke pojechato 200 uczniow. 40% tej grupy stanowili chiopcy. Ilu
chtopcdéw pojechato na wycieczke? A ile dziewczynek?
b) Ile soli i ile wody jest w 200 g 40-procentowego roztworu soli?

-------
]

s 13. Wszystkich uczniow szkoly w Zwierzyncu zapytano, czy maja w domu zwierze.
Ich odpowiedzi przedstawiono na pierwszym diagramie. Tych, ktorzy odpo-
wiedzieli twierdzaco, poproszono o sprecyzowanie, jakie zwierze majg w domu,
poprzez wybranie jednej odpowiedzi. Wyniki te przedstawiono na drugim dia-
gramie. Jaki procent uczniow tej szkoty ma w domu kota?

[. Czy masz w domu zwierze? I1. Jakie to zwierze?

24%
nie

28%
rybki

76% o
ol 16% 26%

kot pies
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Ef 14. Jakie bedzie stezenie wodnego roztworu soli, jesli do 150 g roztworu 4-procen-
towego dolejemy 50 g wody?

';? 15. Do jednego naczynia wlano 5 kg roztworu soli o stezeniu 9% i 15 kg roztworu
soli o stezeniu 18%. Jakie stezenie ma otrzymany roztwor?

;; 16. Komputer kosztuje 2400 zl brutto. Jaka jest jego cena netto, jesli stawka VAT
wynosi 23%?

1. Stawka podatku VAT (5%, 8% lub 23%) zawsze odnosi si¢ do ceny netto. Jaki
procent ceny brutto stanowi VAT w kazdym z tych przypadkow?

2. W 2011 r. podniesiono podstawowg stawke VAT z 22% do 23%.

a) O ile punktéw procentowych podniesiono te stawke?

b) O ile procent zwiekszyl sie podatek, jesli nie zmienila sie cena netto towaru?

c) O ile procent sprzedawca musial obnizy¢ cen¢ netto towaru, jesli nie chciat
podwyzszac jego ceny brutto?

/ Czyjuzumiem? |

l. Za noclegi na wycieczce uczniowie mieli zaptaci¢ 200 zi, a za wyzywienie 250 zl.
Wyzywienie podrozalo o 10%, a na noclegi byla promocja 12,5%. Jak zmienit si¢
taczny koszt noclegdw i wyzywienia?

Il. W 15-procentowym roztworze jest 66 g soli. Oblicz mase tego roztworu.

7 Il Jajko kurze klasy wagowej L wazy 65 g, a jego zditko 20 g, natomiast jajko bez
skorupki wazy 56 g. lle procent masy jajka stanowi jego z6ttko, a ile skorupka?
Wrynik zaokraglij do pelnych procentow.

IV. Tlu takich szesciennych klockdéw potrzeba, aby zbudowac szescian o objetosci
1 litra?

a)

b)

¥ A —

R
L8
\
L8
k--- -

5¢cm 2¢cm




WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

1. Nowozency zaprosili na wesele 80 gosci. Co czwarty z nich ma mniej niz 30 lat.
Jaki procent gosci weselnych stanowig osoby ponizej trzydziestego roku zycia?

A. 20% B. 25% C. 32% D. 40%
2. Zamien podane ulamki na procenty.

2 |
a) b) 55 c) 4 d) = e) x f) 4

3. Sposrdd 250 uczniow pewnej szkoly 130 bierze udziat w zajeciach dodatkowych
oferowanych przez szkote. Oblicz, jaki procent ucznidow tej szkoly stanowia

uczniowie uczeszczajacy na zajecia dodatkowe.

Afrekwencja [%)]

4. Na diagramie przedstawiono miesieczng frekwen- 7

; [ s : ; 97

cje (procent obecnosci na lekcjach) wklasie 7¢. [ |
Ocen prawdziwo$¢ kazdego z ponizszych zdan. o3| 8 & & i bR . .
Czy w miejscu ¥ nalezy umiescic litere P, ozna- 91 -0 111
czajacy zdanie prawdziwe, czy F - oznaczajacg

‘ IX X XIXIET 10V Vv VI
zdanie falszywe? miesiac

[. Najnizsza frekwencja byla w maju i czerwcu.
II. W miesigcach jesiennych frekwencja w klasie rosta.
III. Srednia frekwencja w tym roku szkolnym wynosita 91%.

[V. W zadnym miesiacu frekwencja nie byla réwna 97%.

5. Na koncert przybyto 900 osdb. 60% tej grupy stanowily kobiety. Ilu mezczyzn
byto na tym koncercie?

A. 540 B. 600 C. 360 D. 180

6. Wsrod siodmoklasistow w pewnej szkole 60% wybratlo jezyk niemiecki jako drugi
jezyk obcy. Reszta wybrala jezyk hiszpanski. Ocen prawdziwosc podanych zdan.
Zdecyduj, czy w miejsce "L wstawic litere P (oznaczajaca zdanie prawdziwe), czy F
(oznaczajacg zdanie falszywe).

. Jezyk niemiecki wybralo o0 20% osob wiecej niz jezyk hiszpanski.
1I. Jezyk niemiecki wybrato o 50% osdb wiecej niz jezyk hiszpanski.

[TII. Odsetek osab, ktore wybraly jezyk niemiecki, jest o 20 punktow procentowych
wyzszy niz odsetek osob, ktore wybraly jezyk hiszpanski.

7. Kasia otrzymata kupon rabatowy do sklepu internetowego uprawniajacy do piet-
nastoprocentowej znizki na zakupy o tacznej wartosci powyzej 50 zi. Kasia dodata
do koszyka zakupy o fgcznej wartosci 65 zl. Ile zaptaci za wybrane towary, jesli
skorzysta z kuponu rabatowego?



8.

10.

11.

1.2,

13.

14.

15.

16.

. Dwie rodziny, 4-osobowa i 5-osobowa, wyje-

Powtorzenie |

Asia zdobyla z testu z matematyki 60 punktow na 80 mozliwych.

a) Mira zdobyta o 5% punktow wiecej niz Asia. Ile punktéw zdobyla Mira?
b) Jola zdobyla o 5% punktow mniej niz Asia. lle punktow zdobyla Jola?

.m|

chatly na weekendowg wycieczke do Paryza.
Kosztami, ktore wyniosty 10 620 zt, podzielity
sie proporcjonalnie do liczby osdb. Oblicz, ile
zaptacila kazda z rodzin.

Ania wyjechata na wakacje do Szkocji. Przez 27 dni, czyli 90% czasu spedzonego
przez nig w tym kraju, padal deszcz. Jak dtugo trwatl pobyt Ani w Szkocji?

W tabeli przedstawiono procentowy udziat Brazylii, Meksyku i Wietnamu
w Swiatowym zbiorze kawy w latach 2000 i 2010.

a) O ile punktéw procentowych zwigkszyt sie

; , Pl ; Kraj 2000 r. 2010 r.
udzial Wietnamu w Swiatowym zbiorze ) . :
kawy w tych latach, a o ile zmalal udziat Brazylia 25% 34%
Meksyku? Wietnam 10,6% 13,2%

b) O ile procent wzrdst udzial Brazylii Meksyk 4,5% 3%

w Swiatowym zbiorze kawy w tych latach?  Zrédio: hetp:/istat.gov.pl.

Czy podane zdania sg prawdziwe?
I. Liczba 18 stanowi 30% liczby 60. I1. Liczba 18 stanowi 180% liczby 10.

Paczka terakoty kosztuje 32 zl netto. Ile zaplacimy za nig w sklepie, uwzglednia-
jac 23-procentowy podatek VAT?

Ile cukru i ile wody nalezy zmieszac, aby otrzymac 120 g wodnego roztworu
cukru o stezeniu 15%?

Liczba o 17% mniejsza od liczby 856,24 to
A. 0,17 -856,24. B. 1,17-856,24. C. 0,83-856,24. D.1,83-856,24.

Wanda chce przygotowac lemoniade wedlug
przepisu z bloga kulinarnego. Oblicz, ile poma-
ranczy oraz ile nasion kardamonu bedzie jej po-
trzebne do przygotowania 18 porcji lemoniady.

skiadniki na 4 porcje
2 pomararicze
3 cytryny Nl
2 fyzki mioduy

6 nasion kardamony

8 listkéw swiezej miety

! litr schfodzone;j wody

12 kostek lodu




Powtorzenie |

1. 35% pewnej liczby to
A.0,65 tejliczby.  B. 0,035 tejliczby.  C. o5 tejliczby.  D. % tej liczby.

2. Oblicz, jakim procentem:

a) roku jest kwartal, ¢) godziny zegarowej jest godzina lekcyjna,
b) doby jest 9 godzin, d) wszystkich dni tygodnia sg dni robocze.

3. We wrzesniu ksigzka kosztowata 36 z1. W pazdzierniku jej cene obnizono o 15%,
a nastepnie w listopadzie podniesiono o 15%. Ile kosztowata ksigzka po tych
zmianach?

4. Dzienne zapotrzebowanie trzynastolatka na biatko wynosi okoto 75 g. Biatko
zawarte w awokado stanowi okoto 2% jego masy. Ille gramow awokado dziennie
musialby zjes¢ trzynastolatek, aby zapewnic sobie dzienna porcje biatka?

5. W pewnej szkole w klasach szostych uczy sie 100 uczniow, w sidédmych 120,
a wOosmych 125. Na diagramie przedstawiono procent ucznidw wypozyczajacych
ksigzki z biblioteki w kolejnych trzech miesigcach.

a) Ilu uczniow klas (j’)gmych Procent ucznidw wypozyczajacych ksiazki z biblioteki
wypozyczyto ksigzki w paz- 54 68
dzierniku? 60

b) [lu vcznidéw klas 6-8 tej 50 -+ . 1 48
szkolty wypozyczyto ksigzki 40+ . N | 38 s
w listopadzie? 30 7 25 L1 - B

c) Czy w grudniu bylo wiece; 20157 ]‘
szOsto- czy siddmoklasistow 12 B || | | IR
wypozyczajacych ksigzki pazdziernik listopad grudzien
w bibliotece? O ile wiecej? klasy 6 [l klasy7 [l Klasy 8

6. Opakowanie soczewek kontaktowych (6 sztuk) kosztuje 129,60 zt. Soczewki sg
objete 8-procentowym podatkiem VAT. Ile wyniostaby cena tego opakowania
soczewek, gdyby byly one objete 23-procentows stawka VAT?

7. DwadzieScia piec osob zapytano o to, jak spedzg sylwestra. Ich odpowiedzi przed-
stawiono na diagramie kotowym. Ocen prawdziwo$¢ kazdego z ponizszych
zdan. 89%

I. Sze$c¢ osob deklaruje, ze sylwestra z przyjaciotmi
spedzi w domu.

I1. 15% oso6b jeszcze nie wie, jak spe- SEaam
dzi sylwestra. 0s6b

jeszcze
nie wiem

B w domu
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8. Asia wsypala do 150 g herbaty 10 g cukru, a Kasia do 235 g herbaty 15 g cukru.
Ktora z herbat, Asi czy Kasi, ma wieksze stezenie procentowe cukru? Wybierz
odpowiedz I lub I1 i jej uzasadnienie spo$rdd zdan oznaczonych literami A-D.

10 15
_ A. 150 =~ 235
- 281 10 15
o B 156 <723
poniewaz

C 10 5 15
_ . 160 ~ 250

I1. Kasi
10 15
D. 160 < 250

9. Drut o dlugosci 3 m podzielono na trzy czesci. Pierwsza z nich ma 70 cm dlugo-
Sci, a dlugosc drugiej czesci stanowi 140% diugosci pierwszej. Ocen prawdziwosc
kazdego z podanych zdan. Czy w miejsce ! nalezy wstawic litere P, oznaczajaca
zdanie prawdziwe, czy F — oznaczajgcg zdanie falszywe?

[. Druga cze$¢ drutu jest diuzsza od pierwszej o 40%.

II. Pierwsza czesS¢ drutu jest krotsza od drugiej o 40%.

1

III. ' Druga czes$¢ drutu stanowi okolo <

calego drutu.

10. W tabeli przedstawiono powierzchnie i ceny kilka mieszkan. Czy cena mieszka-
nia jest proporcjonalna do jego powierzchni?

Powierzchnia (m?) 30 60 80 90 100
Cena (tys. zl) 120 180 200 225 250

11. Wykonano powiekszong kopie zdjecia slimaka. Korzystajac z podanych infor-
macji, oblicz x.

xcm
10 cm

21 ¢cm

12. Agata, Marek i Zbyszek pomagali sgsiadce w ogrodku. Agata zaczela prace
0 9.00, Marek o 10.00, a Zbyszek o 11.00. Wszyscy pracowali do potudnia. Za
swoja prace otrzymali 54 zl, ktére podzielili proporcjonalnie do czasu pracy.
[le zarobito kazde z nich?

13. Ile wody nalezy dola¢ do 2 kg pietnastoprocentowego roztworu soli, aby uzyskac
roztwor dziesiecioprocentowy?




Czekolada

Czy lubisz czekolade? A czy wiesz, ze
znali jg juz Majowie i Aztekowie? Upra-
wiali oni kakaowce juz wtedy, gdy nikt
w Europie jeszcze o nich nie styszat.
Z nasion tej ro$liny przyrzadzali gorzki
napdj, ktory spozywali podczas obrze-
dow i Swiat religijnych. Nasiona te byly
dla nich tak cenne, ze uzywali ich nawet
jako srodka platniczego. Pierwszym Eu-
ropejczykiem, ktory zetknat sie z ziarna-
mi kakaowrca, byl Krzysztof Kolumb. Byto to w roku 1502, podczas jego ostatniej,
czwartej podrézy do Nowego Swiata, ktora miata miejsce w latach 1502—1504.
»Dziwne ziarna,, z ktorymi sie wtedy zetknal, przywidzt do Europy jako cieka-
wostke. Dopiero 20 lat pozniej Ferdynand Cortez zwrdcit uwage na pobudzajgce
wlasciwosci napoju pitego przez Majow i Aztekdw. Probowal ten napdj rozpo-
wszechni¢ w Europie, jednoczes$nie rozwijajac uprawy kakaowca. Poczatkowo
gorzki napoj nie cieszyl sie jednak zbytnim uznaniem. Rzesze zwolennikow zy-
skal dopiero, gdy zaczeto dodawac do niego cukier i wanilie. Byl jednak bardzo
drogi, wiec tylko zamozni Europejczycy mogli delektowac sie jego smakiem. Az
do XIX w. czekolade podawano gltoéwnie w postaci pitnej. Dziewietnastowieczne
odkrycia i wynalazki umozliwity produkcje czekolady w tabliczkach.

W Polsce najwieksza popularnoscia cieszg i
sie twarde tabliczki czekolad: stanowig one :
az 41% wszystkich sprzedawanych tabliczek.
Drugie miejsce zajmujg czekolady nadzie-
wane, a najmniej sprzedawanych jest tabli-
czek czekolad z dodatkami. Wsrdd twardych I
tabliczek czekolad najwiecej sprzedaje sie nadziewane ¥
czekolady mlecznej — az 62%.

31%

Polska jest eksporterem czekolady i wyrobow czekoladowych. W tabeli podano
informacje dotyczace tego eksportu w 2014 r.i 2015 r.

[osc (tys. t) Wartos¢ (mln zl)
Towar
2014 r. 2015 . 2014 r. 2015 .
czekolada i inne przetwory 262.6 302.7 4880.0 57924

spozywcze zawierajace kakao




1.

& 3.

10.

H |
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. W szkole zapytano 150 ucznidw, jaka

/adania na temat. ..

Oblicz, jakim procentem sprzedawanych w Polsce tabliczek czekolady sg twarde
tabliczki czekolady mleczne;j.

. Oblicz, o ile procent wzrosta ilosc¢ eksportowanych czekolad i innych przetwordw

spozywczych zawierajgcych kakao w roku 2015 w pordéwnaniu z rokiem 2014.

Oblicz, o ile procent wiecej zarobilismy w Polsce w roku 2015 na eksporcie cze-
kolady i innych przetwordw zawierajgcych kakao w poréwnaniu z rokiem 2014.

?

O ile kilogramow mniej eksportowano
czekolady i innych przetwordéw zawie-
rajgcych kakao w roku 2014 w pordw-

naniu z rokiem 20157 16%
bakaliowa

orzechowa

czekolade lubig najbardziej. Wyniki
przedstawiono na diagramie. Oblicz, —

o ilu uczniéw wiecej woli czekolade deserowa
mleczng niz orzechowa.

Informacja do zadan 6-10

Czekolada przedstawiona na ilustracji ma mase 150 g. W tabeli podano infor-
macje o jej wartosciach odzywczych.

Wartos¢ odzywcza 100 g
wartos¢ energetyczna 540 kcal
biatko 63g
weglowodany 58,4 ¢

; ]anek odlamal 4 kostki czekolady. Jaki to procent catej tabliczki?

Az llz % B. 9% C. 0,36% D. 4%

; Tylko jedno z podanych wyrazen nie pozwoli obliczy¢ masy (w gramach) biatka

5 takiej tabliczki czekolady. Ktore?
A. 5-6,3 B. 75% - 9,45 C. %-6,3 D. %- 6:3- 1,5

. Oblicz, jakg wartos¢ energetyczng ma 25% tabliczki czekolady.

. Oblicz, jaki procent catej tabliczki czekolady powinno si¢ zjes¢, aby dostarczyc

do organizmu 7,3 g weglowodanow.

Agnieszka, Magda i Malgosia kupity jedna czekolade. Agnieszka zjadla kilka ka-

walkéw czekolady, okolo 16,7% tabliczki, Magda - 8 kostek czekolady, a Malgosia -
-

1g calej tabliczki. Oblicz, jaki procent tabliczki pozostat.




1. Ania piekla pierniczki — gwiazdki i serduszka. Okazalo sie, ze stosunek liczby
gwiazdek do serduszek wynosi 2 : 3. Ile procent pierniczkow upieczonych przez
Anie to serduszka?

2. Jacek, Tomek i Wojtek kupili 25 m linki i rozdzielili ja miedzy siebie w stosunku
1 :4:5. Jacek mial najkrétszy kawatek, a Wojtek najdiuzszy. Ile procent linki
otrzymat Tomek?

3. Janek, Zosia i Magda przygotowywali dekoracje na bal — wycinali i malowali
niewielkie rybki. Gdy skonczyli prace, okazalo sie, ze Zosia zrobila trzy razy
wiecej rybek niz Janek, a Magda — az cztery razy wiecej niz Janek. Ile procent
wszystkich rybek zrobita Zosia?

Wiele kserogratéw pozwala zmniejszac i zwiek- Kopiowanie T
sza¢ kopiowany obraz. Gdy ustawimy powieksze-

nie np. na 120%, kazda dlugosc na kopii stanowic <5 Zmniejszenie/
bedzie 120% dlugosci na oryginale. Na przyklad ¥ x| Powigkszenie...

jesli narysujemy odcinek diugosci 10 cm, to po
odbiciu z powickszeniem 120% otrzymamy od-
cinek o dtugosci 12 cm.

120% - |+

4. W jakiej skali powiekszymy lub pomniejszymy rysunek, jesli odbijemy go na
kserografie przy podanym ustawieniu?
a) 200% b) 50% c) 20%

5. Jak nalezy ustawic kserograf, aby otrzymac rysunek w podanej skali?
a)3:1 b)1:4 c)1:10

6. Mape w skali 1 : 50 000 powiekszyliSmy na kserografie ustawionym na 200%.
Jaka jest skala odbitki mapy?

7. Dopasuj procenty z ramki do czesci A, B, C

A
i D diagramu kotowego. M B
a) y HcC

5% 15% 25% 35% 45% 55%




Zadania na geser

) 7% 17% 20% 30% 33%

8. Kuba zapisal, ile mieszkan poszczegolnych rodzajow znajduje sie w jego bloku.
Dane przedstawit na dwa sposoby: za pomocg diagramu stupkowego i kotowego.
Niestety, na kartke wylat sie tusz i niektdre informacje zostaly zamazane. Wy-
wnioskuj z pozostalych informacji, ile mieszkan poszczegdlnych rodzajéw znaj-
duje sie w bloku Kuby. Zapisz te dane w samodzielnie zaprojektowanej tabeli.

1-pokojowe 2-pokojowe 3-pokojowe 4-pokojowe

9. Zapoznaj si¢ z informacjami zamieszczonymi w tabeli, a nastepnie wykonaj po-

lecenia i odpowiedz na pytania.

SREDNIA MASA NIEDZWIEDZI BRUNATNYCH (kg)

Wiosna Jesien
Samce Samice Samce Samice
RuLagl 248 115 243 141
i Stowenia
Do), 201 96 973 158
1 Norwegia

Zrédlo: Swenson et al., Oecologia 2007 Aug 153(1): 37-47.

a) Czy miedzy wiosng a jesienig masa niedZzwiedzi zmniejsza si¢, czy zwieksza?
O ile procent? Odpowiedzi podaj osobno dla poszczegdlnych plci i polozenia
geograficznego. Przedstaw je w samodzielnie zaprojektowanej tabeli.

b) Czy zmiany s3 wieksze na pdinocy, czy na potudniu Europy? Czy wieksze sg
wsrod samic, czy wsrod samcow?

10. Z naczynia z woda wyparowalo 18% wody. Oblicz, ile wody znajdowalo si¢ po-
czatkowo w naczyniu, jesli pozostato w nim 41 litrow wody.

11. Narysuj trojkat rownoramienny, w ktorym diugosc podstawy to 40% obwodu.

12. Najwiekszy kat trojkata stanowi 50% sumy katow tego trojkata. Jaki to trojkat?
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Potega o wykiadniku
naturalnym

Na dobry poczatek >

Legenda glosi, ze wladca Indii byt tak zachwycony gra w szachy;

7e postanowil obdarowac jej wynalazce. Ten, poproszony o wskazanie
nagrody, poprosit o co$, co wydawalo sie wladcy bardzo skromne: o tyle
ziaren pszenicy, aby na pierwsze pole szachownicy przypadto 1 ziarenko, na
drugie - 2 ziarenka i nakazde nastepne — dwa razy wiecej niz na poprzednie.
I co si¢ okazalo? Na calym swiécie nie¢'ma takiej ilosci ziarna pszenicy!

Na ostatnie pole szachownicy
przgpad’robg 22 ziaren. Géra

. ; :‘. S5 usypana ze wszystkich ziaren
s i_-__: _‘_;_{,,I_;E:'g_ wuyzsza od. Mount Everestu.

Ile ziaren przypadalo na czwarte pole szachownicy? A ile na dziesigte?

Na 26. pole przypada tyle ziaren, ile zajmie polowe spichlerza. Na ktére pole

przypada tyle ziaren, ile zajmie caly spichlerz?




1. Potega o wyktadniku naturalnym

Wiesz juz, jak obliczy¢ kwadrat i szescian liczby, czyli jej druga i trzecig potege.

W bardzo podobny sposdb obliczamy potege czwartg, piatg itd.

5:5 =5 lloczyn 5 - 5, zapisany w skrécie jako 5,
to kwadrat liczby 5 (druga potega liczby 5).

5:5:5 =9 lloczyn 5-5- Sto inaczej 5°, czyli szescian liczby 5
(trzecia potega liczby 5).

5-55-55-5-5=5' Wyrazenie 5/ to si6dma potega liczby 5. Méwimy
tez, ze liczba 5 jest podniesiona do si6dmej potegi.

(- wyktadnik poteqi

| — n's — {\
N czynnikow podstawa potegi
o n 34_g1 :3
Jak okresli¢c pierwszg albo zerowsa potege np. — = \
liczby 32 Spdjrz na schemat. 3\ o .
Aby zejs¢ o schodek nizej, czyli zmniejszy¢ wy- \
ktadnik potegi o 1, wykonujemy dzielenie przez 3. 3 3°

Dla zachowania tej regularno$ci mozemy przy-

Jﬁlé: ze 31 :3, 30: 1. .3 ;;1:%. \:3
A

Tak samo postepujemy w przypadku poteg o innych podstawach niz 3.

ar
O

o /
: W

Zapamietaj

Dla dowolnej liczby a przyjmujemy a' = a.

Dla dowolnej liczby a # 0 przyjmujemy a” = 1.

\
Przyktad1 \

Zapisz jako a" oraz w postaci iloczynu i oblicz:

a) piata potege liczby 6, c) potege o podstawie 1,1 i wyktadniku 4,
b) czwarta potege liczby %, d) potege o podstawie —3 i wyktadniku 3.
a)6°=6-6-66-6="7776 O LIY=11-1,1-1,1-1,1 = 1,4641

b) (1)4:l.l.l.lzl d) (_3)3:(_3).(_3).(_3):_27




I. Poteqi

Cwiczenie1 )

Zapisz w postaci iloczynu oraz jako a” i oblicz (mozesz korzysta¢ z kalkulatora):

a) siodma potege liczby 8, c) potege o podstawie 2,5 i wykladniku 5,
b) trzecig potege liczby —%, d) potege o podstawie —1,2 i wykladniku 4.
M
Dobra rada
Potegowanie pozwala krocej zapisac Mnozenie pozwala krocej zapisac
wielokrotne mnozenie: wielokrotne dodawanie:
2-2:22:2-185 2: 4=+ 2+2+7=§
25 L0t
Przyktad2 )
Oblicz.
_A) Y 2y’ 2°
a) (—2) b) —2 o () d) 2
4
¢ a)(-2) =(-2)-(-2)-(-2)(-2)=4-4=16
)
b) _24 =—2.2.2.2=-16 * Nie ma nawiasu, wigc potegujemy liczbe 2, a minus
zapisujemy przed wynikiem.
) (2)3 ~222_222_38
P8l B33 %3 o
J
d) 2’ _2-2-2 8 _ 22 * Nie ma nawiasu, wiec potegowanie wykonujemy przed
3 3 3 3 dzieleniem (kreska utamkowa oznacza dzielenie).
\.

W podpunkcie c) pokazano, jak poteguje sie
utamek zwykty:

(2)322_2_2 2.2 _ 23
: .

Podobnie postepujemy w przypadku dowolne;
potegi dowolnego utamka.

Zapamietaj

Aby podnies¢ do potegi utamek zwykly, podnosimy do potegi osobno licznik
i osobno mianownik tego utamka.

(%)” - ;_:, ale & (an), gdzie n # 0, b # 0.




1. Potega o wyktadniku naturalnym

Cwiczenie 2 > ~,

Oblicz i poréwnaj wyniki. ; 3
a) (—3)2 oraz —3° b) (—4)3 oraz —4° C) (%) oraz —

Przyktad3 ) \

) (3) b) (13) ) (—23)
) (3) -

- -4 2 0

(-

a’=1

dla dowolnego a # 0.

b) 2 > l o
* lloczyn dwoch liczb
1 1y A1 1 _§ 5 25 1 ujemnych jest liczba
) {2 ) ( 25) ' (_25) - 25 ' 25 — 227 4~ 6Z ~ dodatnia.
J
Cwiczenie 3 > ~
Oblicz.
1\ 1\ 3\ 1\3 0
2 (3) wz) a5 Al 9(39)
Py
Przyklad4 ) :

Dla jakich liczb x zachodzi réwnoséé x* = 2562
Sprobujmy odgadnac wlasciwg liczbe.
e Czy x = 52 Obliczamy: 5* = 625 - za duzo.

e Czy x = 32 Obliczamy: 3? = 81 - za malo.

e Czy x = 42 Obliczamy: 4* = 256 - zgadza sie.

Zatem liczba 4 spelnia warunki zadania.

Ale czy jest jedyna taka liczba? Zauwazmy,
ze gdy podnosimy liczbe ujemng do czwarte;
potegi, to wynik jest dodatni. Mamy wiec drugg mozliwosé: x = —4.

Sa dwie liczby, dla ktorych zachodzi podana rownosc: 4 oraz —4.

Cwiczenie 4 > “

lloczyn parzystej liczby
5 ; P czynnikow ujemnych jest
a) x° = 64 b) x° =64 c) x’ =64 . liczba dodatnia.

Dla jakich liczb x zachodzi podana réwno$¢?




I. Poteqi

Czy wiesz, ze...

GOOGOL = 10", czyli jedynka i sto zer, to nazwa liczby wymyslona przez
dziewiecioletniego chtopca. Jego wuj - matematyk Edward Kasner - poprosit go

o nazwanie bardzo duzej liczby. Kasner uzyt tej nazwy po raz pierwszy w swojej
ksigzce ,Matematyka i wyobraznia” (1940).

Nazwa wyszukiwarki internetowej Google pochodzi od nazwy liczby googol. Podczas

rejestracji popetniono jednak btgd, wpisujgc zamiast googol.com znane wszystkim
google.com.

Przyktad5 )

Zapisz podana liczbe w postaci potegi o podstawie 10 lub potegi o podstawie 0,1.
a) 10000000 b) 0,000001

a) Gdy mnozymy liczbe naturalng przez 10, na koncu pojawia sie¢ dodatkowe
zero. Dlatego:

10" =10 102 = 100 10° = 1000
) - -
1 zero 2 zera 3 zera

Wobec tego 10000000 = 10"

b) Gdy mnozymy liczbe przez 0,1, przesuwamy przecinek w lewo o jedno miej-
sce. Dlatego:

0,1'=0,1 0,1* = 0,01 0,17 = 0,001
- L .
1 miejsce 2 miejsca 3 miejsca
po przecinku po przecinku po przecinku

Wobec tego 0,000001 = 0,1°.

Dobra rada
10° = 100 000 0,1° = 0,00001
T ——
5 zer 5 miejsc po przecinku
Jaka potega — tyle zer. Jaka potega — tyle miejsc po przecinku.

Cwiczenie 5 >

Zapisz podang liczbe w postaci potegi liczby 10 lub liczby 0,1.
a) 10000 b) 100000 c) 10 d) 0,001 e) 0,00001 f) 1




10.

11.

1. Potega o wyktadniku naturalnym

. Zapisz w postaci iloczynu oraz jako a”, a nastepnie oblicz:

a) piagta potege liczby —1, c) potege o podstawie 5 i wyktadniku 4,

b) druga potege liczby 11, d) potege o podstawie 2 i wykladniku 9.
. Oblicz. . ,

1\? 2 2 2

a) 36 b) () o () d) (22) e) (1,3)

. Oblicz. :
2 3 4 1 3

a) (—4), (—4), (-4) b) 2% (3}, (-0.2)", 0,023
. Oblicz. 1 ,

a) 2% +2° b) 3" +3° c) 5" +5° D (3) +(5)
. Zapisz bez wykonywania obliczen:

a) kwadrat liczby 382, c) n-tg potege liczby 5,

b) trzecig potege liczby %, d) liczbe —23 podniesiong do potegi z.
. Okresl liczbe zer wystepujacych w zapisie dziesietnym danej liczby.

a) 102 b) 10° c) 104 d) 1ot
. Oblicz.

a) 0,12 0,1%0,1% 0,1° b) 0,4%; 0,4% 0,4

. Podaj liczbe dodatnig oraz liczbe ujemna, ktére nalezy podnies¢ do kwadratu,

aby otrzymac:
a) 16, b) 81, c) ~ d) 0,36, e) 3.

. Podaj wartosci poteg liczby —1 o kilku kolejnych wykladnikach naturalnych:

(—1)0, (—l)l, (—1)2, (—1)3, (—1)4, ... Co zauwazasz? Zapisz swoje wnioski.
Podaj liczbe, ktdrg nalezy podnies¢ do trzeciej potegi, aby otrzymac:

a) 8, o) 3 e) —1, g) 27000, i) o,

b) —8, d) —, £) 0, h) 0,000001, j) —12;.

Kwadrat o polu rownym 1 podzielono w spo- HEEE
sOb przedstawiony obok (liczby oznaczaja pola N
poszczegdlnych czesci uzyskanych w wyniku L )

podziatu). Zapisz w postaci potegi liczby %: 1
8

a) pole zdltego prostokata, | |
b) pole czerwonego kwadratu. .




I. Poteqi

13.

14.

W16

12.

15.

W sobote 1 kwietnia 2017 roku Jacek sie nu-
dzil i opublikowal post na portalu spoteczno-
Sciowym. W niedziele (2 kwietnia) jego post
udostepnito pie¢ osdb. W poniedziatek kazdy |
z udostepnionych w niedziele postéw udostep-
nito kolejne pie¢ osdb itd. Zapisz za pomoca
potegi i oblicz, ile osdb udostepnito post:

a) we wtorek 4 kwietnia,

b) w Srode 5 kwietnia,

c) w sobote trzy tygodnie po 1 kwietnia.
Poréwnaj swoje wyniki z liczbg ludnosci War-
szawy (2 mln), Polski (38 mln), $wiata (7 mld).

W 1965 roku Gordon Moore, jeden z zalozycieli
firmy Intel, sftormutowal prawo rozwoju kom-
puterow, ktoére w obecnie przyjetej wersji glosi,
ze moc obliczeniowa komputeréow, pojemnos¢
ich dyskow itp. zwiekszajg sie dwukrotnie co
dwa lata. W roku 2017 typowy laptop miat dysk
o pojemnosci 0,5 terabajta. Oblicz, ile terabaj-
tow pojemnosci powinien mie¢ zgodnie z pra-
wem Moorea dysk laptopa w roku 2027.

Bakterie rozmnazaja sie przez podzial — z jed-
nej bakterii powstaja dwie mniejsze, ktore
nastepnie rosng i znow sie dzielg. Zalozmy,
ze bakterie pewnego gatunku dziela sie co
15 minut. Ile bakterii powstanie z jednej po
2 godzinach? Odpowied7 zapisz za pomoca
potegi i oblicz.

| Jacek
iﬂiﬂjﬁ 1 kwietnia

Mycie rak powoduje wypadki
drogowe! Kazdy, kto spowodowat
wypadek drogowy, myt rece
przynajmniej raz w zyciu.

Producenci mydta ukrywaja ten
niewygodny fakt!

Harvard Mark 1 - pierwszy kumputer cyfru
wy, stworzony w latach 1937-44 przez zespol
konstruktoréw z firmy IBM.

Pani Ania Zapominalska wptacita do banku 1000 zt. Po kazdym pelnym roku
jej stan konta powiekszal sie 0 2% (po uwzglednieniu podatku). Po roku miata

wiec 1,02 - 1000 zt, a po dwoch latach 1,02 - 1,02 - 1000 zi. Ile miata na koncie po
20 latach? Zapisz odpowiednie dziatanie (uzyj potegowania) i oblicz.

. W nowej tirmie na dokumenty przeznaczono regal ztozony z trzech poétek, kaz-

da o dtugosci 1 m. Po pierwszym roku dziatalno$ci dokumenty zajely segregator
o grubos$ci 10 cm. Firma rozwijala sie preznie i w kazdym roku dokumenty zajmo-
waly dwa razy wiecej takich segregatoréw niz w roku poprzednim. Sprébuj naj-
pierw odgadnac¢ odpowiedzi na ponizsze pytania, a nastepnie wykonaj obliczenia.

a) W ktorym roku dziatalnosci tirmy trzeba bedzie dokupic¢ drugi regal?
b) Na ile lat wystarczy drugi regal, jesli bedzie miat taka samg pojemnos¢?



1. Potega o wyktadniku naturalnym

W E17. W 1 roku naszej ery centurion Marek pozyczyl swojemu koledze 20 denaréw na
| procent rocznie.

a) Ile denarow powinien zwrdcic kolega Marka dzisiaj, gdyby obaj tego dozyli?

b) Denar rzymski byl warty tyle, ile 3,89 g srebra. Przelicz kwote obliczong w pod-
punkcie a) na ztotdéwki. Gram srebra kosztowal we wrze$niu 2019 roku 2,30 zi.
Mozesz skorzystac z tej ceny albo znalez¢ aktualne dane.

Gdy podnosimy liczbe 2 do kolejnych poteg, otrzymujemy coraz wieksze liczby:

25 45 85 105 54

Inaczej jest z liczba % Jej kolejne potegi sa coraz mniejsze: % 1 1 1

3 ZJ g! EJ B

1. Sprawdz, co si¢ dzieje, gdy podnosimy do kolejnych poteg dang liczbe.

a) 3 b) 5 c) —3 d) —3
2. Podaj dwa przykiady liczb, ktérych kolejne potegi:
a) sg coraz wieksze, ) s3 raz ujemne, raz dodatnie,
b) sa coraz mniejsze, d) sg stale takie same.
v/ Czyjuzumiem?
l. Oblicz.
3 0 1 4 1)
a) 4 b) 25 o) 18 d) 0,2 e) (13)

ll. Czy podane liczby sg rowne?
A 4 L 14 3 4 3 35 4 1 0 . 0
a-2ti(-2)) )iy o-2%i(-2) d1¥i25' e)18°i8l
lll. Zapisz podang liczbe jako potege liczby 10.
a) dziesiec tysiecy b) sto milionéw ¢) 1000000000000

IV. Oblicz pola wszystkich figur i obwdd figury A.

A B C
i

1 ¢m




Potegi o tych samych podstawach

Na dobry poczatek >

W dominie przedstawionym na ilustracji kostki
zestawiono tak, aby dzialania na sgsiadujacych
- polach miaty taki sam wynik. |
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Pytania i polecenia

» W ukladance brakuje trzech klockéw. Zastanéw sie, ktére z pokazanych

klockéw mozna wstawi¢ w zaznaczone miejsca.



2. Potegi o tych samych podstawach

Wyrazenia zawierajgce potegi czesto mozna upraszczac.

Przyktad1 ) \

Zapisz iloczyn poteg 2°- 27 w postaci jednej potegi.

@ 22: 0= 0:2: 083 =07 " =P
eyt L]
2 czynniki 3 czynniki
—
5 czynnikow
\. 7

Podobnie mozna postepowac przy mnozeniu poteg o dowolnych jednakowych
podstawach i dowolnych wykladnikach naturalnych.

-a"=qag-..-ra-a-..-a=ag"*"m
R e
n czynnikdw m czynnikow

R

n + m czynnikow

Zapamietaj

Wzor na iloczyn poteg o tej samej podstawie
Aby pomnozy¢ potegi o tej samej podstawie, dodajemy ich wyktadniki, a pod-
stawe pozostawiamy bez zmian.

an.gm=qgn+m

gdzie a # 0, n, m - liczby naturalne

Cwiczenie 1 > ~

Przedstaw za pomocg jednej potegi i oblicz.

a) 10°-10° b) 3% 34

W podobny sposob postepujemy przy dzieleniu poteg o jednakowych podstawach.

Przyklad2 ) N

Zapisz iloraz poteg 2° : 2% w postaci jednej potegi.

5 czynnikow

; ———y 111
5 . 3_2_22222_222’12_ L W 2
3 2P == gy =2 =2
e 111
3 czynniki




Zapamietaj

Wzor na iloraz poteg o tej samej podstawie

I. Poteqi

Ogolnie, przy dzieleniu poteg o tych samych podstawach (roznych od 0)
i dowolnych wyktadnikach naturalnych # i m, takich ze n = m, postepujemy
nastepujaco:

n czynnikdw m czynnikow n — m czynnikow
rt— ey y———

n
a a-..:a a-..*aq:*a .4 ol
CJﬁ :CIH? ::-—Tﬁ — — — CJﬁ m
a a-..-a a-.-a
— ——]
m czynnikow m czynnikow

Aby podzieli¢ potegi o tej samej podstawie, odejmujemy ich wykladniki, a pod-
stawe pozostawiamy bez zmian.

an:ams=qgn-m

gdzie a # 0, n, m - liczby naturalnei nzm

Cwiczenie2 >

Przedstaw za pomocg jednej potegi i oblicz.
31{]4

a) 10°:10° b) 1o

Przyktad3 )

Zapisz wyrazenie (32)4 w postaci potegi o podstawie 3.
Kwadrat liczby 3 mozemy zapisac jako iloczyn.
3°=3-3

Czwarta potega tego wyrazenia to:

(32) =32.32.32.32 =(3’-_3)-(3-3)-(3-3)-(3-_32= a2 =138

4 razy po 2 czynniki, czyli 8 czynnikow

Podobnie jest przy potegowaniu potegi o dowolnej podstawie réznej od zera
i dowolnym wykladniku naturalnym.

(@?] =[@=med) @70 = a0
— .

n czynnikow n czynnikow

%
m razy po n czynnikow



2. Potegi o tych samych podstawach

Zapamietaj

Wz0r na potegowanie potegi

Aby podniesc potege do potegi, mnozymy wykladniki, a podstawe pozostawia-
my bez zmian.
m .

gdzie a # 0, n, m - liczby naturalne

Cwiczenie 3 > %

Zapisz wyrazenie w postaci potegi.

2) (3’ b) (10%)° o (-2)*) a (-1®)

Podczas wykonywania dtuzszych dziatan na potegach bedziemy korzystac z po-
znanych wzordw.

Jak fo byto:
Rt Hczy

Dobra rada

Jesli nie pamietasz jeszcze

WZorow, wypisz je na kartce. R 47
Korzystaj z niej podczas
rozwiqzywania zadari.
Przyklad4 ) n
Oblicz.
) 2
a) (20171008)" - 20172015 b) 3:10° c)(4573) : (4573 4574
¥
o a)(20171908) . 20172015 = '
w 20:_71008'2 . 20172015 — & (Gn)m —gh'm
= 7] 7208 » 3 72003 = a”-a”=a"""
_ 5()172016—2015 _ a”:a"=a"""
=2017' = 2017
b) 36-10° = Podstawy sg rozne, nie mozemy odejmowac wyktadnikow.
= 720100000 = Dlatego obliczamy kazda potege osobno i dzielimy.
= (,00729




I. Poteqi

2
) (4573) (4573 457%) = 4573 %2 1 457 T4 = 457° : 4577
Aby podzieli¢ mniejsza liczbe (457°) przez wieksza (4577), mozemy przejsc
do zapisu w postaci utamka (patrz ,,Dobra rada” s. 39).
1
6 . 74571 _ _457® 1 _ 1 Korz
: = = = — = ystamy z faktu,
DT =  A570-4570 4570 DT e 4577 = 4575457

Cwiczenie 4 >

Oblicz.

a) (113" - (112) b) 22

Zadania

poziom A>
& P1.F2

. Wykonaj polecenia. » Jesli poprawnie rozwigzesz trzy kolejne przyklady z jed-

nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.
Zapisz w postaci jednej potegi.
LY FINE 1Y
922225 o3)-(3)-(3) e047:04 g (-01)(-01)

b)5%:5°  d) (—5)2 -(—%)2 £) 10°:105  h)(-0,5)-(=0,5)*-(=0,5)"

poziom B> Zapisz W postaci jEdHEj pOt@gi.

2y 37 19% 38 o (2 -(4): (2)

b) 0,2% 0.72° 6,22 f) 5+.5%: 51

o (=3 (-3 : (-3 ) (-8)": (-8)" (-8)

d) (=10)°: (=10)" - (=10)’ h) (—0,1)°-(=0,1)* : (—0,1)’

poziom C> Przedstaw liczbe w postaci a” i oblicz.

< P3

MISTRZ> Zapisz w postaci jednej potegi.

30

a) (52)20 ) ((—1)1? | 2
w{E) oY) o(-9)  w{)

af (725 72 72) {72 19 b) (52_'5”4: ’ 0 (a7 ()




2. Potegi o tych samych podstawach

. Z ktérego wzoru mozna skorzystac, aby uprosci¢ podane wyrazenie?
13 15
a) 215:213 b) 215_213 C) 215_|_213 d) (215) e) 215_213 f) %

Wybierz odpowiedz z ramki.

I, gt-g™ = gttt L (g = g¥
II.a":a"=a""" IV. z Zadnego z wymienionych

. Zapisz w postaci jednej potegi.

a) a’-a* d) x> x* x g) (—b)6 : (—b)3, b#0

16
b) b*- b*? e) x%:x% x#0 h) =, m # 0
{4
P )2 (=)
9 (cP(-o)(f Dk x0 )22y o
(=) ()

. Jaki wykladnik nalezy wpisa¢ w miejsce [4, aby otrzymac réwnosc?

a) 57 = 5%. 5K c) 48 =410 4H e)1=92.9%:9M

b) 612 = g . g d) 310 — 30 :34 f) 87 — 8 _(811 :86)
. Przedstaw w postaci jednej potegi.

4
2) (22)) o (52.5%)" e) (43 43) 2) (63 63
5

by ((3)°) @) (727 f) (9°:9) h) 8 (%)

. Oblicz.
Y 5 gl il
a) (95-99):(98. 94) S e) 1000 104
8~ -8
4
b) (73-72:7°). = d) 100 - 102 £) 0,01 - 10*
7

. Oblicz: "

a) ile to milionow: (104)2, b) ile to tysiecy: (11006) :

. Masa Ziemi jest 10** razy wieksza od masy dorostego
kota. Liczba 10** nie jest rowna

A. (1020 C.1020. 104,
B. (108). D. 1030 :10°.

. Przedstaw liczbe x = 60°%° w postaci:
a) iloczynu poteg o tej samej podstawie, b) potegi potegi.
W kazdym przypadku przedstaw liczbe x na trzy rdzne sposoby.




I. Poteqi

‘& 10. Oblicz wartosci dziesieciu kolejnych poteg liczby 3 i zaobserwuj, jak zmieniaja
sie w nich cyfry jednosci. Na tej podstawie odpowiedz:

a) ile jest réwna cyfra jednosci liczby 32919,

_32013

b) czy wynik odejmowania 32°!" jest podzielny przez 10.

@ 11. Ile zer w zapisie dziesietnym ma liczba (10190)™2

A. 110 B. 120 C. 1000 D. 1001

Kilogram to 1000 g, kilometr to 1000 m, jednak kilobajt (jednostka pojemnosci
pamieci komputera) to nie 1000 bajtow, ale 1024 bajty. Dlaczego? Wewnatrz
komputera wszystkie obliczenia wykonywane sg w systemie dwojkowym, w kto-
rym wazng role odgrywaja potegi o podstawie 2, a 2'° = 1024 to w przyblizeniu
1000 (czyli 10°) - dlatego przyjeto przedrostek ,kilo”

Przyblizona réwnosé 2'° = 10 pozwala szacowa¢ duze potegi liczby 2, na przy-

ktad:

731 — 5. ~30 _ 2_(210)3

3
~2-(103)" = 2-10° = 2000000000 (2 miliardy).

1. Przypomnij sobie legende ze s. 66. Zapisz w przyblizeniu bez uzycia poteg, ile
ziaren pszenicy powinno si¢ znalez¢ na ostatnim polu szachownicy.

2. Bakterie rozmnazajg sie przez podzial. Jesli tylko maja dos¢ pokarmu, co pewien
czas z jednej bakterii powstajg dwie nowe. Ile bakterii powstanie z jednej po do-
bie, a ile po tygodniu, jesli ich liczba podwaja sie co godzine? Podaj przyblizong
liczbe.

3. Oblicz na kalkulatorze 6°. Oszacuj 6°°.

|. Zapisz w postaci jednej potegi.

a) 210. 72 b) 210 : 22 o) (210)°
Il. Oblicz.
) 3031 b) (103)° c) 10° — 108 d) 720 : 718

lll. Przedstaw w postaci jednej potegi.
5
a) (373 b) ((23)") 0 (97:9)

V. Wykonaj dzialania.
a) —0,9 + 17 b) 2,6 —(—1,8) ¢ 15104 d) 7

o0 | W
|
(S

s |




Wiasnosci potegowania

Na dobry poczatek >

Zobacz na przykladach, jak ogromny wplyw na wynik
potegowania ma pominiecie nawiasu.

(22'=42=16 S

(33)3= 27°=19 683 33°=3% =7 625 597 484 987

liczba mieszkaricow liczba 1000 razy wigksza niz
niewielkiego miasta liczba wszystkich ludzi na Ziemi J5

44" = 42% = 13 407 807 929 942 597 099 574
024 998 205 846 127 479 365 820 592 393
377 723 561 443 721 764 030 073 546 976
801 874 298 166 903 427 690 031 858 186
486 050 853 753 882 811 946 569 946 433
649 006 084 096 — liczba majgca 155 cyfr

(5% = 31255 = 298 023 223 876 953 125 55°=5312 _ liczba majgca 2185 cyfr

] | K !
A = | N =
= iwel [ o BT - "
. ] || o] [ || | || || =] || - B . -

Pytania i polecenia
» Ktora liczba w zapisie dziesietnym ma wiecej zer i o ile? Ile razy wieksza jest ta liczba?

a) (10% czy 10%° b) 10%°czy (10



I. Poteqi

Umiemy upraszczac wyrazenia zawierajgce potegi o jednakowych podstawach.
Mozna tez upraszczal wyrazenia zawierajgce potegi o réznych podstawach, ale
takich samych wykladnikach.

\

Przyktad11 /

Zapisz w postaci jednej potegi iloczyn 27 - 4°.
¢ Zapisujemy kazdg z poteg w postaci iloczynu, a nastepnie zamieniamy kolejnos¢
czynnikow.

23.43=2.2-2-4-4-4=2-4-2-4-2.4=(2-4°=8-8.-8 =83

.

Przyktad12 )

Zapisz w postaci jednej potegi iloraz: a)2°:7°, b) 8°:4°.

a) Zapisujemy kazdg z poteg w postaci iloczynu, a dzielenie za pomocg kreski
utamkowej.

1.t  Ande2
27" =Se

Poniewaz ulamki mnozymy ,licznik razy licznik, mianownik razy mianow-
nik’, mozemy przeksztalci¢ to wyrazenie do postaci:

' Py T ”
3 5_8*8-888_§§§§§_(§)5_ 5
b) 87 4  4-4-4-4-4 4 4 4 4 4 \4 = 2

Zapamietaj

Wzory na potege iloczynu i potege ilorazu

Dla dowolnych liczb a i b réznych od zera oraz dowolnej liczby naturalnej n
prawdziwe s3 nastepujace zaleznosci:

o potega iloczynu jest rowna iloczynowi poteg o tym samym wykladniku:

(a-b)"= a” - b"

o potega ilorazu jest rowna ilorazowi poteg o tym samym wyktadniku:

@) ~(2) - G-an: b

Cwiczenie 1 >

Zapisz iloczyn lub iloraz w postaci jednej potegi.

a)2’ 17’ b) 18°:2° c) 2008 : 48 d) 12°-3°

L




3. Wiasnosci potegowania

Czasem po zapisaniu wyrazenia w postaci jednej potegi okazuje sie, ze fatwo
obliczy¢ wartos$¢ tego wyrazenia.

Przyktad2 ) N
Zapisz wyrazenie w postaci potegi iloczynu lub ilorazu i oblicz jego warto$¢.

5 5 18*
a) 80,25 b) F

¢ 2)8°-0,25°=(8-0,25P=27=32

b)§=(%)4=34=81

Cwiczenie 2 > R

Zapisz wyrazenie w postaci potegi iloczynu lub ilorazu i oblicz jego wartosc.

3
a) 6°-(3) b) 0,24 104 d) 353: 73 d) (=50) : 25°

D Bardziej ztozone wyrazenia

Czasem przy wykonywaniu obliczen trzeba skorzystac z kilku wlasnosci potego-
wania, czyli kilku wzordw.

Przyktad 3 > @—\
Oblicz: a) 91°:3%%, b)2%Y.0,25°.

¢ a) Obliczenie kazdej z poteg 9'° i 3%® z osobna byltoby czasochtonne, sprébuje-
my wiec przeksztalci¢ dane wyrazenie do prostszej postaci. Ani wykladniki,
ani podstawy tych poteg nie sg rowne. Jednak podstawy nie sg zupelnie przy-
padkowymi liczbami, bo 9 = 3. Mozemy wykorzysta¢ ten fakt.

15
9 &) 328 — (32) : 328 — Korzystamy ze wzoru na potegowanie poteqgi.
— 330 ; 328 = Korzystamy ze wzoru na iloraz poteg o tej samej podstawie.

_330-28 _ 32 _g

b) Zauwazmy, ze 0,25 = i. Korzystajgc z tej rownosci, mozemy rozwigzac przy-
ktad podobnie jak poprzedni.
9 20 20 20
1) —qd0 1 _2 2 _Z

20 9 _ ~20 (1 _ 2% s 5
220.0,25° = 220} el bbb

Cwiczenie 3 > \

Zapisz wyrazenie w postaci jednej potegi.
a)2-4-16 b) 4°-0,57




I. Poteqi

Przyktad4 )
(35.3%°
Przedstaw w postaci jednej potegi: T
® Sposdbl (3%:3%) Sposob I
h 1
(6539 _GY' _ 32 _ g (5%377 _ (3_2) _(32)1 = 38
(33:3%)" (38" 3% (3%:32) A3
Sposob |l
3.3 6960252 g
(38:32)4 (38)4:(32)4 332:38 324
\. I
Cwiczenie 4 > \
co A o 49:(4-49)° . T s
Przedstaw w postaci jednej potegi i oblicz — Wybierz sposdb, ktory jest
dla ciebie najprostszy. (47:4%)
X J

1. Zapisz w postaci jednej potegi.

a)57-27  b)6%:3% ) 04°.15° ) (%)5 -85 @ i-297- (—i)8
2. Zapisz w postaci jednej potegi i oblicz.

a)23.15% b 21*:7% 0 0,1259.819" A)1,692:1,32 ) (11)4-(11)4

3. Zapisz w postaci jednej potegi o podstawie 2.

3 3 163
a) (24) b)4-25 ) 45.23 d)i—2 e) 419:27  f) 281f
4. Zapisz w postaci jednej potegi o podstawie 9.
1 2 6 6 % . il 927"
a) 81 b) 3 c)3 d) 81-3 e)27°:3% f) 6
5. Zapisz podang liczbe w postaci potegi o podstawie 10.
a) sto tysiecy b) tysigc do potegi czwartej  ¢) sto milionéw do kwadratu
m 6. Zapisz w postaci jednej potegi i oblicz. -
a) 46.0,512 ¢) 82.212.0,1256 e) (1) :0,125°
2
b) 0,5°-8003 d) 27°:(3%.92) £) 0,027%-0,092-0,3:0,0081"
m 7. Zapisz w postaci potegi.

32+3%24+3%2=3.32=33




3. Wiasnosci potegowania

\;? 8. Zapisz wyrazenie w postaci potegi.
a) 62?’1_6?’1 b) 37?133?’1 C) 83?1+1_8?1 d) 92H+4:9H—4 e) :’(:3(:’(:2)

'5;3 9. Rozwigz rownanie (zgadnij liczbe x lub skorzystaj z wlasnosci poteg).

a) 28 x =211 by (=3Y (=3 =(=3) (5% =25 d)(10%)" =100

7

Y 10.

o Przeanalizuj ponizszy algorytm. Ile razy wykonamy podnoszenie do kwadratu,

jesli wprowadzimy x = 10?

Podnies
liczbe X
do kwadratu.

w zapisie
dziesietnym ma
co najmniej
65 cyfr?

__:-:'; W p fowa d 2
liczbe x.  /

Przyjmij ten
wynik za X.

97 11. lle cyfr ma zapis dziesietny podanej liczby, jedli x = 10" oraz y = 100'°°2
¥
) x'0 b) !¢ ) x'y d) 5 ) y*

Przypomnij sobie ilustracje ze s. 66 i ,,Dla dociekliwych” ze s. 80.

1. Oblicz, ile wazytaby pszenica na ostatnim polu szachownicy, jesli jedno ziarenko
wazy 0,08 g. Poréwnaj wynik z rocznymi zbiorami pszenicy na catym swiecie.
Znajdz te informacje w dostepnych zrddtach.

V' Czyjuzumiem?

l. Zapisz w postaci potegi o podstawie 4.

a) 167 b) 21 ¢) 84
Il. Zapisz w postaci jednej potegi i oblicz.
N4 4\ 5\5 5 g2\0
a) 0,6°-5° b) (5) :(5) c) (;) (2§) d) (—6,4)" (—ﬁ)
34 (5%

lll. Przedstaw w postaci jednej potegi i oblicz: 5 a2
53

IV. Rozldz na czynniki pierwsze kazda z liczb: 175, 180, 98.




"

atom

proton, .

neutron J5sx

Notacja wyktadnicza

Jak rozna moze by¢ wielkos¢ obiektow
we Wszechswiecie? Przyjrzyj sie osi ponizej
(wszystkie wielkosci podane s3g w metrach).

odlegtos¢ z Ziemi
do Sforca 5

odlegtosé Ziemi od
najdalszego obiektu
zaobserwowanego
we Wszechswiecie

sekwoja

zaskroniec
mrowka

chloroplast

Pytania i polecenia

» Pomiedzy jakimi obiektami na osi nalezy umiesci¢ czlowieka?
+ Ryjoéwka aksamitna razem z ogonem ma 10 centymetréow dlugosci. Pomiedzy

jakimi obiektami na osi nalezy j3 umiesci¢? A pomiedzy jakimi — leukocyt

; . F 3 3 X 1
o $rednicy 10 mikrometréw (1 mikrometr = ——— metra)?



4. Notacja wykfadnicza

'Y Liczby bardzo duze

Niektore wielkosci fizyczne sa bardzo duze, przez co ich zapis jest dlugi i niewy-
godny. Mozna jednak zapisywac je krocej.

Odlegtos¢ Ziemi od Stornica: liczba wigksza lub réwna 1
(- | mniejsza od 10

150000000000 m = 1,5 - 100000000000m = 1,5 - 10T m

¥

11 cyfr k potega o podstawie 10
Ten sposob zapisu liczb nosi nazwe notacji wyktadniczej (lub notacji naukowej).

Umawiamy sie, ze w tym zapisie liczba, przez ktérg mnozymy potege dziesiatki,
jest nie mniejsza niz 1 i mniejsza od 10, na przyktad dla liczby 73 000 000:
s 735107 - to jest notacja wykladnicza, bo 1 < 7,3 < 10,

e 73-10° - to nie jest notacja wyktadnicza, bo 73 > 10.

Przyklad 11 )

Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej.
a) 5000000 b) 384 000000 m
5 a) 5000000 =5-1000000=5-10°
b) 384 000000m = 3,84 - 100000000 m = 3,84 - 10°m

Przyklad12 )

Zapisz liczbe 7,45 - 10® bez uzycia notacji wyktadniczej.
® 7,45-10%=7,45-100000000 = 745 - 1000000 = 745000 000

Cwiczenie 1.1 > ~

Zapisz bez uzycia notacji wyktadniczej liczbe 6,7 10°.

Cwiczenie 1.2 > ~

Wizystkie podane wyrazenia oznaczajg te samg liczbe. Ktore z nich jest zapisem
w notacji wykladniczej?

A. 9300000 B. 9300-10° C.93-10° D.9,3-10° E. 0,93 10’

Cwiczenie 1.3 > N

Zapisz w notacji wykladniczej predkosc swiatta: 1080 000 000 %




I. Poteqi

D Liczby bardzo mate

Umiemy juz zapisywac¢ w wygodniejszej postaci bardzo duze wielkosci. Bardzo
male liczby takze mozemy zapisac krocej, postugujac sie potegami liczby 10.

Masa protonu:

0,00000000000000000000000167/ g = 1,67 - 0,000000000000000000000001 g =
| |

L

24 cyfry — : _1
=167 - =5 9

Taki zapis jest fatwiejszy, ale potega liczby 10 znajduje sie w mianowniku utamka
zwyktego.

. , , ; : 10
Aby zapisac taki utamek w inny sposob, ‘iﬁzzmﬂ\
: 10

mozemy postuzyc sie potega o wyktadniku X__l10=10 e

: 10

calkowitym ujemnym. W sformutowaniu 10

il g \1@":1\

jej definicji pomoze nam schemat w for- 10 " o : 10

mie schodéw (jak na s. 67) 10 _“‘ﬂ-\; 1
o e

1
10"
Podobnie okresla sie potege o wyktadniku catkowitym ujemnym dla dowolne;

podstawy z wyjatkiem O (zero nie moze pojawic sie w mianowniku).

Mozemy sie wiec umowic, ze utamek —,; bedziemy zapisywac jako potege 10™".

Zapamietaj

Dla dowolnej liczby a # 0 i dowolnej liczby naturalnej n:

1

_n:_
a a"

Przyktad2.1 )

Oblicz 10~°. Zapisz wynik w postaci utamka zwyktego, utamka dziesietnego
oraz stownie.

1 1

¢+ 107 =—5= 1555000000 = :000000001 (jedna miliardowa)

\.

Przyktad2.2 )

Zapisz w postaci potegi liczby 10 utamek 0,0001.

0.0001 =——=-L =101

10000 1o




4. Notacja wykfadnicza

Cwiczenie 2 > N\

a) Oblicz 10~°. Zapisz wynik w postaci utamka zwyklego, utamka dziesietnego
oraz stownie.
b) Zapisz w postaci potegi liczby 10 utamek 0,0000001.

Mase protonu mozna zapisa¢ w postaci:

liczba wieksza lub rowna 1
f I mniejsza od 10

0,00000000000000000000000167 g = 1,67 - 107%* g

\'a

24 cyfry k potega o podstawie 10

Mozemy teraz sformutowac definicje zapisu liczby w notacji wyktadnicze;.

Zapamietaj

Zapis liczby dodatniej w notacji wykladniczej to przedstawienie tej liczby w po-
staci iloczynu: n
a-10

gdzie n jest liczba catkowits, a zas jest liczbg, ktdra spetnia warunek: 1 < a < 10.

Przyklad 31 ) \

Zapisz liczbe w notacji wykladniczej:

a) 0,000005, b) 0,000247.

a) 0,000005 = 5-0,000001 =5-10°

b) 0,000247 = 2,47-0,0001 = 2,47 - 1071

Dobra rada

Gdy nabierzesz wprawy, nie musisz zapisywac posrednich krokow przy przechodzeniu na

notacje wyktadniczq.
68 000 000 = 6,8 - 10’ 0,000247 = 2,47 - 107
P wyktadnik 7 wyktadnik —4
przecinek przecinek
przesungf sie przesungf sie

o 7 miejsc w lewo 0 4 miejsca w prawo
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Przyktad3.2 )

Czasteczka propanu wazy 7,4- 10> g.

Zapisz te wielko$¢ bez uzycia notacji wyktadniczej.
i 7,4 - 10723 ¢ =0,000000000000000000000074 ¢

Cwiczenie 3 >

a) Zapisz liczbe 0,00000078 w notacji wyktadnicze;.

b) Zapisz liczbe 8,3 - 107° bez uzycia notacji wykladniczej.

1. Oblicz. Zapisz wynik w postaci utamka zwyklego, dziesietnego i stownie.
a) 101 b) 1072 c) 1073

2. Zapisz podang wielko$¢ w notacji wyktadnicze;.
a) srednica Ziemi - 13000 km
b) Srednica Stonca — 1400000 km

c) powierzchnia ladéw na Ziemi — 149 000 000 km?
d) powierzchnia oceandéw na Ziemi — 361 000 000 km~

3. Zapisz podang wielko$¢ w notacji wyktadnicze;.
a) srednica wlosa - 0,0001 m
b) srednica komorki bakterii — 0,0000002 m

c) wielkos$¢ wirusa ospy - 0,00000025 m
d) wielkos¢ ziarenka piasku - 0,0000625 m

4. Przeczytaj tekst. Podane w nim liczby zapisz w notacji wykladniczej.

Czy wiesz, ze...

Masa Storica wynosi prawie

2000000000 000000000 000000000000 kg.

Wydaje sie ona ogromna, ale poniewaz srednica naszej
gwiazdy wynosi 1390 000 km, to 1 cm? materii ze Storica
miatby mase 1,4 g, a wiec mniej niz kawatek zelaza o tej
samej wielkosci. Stonce

Zupetnie inaczej jest z gwiazdami zwanymi biatymi kartami. Nalezy do nich Syriusz B,
odlegty od Ziemi o 81000 000000000000 km, ktéry ma mase takg jak Storice, ale jego
srednica, 11600 km, jest mniejsza od srednicy Ziemi. Materia w tej gwiezdzie ma taka
gestos¢, ze gdyby mozna nabra¢ jej na tyzeczke do herbaty o pojemnosci 5 cm?, to taka
porcja wazytaby 8500 kg (8,5 tony), czyli tyle co spora ciezaréwka.
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5. Zapisz podang liczbe w notacji wyktadniczej.

a) dwadziescia tysiecy d) siedem tysiecznych
b) piecdziesigt dwa tysigce e) sto osiemdziesiat piec stutysiecznych
¢) osiemnascie milionow f) osiemnascie milionowych

6. Zapisz liczbe bez uzycia notacji wyktadniczej.
a) 8-10° ¢) 1,34 -10* e) 8,9-1074
b) 2,4-107 d)7-107° f) 6,67-107°

7. Zapisz podane liczby bez uzycia
notacji wykladniczej.
a) stado bizonéw: 10° osobnikdw
b) tawica fososi: do 107 ryb
¢) wielkie mrowisko: do 10% mréwek

d) rekordowa chmara szaranczy:
1,25-10'* owadéw

Bizony

1. Oblicz. Skorzystaj z definicji potegi o wyktadniku ujemnym na s. 88.
a) 472 by 5+ ¢) 373

2. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 2.
a) 1 b) 5 ¢) 0,25

3. Zapisz w postaci jednej potegi i oblicz: 457° : 457", Poréwnaj swoje obliczenia
z rozwigzaniem przykladu 4c ze s. 78. Czy wynik jest taki sam?

vV Czyjuz umiem?

|. Zapisz liczbe w notacji wykladniczej.

a) 130000000 b) 0,000000075 c) siedemset dwa miliardy
Il. Zapisz liczbe cyframi bez uzycia notacji wyktadnicze;.

a) 8,7-107 b) &8 3916
l1l. Oblicz.

a) 13- (2) b) (1082-1112) 3




Obliczenia w notacji wyktadniczej

Na dobry poczatek )

Zastanéwmy sie nad wielkosciami roznych obiektéw

w otaczajacym nas swiecie. Sg wsrdd nich takie, ktorych
wymiary fatwo mozemy zapisac: stol, samochdd, pagérek

za miastem czy nawet Mount Everest.

Spréobujmy jednak pomysle¢ o obiektach znacznie mniejszych.

Czest!
Jestem Kropla.

| Prayjrzgjmy

Sie kZ{oPh .-__.._.= Krjf‘afsa@\godg... l\;am
i g;.- kilograma.

" ."ii-'.- o ®e
Nasza kropla zawiera okoto a e L, | el
1 OO0 COO COO OO OO0 OO OO0 & Glyby et Gdybysmy e, TR

czgsteczek wody, z ktdryeh kazda ma & wszystkie te czgsteczki " cheiell pokonaé e, o

rozmiary rzedu O,0000000001 metra. ¢ Moa byto ufozyc jedna &5 droge tej dfugosei,

el s obok drugiej, otrzymali-2 ¢+ idac ze érednia
P s bysmy linig dtugosei 3 ¢ predkoscia 5 km/h, 3
i A . 100 OO0 CCO s s potrzebowalibysmy :
“  kilometrow. s~  nato0000000  §
"-_. -._.r ., godzin, czyli ponad
."----.---"'. -'-.. 2000 [at. ..-'.

Pytania i polecenia

» Zapisz w wygodniejszej jednostce mase kropli wody.

» W szklance miesci sie 250 g wody. Ile kropli wody jest w szklance wody?



)

5. Obliczenia w notacji wyktadnicze]

I Poréwnywanie liczb

Przyklad1 )

Poréwnaj liczby 8,45 - 10" oraz 1,2 - 10%°.
T 8,45 < 10, wiec
A% 16« 10- 167 =1 <19 .- 1

Widzimy, ze pordéwnywanie liczb w notacji wykladniczej jest tatwe: wystarczy
porownac wykladniki poteg liczby 10. Wlasnie po to przyjeto umowe, ze liczba a
w zapisie wykladniczym spelnia warunek 1 < a < 10. Dzieki temu zadna liczba
postaci a - 10 nie przekracza 102" ani nie jest mniejsza od 10%.

liczby @ - 10"° liczby a - 10%°
—
10'19 1620 1621 ]
Cwiczenie 1 > e
Pordéwnaj liczby.
a)3,2-10" i 6,8-10" )4-107° i 4-10°
b)2-1071% i 1,8-107! d)2,3-107 i 4-107

Aby wykonywac obliczenia na wielkosciach zapisanych w notacji wykladniczej, nie
trzeba zna¢ zadnych specjalnych metod. Wystarcza poznane juz prawa dziatan.

Przyklad2 )

r 30 b 2
Stonice ma mase okoto 2 - 107" kg, a Ziemia W zapisie bez notacji wyktadniczej

zaledwie” okolo 6 - 104 kg. Ile razy masa fatwo sie pomyli¢ w liczbie zer.
Stonica jest wieksza niz masa Ziemi? 2000 000 000 000 000 000 000 000000 000 _
30 30 6 000 000 000 000 000 000 000 000 B
g =2 .2 W 1 5580041 56 = 22252 ~ 330000
c. 1024 6 1924 3 3

~0,33-10°=3,3--10°=33-10°

Storice jest ciezsze od Ziemi okolo 3,3 - 10° razy (okoto 330000 razy).

\,

Cwiczenie 2 >

Masa Ksiezyca wynosi 7- 1022 kg. Ile razy Ksiezyc jest lzejszy od Ziemi? ]
AN
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I Dodawanie i odejmowanie

Liczby zapisane w notacji wykladniczej tatwo dodawac i odejmowad, gdy wy-
ktadniki poteg liczby 10 s3 takie same. W przeciwnym wypadku trzeba je tak
przeksztalcic, aby uzyskac réwne wykladniki.

Przyktad31 )

Najjasniejsza gwiazda na niebie (poza
Stoncem) to widoczny zwlaszcza zima
Syriusz. Gdy popatrzymy na niego przez
teleskop, mozemy dostrzec, ze sklada sie

on z dwdch gwiazd. Pierwsza z nich ma Syriusz
mase 4,02 - 10°° kg, a druga 1,94 - 10°° kg. WIELKI PIES /© ®
Jaka jest taczna masa tego ukladu gwiazd? /

¢ 4.02-10°°4+1,94-10°° =5,96- 10

Przyktad3.2 )

Ziemia ma mase 5,97 - 10°* kg, a Ksiezyc 7-10°* kg. Jaka jest ich taczna masa?
? 597 101 +7-10%* =597-10%*+ 7-10** = 604 - 10** = 6,04 - 10**

Cwiczenie 3 >

Jezioro Mamry zawiera okolo 10'? litréw wody, a jezioro Sniardwy okoto
6,6 - 101! litrow wody.

a) lle litrow wody w sumie zawierajg te jeziora?
b) O ile litrow wody wiecej zawiera jezioro Mamry?

1 Wyktadniki ujemne

Zajmijmy sie teraz liczbami bardzo matymi. Okazuje sie, ze prawa dziatan na
potegach, ktdore uzasadniliSmy dla wykladnikow naturalnych, sg prawdziwe dla
wszystkich wykladnikow catkowitych, gdy podstawa jest rozna od 0.

e WY _ AN, KN
al-gN=qghtm | (ﬁ g}) = a b
nYM _ _n+'m
a = 4a ay_ a”
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Przyktad 4 )

Czasteczka wody ma mase 3-10°>° g, a czasteczka insuliny 9,68-1072' g.

lle razy czasteczka insuliny jest ciezsza od czgsteczki wody?

9.68-10°*' 9,68 102!
3:107% 5 g

= 3,2-100 = 320

Czasteczka insuliny jest 320 razy ciezsza od czasteczki wody.

~32-10°21-623)=39.10721+23=37.102 =

Cwiczenie 4 >

Ludzka komérka jajowa ma mase 3,6- 10 ° g, a ludzki plemnik 2,2 107! ¢
lle razy lzejszy jest plemnik?

\

> Nazwy liczb a notacja wyktadnicza

Na co dzien cze$ciej uzywamy nazw wielkich liczb i skrotow tych nazw (patrz
tabela) niz notacji wykladniczej. Warto umiec stosowac oba sposoby zapisu ta-

kich liczb.

Czy wiesz, ze...

Polski bilion to amerykanski trylion. R6zne nazwy tej samej liczby wynikajg z odmien-
nych zasad nazewnictwa poteg dziesigtki. W czesci krajéw jako podstawowe przyjeto
potegi, ktore w wyktadniku maja wielokrotnos¢ 6 (m.in. w Polsce), w innych bedace wielo-
krotnosciami 3 (m.in. w Stanach Zjednoczonych). Powoduje to btedy w ttumaczeniach.

Liczba Nazwa polska Nazwa amerykanska
147 tysiac (tys.) thousand
10° milion (mln) million (m.)
107 miliard (mld) billion (b.)
162 bilion (bln) trillion
1013 biliard quadrillion
it trylion quintillion
1= tryliard sextillion

Przyklad 51 )

=)

Zapisz w notacji wyktadniczej 650 miliardow.

1 mld = 107, wiec 650-10° = 6,5-100-10° = 6,5-10%-10° = 6,5- 10!
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Przyktad 5.2 )

Zapisz stownie liczbe 2,3 - 10, stosujac polskie nazewnictwo.

®  Szukamy w tabeli na s. 95 liczby, ktéra nie przekracza 2,3 - 10", a ma whasna
nazwe.
Jest to 102, czyli bilion. Chcemy zapisaé dang liczbe jako ,,co$ - 10127

23104 =23-10%2-102=23-100-10'2 = 230 -10'% = 230 biliondéw

Cwiczenie 5 >

Zapisz za pomocg notacji wykladniczej liczbe 120 milionow, a stownie - liczbe
7,6 - 100, Ktéra z tych liczb jest wieksza?

\,

' Przedrostki

Od dawna wiesz juz, ze 1000 me- Pl(‘ZEdfl‘:SB"k Mnoznik
tréw to 1 kilometr, a 1000 gramow SYHIDO 5
to 1 kilogram. Réwniez inne wielo- tera (T) | 1000000000000 | 10

. : 9
krotno$ci i utamki jednostek moze- giga (G) 1000000000 106
my okres$la¢ za pomoca przedrost- mega (M) 1000000 | 10
kéw, na przyktad: kilo (k) 1000 | 107
. 10% V=1 MV (1000000 woltéw hekto (h) 100 | 107
to 1 megawolt), deka (da) 10 | 10!
e 10 W = 1 MW (1000000 watéw decy (d) 0,1 107"
to 1 megawat), centy () 0,01 ] 1072
6 » -
» 107" s = 1 ps (7500000 Sekundy to m.lll (m) 0,001 10_6
1 mikrosekunda). mikro (p) 0,000001 | 10
9
Przedrostki te i ich symbole przed- nano (n) 0,000000001 | 10
stawiono w tabeli obok. piko (p) 0,000000000001 | 10712

Przyktad6 )

W mrowisku znajduje sie 50 mln mréwek (czyli 5- 10" mréwek). Jedna mréwka
wazy przecietnie 3- 107> g. Ile w sumie waza mréwki w mrowisku?

? 5107310 3g=15-10""3g=15.10%g

Ten wynik mozemy zapisa¢ w notacji wyktadnicze;:
15-10%¢g=1,5-10"-10*g=1,5-10"g.

Jednak tatwiej nam bedzie sobie wyobrazid, ile to
naprawde jest, jesli zamienimy jednostke na kilogramy: &=
15-10% g = 150000 g = 150 kg, ‘
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Cwiczenie 6 > ~

Najciezszym ssakiem na $wiecie jest wieloryb pletwal blekitny (1,4 -10° kg),
a najlzejszym - ryjowka etruska (2 g). Ile ryjowek wazy tyle co jeden wieloryb?

Przyklad7 ) \

Bakteria salmonelli wazy 0,6 ng, natomiast najmniejszy owad, jeden z gatunkdw
wszy, wazy 5 ug. Ktory z tych organizmow jest ciezszy i ile razy?

¢ Zapiszmy obie wielkosci w notacji wykladniczej. Znaczenie przedrostkow
n (nano) i u (mikro) sprawdzamy w tabeli na s. 96.

Ing=10"g, wiec0,6ng=0,6-10"g=6-101-10"g=6-10""¢

1 ug = 10°° g, wiecSug=>5- 10°° g

Jak widac¢, owad jest ciezszy. Aby obliczy¢, ile razy ciezszy, nalezy podzielic te

wielkoSci:
5-107° ~6
= =210 508310 19=0,83-107°19= 0,83 - 10* = 8300
6107 "¢ 10
Najmniejszy owad jest okoto 8300 razy ciezszy od bakterii salmonelli.
\. S
Cwiczenie 7 > \

Wirus mozaiki tytoniowej — wywolujacy chorobe niektorych rosélin, w tym ty-
toniu — ma mase 0,07 pg. lle razy wirus ten jest lzejszy od bakterii salmonelli
o masie 0,6 ng?

1. Zapisz liczby x, y, z w porzadku rosnacym.
a) x=62-10, y=83-10", 2=7,3-101
by x=7-10"1 y=4-10"7, z=9-107"

2. Liczby zapisane w notacji wykladniczej zostaly czesciowo zastoniete. Mimo to
uporzadkuj je od najmniejszej do najwiekszej.

a=0 107 b=@-10% c=5.10"@ =0 10°
3. Oblicz. Wynik zapisz w notacji wykladnicze;.
a) (7-109-(1,1-10°) d) (4-101)° o) (7-101):(2-10719)
b)(2-1078) (3,8 10°) e) (0,8-1078) h) (7,4-102%):(2-10%8)
g 5 75167 : 25« 15
) (9,6-107)-(2-1072) ) i) (5,1-107%):(1,7-10%)

]-108
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10.

11.

12.

W 13.

. Wirus grypy ma érednice okoto 9- 107° cm. Ile

. Zapisz w notacji wykladniczej, ile to sekund.

. Zapisz w notacji wykladniczej, ile to hercow.

. Objetos¢ piasku pokrywajacego Pustynie Bledowska (zwang polska Saharg) sza-

cuje sie na 2,5 - 107 m3. Przyjmij, ze kazdy metr szeScienny zawiera 8§ - 10” ziaren
piasku, i oblicz, ile ziaren piasku znajduje sie na terenie Pustyni Bledowskie;.
Odpowiedz podaj w notacji wykladniczej oraz stownie.

. Najmniejsza planeta Ukladu Stonecznego jest Merkury. Jego masa wynosi

3,3-10%° kg. Dla poréwnania masa Ziemi wynosi 5,97 - 10°* kg.

a) O ile kilogramow wigksza jest masa Ziemi?
b) Oszacuj, ile razy wieksza jest masa Ziemi.

Wskazowka. Dobierz wygodne przyblizenia masy Ziemi i masy Merkurego.

. Srednica Merkurego wynosi 4,9 - 10° m, a érednica Ziemi 1,3 107 m.

a) Podaj te wielko$ci w kilometrach.
b) Ktora z planet ma wigksza Srednice? Oszacyj ile razy. Poréwnaj wynik z od-
powiedzig do zadania 5 b).

centymetrow bedzie mial na zdjeciu z mikro-
skopu powiekszajacego sto miliondw razy?

a) 8 nanosekund b) 25 pikosekund

a) 200 gigahercow b) 12 terahercow

W hercach (symbol: Hz) okreslamy, ile razy w ciagu sekundy cos sie powtarza.
Na przyktad telewizor oznaczony 400 Hz wyswietla obraz 400 razy na sekunde.

Ile razy srednica pitki tenisowej (6,5 centymetra) jest wieksza od srednicy czer-
wonej krwinki (10 mikrometrow)? Wynik podaj w notacji wykladnicze;j.

[le razy wirus ospy (300 nanometrow) jest
mniejszy od bakterii E. coli (3 mikrometry)?
Wynik podaj w notacji wyktadniczej.

Platek $niegu ma mase okoto 3 mg. W wannie
miesci sie 250 litrow, czyli 250 kg wody. Czy
woda powstala ze stopienia miliarda takich
platkdéw zmiesci sie w tej wannie?

Oblicz. Zapisz wynik w notacji wyktadniczej.

5,1-10°)-(1,5-107 6,5-10714)-(5-10~ 3,6-10'%)-(1,2-107
)( °)-(15-107) ) (6.5-1071%) (5 10719) )( ) )
| 1,7-10% 2,5-10730 “ (6109 (08101



5. Obliczenia w notacji wyktadnicze]

14. Zapisz w notacji wyktadniczej oraz stownie (wedtug polskich nazw) kwoty wi-
doczne na banknotach.

) 000000000000 ES&W BANK ﬂF" MBABWE 0000000000000
._ ..E:"..’."_. 2 I

2y 3 ;%?' - Rz b, semcH s -
) e TYVIATA TONRTY FIFTY |
: ) :;"'_*:.._"_I_.' r-“. . __{-t ! ;ﬁ*“ i win e . . "
N wadle o S e f,i} BILLION %
, : i - = Eﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬁ i1, e B L) x
1. Oblicz mase czasteczki wody H,O.
2. Oblicz réznice miedzy masg atomu tlenu Masy atomow
a masg atomu wodoru. wodor (H) 1,66 107 kg
‘ ‘ ‘ ‘ wegiel (C) 1,99 107 kg
3. Oblicz mase jednej czasteczki: tlen (O) 2,66 10~2° kg

a) dwutlenku wegla CO»,
b) metanu CH.4.

l. Najwiekszym zwierzeciem na Swiecie jest wieloryb pletwal biekitny. Jego diu-
go$¢ wynosi nawet 30 m. Jednym z najmniejszych zwierzat jest pasozyt o tacin-
skiej nazwie Myxobolus shekel, ktéry osiaga dtugoéé zaledwie 8,510 ° m. Ile
razy jest on krotszy od pletwala biekitnego?

Il. Wskaz sume liczb 2,5-10'%1 7,8 - 10'°.
A.1,03-10° B.1,03-10! C.1,03-10" D. 10,3 10"

lIl. Ni¢ pajecza ma grubo$é okoto 7 - 10~° m i jest obiek-
tem na granicy widzialnosci ludzkiego oka. Wtos
ludzki ma Srednio grubosc¢ 0,00007 m. Ile razy wlos
jest grubszy od nici pajeczej?

IV. Wymien czworokaty, w ktorych przekatne dziela sie
na potowy.




@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

1. Po podniesieniu liczby —3% do kwadratu otrzymamy
A.—113. B. —95. C. 95. D. 115.
2. lle jest rowna wartosc potegi (—10)0?
A.-10 B. 0 C. 1 D. 10
3. Uporzadkuj liczby 4%, 54, 2%, 3°w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
4. Tloczyn liczb 2° 1 2°mozna zapisaé w postaci

A, 9 B. 2%%, C, 41k D, 47,

5. Wskaz warto$é wyrazenia 3*-3°:3°.

A, 3® B. 98 .3 . 32
6. Oblicz.
3\2 2\3 4\ 1\
S0 TS TR S
7. Oblicz.
3.32 5757 (45 -49): 40 (24:22.92)
a) 38:37 b) 55 : 5’:L c) 42'44 d) 26:22

8. Zapisz w notacji wykladniczej.

a) 850000000 b) 0,00000017
1. Oblicz.
a) 0,031 +03> b (%)3 —(%)2 ¢) 25 —(32 - 33)
2. Ktéra z liczb jest wieksza?
a) 2°czy 2’ d) 4° czy 3*
b) (%)5 CZy (%)7 e) (—5)3 CZy (—4)3
C) (—%)5 CZy (—%)7 f) 5° czy 4°

3. Wskaz warto$é wyrazenia 5° + 5° 4+ 5° 4+ 57+ 5°.
A. 50 B, 957 C. 54 B, 25




Powtorzenie |

4. W tabeli zapisano cztery liczby. Dokoncz zdanie, wy- 1_ (_32)
bierajac odpowiedz sposrdd podanych. o (3
Liczbami ujemnymi sg | - y
A. liczby T 11 C. liczby 11 I11. L] 2y
B. liczby II1 i IV. D. wszystkie podane liczby. W] ~-a)-6a9

r : 2\ (23) . , n
5. Ustal, ktora z liczb, (22) czy 27/, jest wieksza i ile razy.
6. Wérod liczb: 224, 164, 64°, 41, 85, 256 wskaz pary liczb réwnych.

7. Wiek Storica szacuje sie na okoto 4,510 lat. Z badan paleontologéw wyni-
ka, ze homo sapiens (cztowiek myslacy) pojawil sie na Ziemi okoto 200 tysiecy
lat temu. Ile razy Stonce jest starsze od gatunku ludzkiego? Odpowiedz zapisz
w notacji wyktadniczej.

8. Maksymalna predkos$¢ wystepujaca w przy-
rodzie to predkos¢ swiatla, ktéra wynosi
3-10% 5. Najwieksza predko$é w $wiecie
zwierzat osigga sokdl wedrowny podczas
lotu pikujacego — okoto 90 =%-. Najszybszym
samolotem zalogowym jest zwiadowczy
Blackbird, ktorego maksymalna predkosc
to okolo 1000 <. Ile razy szybszy od sokota
jest samolot, a ile razy szybsze od sokota jest
Swiatlo?

9. Ktora z podanych wielkosci jest wigksza?
a)1,8-10° kg czy 2,5-10° ¢ c)4,8-10° g czy 4,8 107 kg
b) 3,5-10° mm czy 3,4-10 °m d) 2,3-10* mg czy 2,3-107° ¢

10. Za pomoca teleskopéw mozna dostrzec
. . . 10 £

obiekty odlegte od Z1efnfl1 0 ¢10 l¢at Swietl- T _—

nych. Ile razy odlegtos$c ta jest wieksza od roku. Odlegloé¢ ta wynosi

srednicy Drogi Mlecznej, ktéra wynosi oko- 946-10"° m.

o 100000 lat swietlnych? |

Rok swietlny to odlegtosé,

Droga Mleczna




Jak wyobrazi¢ sobie niewyobrazalne

Odleglosci w kosmosie sg tak duze, ze nasza wyobraznia zaczyna zawodzic.
Setki tysiecy kilometréw, miliony kilometrow, setki milionow kilometrow... -
wszystko to wydaje sie po prostu bardzo wielkie.

Uktad Stoneczny na stole

Wyobrazmy sobie model Ukladu Stonecznego. Aby zmiescit si¢ na stole, moze-
my zmniejszy¢ wszystkie rozmiary 10'° razy. Wéwczas Pluton, planeta kartowa-
ta na obrzezach Uktadu Stonecznego, znajdzie sie w odlegltosci 59 cm od Storica.
Ziemie od naszej gwiazdy dzieli¢ bedzie zaledwie 1,5 cm, a Marsa — 2,3 cm.
Najwiekszym problemem w budowie takiego modelu jest fakt, ze po zmniejsze-
niu w tej samej skali ciala niebieskie bedg niezauwazalnie mate — nawet Stonce,

ktorego rzeczywista Srednica to 1,4 mln km, a c6z dopiero Ziemia o Srednicy
13 tys. km.

Ziemia jak tebek od szpilki

Sprobujmy wiec wyobrazic¢ sobie drugi model Uktadu Stonecznego, w ktérym
Ziemia bedzie miata wielkosc tebka od szpilki. Dla uproszczenia rachunkdéw
przyjmijmy, ze jej srednica wyniesie 1,3 mm. Tak malutka Ziemia znalaztaby
sie w odleglosci az 15 m od Slonica! Najwieksza z planet, Jowisz, bedzie miata
Srednice 1,4 cm, czyli podobng do owocu czeresni, a jej odlegtos¢ od Stonica
wyniesie az 78 m.

Atom jak tebek od szpilki

Podobne modele pozwalajg nam poréwnywac wymiary obiektow bardzo ma-
lych. Wiemy, ze atomy, wirusy i bakterie sg tak male, ze nie widac ich gotym
okiem. Atomy maja $rednice okoto 107" m, rozmiar wirusa to 10~" m, a bak-
teria ma okoto 0,001 mm. Jak myslisz, jaki rozmiar miatyby wirusy i bakterie
w modelu, w ktorym atom mialby srednice 1 mm?



/adania na temat. ..

1. Odleglosci w pierwszym modelu zostaly zmniejszone w stosunku do rzeczywi-
stych 10%° razy, czyli

A. bilion razy. C. sto bilionow razy.
B. dziesiec bilionow razy. D. biliard razy.

Ziemia widziana z Ksiezyca

2. Oblicz rzeczywiste odlegltosci Ziemi, Marsa i Plutona od Stonca.
3. Jakie bylyby srednice Stonca i Ziemi w pierwszym modelu?

4. W drugim modelu wszystkie odlegloéci zostaly zmniejszone 10'° razy. Jak za-
pisa¢ stownie liczbe 1012

5. Jaka srednice mialoby Stonce w drugim modelu?
6. W jakiej odleglosci od Stonca znalaziby sie¢ Pluton w drugim modelu?

7. Czy drugi z opisanych modeli datoby sie umiesci¢ w sali lekcyjnej? A na boisku
szkolnym?

8. Zastanow sie nad odpowiedzig na pytanie konczace tekst na poprzedniej stro-
nie. Sprobuj ja odgadnad, a nastepnie wykonaj rachunki.

9. Jaka dlugos¢ miataby mrowka, ktora w rzeczy-
wistosci ma 3 mm, przy powiekszeniu opisanym
we fragmencie tekstu ,,Atom jak tebek od szpil-
ki"¢ Czy taka mrowka zmiescitaby sie na boisku
szkolnym? W twojej miejscowosci? W Polsce?




10.

11.

12.

. Czy liczba

. Oblicz 41, 42, 43, 4%, 4°. Jaka ostatnig cyfre bedzie miata liczba4%? A jaka 472

Jak mozna to okresli¢ bez obliczania potegi?

. Ktore potegi liczby 2 koncza si¢ cyfra 6¢ Podaj przykiady i uogdlnij odpowiedz.
. Ustal ostatnig cyfre podanej liczby.

a) 22015 b) 3123 C) 41000 d) 7256

Znajdz liczbe, ktorej wszystkie potegi o wykladniku naturalnym dodatnim majg
takg samg ostatnig cyfre. Znajdz cztery takie liczby jednocytrowe. Czy to juz
wszystkie takie liczby?

22920 + 92010 et podzielna przez 52 Uzasadnij odpowieds.

Przedstaw w postaci potegi lub sumy poteg o podstawie 2 liczby: 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8,9,10.

. Przedstaw w postaci sumy poteg o podstawie 2 liczby: 22— 1, 2° — 1, 24 — 1,

29 — 1. Co zauwazasz?

Przypomnij sobie legende ze s. 66. Ile ziarenek psze-
nicy byloby na calej szachownicy?

Kazdg dodatnig liczbe naturalng mozna przedstawic

w postaci sumy réznych poteg liczby 2.

a) Wyjasnij, dlaczego w powyzszym stwierdzeniu jest
mowa tylko o dodatnich liczbach naturalnych.

b) Przedstaw w ten sposdb liczby: 50, 100, 200, 111.

Ile jest rébwna potowa liczby 2°°? Wybierz poprawna odpowiedz. Uzasadnij ja
oraz wyjasnij, dlaczego pozostate odpowiedzi sa bledne.

A 1P B. 1% C.0% D. 2%
399

Wskaz liczbe rowng —-.

A 177 B. 3" £, 378 D. 378

€99
Wskaz liczbe rowng —-.

A, 993 B. 6°° C. 0% gk D. 678



13.

14.

135,

16.

17.

Zadania na geser

7
Wikaz wszystkie liczby rowne o

3"
A.2* B.2"-3* C.2°-6 D. 6*
2020
Wikaz wszystkie liczby rowne 1321000 :
A, 47020 B. 24040 31020 C. 41000 11020 D, 42020 31020

Podczas rozwigzywania zadan 15 1 16 mozesz wykorzysta¢ fakt, ze
2'% = 1024 =~ 1000 oraz wnioski z zadania 7.

Zosia 1 kwietnia poznala straszliwy sekret i nastepnego
dnia zdradzita go tylko dwém najlepszym kolezankom. |
Potem juz milczala jak zakleta. Oblicz, ile osob bedzie g
znalo straszliwy sekret po tygodniu, czyli 8 kwietnia, a ile F |
po miesigcu, czyli 1 maja, jesli kazdy, kto poznat sekret, jﬁ ! y
postapi tak jak Zosia — nazajutrz po poznaniu sekretu =
zdradzi go tylko dwom nowym osobom.

Jasiek przez rok bedzie dostawac co miesiac kieszonkowe.
Rodzice dali mu wybor:
o albo w pierwszym miesigcu dostanie 40 zt, a w kazdym nastepnym o 5 zt wie-
cej niz w poprzednim,
o albo w pierwszym miesigcu dostanie 0,50 zt, a w kazdym nastepnym miesigcu
dwa razy wiecej niz w poprzednim.
a) Wyobraz sobie, ze jestes na miejscu Jaska. Ktorg propozycje wybierzesz?
b) Oblicz, ile kieszonkowego dostanie Jasiek przez caly rok, jesli zdecyduje sie
na plerwsza propozycje.
c) Oblicz, ile kieszonkowego dostanie Jasiek przez caly rok, jesli zdecyduje sie
na druga propozycje.
d) W ktérym przypadku taczna roczna kwota kieszonkowego bedzie wyzsza
ioile?

Sprawdz, czy podane wyrazenia sg rowne. Jesli nie — sprobuj wyjasnic dlaczego.

AL ER s AN b) (10—8) i 10?— 82 &9 a) 10
. Wyznacz x.

4) 5%:5°=35" d) 7°%-7° =% g) 24" = x*- 24’
b) 47 4% =48 e) 127 =12% :12* h) x*-10° = 100*

) 4. gk =gl £) 1527 = (15152 §) 2% 9% 4=4’




Pierwiastek kwadratowy

Na dobry poczatek )

W XII i XIII wieku w europejskich miastach wytyczano regularne,
prostokatne rynki. Rynek Gléwny w Krakowie zalozony w 1257 roku

ma ksztalt kwadratu o polu okolo 40 000 m?. Przy jego pétnocno-wschodnim
narozniku znajduje sie koscidét Mariacki.

Kazda
z wiez kosciota
Kwadrat o pol ' \ NI har @ ede :
poiu _ EE—. CO L ma w podstawie

7 40 000 m? ' kwadrat o polu
¢ ’ | 100 ¥,
RS . 4
o / : - - 'I
4 Ssy A
G | e ;

=/
_ Pytania i polecenia

» Podaj dlugos¢ boku Rynku Gléwnego w Krakowie.
+ Podaj wymiary podstawy wiezy kosciola Mariackiego.
» Wladciciel restauracji chcialby na Rynku Gléwnym urzadzic letni ogrédek
w ksztalcie kwadratu o powierzchni 121 m*. Ile bedzie wynosila dlugos$¢ boku

ogrodzonego obszaru?




1. Plerwiastek kwadratowy

> Pierwiastkowanie

Przyktad 1

Z 16 jednakowych kwadratowych ptytek utozono kwadrat
taki, jak pokazano na rysunku. Ile ptytek bedzie leze¢ wzdtuz
jednego boku, jezeli utozymy kwadrat z 25 takich ptytek?

Aby ulozy¢ kwadrat z 16 plytek, poh)icono je w czterech o kY T
rzedach, po 4 plytki w rzedzie: 4-4 = 4° = 16. ebieletre
Jezeli kwadrat ma si¢ sldadac z 25 plytek, musimy utozy¢ piec rze;dow po S piytek
wrzedzie: 5-5 = 25 = 52, co oznacza, ze wzdtuz boku bedzie lezeé 5 plytek.

[le kwadratowych ptytek lezy wzdluz jednego boku kwadratu, ktory jest ulozony
z 81 plytek?

Ile wynosi dtugo$¢ boku kwadratu o polu rownym 100 cm??
W przykladzie szukalismy odpowiedzi na pytanie, jaka liczba dodatnia podnie-
siona do kwadratu daje wynik 25. Okazalo sie, ze taka liczbg jest 5.

Poznamy teraz nowe dziatanie — pierwiastkowanie.

symbol pierwiastka kwadratowego

( (pierwiastka drugiego stopnia)

k liczba podpierwiastkowa

Przyjrzyj sie ponizszym przyktadom.
V16 = 4,bo 4% = 16

el o B V25 Czytamy:
25=5b0o5" =125 pierwiastek z 25
V81 =9, bo 92 = &1 albo pierwiastek kwadratowy z 25,

|lbo pierwiastek drugiego stopnia z 25
Y100 = 10, bo 10% = 100 |
Aby obliczy¢ pierwiastek kwadratowy, szukamy takiej liczby nieujemnej (czyli
dodatniej lub réwnej zero), ktora podniesiona do kwadratu jest réwna liczbie pod
pierwiastkiem. Obliczanie pierwiastka nazywamy takze wyciagganiem pierwiastka.



11, Pierwiastk

D Pierwiastek kwadratowy a podnoszenie do kwadratu liczb naturalnych

Pierwiastkowanie to dzialanie zwigzane z potegowaniem, podobnie jak dziele-
nie jest zwigzane z mnozeniem czy dodawanie z odejmowaniem.

Zauwaz, ze:

Podobnie jak:

potegowanie

7 R=5.5 Ny
5 25 5

P V2N

4
e

mnozenie

—

20

s

pierwiastkowanie dzielenie
Dobra rada
Warto pamietac kwadraty liczb naturalnych znane > 2 _
i o Lol = L1 16 = 236
z tabliczki mnozenia oraz podane obok kwadraty
wiekszych liczb — pomaga to w wycigganiu 12% =144 17° =289
pierwiastkow. o | 132 = 169 182 = 374
Np.:9-9=281 czyli 9°=81 czyli y81 =9
14% =196 19= =361
15% =225 207 = 400

AN

Przyktad2 )

Podaj wartosc pierwiastka i uzasadnij odpowiedz.

a) ¥36 b) y1 c) Y0

d) /144

e) /256

¢ a) 36 =6,bo6%=36
b)/1=1Lbol?>=1

¢) /0 =0,bo 02=0

d) /144 =12,bo 12% = 144
e) /256 = 16, bo 16% = 256

Cwiczenie 2 >

Te liczby znasz z tabliczki
mnozenia.

Do takich przyktadow przydaje sie
znajomosc kwadratéw wiekszych liczb.

Podaj wartosc pierwiastka i uzasadnij odpowiedz.

a) y49 b) V196 c) ¥289




1. Plerwiastek kwadratowy

I Znak liczby pod pierwiastkiem

Wiesz, ze:

72 = 49 (—=7)" = 49
kwadrat liczby dodatniej kwadrat liczby ujemnej
jest dodatni jest dodatni

Gdy podniesiemy dowolng liczbe do kwadratu,
nigdy nie otrzymamy wyniku ujemnego. Dlatego
liczba pod pierwiastkiem nie moze by¢ ujemna.
Na przyktad nie mozna wyciggnac pierwiastka
kwadratowego z —49, bo Zadna liczba podniesio-
na do kwadratu nie daje wyniku —49.

' Znak pierwiastka

/25 = 5,bo 5% =25
Wiesz jednak, ze rowniez (—5)2 = 25.

Przyjeto, ze pierwiastek kwadratowy jest liczba nieujemng. Gdyby nie przyjeto
takiego zalozenia, pierwiastek kwadratowy miatby dwa rdozne wyniki (dodatni
i ujemny), a dziatanie musi mie¢ jednoznaczny wynik.

Zapamietaj

Pierwiastek kwadratowy nigdy nie jest liczbg ujemna.
Liczba pod pierwiastkiem kwadratowym nie moze by¢ ujemna.

Definicje pierwiastka mozemy sformutowac nastepujgco:

Zapamietaj '

Pierwiastkiem kwadratowym z liczby nieujemnej a nazywamy taka liczbe nie-

ujemna b, dla ktérej b* = a. Piszemy wéwczas b = +/a.

Pierwiastek kwadratowy nazywany jest rGwniez pierwiastkiem drugiego stopnia.

" Pierwiastek z utamka

Potrafimy juz podnosi¢ do kwadratu utamki zwykle. Dzieki tej umiejetnosci
mozemy w niektdrych sytuacjach wyciggnac pierwiastek z ulamka zwyktego.
Aby wyciggnac pierwiastek z liczby mieszanej, zamieniamy jg na ulamek nie-
wlasciwy.




11, Pierwiastk

X

Przyktad3 )

Oblicz pierwiastek i uzasadnij odpowiedz.

Cwiczenie 3 >

Podaj wartosc pierwiastka i uzasadnij odpowiedz.

2) /2 b) /13 0 V0.25

2) Vi b) \/g ¢) ¥0,04 d) v0,36 e) v/2.,89
! a)\/7 g DO (_) 81
/25 =5 =3 b0 (3 =5
c) v0,04 = 0,2, bo 0,2% = 0,04 inaczej: % = %J bo (%)2 = 14%
d) V0,36 = 0,6, bo 0,62 = 0,36 inaczej: y/ 1o = % bo (16_0)2 o |
) Y289 =17, bo L7 = 1,7-1,7= 2,89 inaczej: y/ 200 =15, bo (17) =2
g Vv,

d) /2,25

D Pierwiastki w ztozonych wyrazeniach

Pierwiastki mogg wystepowac w bardziej ztozonych wyrazeniach arytmetycznych.

Przyktad4 )

Oblicz.

a) 2425  b) /144 + /256 + /324 ) 2??
4 a)2/25=2-5=10

b) vy 144 + /256 +4/324 =12+ 16 + 18 = 46

2+2«/E_2+2-4_g_31

) S_/a 5.2 333
\,

Cwiczenie 4 >

Oblicz.

J121+4/81

a) 3/49 —24/4 b) o i

(3+4/9)6
G

Znak mnozenia miedzy liczba
a pierwiastkiem mozemy
pominac:

2@ oznacza 2 \/E

Korzystamy z informacji podanych
w,Dobrej radzie” na s. 108.

_/T6)

/36




1. Plerwiastek kwadratowy

' Pierwiastek i kwadrat

Pierwiastkowanie jest dzialaniem odwrotnym do potegowania.

Przyklads ) \

Oblicz.
a) /7569 - 7569 b) V7569 - {7569

L ) /75697569 = 4/75692 = 7569

Obliczajac V75692, szukamy odpowiedzi na pytanie, jaka liczbe nalezy pod-
nie$¢ do kwadratu, aby otrzymaé 75692, Oczywiscie ta liczba to 7569.

b) V7569 - /7569 = (/7569)" = 7569

Zgodnie z okresleniem pierwiastka, 7569 to taka liczba, ktora podniesiona
do kwadratu daje 7569.

. S

Zapamietaj

Dla dowolnej nieujemnej liczby a:

(Va)* =va?=Va-a=a

Cwiczenie 5 > ~
Oblicz.
7 2
a) /37 b) /159 - /159 ¢) /3210-3210 d) (y/67324)
N\ W,

SZg Zadania

1. Oblicz pierwiastek i uzasadnij odpowiedz. » Jesli poprawnie rozwigzesz trzy
kolejne przyklady z jednego poziomu, mozesz przej$¢ na nastepny poziom.

poziom A> a) 1/5

T by /121

/1
poziom B> a) 16

€ P3 b Ed
121

c) ¥/ 10000

d) /81
c)\/%
d) /&

e) /64
f) /144

e)‘/%

49
t) v/ 100

g) /2500
h) /169

g) /oL

64
h) v/ 755




11, Pierwiastk

. Jaka dlugos¢ ma bok kwadratu o polu

a) 4/ 1% C) 5% €) 4/ 2% g) \/27%
b) /25 4) /37 f) /65 h) /25

a) v0,04 c) V6,25 e) V1,44 g) v0,01

b) /0,0144 d) V2,25 f) /0,64 h) +/0,0009
. Jaka liczbe trzeba wstawi¢ w miejsce a, aby otrzymac rownosc?

a) ya=5 c)ya=09 e) ya=0,5 g) Ya=0,1

b) ya = 8 d) V/a =12 f) ya=1,1 h) Va = 0,03
. Oblicz obwod kwadratu o podanym polu.

a) 1 m? b) 81 dm? c) 1,44 cm? d) 0,0036 km? e) 1— mm?
. Oblicz.

a) /1212 b) /142 o) (/18 )vV9?  of 3%)2

. Oblicz.
2) /9 +/16 +4/25 d) V225 +/162 /31 g ,J2i -/t
b) 15+ 2(y/3) + /0 e) 16+F /16 h) ﬁfjﬁ-,/o,oom
¢) 640,04 — 0,34/25 f) ,/8—%—1/(3)2 i) /L - 13- /62)

takim samym jak pole prostokata na 0,8 dm
rysunku obok?

. Rolnik przeznaczyl pod zasiew nowej odmia- F s

ny zyta cze$¢ pola w ksztalcie kwadratu o po-
wierzchni 400 m?2. Oblicz, ile metrow sznurka
zuzyt do wytyczenia tego obszaru.

. Oblicz. B 7

" 8
a) V(y/225 —24/25)-5—5 ¢) /(44400 — 4,/100)- 10 — 30
b) 4 —¢21—y/16-4/9 d) V25425 -25-y9/9 +9
‘& 9. Oblicz.

a)\/2+\/2+/2+J2+J2+JZ b)\/3-\/3-\/3-J3-m



1. Plerwiastek kwadratowy

[le wynosi ¢ 4489? Oszacujmy:
liczba 4489 jest wieksza od 60% = 3600 i mniejsza od 702 = 4900, wiec

60 < ¢y4489 < 70.

Teraz popatrzmy na ostatnig cyfre liczby 4489. Aby kwadrat liczby miat na kon-
cu cytre 9, sama ta liczba musi sie konczy¢ cyfra 3 albo 7. Sprawdzmy:

63° =3969 - zamalo
67° = 4489 - zgadza sie

1. Oblicz, nie uzywajac kalkulatora.

a) /5625 b) /961 ¢) /4096 d) /11025

2. Podane pierwiastki sg liczbami naturalnymi. Kazda plama zastania jedng cyfre.
Oblicz, nie uzywajac kalkulatora.

a) /17@4 b) V2@®1 (2 rozwiazania)

l. Oblicz. Uzasadnij odpowiedz.
a) /225 b) ,/g ¢) /45 d) 40,0081

Il. Ile wynosi obwdd kwadratu o polu réwnym 225 cm??
A.15cm B. 40 cm C. 60 cm D. 80 cm

lll. Oblicz.
) W10+ ool b) /0,04 + /0,09 + /0,49 )/ T~/ 15

IV. Ponizej przedstawiono siatke prostopadlos$cianu oraz siatke ostrostupa, ktérego
podstawa jest kwadrat, a krawedzie boczne sa rowne. Oblicz sume diugosci kra-
wedzi kazdej z tych bryt.

3¢cm

Zem 21N

5¢cm Ao




Szacowanie pierwiastkow

Rodzice Radka planujg generalny remont mieszkania.
Zastanawiaja sie¢ nad zmiang ukladu $cian i ksztaltu salonu
z prostokatnego na kwadratowy. Chcieliby jednak,

aby powierzchnia salonu pozostala taka sama.

QS

" Oto salon rodzicéw
Radka: ?
5m |

Powierzchnia salonu:
4 -5 =20 m* |

Jakie wymiary

ma kwadratowy
pokoj o takiej samej
powierzchni?

Pytania i polecenia

+ Oblicz dlugos¢ boku kwadratu o polu 20 m*

» Podaj z doktadnoscig do 1 cm wymiary salonu po przebudowie.

+ O ile cm* powierzchnia kwadratowego salonu o zaproponowanych przez
ciebie wymiarach rézni sie od powierzchni prostokatnego salonu?
(1 m*= 10 000 cm?)




2. Szacowanie pierwiastkow

B W poszukiwaniu /2

Umiemy obliczy¢ pierwiastki z niektorych liczb naturalnych.

VO V1 V2 43 V4 V5 V6 V7 48 49 v10 411 V12 V13 V14 15 V16 17

0 1 2 3 4

A co z pozostatymi liczbami? Sprébujmy znalezé /2.

Przyklad1 ) \

Znajdz dwie kolejne liczby o jednej cytrze po przecinku, miedzy ktérymi na osi
liczbowej mieéci sie /2.

¢ Na poczatek zauwazmy, ze /2 mieéci sie miedzy 1 a 2, bo:

12 = 1 - to mniej niz 2, czyli za mato,

2% = 4 - to wiecej niz 2, czyli za duzo. 12 = 1
Nie znaleZlismy /2, ale wiemy, za mato \ 24 duzo
ze musi sie miesci¢ miedzy 1 a 2.

Poszukajmy wiec liczby z jednym miejscem

po przecinku, ktora po podniesieniu gd2|es tu
do kwadratu bytaby zblizona do 2. znajduje sie V2
Obliczamy na kalkulatorze:
1,17 = 1,21 - za malo 1,4 = 1,96 1,52 = 2,25
j_,22 = 1,44 — za malo za mato za duzo
1,32 = 1,69 — za malo w (
1,4° = 1,96 - troszeczke za mato 1;3 1, 4 k ,6
5% =225 —2a dugo gdzieé tu
id
W takim razie 1,4 < ﬁ < 1,5. znajduje sig V2
\, i
Cwiczenie 1 > ~

Znajdz dwie kolejne liczby o dwoch cyfrach po przecinku, miedzy ktérymi na
osi liczbowej miesci sie /2.

W ten sam sposob mozna szukac kolejnych cyfr po przecinku, czyli coraz do-
ktadniejszych przyblizen liczby /2.

1,4142° = 1,99996164 1,4143% = 2,00024449

za mato \ r za duzo

1,4142 k 1,4143
gdzies tu znajduje sie V2




11, Pierwiastk

Mozna udowodni¢, ze te proby nigdy sie nie skoncza: nie otrzymamy ulam-
ka dziesietnego, ktorego kwadrat jest rowny 2. Nigdy tez nie pojawi si¢ okres,
jak w przypadku ulamka % = 0,333333... albo utamka i—jl = (,38636363... Mozna
udowodnié, ze liczby /2 nie da sie zapisa¢ w postaci utamka zwyklego.

D Liczby wymierne i liczby niewymierne

Liczby calkowite, dodatnie i ujemne ulamki oraz dodatnie i ujemne liczby
mieszane nazywamy liczbami wymiernymi. Kazdg taka liczbe moicna zapisac

wpostaci u{amka (czasami jest to u{amek niewlasciwy): %, 0,13 =3 —0 6= —%,
_ _ _ _ _ &l
0=215=2 0017 W=0333 =g L 0,386363... =

Zapamietaj

Liczba wymierna to liczba, ktorg mozna zapisac jako utamek zwykly, czyli w po-
staci g, gdzie a i b sg liczbami catkowitymii b # O (czytamy: b jest rozne od zera).

Kazdg liczbe wymierna mozna zapisa¢ w postaci skonczonego lub okresowego
utamka dziesietnego.

Liczby /2 nie da sie zapisa¢ w postaci ulamka zwyklego, wiec v/2 jest liczba
niewymierna.

Pierwiastka z 2 nie da sie zapisac prosciej niz w postaci y 2.

W obliczeniach mozemy uzywac przyblizen:

J2 =~ 1,4 albo 2 = 1,41, albo 42 =~ 1,414, albo 2 = 1,4142, albo ...

D Pierwiastki wymierne i niewymierne

Wiszystkie liczby, z ktorych wyciggalismy pierwiastki na poprzednich lekcjach,
byly tak dobrane, aby wynik byt liczba wymierna. Jest jednak wiele liczb, kto-
rych pierwiastki nie s3 wymierne. Na przyklad liczbami niewymiernymi sa: /2,
V3, 45, 6 iwiele innych.

Zapamietaj

Pierwiastek z liczby naturalnej albo jest liczba naturalng, albo jest liczbg niewy-
mierna.

Spojrzmy na pierwiastki z poczatkowych liczb naturalnych.

Vo V1 V2 3 V4 /5 V6 V7 V8 V9 410 V11 412 413 414 415 /16 417

Niektore z nich sg liczbami wymiernymi, ale wiele pierwiastkdw z liczb natural-
nych to liczby niewymierne.

= 1,414213562373095048801688724209698078

56




2. Szacowanie pierwiastkow

) Szacowanie pierwiastkow

Wiemy juz, ze np. 4 53 jest liczbg niewymierng. Nie mozemy zapisac go w posta-
ci utamka zwyklego ani dziesietnego, mozemy go jednak oszacowac.

Przyklad2 )
Miedzy jakimi kolejnymi liczbami naturalnymi na osi liczbowe;j @
znajduje sie v/532

¢ Przypomnijmy sobie kwadraty liczb naturalnych. Y
Liczba 53 znajduje sie pomiedzy 7% = 49 a 8° = 64, wigc
wiec /53 znajduje sie miedzy 7 a 8. 7 <453 <8

. wy
Aby uzyska¢ dokladniejsze przyblizenia pier- | |
wiastkow, uzywamy kalkulatora. Kalkulator obok  § -IE ED "3988988 |
pokazuje nam przyblizenie liczby v/53.
Cwiczenie 2 >
Miedzy jakimi kolejnymi liczbami naturalnymi na osi liczbowej znajduje sie 4/ 782 J
Przyktad 3 > 6—\
Znajdz przyblizenie liczby 104/3 — 5. Przyjmij, ze v/3 =~ 1,73.

* 10/3-5%=10-1,73—-5=17,3-5=12,3

. A
Cwiczenie 3 > \
Oblicz przyblizong warto$¢ wyrazenia. Uzyj przyblizen pierwiastkow z doklad-
nos$cig do drugiego miejsca po przecinku. Wynik podaj z doktadnoscia do jed-
nego miejsca po przecinku.
a) 2/2+43 b) V4 —-y2:43 c) V9 - 643

\ A

Zapamig¢taj

Z przyblizonych wartosci pierwiastkéw, np. /3 = 1,73, korzystamy w zadaniach

z kontekstem praktycznym lub gdy jest to napisane w poleceniu. W pozostatych
przypadkach podajemy doktadne wartoéci, np. v/3, ¥/3 — 1, 24/3.

967187537694807317667973799073247846210703885
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. Wokodt kwadratowego trawnika wytyczono sciezke szeroko-

. Z okazji Miedzynarodowego Dnia Koloru, ktory przypada

. Wsrdd ponizszych liczb wskaz liczby niewymierne.

a) /16, /17, /48, /49, /81, /90
b) /91, /100, V164, /169, /289, /298

. Miedzy jakimi kolejnymi liczbami naturalnymi na osi liczbowej potozone sa

podane liczby niewymierne? Odpowiedz zapisz w postaci nierdOwnosci, np.
90 <90 < 10.

a) V30 b) V75 ¢) /120 d) /200

. Podaj przyblizone wartosci pierwiastkéw /5, /6, /7 z dokladnoscia do:

a) 0,001, b) jednego miejsca po przecinku, c) czesci setnych.

Czy podane przyblizenie pierwiastka jest mniejsze, czy wieksze od pierwiastka?

. Znajdz wszystkie liczby naturalne lezgce na osi liczbowej miedzy podanymi liczbami.

a) V2 i /38 b) /10 i V40 ¢) V8 i /300 R

sci 1,5 m (rysunek obok). Trawnik i sciezka zajmujg razem
obszar rowny P. Oblicz powierzchnie trawnika, jesli:

a) P=121 m2, b) P =361 m2.

21 marca, uczniowie przygotowali 500 rdéznokolorowych
karteczek o wymiarach 1 dm x 1 dm. Zdecydowali, ze z jak
najwiekszej ich liczby utozg wielki kwadrat.

a) Jakie wymiary bedzie mial ten kwadrat?
b) Ile karteczek pozostanie do innych celow?

. Korzystajac z przyblizen podanych w ramce, oblicz przyblizong wartos¢ iloczynu.

a) 542 c) 4/10 | V2 = 1,47 V5 ~ 2,24
b) 2/3 d) 7/5 V3~173  J10=~3,16

. Dopasuj podane liczby do liter odpowiadajacych wskazanym miejscom na osi

liczbowe;.

V17, V8, /5, V2, e, —/3, —/25, (/3)

s

5

o,
i)
L)
)

£5



2. Szacowanie pierwiastkow

9. Pordwnaj wyrazenia, a nastepnie zdecyduj, ktory znak: <, =, > nalezy wstawic
w miejsce [/, Uzyj przyblizen pierwiastkéw z dokladnoscig do drugiego miejsca
po przecinku.

D{5+/6 B JTT  byi+/TE VI o{5-y21@ 3

1. Podaj przyblizong wartoé¢ v2 z dokladnoécia do jednego miejsca po przecinku.
Podnies to przyblizenie do kwadratu. Zaokraglij otrzymany wynik do jednego
miejsca po przecinku. Czy otrzymana liczba jest rowna 2?

2. Podaj przyblizona wartoéé 4/2 z dokladnosécia do dwdch miejsc po przecinku.
Podnies to przyblizenie do kwadratu. Zaokraglij otrzymany wynik do dwdch
miejsc po przecinku. Czy otrzymana liczba jest rowna 27

= 3. Wykonaj polecenia analogiczne jak w zadaniach 1 i 2 dla przyblizen liczby v2
do trzech miejsc po przecinku oraz do catosci.

l. Miedzy jakimi kolejnymi liczbami naturalnymi na osi liczbowej potozona jest
podana liczba niewymierna? Odpowiedz zapisz w postaci nierownosci, np.
7 < 460 <8.

a) y41 b) /111 c) ¥237

. Znajdz przyblizona warto$¢ v/ 8 z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku.

lll. Oblicz wartosc iloczynu, uzywajac przyblizen pierwiastkow do czesci dziesigtych.
a) 2¢/3 b) 3v2 c) 0,2/3-42

IV. Czy prawda jest, ze 1,41 — /2 = 02 Wybierz odpowiedz TAK lub NIE i jej uza-
sadnienie sposrod zdan oznaczonych literami A-C.

TAK A. | 1,41 to przyblizenie y/2
poniewaz B. ﬁ <141
NIE C. | jesli odejmujemy rowne liczby, to otrzymujemy 0O

V. Rozwigz rownanie i sprawd? rozwigzanie.

a) x+x=10 b)x+2-x=12 c)3-x—x=4

37212644121497099935831413222665°2750 2




Witasnosci pierwiastkowania

Na dobry poczatek >

Przed nami gra w domino z pierwiastkami.

Pytania i polecenia

» W ukladance brakuje trzech klockéw. Zastandw sie, ktére z pokazanych klockéw
mozna wstawi¢ w zaznaczone miejsca.

» Podaj przyklady klockéw, ktére mozna dolozy¢ na koncach ukladanki.




3. Wtasnosci pierwiastkowania

I Pierwiastek ziloczynu i z ilorazu

Przyjrzyjmy sie czterem parom dziatan.

mnozenie J4-9=,36=6 Jd-4/0=72.-3=6 réwne wyniki

: . 64 . ¥4 o m - il
dzielenie /5 =416 =4 F=8:2=4 réwne wyniki
dodawanie J16+9=y25=5 J16+yJ9=4+3=7 rézne wyniki

odejmowaniey/ 100 — 64 = /36 =6 100 —y 64 = 10 — 8 = 2 rézne wyniki

Widzimy, ze:
J4-9=/4-/9 i %‘4:@,

Ja
natomiast dla dodawania i odejmowania podobne rownosci nie zachodza.

Mozna udowodnic, ze w przypadku mnozenia i dzielenia takie rownosci zacho-
dza dla dowolnych liczb nieujemnych.

Zapamietaj

Dla dowolnych nieujemnych liczbaib
pierwiastek z iloczynu jest réwny
iloczynowi pierwiastkow.

va-b=+a-b

Dla dowolnej nieujemne;j liczby a oraz
dodatniej liczby b pierwiastek z ilora-
zu jest rowny ilorazowi pierwiastkow.

I Upraszczanie obliczen

Poznane wzory mozemy wykorzysta¢ do upraszczania obliczen w wielu przykla-

dach rachunkowych.
Przyktad1 )

Oblicz najprostszym sposobem.

a) J ok . [ b)/18 200
o - [

b) /18200 =/18-2- 100 = /36 - /100 =

©

d) /36 + 64

c) V36 +y/64

6-10 =60
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c) W przypadku sumy pierwiastkow nie mamy do dyspozycji zadnego sposobu
uproszczenia rachunkdéw, musimy wiec obliczy¢ kazdy pierwiastek osobno,
a nastepnie znalezc ich sume.

J36+/64=6+8=14

J/36 + /64 + /36 + 64
d) /36 + 64 =4/100 = 10
A
Cwiczenie 1 >
Oblicz najprostszym sposobem.
a) /251214 c) Y16 +9 e) v 169 — 144
b) 19_6% d) /8-/18 f)\/%. /13_5

\,

I Wlaczanie liczby pod pierwiastek

Przyktad21 )

Zapisz 442 w postaci pierwiastka.
¢ Zauwazmy, ze 4 =y 4%, a nastepnie skorzystajmy ze wzoru Ja-vb=yab.

Zapisywanie iloczynu liczby i pierwiastka w postaci pierwiastka nazywamy
wlaczaniem liczby pod pierwiastek (lub: pod znak pierwiastka).

Wiaczanie liczby pod pierwiastek przydaje sie na przykitad wtedy, gdy chcemy
porownac dwie liczby zapisane w postaci wyrazen z pierwiastkami.

\

Przyktad 2.2 )

Ktdra z liczb jest wieksza?

3\/5 czy 5\/5

! Wlaczmy liczbe pod znak pierwiastka:

W3 =T (5={5/5={55={T5
5Y3=y57-/3=425-Y/3=y25-3=y75

Teraz tatwo poréwnaé liczby: v45 < /75, czyli 3¢/5 < 54/3.

3/5=4/3-35
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Cwiczenie 2.1 > \

Wiacz liczbe pod pierwiastek.

a) 442 b) 3/6 ¢) 0,5/3 d) 0,9/10

Cwiczenie 2.2 > ~

Porownaj liczby.

a) 3/2i2/3 b) 7431942

e o

I Wylaczanie liczby przed pierwiastek

Czasami trzeba wykonac operacje odwrotng do wiaczania liczby pod pierwia-
stek: przeksztatlcamy np. /32 do postaci 44/2. Méwimy wtedy o wylaczaniu
liczby przed pierwiastek (lub: przed znak pierwiastka).

Przyktad3 ) .

Wrytacz liczbe przed znak pierwiastka. Wiesz, ze 32 = /332,
a) /18 b) v504 iec /3-3-2=3y2.
? A /18=y/92=y/9-y2=3/2

Liczbe 18 przedstawiliSmy w postaci iloczynu 92, bo pierwiastek z 9 jest
liczba naturalna.

b) Przy duzych liczbach, gdy trudno wykonac obliczenia w pamieci, mozemy
roztozyc¢ liczbe pod pierwiastkiem na czynniki pierwsze — w ten sposdb znaj-
dziemy kwadraty, ktore sg dzielnikami tej liczby.

504 =2:22:3+37
Teraz widad, jak mozna wylaczy¢ z liczby 504 pelne kwadraty:
504=2-2-2-3-3-7=2°-3%-2-7.

Wobec tego: /504 =¢/22-32.2.7=2.3-/2-7=64/14.

Uwaga. Umawiamy sie, ze polecenie ,Wylacz liczbe przed znak pierwiastka”
oznacza, ze pod pierwiastkiem ma zosta¢ najmniejsza mozliwa liczba naturalna.
Dlatego zapisania réwnoéci ¥ 504 = 24/126 nie uznamy za wykonanie takiego
polecenia.

Cwiczenie 3 > ~

Wrylacz liczbe przed znak pierwiastka.

a) V8 b) v'500 c) V72 d) V98
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Zapamietaj

Dlaa=01ib=20:

Va’b = a\b

I Dodawanie wyrazen zawierajacych pierwiastki

\

Przyktad4 )

Zapisz w prostszej postaci.
a) 3/2+242 b) /20 +4125 A V25 +/3+4/6

¢ a) Zauwaimy,ie:3ﬁ=3-ﬁ=ﬁ+ﬁ+ﬁ
0raz2ﬁ=2-ﬁ=ﬁ—l—ﬁ,
wiec 3/2 + 242 =542 .

b) Pierwiastkdéw z rdznych liczb nie mozna tak po prostu dodaé. Wylaczmy jed-
nak liczbe przed pierwiastek w obu skladnikach.

/20 =/1-5=2/5
J125 =/25-5 =55

Nasze wyrazenie przyjmuje prostszg postac, w ktorej mozna wykonac¢ doda-
wanie.

J20+{125=2/5+5{/5=174/5
c) /25 +/3+/6=5+/3+/6

Sumy 5 ++/3 + /6 nie da sie zapisaé proécie;.

Cwiczenie 4 >

Zapisz w prostszej postaci.

a) 5/2 +4/2 b) 9/10 —4y10 —24/10 <) y45—4/20 d) /48 +/27

\.

Zapamietaj

Wiele liczb niewymiernych ma dosc¢ skomplikowany zapis:
5+y3+4/6 3/2+1 2¢/3 -5

Nie da sie ich zapisac prosciej.
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nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

poziom ﬁ> Wiacz liczbe pod pierwiastek.

a2 c) 3v/18 e) 5v/8 g 3/1l  i)5/5
b) 0,43 d) 547 £)02/7 W15 ) /6

poziom B> Wrytacz liczbe przed pierwiastek.

o a) /48 c) /245 e) /800 g) /24 i) /80
b) V216 d) /450 f) /50 h) V75 j) /192

poziom c> Zapisz w prostszej postaci.

My 2/34+3/3-4/3 d) 5/7 —34/7 g) 4/8 —5/8 + 648
b) 3/5 —4y/5+/5 e) /11 —5/11+7/11 h) —/3 —3/3 + 103
¢) 442 +5¢/2 f) 646 +2/6-74/6 i) 7415 - 2/15

poziom D> Zapisz w prostszej postaci.

STy ay3—y27-2412 &) V63 +3/T-y28 g) V2 +v/8 /32
b) 24125 - 3/45+4/5 &) 5/11 —/44 +,/99 h) 3/3 +4/48 +/75
¢) Y200 —y/162+y2  £) y20-y45+y/500 1) 2¢/8—y18+5/50

2. Oblicz.
a) /2-4/3 o) ¥225 — 144 &) V12:4/2 g) /6425
V54 0,36
b) \/4,9'\/10 d) ﬁ f) x/0,09+0,16 h) 081

m 3. Oblicz.

a) Ile razy liczba /54 jest wieksza od liczby y/67
b) O ile liczba /54 jest wieksza od liczby /67

4. Pordéwnaj liczby.

a) /16 +9 i J16 +/4 b) V/25-9 i /2549 c)24/7 1 /37

5. Zapisz podane liczby w kolejnoéci rosnacej: 3412, 124/3, 0,5¢/32.

6. Czy wszystkie dziatania majg jednakowy wynik? Odpowiedz uzasadnij.
1. /25121 IL. /(-25)-(-121) I —/25- 121
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O .

710

/ Czy juzumiem?

IV.

. Oblicz dlugosc¢ boku kwadratu o polu takim samym jak

Oblicz pole i obwdd figury przedstawionej na rysunku.

a) prostokat b) rownoleglobok c) trojkat
24/3 2+/6 34/3
B -
43 543
. Korzystajac z przyblizen z ramki, oblicz przyblizong

warto$¢ pierwiastka.

a) /8 b) /20 c) /50  d) /200

+/8

pole prostokata na rysunku.

. Dla jakiej warto$ci x podana rownos¢ jest prawdziwa?

) x/2=y18 b 2x/3=/18 ox/28=2/115 &*L=2/35

. O polu prostokata o wymiarach y/45 x ¥/n wiadomo, ze jest liczba catkowita.

a) Znajdz najmniejsza liczbe n o tej wlasnosci.
b) Opisz wszystkie liczby 1 o tej wlasnosci.

. Jak zmienityby sie odpowiedzi do zadania 1, gdyby liczbe 45 zastapic liczbg 2904°¢

. Liczba ¢ 72 jest rGwna

A.8y2. B. 74/2. C. 64/2. D. 5v2.
Ktéra z liczb jest najwieksza: 46, 54/7 czy 64/52 Uzasadnij odpowiedz.

Zapisz w prostszej postaci.
a) V3 +5¢3 -3 b) /2 + 3432 ¢) 0,24/500 + 545 —/25

Znajdz na rysunku szesciokata: D

a) dwa boki prostopadte i dwa boki

rownolegte,
b) kat ostry, kat prosty, kat rozwarty
i kat wklesty. B {




Pierwiastek trzeciego stopnia
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Na rysunkach pokazano szesciany zbudowane z szesciennych kostek.
Ponizej zapisano, z ilu kostek zbudowano trzy z tych sze§ciandw.

( g kostek ) ( 27 kostek ) [125 kostek]

» Jakiej dlugosci krawedz ma szescian zbudowany z #° kostek?

» Dopasuj odpowiedni rysunek do liczby kostek.
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I Wyciaganie pierwiastka szeéciennego (trzeciego stopnia)

Przyktad1 )

Na rysunku przedstawiono szescian skiadajacy sie z jedna-
kowych sze$ciennych klockéw. Klocki uktadajg sie w piec
warstw, przy czym kazda z nich tworzy 25 klockow, ulo-
zonych w pieciu rzedach po 5 klockdw w kazdym rzedzie.
Szeécian sktada sie wiecz 5-5-5 = 5° = 125 klockéw. /

¢  Ustal, ile takich klockow nalezy ulozy¢ wzdluz krawedzi
szescianu, ktory ma sie sktadac¢ z 27 klockow.

Szukamy liczby, ktorej trzecia potega jest rowna 27. Taka liczbg jest 3:
3-3.3=3=27.

Wzdluz krawedzi budowanego szescianu nalezy utozy¢ 3 klocki.

Mdwimy, ze liczba 3 jest pierwiastkiem szesciennym z liczby 27.

Stwierdzenie to zapisujemy nastepujaco: 327 = 3.

Cwiczenie 1.1 >

Ile szesciennych klockow lezy wzdtuz krawedzi szescianu, ktory jest zbudowany
z 64 klockow?

Cwiczenie 1.2 >

Podaj dlugo$¢ krawedzi sze$cianu o objetosci 1000 cm?.

Jesli chcemy znalez< liczbe, ktorej kwadrat znamy, wyciagamy pierwiastek kwadratowy.
Jesli chcemy znalez¢ liczbe, ktdrej szescian znamy, wyciggamy pierwiastek szescienny.

symbol pierwiastka szesciennego

(pierwiastka trzeciego stopnia) \

/>3

stopien pierwiastka k
liczba podpierwiastkowa
Na prZYHad: Podobnie:
W8 =9 bad=§ . /49 = 7, bo 7% = 49,

-+ /100 = 10, bo 10° = 100.
o 3/1000 = 10, bo 10° = 1000. ?




4. Plerwiastek trzeciego stopnia

Zapamietaj

Pierwiastkiem szeéciennym z liczby a nazywamy taka liczbe b, dla ktérej b = a.
Piszemy wowczas b =3\’c_r.

Pierwiastek szescienny nazywa sie rowniez pierwiastkiem trzeciego stopnia.

Zauwaz, ze:

« jesli podniesiemy liczbe do szescianu, « jesli podniesiemy liczbe do kwadratu,
mozemy otrzymac wartosc ujemna, zawsze otrzymamy wartos¢ nieujem-
wiec pierwiastek trzeciego stopnia ng, wiec pierwiastek kwadratowy
mozemy wyciggac z dowolnej liczby. mozemy wyciagac tylko z liczb

nieujemnych.
3 a 2 @ moze byc a i a nie moze byc
ujemne. ujemne (d=0).
l g ¢ g
0 * 0 *
Dobra rada

Przy obliczaniu pierwiastkow szesciennych korzystaj z trzecich poteg liczb naturalnych!

= 4° = 64 6> =916 83 =512

3% =97 57 125 73 =343 93 =729

Przyklad2 ) \

Podaj pierwiastek trzeciego stopnia i uzasadnij odpowiedz.

a) Y64 b) ¥—64 ) ¥0=0 potegowanie

¢ a) 364 =4 bo4’>=64 P it RN e ¥
=

b) /=64 = —4, bo (—4) = —64 N 64
¢) ¥0=0,bo03=0 e NG

pierwiastkowanie

" A
Cwiczenie 2 > ~N
Oblicz, korzystajac z informacji podanych w ramce. Zauwaz, ze
a) ¥/ 512 b) ¥/ —512 c) ¥343  d) ¥/-125 Y125 = -/135.

v .y




11, Pierwiastk

Gdy podnosimy utamek zwykly do trzeciej potegi, mozemy podniesc do tej po-
tegi osobno licznik i osobno mianownik. Korzystajac z tej wlasno$ci, mozemy
obliczac¢ pierwiastki szescienne z niektdrych utamkow.

Przyktad3 ) \

Podaj pierwiastek trzeciego stopnia i uzasadnij odpowiedz.

a) 3/ 2 b) /0,008 ¢) /210
3 /27 3 3\3 27
¢ ) \/%=z=b0(z) =&

3
b) 3/0,008 = 0,2, bo (0,2)° = 0,008 inaczej: 3 oss = =, bo (2] =2
3 0 3/ 64 _ 4 _ 1 IV /4y 64
2=y m=—3=-lpbo{-13) =(-5] =55 =25

. vy

Cwiczenie 3 > \

Oblicz.

a) 3/ —=5 b) ¥/=0,000125 0 Y -33

\ ¥
I Pierwiastek sze$cienny i trzecia potega

Przyklad4 ) \

Oblicz.

3
a) ¥/179-179- 179 b) (3/79507)

4 a) Obliczajac /179179 - 179, szukamy odpowiedzi na pytanie, jakg liczbe na-
lezy podnies¢ do szeScianu, aby otrzymac 179 - 179 - 179. Oczywiscie ta liczba
to 179.

YV179-179-179 = 179

b) Zgodnie z okreéleniem pierwiastka sze$ciennego, %79 507 to taka liczba,
ktéra podniesiona do szeécianu daje 79 507, czyli: (3/79 507) = 79507,

\, S

Zapamietaj

Dla dowolnej liczby a:




4. Plerwiastek trzeciego stopnia

Cwiczenie 4 > .
Oblicz.
a) Y17-17-17 b) (3/=343) ) V1173

\, A

) Szacowanie pierwiastkow

Dla dowolnej liczby catkowitej 7 liczba %/# jest ~ Podobnie:
albo liczbg catkowitg, albo niewymierng, np.:  dla dowolnejliczby naturalnej n

%/g % 31/§ liczba ﬁjest albo liczbg

naturalna, albo niewymierna, np.:

V—64 =—4 V=20 J35 =5, /27, /101
Przyktad5 )
yKia 5 / ke

M}qdzy ]‘al‘ﬂml kolgnyr‘m l¢1czl¢)ar3n1 naturalny- 5 4 pnie szacujemy wartoéé np.

mi na osi liczbowej znajduje sie 4/207? J165.
¢ Zauwazmy, ze 2° = 8i 3% = 27, zatem 12% =144 113 = 169, zatem

pi pi -
2% < 20 < 3% wiec 2 < /20 < 3. 127 = oy & 13"eniae
12 < /165 < 13.

k. S

Cwiczenie 5 > N

Miedzy jakimi kolejnymi liczbami naturalnymi na osi liczbowej znajduje sie %/ 1007?

Zadania

1. Podaj pierwiastek trzeciego stopnia i uzasadnij odpowiedz.

a) V-1 ¢ ¥—-0,008 ) ¥-0,064 g ¥V-0,125 i) /—0,000512
3 3 /1 3 /43 3 [ 61 3/ 17
b) ¥216  d) i/~ £) 33 hy 3/ 12 j) 34l

2. Z trzech szesciennych klockéw o objetosciach |
V1, V, i V3 zbudowano wieze taka, jak pokaza-
no na rysunku. Oblicz jej wysokosc, jesli obje-
tosci klockéw sg rowne:

a) V, =1000 cm?, V, =512 cm?, V3 =216 cm”,

b) V, =1331 cm?, V, =729 cm?, V3 = 125 cm’.

K
%,
%
LY
"
k
LY
%
- B

""" e




11, Pierwiastk

W,

. Naziemna czesc sklepu firmy Apple w Nowym

. Objeto$¢ prostopadlo$cianu o wymiarach

. Prostopadtoscienny klocek - taki, jak pokaza-

. Budowle przedstawiong na rysunku utozono P,

. Oblicz.

2) Y125+¥8 o ¥-1000+¥27 o (V3 +(/7) g (3/9) -7
b) ¥/125-364 d) 3512 -3—216 f)/112-24/32 h)4¥6>-3/=12)

. Znajdz x.

a) ¥x =3 b) ¥/x =-10 ¢) ¥x=5

Jorku ma ksztalt szescianu o objetosci rownej
okolo 729 m>. Czy mozna go obejé¢ dookola,
wykonujac 50 krokdéw po 80 cm kazdy?

4 cm x 8 cm X 16 cm jest rGwna objetosci sze-
Scianu o krawedzi a. Wyznacz dtugos$¢ krawe-
dzi szeScianu.

no na rysunku — mozna pociac¢ na trzy szescia-
ny o objetosci 64 dm? kazdy. Wszystkie $ciany
tego klocka pomalowano na zielono. Oblicz
taczng powierzchnie zielonych scian.

. Miedzy jakimi kolejnymi liczbami naturalnymi na osi liczbowej znajduje sie:

a) /300, b) /822, c) ¥ 10052

. Oblicz.

a) ¥V32+43+5° b)) V6P+33+102 o V142-132 ) ¥4a+3¥64a

z jednakowych sze$ciennych klockéw. (Zaden A
klocek nie wisi w powietrzu). Ile co najmniej
klockow trzeba dotozyc, aby powstatl szeScian:

N

a) jezeli mozemy przektadac klocki tej budowl,
b) jezeli wszystkie klocki z budowli maja pozo-
sta¢ na swoim miejscu?

N

Drewniany szescienny klocek o objetosci 8000 cm?® pomalowano na zielono,
a nastepnie pocieto na 64 mate szeSciany o rownych objetosciach.

a) Oblicz dlugosc krawedzi klocka.

b) Oblicz dlugosc¢ krawedzi matego szescianu.

c) lle jest matych szesciandw, ktore majg doktadnie dwie sSciany pomalowane na
zielono?



IV.

4. Plerwiastek trzeciego stopnia

Podobnie jak pierwiastek kwadratowy czy szeScienny mozemy okresli¢ pier-
wiastki innych stopni.

4625 =5,bo 5 =5-5-5-5=625 (czytamy: pierwiastek czwartego stopnia
2625

Y243 = 3, bo 3° = 243 (czytamy: pierwiastek pigtego stopnia z 243)

. Oblicz pierwiastek i uzasadnij odpowiedy.
a) 410000 d) %/3125 g) 4/1000 000 000 000
b) /81 e) 4/64 h) 4/1000000 000000
o) ¥32 f) 19/1024 i) 12/1000000000000

. Oszacuj warto$¢ pierwiastka.

a) 4/810003 b) /99999

. Czy mozna wyciggac pierwiastek czwartego stopnia z liczby ujemnej? Dlaczego?

A pierwiastek pigtego stopnia?

. Podaj warto$¢ pierwiastka.

125

a) /1 b) 3/=8000 ¢) VY1 d) /-3

Miedzy jakimi kolejnymi liczbami naturalnymi na osi liczbowej polozone s3
liczby: 31402, 420207

Kostka Rubika ma objetos¢ rowna % cm?. Oblicz

wysokos¢ wiezy zbudowanej z dziesieciu takich
kostek postawionych jedna na drugiej.

Oblicz.
a) /216 + ¥ (—4) d) /64 —3/64
b) 3/-0,027 +3/0,001 e) ¥—0,001 +6,25

¢) 3/-0,008 —3/-8 f) —/144 —3/-512

Dane sg liczby: x = 2%, y = 1,5. Oblicz:

a) iloraz tych liczb, ¢) iloczyn tych liczb,
b) sume tych liczb, d) roznice tych liczb.




Dziatania na pierwiastkach
szesciennych

Na dobry poczatek >

Delos, wyspa na Morzu Egejskim, byla

w starozytnosci poswiecona greckiemu bogu
Apollowi. Wedlug legendy, gdy wybuchla tam
zaraza, mieszkancy otrzymali od wyroczni
przepowiednie:

ZARAZA NIE USTANIE DOPOTY, DOPOKI
SZESCIENNY OETARZ BOGA NIE ZOSTANIE
POWIEKSZONY TAK, BY DWUKROTNIE
— ZWIEKSZYC OBJETOSC.

v Zwiekszamy %
- szesciantak, aby 2 e B :
| podwoié jego JAKA KRAWEDZ MA SZESCIAN ")
ob J etost: O PODWOJONE] OBJETOSCI? e
1 A S oo el O - K T
: Objetost L o = ; X e __
75 sZescianiu b T A |

N o krawedzi a: g
V=a® e -

i

LN R §
- - W -Ir‘- -;._ |
" _ u I o 0

o M E

Pytania i polecenia

» Ile jest rowna dlugos¢ krawedzi szeScianu o objetosci 2 - a”¢

+ Czy ta dlugos¢ moze by¢ liczbg wymierna? A calkowita? Zakladamy,

ze a jest liczba naturalna.



5. Dziatania na plerwiastkach szesciennych

Poznane wlasnos$ci dziatan na pierwiastkach kwadratowych sg prawdziwe row-
niez dla pierwiastkow trzeciego stopnia.

D Pierwiastek z iloczynu i ilorazu

Zapamietaj

Pierwiastek z iloczynu Pierwiastek z ilorazu
T

\a-b=+/a-b N5 b

dlaa=z0ib=20 daaz0ib>0

Na5=4a- 4B Vo

dla dowolnych liczb a i b dla dowolnego ai b # 0

W wypadku dodawania i odejmowania podobne réwnosci nie zachodza, np.:

J64 +36 =4/100 = 10, ale /64 +/36 =8 +6 = 14.

Podobnie: 3/216 +125+1+1 =3/343 =7,
ale 3/216 +3/125 +3/1+3/1=6+5+1+1=13.

Przyklad1 ) ‘\
Oblicz.
a) V8125 b) /27125 <) 3‘/5_3\/1 d) 3 _122_75

? @) V8 125=V8-¥125=2-5=10 Podobnie:

b) ¥/—27- 125 =¥=27-¥125=-3-5=—15 v925=/9Y/25=3-5=15
o¥2-Ya=324=38=2 | |

Q3L Y27 _3_ 3
125 3/{3s S5 5

. b
Cwiczenie 1 > ~
Oblicz.
a) /=8 64 b) ¥/~ ) 364 -3/8 d) 3/64-0,008




11, Pierwiastk

1 Wiaczanie liczby pod znak pierwiastka

Przyklad2 )

Podobnie wtaczamy liczbe pod
znak pierwiastka np. w wyraze-

Wilacz liczbe pod znak pierwiastka

W wyrazeniu 23/3. el
$  Wiemy, ze 2 = ¥/ 2°, wiec e J2P e
345 =432 /5 =495 =
133 =3/23.3/3=3/8.3/3=%8.3 =3/24. —fg.;/:g /95

Cwiczenie 2 >

Wiacz liczbe pod pierwiastek.

a) 33/4 b) 43/3 c) 103/—1,1 d) 0,53/56

> Wylaczanie liczby przed znak pierwiastka

Czynno$cig odwrotng do wlaczania liczby pod pierwiastek jest wylaczanie licz-
by przed pierwiastek.

Przyktad31 )

Wylacz liczbe przed znak pierwiastka 3/270.

¢ Bedziemy przeksztatcac pierwiastek szescien- ., . Witz lic b
ny, wiec rozkladamy liczbe 270 na czynniki tak, orzed znak pierwiastka np. dla

aby znalez¢ w tym rozkladzie szescian pewnej  /175:

liCZby. 175 =257 = 5% 7, wiec

270 =27-10 = 3°- 10, TS = g3 T 25 2 =
. =547,

wiec

3270 =3/27-10 = 3/27-3/10 = 3%/10.

Zapamietaj

\a2p = a\/g dlaa>0ib>0

3Va 3 b —a 3'\/5 dla dowolnych liczb ai b




5. Dziatania na plerwiastkach szesciennych

Czasem trudno jest od razu rozlozy¢ liczbe na czynniki przydatne w dalszych
obliczeniach. Wtedy moze pomaoc rozlozenie jej na czynniki pierwsze.

Przykad3.2 ) Y

Wylacz liczbe przed znak pierwiastka 4/37125.

Rozkladamy liczbe pod pierwiastkiem na czyn- e RniE e e

niki pierwsze: przed znak pierwiastka np. dla
31125 =8-%-%8-5-5-5-T1=%3".5"11 v/2420:

brekestal Yr— - 2420 = 2.5 114, wiec
rzZeKsziaicarl 1€erwilastie IrZ€Cl1€go SIopiIilq,
Y P 50 SOp 2420 = /2%.5 112 =

wiec przed znak pierwiastka mozemy wylgczyc te

f ; , =7 11 o5 =22¢5.
czynniki pierwsze, ktore w rozkladzie sg w trze-
ciej potedze.

3/37125 =3/33-5%. 11 =3/33.3/53.3/11 =3-5-3/11 = 15¥11

Cwiczenie 3 > “

Wrytacz liczbe przed pierwiastek.

a) ¥16 b) 3/54 ¢) ¥—250 d) 3/-9000

Wylgczanie liczby przed pierwiastek pozwala upraszczac wiele wyrazen.

Przyklad4 ) \

Zapisz w prostszej postaci sume %40 + %/ —135.
Wylaczamy liczby przed pierwiastki. ST —

340 +3/—135=4/8-5—-3/27.5=23/5 —33/5 sume /20 +4/125:

Zarowno w odjemnej, jak i w odjemniku wyste- Y20 +4125 =
puje liczba Y5, wiec wyrazenie mozemy upro- =y4:5+y25-5=
Sci¢, podobnie jak postepowalismy w przypad- =24/5+5v5=745.

ku pierwiastkow kwadratowych (s. 124):

235 -33/5=-%/5, czyli ¥/40 +3/-135 = -3/5.

Cwiczenie 4 > S\

Zapisz w prostszej postaci sume:

a) 734 +23/—4, b) /16 +3/128.
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Zadania i
. Oblicz.
D V6IYI0 o ¥i6-VRm ) 1
b) ¥25-¥/5 DL )4
. Oblicz.
2) Y636 b) ¥2 - ¥0,032 9 D
. Wylacz czynnik przed pierwiastek.
a) 3/48 ¢) 3/-375 e) 3/800 g) 3/24 i) 3/-80
b) 3216 d) ¥/459 f) /500 h) ¥/56 i) ¥ 243

. Zapisz w prostszej postaci.

a) 63/9—-23/9-3  b)3/375-3/24-3/-8 ¢ /80 +3/-10

. Wylacz czynnik przed pierwiastek.
a) /320 b) /320 c) v/ 80000 d) 4/80 000
. Oblicz przyblizong wartos¢ wyrazenia z dokladnoscia do czesci setnych, korzy-

stajac z faktu, ze ¥/5 ~ 1,709975946676.

a) 23/5 b) 4/5-27 c) 3/40 d) /5000000
. Prostokat o wymiarach x x y i kwadrat majg rowne pola. Oblicz dltugos¢ boku
kwadratu, jesli:
a)x=\/24cm,y=\/€cm, b)x=v32cm,y=\/§cm.
. Prostopadtoscian i szescian majg rowne objetosci. T
Oblicz diugos¢ krawedzi a szescianu, jesli:
Y
a)x=34cm,y=3\/€cm,z=31/§cm, .
b)x=3\/§cm,y=34cm,z=2cm. T./z - a
. Poréwnaj liczby v 3/1000000 oraz 3/v/1000000.
. Wiedzac, ze 2-2-3-7-37 = 3108, wyciagnij sprytnie liczbe przed znak pier-
wiastka.
a) y/21-3108 c) ¥2-49-3108

b) /1113108 d) 3/9-49-3108



5. Dziatania na plerwiastkach szesciennych

Sprobujmy zdefiniowad pierwiastek jako... potege. Jaki wykladnik powinna miec
taka potega, zeby poznane przez nas prawa dzialan na potegach i pierwiastkach
nadal obowigzywaly?

Wyobrazmy sobie, ze liczbe v/2 zapisujemy jako potege liczby 2, musimy tylko
znalez¢ wlasciwy wykladnik.

]eéli V2 =2% to:

=2 =22 = (2% = 22 cuyli 21 = 2% i
W takim razie powinnismy przyjac, ze x = ;, czyli J2 =22

1. Zapisz pierwiastek w postaci potegi.

a) y3 b) ¥7
2. Zapisz wyrazenie w postaci potegi liczby 2. Skorzystaj z praw dziatan na potegach.
D20 w2I 947 a9t 9L n%
3. Jak zapisa¢ podany pierwiastek w postaci potegi liczby 7?

a) ¥/7 b) /7

4. Jak zapisa¢ %/ a w postaci potegi o podstawie a (dla a = 0)?

. Oblicz.
3
a) *;;1%00 b) /320 -3/0,2 ¢) 3/27 + 364 d) /364

Il. Ktére z podanych wyrazen jest réowne réznicy 454 — /27
A.23/2 B. 3/52 C. 3/108 D. 33/6-3/2

lll. Pewien szescian ma taka samg objetosc jak prostopadloscian o wymiarach
1,542 % ¥4 x % . Oblicz dlugos¢ krawedzi tego szescianu.

IV. Oblicz ceng¢ zestawu w promocji.
A2
a) y““'p. b)




Dziatania na potegach i pierwiastkach

Na dobry poczatek >

Na planszy do gry znajduje si¢ dziewiec _
baszt potaczonych mostami. Zasady Instrukeja

gry przedstawiono obok. » Zaczynasz gre na polu START

* PO mostach przechodzisz na kolejne baszty,
ale tylko zgodnie z kierunkiem Strzatek
| tylko wiedy, gdy liczby na basztach
PO obu stronach mostuy 53 rowne.

* Przechodzisz na kolgjne baszty tak dhugo,
az dalszy ruch nie bedzie mozliwy.

vy w -"-""T"’i - -

: ; START I

1'. F 'j' q,"'x h‘l"‘zﬂ

.......

=

'fi

" L& A1 N

T i

H Pytania i polecenia

.._I

) d' .« Zagrajw gre. Litery na mostach, przez ktore przejdziesz, czytane
kolejno utworza nazwe ,,matematycznego miejsca’, w ktérym

g
matematyk nie lubi niewymiernosci.



6. Dziatania na potegach i pierwiastkach

I Usuwanie niewymiernosci z mianownika

Przyklad1 ) \

. T o B
Poréwnaj liczby 3¢/2 i 7

¢  Latwiej bedzie poréwnac liczby, gdy w mianowniku utamka nie bedzie pierwiastka.

W tym celu mozemy rozszerzy¢ utamek przez y/2.

6_6'\/5_@:3\/5

V2 V22 2
Okazuje sie, ze 3v/2 i % to dwa sposoby zapisu tej samej liczby.

Przeksztalcanie utamka do takiej postaci, w ktorej w mianowniku nie wystepuje
niewymierny pierwiastek, nazywa sie¢ usuwaniem niewymiernosci z mianownika.

Cwiczenie 1.1 > %

Sprawdz, czy podane liczby sg réwne.

a)ééi% b)zﬁi%

Cwiczenie 1.2 > "

Usun niewymiernosc z mianownika.

3 4 1 5
a)ﬁ b)ﬁ C)ﬁ d)2m

\ J

D Potegi i pierwiastki

Co sie dzieje, gdy pierwiastek kwadratowy podnosimy do trzeciej potegi?

\

Przyktad2 ) ™
Oblicz (2¢/3).

¢ (2/3P=23.(/3Y =8-/3-/3-/3=8-3-4/3 =243

\, o
Cwiczenie 2 > ~

Oblicz.
a) (3/2) b) (3v6)
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Wiemy, ze dla liczb nieujemnych a: Ja?=a. A jak jest dla liczb ujemnych?

\

Przyktad3 )

b) v/(—1,5).
b) y(-15) =v2.25

Oblicz: a) \/(—10)2,

a) 4/(=10)* = /100 = 10

155

\..

Zauwazmy, ze wynikiem dziatania \/ (—1 0)2 jest wartos$¢ bezwzgledna liczby —10.

J(=10Y = /100 = 10 =110

Podobnie jest dla dowolnej liczby ujemnej. Rowniez dla liczb dodatnich i zera
mozna napisac \/? =|al bo dla takich liczb |a| = a.

Zapamietaj

Dla dowolnej liczby a:

Va2 =|al

Cwiczenie 3 >

b) v/232, ) /02,

Oblicz: a) \/(—17)2,

Zadania |

1. Usun niewymiernos¢ z mianownika.

1 2 1 2 J3 44/2
a)ﬁ b)‘/g c)zﬁ d)3ﬁ e)ﬁ f)ﬁ
2. Sprawdz, czy liczby sg réwne.
LI | b) 2/8 i — A 1/2 i =2
J15 > /8 E V3 /6

3. Usuni niewymierno$¢ z mianownika. Korzystajac z przyblizenia /2 =~ 1,41, podaj
przyblizong wartos¢ wyrazenia po zaokragleniu do jednego miejsca po przecinku.

8 6 10
a) 73 b) 75 C) 7
4. Oblicz.

a) \/?4—\/362
by ¥27° +¥/33

e) ¥1000% +4/1003

f) (/64)' — /82

o) (Y28)" - (/16)
d) (3/9) - (3/19)




6. Dziatania na potegach i pierwiastkach

. Doprowadz podang liczbe do postaci ay/b, gdzie a jest liczba calkowita i b jest
liczbg naturalna.

a) 84/3 +4/27 ¢c) /48 +4/12 &) /7244150 —4/32.
b) 745 —/125 d) /75 — /300 f) /20 +4/45—4/500

6. Oblicz obwdd i pole figury.

a) c) /2 Ve) 345
B g : :
1 5/|2¢5 \2V10
: A [ 5
m 6+/5
b) ¥ f) /32
5 5 - i
< 2v3 i
V20 22

7. Dane s3 cztery zestawy wyrazen. Dobierzcie sie w trojki. Kazda osoba w trojce
wybiera inne wyrazenie z zestawu i wykonuje obliczenia. Sprawdzcie, czy otrzy-
maliscie jednakowe wyniki. Jesli nie — poszukajcie btedu.

[ 23420 99:(36 . 34) 8134

- o 6° 36 .56
I — V53 3 /500 5. 4-(-9)

VY ERY V248 ° 5(/182)
- 310000 2_(3\/—_2)2 (49:214)2_53

" 3/(34-30) 3 5 (y10)"*

12

3 Fol: b 22427 (ﬁ_z)

IV. ¥/82:0,2 S0 v 36+ 1: =

8. Prostopadloscian o wymiarach x x y x z i sze§cian majg taka samg objetos¢.
Oblicz dtugos¢ krawedzi szeScianu, jesli:

a)x=ﬁcm,y=\/§cm,z=2cm,
b)x=2\/ﬁcm,y=3\/€cm,z=\/ﬁcm.

9. Oblicz wartos¢ wyrazenia.

0
a) ((\/?)6) b) \/10 ' 3\/ 1000 3‘/% ) 3é 3 0,008 + ‘/3%0




11, Pierwiastk

1.

Dla dociekliwych

Przeanalizuj przyktad w ramce.

3 3'%3'%5'__3'FV5f__3%G;
3ﬁ_3ﬁ_3ﬁ_3ﬁ_ (3ﬁ)3 B

Na jego podstawie usun niewymierno$¢ z mianownika podanego utamka.

1 2 > 4 3
V% LT ) ar Yz T

Podobnie mozemy usuwac niewymiernos¢ z mianownika, jezeli w mianowniku
sg pierwiastki innych stopni.

. Usun niewymierno$¢ z mianownika.

1

6 9 8 2
X" R Vv Y YW

V.

Czy juz umiem?

. Usun niewymierno$¢ z mianownika.

L L 6,2
a) 7 b) o c) =
Ktora z liczb jest rowna liczbie ﬂ?
6 o 32
A2 B.> C.3¢2 D. 2=
Oblicz.

) VSF) » @A+ vTs o 2/3) d) 3/32+5/18

Z ktérego wzoru mozna skorzystac, aby uprosci¢ podane wyrazenie?

g5
a) 3738 d) 25 +2° 9%
b) 46— 26 e) (25Y h) 25— 23
8 55
c) (28) f) 124-12° i) 73
Wybierz odpowiedz z ramki.
A glt-gM=g"t" C gl =gt?

B.a":am=a""m>=m, a+0) D. z zadnego z wymienionych




@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

. Oblicz.
a) V81 c) /64 +3/64 e % g)\/196-4+¢100
b) 3/—1 d) /0,16 f) o/ 152 h) 3/27-64- 125

. Oblicz, wykorzystujac poznane wlasnosci dziatan na pierwiastkach.
a) /3 -/12 b) V3 -/27 c) WD - WL d) 30,6 -3/0,36

. Oblicz, wykorzystujac poznane wlasnosci dziatan na pierwiastkach.

27 2 3/135 3/81
a) f b) E c) 35 d) 3192

. Wylacz liczbe przed pierwiastek.

a) /12 b) /20 c) /45 d) /108 e) /48 f) 3128

. Oblicz.
2) Y3515 b) /£ /0,612 0 Y11 V25315

. Podaj dwie kolejne liczby catkowite, miedzy ktérymi lezy na osi liczbowej
podany pierwiastek.

a) 7 b) —/15 ¢ —/85 d) /162 e 3-75 ) 3/245
. Oblicz.

a) /131> b)/19-2-/19 c) V/3-/6-y2

. Whacz liczbe pod znak pierwiastka.

a) 24/3 b) 3/3 ¢) 5¢/2 d) 5/5 e) 33/3 f) 103/3

. Usun niewymiernosc z mianownika.

4 3 !
a) 7 b) T C) 5 d) 7
. Oblicz pole i obwdd prostokata przedstawionego na rysunku.

A/ 12 cm

a) 34/2 cm b)

7 & A/3 cm




Powtorzenie |l

10.

11.

. Uporzadkuj liczby: %, —\/5, \/Z, 3@ : %, 3\/§, 0,(4), v 0,25 w kolejnosci od

najmniejszej do najwiekszej.

. Oblicz.
1 2\2 9 —42 1\>
a) (15-2) b) —2-5 ) s d) (Y121 -73)
. Oblicz.

a) /81 b) V64 o ¥¥1 d) v/3/729

. Wsrdd ponizszych liczb wskaz wszystkie te, ktore sg liczbami wymiernymi.

/AL, JL /S e YR Vi, V=27, V=100

. Ktora z liczb jest wieksza: 5¢/3 czy /742

. Oblicz pole prostokata o bokach diugosci:

a) /3 cmiy/27 cm, b) 2/6 cmi6y2cm, ¢)3y/15cmi2y/10 cm.

. Liczbe x zapisz w postaci ay'2. Podaj jej przyblizenie dziesietne, korzystajac

z przyblizenia /2 =~ 1,4.

a) x=418 b) x =450 ¢) x =48 +4200

. Najmniejsza sposrod liczb: 9v2, 246, 843, 44/5 jest liczba

A. 94/2. B. 24/6. C. 84/3. D. 44/5.

. Przedstaw w prostszej postaci sume V50 +4/18.
Uprosc¢ wyrazenie.
22 3/6 373
a) & b) " c) E

Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni catkowitej prostopadioscianu, ktorego siatke
przedstawiono na rysunku.

24/5 cm




Grecy i liczby niewymierne

Czy 215 to liczby? A %, 0, —8, /2 ? My bez wahania odpowiemy, ze tak. Ale nie
zawsze tak byto.

Starozytni Grecy liczbami nazywali tylko liczby naturalne dodatnie. Utamki
uwazali za proporcje liczb. Pierwiastek z 2, ktorego niewymiernos$¢ odkryto
okolo 500 r. p.n.e., uwazano za proporcje odcinkéw. I to nie byle jakich odcin-
kow: tyle wlasnie razy dtuzsza jest przekatna kwadratu od jego boku.

Greccy matematycy uwazali, ze niektorych odcinkow nie da si¢ opisac za pomo-
cg liczb, dlatego rozwijali przede wszystkim geometrie jako dziedzine ogolniej-
sz3 od arytmetyki.

Z liczbami wiecej do czynienia mieli starozytni astronomowie. Wtasnie oni nie
pOzniej niz w [ wieku n.e. wynalezli cyfre zero. Ale nie liczbe zero. Dos¢ fatwo
bylo im zauwazy¢, ze potrzebny jest znak oznaczajacy puste miejsce w liczbie,
np. odrozniajgcy 12 od 102. Znacznie trudniej bylo uznac, ze ,,nic” tez mozna
uwazac za samodzielng liczbe.

Hindusi, zero i liczby ujemne

Zero jako cytra pojawito sie¢ w podobnym okresie takze w Indiach. Natomiast
zero jako liczba oraz liczby ujemne s3 juz bez watpienia wynalazkiem matema-
tykow ze sSredniowiecznych Indii. Hindusi zajmowali sie arytmetyka jako sztuka
dla sztuki, interesowaly ich wlasnosci dziatan i nie widzieli przeszkod, aby roz-
wazac takze wynik odejmowania 5 — 5 albo nawet 5 — 6.

Pierwsze wzmianki na temat liczb ujemnych znajdujemy w hinduskich dzietach
z VII wieku n.e., czyli z okresu, gdy po upadku Cesarstwa Rzymskiego nauka
europejska praktycznie nie istniata.

Kiedy za$ na naszym kontynencie ludzie znowu zaczeli zajmowac sie matema-
tyka, najpierw uczyli si¢ jej od uczonych arabskich, ktorzy przekazali im takze
wiedze Hindusow i Grekdw.

Tilabit ibn Qurrah - Abu al-Wafa ..




/adania na temat...

Pierwszym waznym samodzielnym osiggnieciem sredniowiecznych Europej-
czykdéw bylo rozwigzanie réwnan trzeciego stopnia, czyli takich, w ktorych
niewiadoma wystepuje w trzeciej potedze, np. x° +2-x*—5-x = 150. Takie
rownanie moze mie¢ jedno, dwa lub trzy rozwigzania. Aby znalez¢ te rozwia-
zania, matematycy postugiwali sie w obliczeniach liczbami ujemnymi, ale gdy
ostateczne rozwigzanie bylo ujemne — odrzucali je, bo nadal nie uwazali liczb
ujemnych za pelnoprawne liczby.

Co dalej?

Dzi§ w szkole takze uczy sie o roznych rodzajach liczb stopniowo, cho¢ nie do-
ktadnie w takiej kolejnosci, w jakiej odkrywano je w dawnych czasach. Male
dzieci znaja tylko liczby naturalne, potem pojawiajg sie dodatnie utamki, na-
stepnie liczby ujemne i wreszcie w siodmej klasie — liczby niewymierne. Czy
to wszystko? Matematycy, tizycy i inzynierowie znajg tez inne rodzaje liczb, ale
to juz zupelnie inna historia.

1. Ile mniej wiecej lat dzieli nas od odkrycia liczb niewymiernych, a ile — od od-
krycia liczb ujemnych?

2. lle mniej wiecej kilometréw dzieli nas od miejsca odkrycia liczb niewymier-
nych, a ile — od miejsca odkrycia liczb ujemnych? Mozesz skorzysta¢ z mapy.

a

3. Uzasadnij, ze przekatna kwadratu o boku 1 ma dlugoéé /2.

Wskazowka. Skorzystaj z rysunku. Poréwnaj pole kwadratu
o boku a i pole kwadratu o boku 1.

4. W zapisie dzialania 10-2 — 2 — 18 = 0 wystepuja dwie cyfry
zero. Ktéra z nich oznacza liczbe zero?

5. a) Czy suma liczb naturalnych zawsze jest liczbg naturalng? A rodznica, iloczyn,
iloraz (pomijamy dzielenie przez zero)? Jesli nie, podaj przyklad.

Rdéznica liczb naturalnych nie zawsze jest liczbg naturalng, np. 5 — 7 nie jest liczbg
naturalna.

b) A jak jest dla liczb catkowitych, wymiernych, niewymiernych? Odpowiedzi
zapisz w tabeli narysowanej w zeszycie wedtug wzoru.
Suma Roznica Iloczyn Iloraz
liczby naturalne TAK NIE (np. 5 - 7)
liczby catkowite
liczby wymierne

liczby niewymierne



10.

. Rozwiaz tamiglowke. Jednakowe litery oznaczaja jednakowe cyfry, a rozne lite-

ry — rozne cyfry. Oznaczenia BA, KA itp. oznaczajg liczby dwucytrowe, MRU
i MUR - liczby trzycyfrowe.

a) YBA = N = /AN d)A-B=y/CB=A+C

b) YyKA=]J=A—-y/K e) A-B=y/CB=B+C

¢) YMRU —yMUR =yM

. Uporzadkuj rosnaco liczby: v2, ¥/3, ¥/5.

. Nie korzystajac z kalkulatora, wskaz wartos¢ pierwiastka.

a) /19683 23 27 53 57
b) /941192 32 38 92 98

Wskazowka. Skorzystaj ze sposobu opisanego dla pierwiastkéw kwadratowych
w ,Dla dociekliwych” na s. 113.

. Janek podzielit odcinek AB na dwa odcinki w stosunku 2 : 3. Prostokat, ktorego

boki majg takie dtugosci jak te odcinki, ma pole 726 cm?. Jaka dtugo$¢ miat
odcinek AB?

. Znajdz x, dla ktérego zachodzi podana réownos¢é. W podpunkcie e) sg dwa roz-

wigzania.

a) ¥125 = /x ) ¥x=4121 e) ¥x =yx
b) /0,125 = y/x d) ¥x =4/1,21 f) 3/x = —y/49

. Dla jakich liczb naturalnych # istnieje pierwiastek /81 — 3 - 12 Dla jakich liczb

naturalnych # ten pierwiastek jest liczbg wymierna?

. Oblicz sprytnie.

a) /1111 —22 c) /11111111 —2222 d) /11..11—-2..2

b) TI1111 - 222 200 jecymek 100 cwsjek
. Czy podane liczby sg odwrotne? Czy sg przeciwne? Uzasadnij odpowiedzi.

a)ﬁorazg b)l—ﬁorazﬁ—l c)l-l—ﬁorazl—l—%
. Oblicz.

lowidel 2 el Bie Bk sk 100 200
2w BBl Feob el s 2L 2300

Znajdz taka liczbe naturalng dodatnig #, ze 3/3 - 1 oraz 44 - n s3 liczbami na-
turalnymi. Ile jest takich liczb n?



Od wzorkow do wzorow

Janek zszywa patchwork z kwadratowych kawatkéw
materialu. Na kazdym polaczeniu czterech kawaltkow
doszywa ozdobny kwiatek. Oto kolejne etapy pracy.

4 zszyte kwadraty -
1 kwiatek

q zszytych kwadratow -
4 kwiatki /\

16 zszytych kwadratow -
9 kwiatkow

Pytania i polecenia
o lle kwiatkéw nalezy przyszy¢ na patchwork 5 kwadratow x 5 kwadratow?
Sprobuyj to przewidzied, a nastepnie wykonaj rysunek pomocniczy

i sprawdz swojg odpowiedz.

» A ile na ogromny patchwork 30 kwadratow x 30 kwadratéw?



1. Od wzorkow do wzorow

Przyjrzyj sie rysunkom.

" i . i’. - " & - -
|

P M T F T

1 kwadrat 2 kwadraty - 7 zapatek 3 kwadraty - 10 zapalek

— 4 zapatki

[lu zapatek potrzeba, aby w ten sam sposdb ulozy¢ cztery kwadraty, pie¢ kwadra-
tow oraz szes¢ kwadratow? A ilu — aby ulozy¢ sto kwadratow w jednym rzedzie?
A tysigc kwadratow? W tym przypadku rysowanie byloby zbyt pracochtonne.
Mozemy to obliczy¢ znacznie szybciej, jesli zauwazymy ogolng zaleznos¢, po-
zwalajacg znalezc liczbe zapalek dla dowolnej liczby kwadratow.

Kazdy kwadrat sktada sie z trzech zapatek (bo czwarty bok nalezy juz do nastep-
nego kwadratu). Dopiero na koncu musimy dodac jeszcze jedna zapatke, zeby
zamknac rysunek.

@ & f ' @

|

:m__ — a ! = 'g—...

Mozemy powiedzie¢: ,t.acznie jest trzy razy tyle zapalek, ile kwadratow, i jeszcze
jedna”. Zeby unikac¢ takich dtugich opiséw stownych, w matematyce dla uprosz-
czenia stosujemy symbole literowe. Jesli liczbe kwadratéw oznaczymy literg #,
mozemy zapisac liczbe zapatek jako:

/—>3-n+1<\

trzy razy tyle, ile kwadratow i jeszcze jedna zapatka

' Wyrazenia algebraiczne

Przypomnijmy, ze zapis jednego lub kilku dziatan na liczbach, np.:
3-5+1 3-8 17-(15:5-23—14:5)—12

nazywamy wyrazeniem arytmetycznym.

Szerszym pojeciem jest wyrazenie algebraiczne. Moga Stowo arytmetyka
w nim wystgpic¢ nie tylko konkretne liczby, lecz takze pochodzi z jezyka
, ; , greckiego, a stowo
litery zastepujace liczby, np.: algebra - 7 jezyka
3-n—1 a—2b x-(15:m-n>—m:5)—r fiiabEiiege

Zapamietaj

W wyrazeniach algebraicznych oprdcz (lub zamiast) liczb mogg sie pojawiac
takze litery.




V. Wyrazenia algebraiczne

Litery w takim wyrazeniu nazywamy zmiennymi. Na przyklad zmienng w roz-
wazaniach dotyczacych uktadania kwadratow z zapatek jest litera #.

Stowo ,,zmienna’ oznacza, ze n moze sie zmienia: czasem oznacza liczbe 2,
czasem liczbe 3, a kiedy indziej 100. Dzieki temu jednym wyrazeniem mozemy
opisac sytuacje dla roznych danych. Na przyktad w geometrii jeden wzor P = ab
opisuje sposdb obliczania pol prostokatow o wszystkich mozliwych bokach.

I Warto$¢ wyrazenia algebraicznego

Wyrazenie algebraiczne nie oznacza zadnej konkretnej liczby. Kiedy jednak
okreslimy, jaka liczbe symbolizuje zmienna, wyrazenie zyskuje okreslong war-
tos$¢ liczbowa.

Popatrzmy na przyklad, jakie wartosci przyjmuje nasze wyrazenie opisujace
liczbe zapatek: 3 - n + 1 dla réznych wartosci n (czyli réznych liczb kwadratow).

n kwadratéw (3. n+ 1) zapalek Z. ilu zapatek ulozymy te kwadraty?
n=1 3n+1=3-1+1=3+1=4 |1 kwadrat ulozymy z 4 zapalek.

n=2 3n+1=3-2+1=6+1=7 | 2kwadraty ulozymy z 7 zapatek.

n=3 3n+1=33+1=9+1=10 |3 kwadraty ulozymy z 10 zapalek.
n=100 3n+1=3-100+1= 301 100 kwadratow utozymy z 301 zapatek.
n=1000 3-n+1=3-1000+ 1 = 3001 1000 kwadratéw ulozymy z 3001 zapalek.

Przyktad11 )

Oblicz warto$¢ wyrazenia dla podanych wartos$ci zmiennych.

a) x-(x+2}dlax=3

b)5-x>+1dlax=—-2

¢) (x*—1)-ydlax=—5,y=3

¢ a) Przepisujemy wyrazenie. W kolejnym kroku zamiast litery oznaczajacej
zmienng wpisujemy liczbe — wartosc tej zmiennej, a nastepnie wykonujemy
dziatania.
x(x+2)=3-(3+2)=3-5=15

b) Podstawiamy podang warto$¢ zmiennej] w miejsce x. Zwro¢ uwage, ze
—2 wpisujemy w nawiasie, poniewaz do kwadratu podnosimy calg liczbe x,
czyli —2. Nastepnie wykonujemy dzialania.
582 +1=5-(2F+1=5-4+1=20+1=21

c) Tym razem mamy dwie zmienne — w miejsce kazdej z nich podstawiamy
odpowiednig liczbe.
(x2—1)-y={(-5¥-1)-3=(25-1)-3=24-3=72




1. Od wzorkow do wzorow

Jak juz wiesz, przy mnozeniu pierwiastka przez liczbe mozna poming¢ kropke
oznaczajaca mnozenie, np. 2-4/3 zapisujemy krocej jako 24/3. Podobnie jest
z wyrazeniami algebraicznymi, np. 2 - x zapisujemy krdcej jako 2x.

Zapamietaj

Znak mnozenia mozna pomingc:

o przed symbolem zmienne;: o przed nawiasem:
2-x=12x 2{a+b)=2(a+b)
Xy =xy x-{a+b)=x(a+b)
(a+b)-y=(a+b)y (a+1)(a+2)=(a+1)a+2)

Natomiast nie mozemy poming¢ znaku mnozenia przed liczbami, np. w zapisie
x-2albo (x+ y}- 2.

Przyktad12 ) \

Oblicz wartos¢ wyrazenia dla podanych wartosci zmiennych.
¢ a)xydlax=5iy=-1
) 7 » * Jesliw miejsce zmiennych
Podstawiamy wartosci zmiennych do wyrazenia: wstawiamy liczby, musimy
. . dopisac znak mnozenia.
Xy =3 ( 1) =7 Pamietaj tez, ze liczby

b)(a+2)bdlaa=5ib=3 ujemne (w tym przykla-
dzie liczbe —1 isuj
(a+2)b=(5—|—2).3 =7.3=21 WZ:Z\EZS; ) wpisujemy
) J
Cwiczenie 1 > )

Oblicz wartos¢ wyrazenia dla podanych wartosci zmiennych.
a)12s+/ldlas=4il=2 b)6ab+ 1dlaa=4ib=-2

L A

' Znak minus przed zmienna

Przyktad2 ) \

Oblicz warto$¢ wyrazenia —x dla:
a) x = 2, b) x = -3, c) x =14,

¢ a)Skorox=2,to—x=-2.
b) Skoro x = =3, to —x = —(—3) = 3.
c) Skorox=0,t0o —x= -0 = Q.




V. Wyrazenia algebraiczne

Zapamietaj

Zapis —x oznacza liczbe przeciwng do x. Nie zawsze jest ona ujemna!

Cwiczenie2 > ~\

Czy dla podanej wartosci z warto$¢ wyrazenia —2z jest dodatnia, czy ujemna?
a) z=1800 b) z=-900 c)z=0

' Roéwnosc wyrazen algebraicznych

Zadanie dotyczace budowania kwadratow z zapalek mozna rozwigzac takze w inny

sposob.
Policzmy osobno zapatki utozone poziomo - y % .
i pionowo. Zapatek utozonych poziomo na
gorze jest tyle, ile kwadratow, czyli n. Tyle |
samo jest ich na dole. Natomiast zapatek |
- - -

pionowych jest o jedng wiecej niz kwadra-
tow, czyli n + 1.
W sumie zapalekjest: n+n+(n+1)

gora dot utozone
pionowo

Weczesniej opisalismy liczbe zapalek w n kwadratach za pomoca wyrazenia
3n + 1. Ale skoro mamy tu inne rozwigzanie tego samego zadania, to dla kazde;
liczby wstawionej w miejsce zmiennej n wartosc¢ kazdego z tych dwoch wyrazen
musi by¢ taka sama, np. dla n = 100 otrzymamy:

n+n+(n+1)=100+100+(100+1)=301 i 3n+1=3-100+1=30L
W takiej sytuacji méwimy, ze dwa wyrazenia sg rOwne. Zapisujemy to:
3n+l=n+n+(n+1)

Natomiast np. wyrazenia 3n+1 1 n> + 1 nie $3 rowne:
wprawdzie dla n = 0 oba majg wartosc 1, lecz np. dla n = 1 pierwsze z nich ma
wartosc 4, a drugie — warto$c¢ 2.

I Wyrazenia algebraiczne w geometrii
Z wyrazeniami algebraicznymi mielismy do czynienia juz wczesniej przy obli-
czaniu pol tigur, na przyktad: %ah, %(a +b)h.
Kiedy obliczamy pole tigury, korzystajac ze wzoru, to obliczamy warto$¢ wyra-

zenia algebraicznego dla konkretnych wartosci zmiennych, czyli dlugosci odpo-
wiednich odcinkdéw w tej tigurze.



1. Od wzorkow do wzorow

Przyklad3 ) .
Pole deltoidu o przekatnych a i b mozna b

; ; b
obliczy¢ ze wzoru: P = %

Oblicz pole deltoidu o przekatnych
a=10cmib =20 cm.

10 cm-20 cm
2

¢ Podstawiamy dane do wzoru: P = =100 cm?.

Cwiczenie 3.1 > N

Oblicz pole trapezu o podstawach a = 2 cm, b = 5 cm i wysokosci A = 2,5 cm.

Niektore wzory zapisywalismy na kilka sposobow. Na przyklad pole trapezu
mozna zapisac jako:

20 1 albo +(a + b)h.

Oznacza to, ze postugiwalismy sie rownymi wyrazeniami algebraicznymi.

Cwiczenie 3.2 > a
Ktdre z wyrazen opisujg pole trdjkata o podstawie a i wysokosci h?
1 ah a h
L. Eah I1. Bl I11. 59
. A

' Wyrazenia algebraiczne i pieniadze

Przyktad 4 > @
Jabtka kosztujg 3,20 zt za kilogram, a gruszki 4,50 zt za kilogram.

Ile zaptacimy za x kg jablek i y kg gruszek? Zapisz wyrazenie

algebraiczne, a nastepnie wykonaj obliczenia dlax =21y = 3.

Aby obliczy¢, ile trzeba zaptacic za jabtka, mnozymy ich mase x przez cene za
1 kg: x-3,2.

Podobnie obliczymy, ile trzeba zaptacic

za gruszki: y-4,5.

W sumie zaplacimy: x- 3,2 + y-4,5.

Dla x =2 i y = 3 suma wyniesie:
x-32+y-45=2-32+3:45=6,4+13,5=19,9 [zl].

Za 2 kg jabtek i 3 kg gruszek zaptacimy 19,90 zt.
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Cwiczenie 4 >

Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego a CENNIK BILET N\
ogoblny koszt zakupu biletéw do teatru: # bile- P '’ . >|@

tdw normalnych po 60 zt i u biletoéw ulgowych Bilet normalny 60 zi

po 30 zl. Oblicz wartos¢ zapisanego wyrazenia Bilet ulgowy 30 zi

dlan = 21iu = 25. Co oznacza otrzymana Bilet w lozy VIP 100 zi
wartosc? \_ J

' Wyrazenia algebraiczne i arkusz kalkulacyjny

Wyrazenia algebraiczne stosuje sie¢ m.in. w arkuszach kalkulacyjnych. Jesli
umiemy zapisaC wyrazenie opisujgce to, co chcemy obliczad, to rachunki (dla
roznych danych) moze za nas wykonac program komputerowy.

Po wlaczeniu takiego programu widzimy na ekranie duzg tabele. W kazde z jej
pol (komorek) mozna wpisac liczbe lub tekst, a takze wyrazenie algebraiczne,
do ktorego komputer podstawi wartosci zmiennych wpisanych w innych ko-
morkach. Trzeba tylko pamietac, ze zamiast liter takich jak x czy y na oznacze-
nie zmiennych uzywamy nazw pol, w ktérych znajduja sie wartosci zmiennych
(np. B5 to pole w kolumnie B i wierszu 5).

Kwote 6,4 komputer 1
obllc-zy’f na podstame. = =% BT =
wyrazenia B5*C5, czyli - -
A B C D =
+pomnoz liczbe w kolumnie B — -
i wierszu 5 2 | Owoce Waga Cena za 1 kg Do zaptaty
3 (kg) (z1)
przez liczbe w kolumnie C — 4 | l
| wierszu 5. 5 | jabtka L 3,2 | 6,4 I
6 | gruszki 3 4,5 1L3.5
t aczna kwota zostata L
obliczona w komaérce D8 8 19,9 -
Za pomoca wyrazenia D54-Dé.
Gd ) ) I D5 v £ |=B5*C5 ¥
y Wp1sz’erny inng licz- = = = = B
be w komorce B5 lub C5 . | I m
(CZYH Zmienimy cene ja‘ 2 | Owoce Waga Cena za 1 kg Do zaptaty
btek albo ich mase), au- 3 (kg) (zh)
tomatycznie zmieniag sie |4
wartoéci w komédrkach |2 -Jab+kak 148 32 a16]
6 ruszki 3 4.5 13.5
D5 (kwota do zaplaty za E -
jablka) oraz D8 (laczny 2 17.66
koszt zakupow). 4




1. Od wzorkow do wzorow

(—¢) 1. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla podanych wartosci zmiennych. Pamietaj o infor-
macji z ramki ,,Zapamietaj” ze s. 153 » Jesli poprawnie rozwigzesz trzy kolejne
przyktady z jednego poziomu, mozesz przej$¢ na nastepny poziom.

pnziﬁmﬂi> a)dk—8dlak=2 d)2x+x*dlax=4 g) (y—|—3) dlay=7
€<« Plla
b)mdlab—B e) p>—p>dlap=2 h) t((t+2)dlat=>5
2
L +5adlaa—3 £) 3m — 1 dla m = 4 ) Z—Zdlaz=0

poziom B> a)sm+m*dlam= -3 d)3x+2x dlax = —1 g)y(y+ 3)dlay=—4
€ PlIb

2
b) 2222 dla b= —3 &) ——dlaa=—1I hy2(t— 2P dlat=—6
k’—kK dlak=-2 )2(4p+1)—5dlap=—1 i) Z=dlaz=-2

) 2a b* . . y) T
pnzmmC> a) dlaag=5ib=— e)3dmnt+tmndlam=2in=-6

e b)3,5x—|—5ydlax——51y—2 ) 2r(p+1)Y dlap= —4ir=—2
c)3x——ydlax—61y—— g)%(c—2d)2dlac=2id=—6

)mdlat——315——2 h) 0,2d*(c—d)dlac=0id= -5
2. Oblicz wartos¢ wyrazenia —x dla:
akx =5, b) x =0, c) x =—4.

3. Wyraz odpowiedZ na pytanie za pomocg wyrazenia algebraicznego.

a) Kilogram bananow kosztuije k ztotych. Ile to groszv?
) 5 W ) ty 5 Y 2819-99-20 nr wydr.1513

b) Dorota ma p centymetrow wzrostu. Ile to metrow?

c¢) Jabtka kosztuja j zt za kilogram, a drozsze od nich ZESZI:TARAGON FISKALNY —
pomarancze p zl za kilogram. O ile drozsze sg po- i _g
marancze od jabtek? 2% N =

d) Zeszyt kosztuje M ztotych, a dltugopis N ztotych.  SUMA Zt
[le zaptacimy za piec zeszytow i dwa diugopisy?

m 4. W sklepiku szkolnym herbata kosztuje x ztotych, a drozdzowka jest o 80 groszy

od niej tansza.

a) Zapisz za pomocg wyrazenia algebraicznego, ile ztotych kosztuje drozdzowka.

b) Oblicz wartos¢ wyrazenia z podpunktu a) dla x = 2, czyli wyznacz cene droz-
dzowki, jesli herbata kosztuje 2 zt.

c) Zapisz za pomocg wyrazenia algebraicznego, ile zaplacimy za herbate i dwie
drozdzowki.
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5. Ponizej przedstawiono cennik biletow jednego z gdanskich kin.

Rodzaj biletu Opis Cena
normalny dla 0s6b bez uprawnienia do znizek 21,50 zi
o S cflzalzfnioréw powyzej 60. roku zycia oraz dla dzieci ponizej 17.50 24
student/uczenn | dla studentow i uczniow, za okazaniem waznej legitymacji 17,00 zi
grupowy dla grup powyzej 15 osdb, cena za 1 osobe 15,00 zt

a) Oblicz, ile zaptacimy za dwa bilety normalne, jeden ulgowy i dwa studenckie.

b) Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego, ile zaptacimy za x biletow normal-
nych, y ulgowych i z uczniowskich.

c) O ile ztotych wiecej zaptacimy za » biletdéw normalnych niz za 2 ulgowe dla
n>1e

6. Na kiermaszu wyrobdéw ludowych mozna kupic
wiklinowe kosze po k zl za sztuke oraz koloro-
we wycinanki — matle po m zt, a duze po d zl.
Janek kupit 2 kosze i 3 male wycinanki, a Ewa
kupita 7 matych wycinanek i jedng duza.

a) Ile zaptaci Janek, a ile Ewa?
b) Za dwa kosze zaplacimy wiecej niz za trzy
duze wycinanki. Zapisz o ile wiecej.

7. Czy podane wyrazenia sg rowne? Jesli nie sg — podaj przyklad wartosci zmiennej,
dla ktérej wartosci wyrazen sie roznia.
a)2x i x+x b)2-(x+1)i 2x+1 c)S5—xix—25

. Spojrz na rysunek obok. Zapisz wyrazenie pozwalaja- &
ce obliczy¢ dla n kwadratow, w ilu punktach ukladanki |
stykaja sie trzy zapatki. Oblicz wartos¢ tego wyrazenia
dla n = 4, a nastepnie wykonaj odpowiedni rysunek
i sprawdz swoja odpowiedz.

9. Kuba powiedzial, ze wyrazenia 3-(x+ 1) i x-(x>+ 2)+ 3 sa réwne, poniewaz
obliczyl wartosci kazdego z nich najpierw dla x = 1, potem dla x = 0, a na koniec
dla x = —1 i za kazdym razem otrzymal taki sam wynik.

a) Sprawdz, czy obliczenia Kuby sg poprawne.

b) Wybierz wartos¢ x r6zng od 0, 1 i —1, a nastepnie oblicz warto$¢ obu wyrazen
dla tego x.

c) Czy wyrazenia 3(x+ 1)i x{x? 4+ 2) + 3 s3 réwne?

d) Na czym polegat blad Kuby?




m) 15. Z pieciu trojkatow rownobocznych

1. Od wzorkow do wzorow

10. Niech n bedzie pewng liczba naturalng dodatnia. Zapisz w postaci wyrazenia
algebraicznego:

a) nastepna liczbe naturalna, b) poprzednis liczbe naturalng.

11. Dwa kwadraty o boku a zestawiono w jeden prostokat
jak na rysunku. Zapisz wyrazenia pozwalajgce obli-
czy¢ jego pole i obwdd.

12. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego obwdd narysowanej figury.

a)/ /b) /7c)21,,
a 2\|l1 ¥

x+1

réwnolegtobok romb

13. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego pole narysowanej figury.

a) b) C)
k
P
& f : f ;k
2n

a

trojkat prostokatny rownoleglobok romb

14. Stas ma slat, jego mama jest od niego 4 razy starsza, a tata jest o 3 lata starszy od
mamy. Zapisz wyrazenie algebraiczne pozwalajace obliczy¢, ile lat majg w sumie.

o boku a mozna ulozyc¢ trapez o ob-
wodzie 7a (rysunek obok). Ile bedzie
wynosit obwdd trapezu zbudowanego
w ten sam sposob z # takich trojkatow?

16. Zapisz wyrazenie algebraiczne opisujace:
a) obwdd trojkata, ktorego dtugosci bokdéw sa trzema kolejnymi liczbami natu-
ralnymi, a pierwsza z nich jest rowna #,
b) pole prostokata, ktorego dlugosci bokdéw sg dwiema kolejnymi liczbami pa-
rzystymi, a pierwsza z nich jest rowna 2,
¢) pole rombu, ktérego dlugosci przekatnych sa dwiema kolejnymi liczbami nie-
parzystymi, a pierwsza z nich jest rowna 2n + 1.
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V.

Na s. 150 rozwazaliSmy, ile kwiatkow przyszywamy do patchworku. Teraz zaj-
miemy si¢ dlugoscia szwow. Zakladamy, ze patchwork szyjemy z kwadratow

o boku 1 dm.
Aby obliczy¢ taczng dlugosc wszystkich linii szwéw, mozemy popatrzec¢ osobno
na szwy wzdluz linii pionowych i wzdluz linii poziomych.

dwie poziome

dwie pionowe
linie szwow '

linie szwow

EE .
TR
g B

. Ile jest poziomych, a ile pionowych linii szwdéw na patchworku 4 x 42 A ile na

patchworku o wymiarach n x n?

. Jaka dtugos$¢ ma jedna linia szwu na patchworku 3 x 3¢ A 4 x 42 A ile na pat-

chworku o wymiarach n x n?

. Jaka jest faczna dlugosc linii szwdw na patchworku o wymiarach n x n? Wykonaj

obliczenia dla n = 30.

Kuba ma x lat, jego siostra Zosia jest od niego dwa razy starsza, a ich brat Artur
jest o osiem lat mtodszy od Zosi. Zapisz wyrazenie algebraiczne pozwalajace
obliczyd, ile lat maja w sumie.

Oblicz warto$¢ wyrazenia (3 —x)}(1+ 2y} dla x = =2, y = 3.

a) Zapisz w postaci wyrazen algebraicznych obwod
i pole trojkata przedstawionego na rysunku.

b) Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego, o ile @
suma dlugosci przyprostokatnych jest wieksza od
diugosci przeciwprostokatne;.

o

a+1

Oszacuj, ktore z podanych dziatan majg wynik wiekszy niz 2000.
(1) 40,728 - 51,17 (2) 175000 — 163500 (3) 18700 :8900




................

a algebraicznaije

ERlobry poczatek )

Kto z nas nie lubi zagadek? Wykonaj ponizsze po-
lecenia i przekonaj sie, Ze niezaleznie od wybranej
liczby na konicu zawsze otrzymasz 8.

» Pomysl liczbe.

» Pomnoz ja przez 2.

» Do wyniku dodaj 8.

» Odejmij teraz poczatkows liczbe.

» Odejmij jeszcze raz poczatkowa liczbe.

» Podaj wynik.

Poréwnaj swoje wyniki z wynikami kolezanek i kolegow. Co mozesz

powiedzie¢ o tych wynikach? Dlaczego sg takie, a nie innef¢

Pomyslang liczbe oznacz literg x, a nastepnie zapisz kolejne kroki zagadki

przy uzyciu tego oznaczenia. Co sie dzieje z liczbg x?
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' Suma algebraiczna

Spojrz na wyrazenie arytmetyczne:

218 + 15 - 17+ 5 — 118.

W klasie czwartej wykonywalibysmy te dzialania od lewej do prawej, co jest
dos¢ klopotliwe. Dzisiaj wiesz, ze takie wyrazenie mozna zapisac jako sume
liczb dodatnich i ujemnych.

218 + 15 — 17 + 5 — 118 = (+218) + (+15) + (—17) + (+5) + (—118)

Tak wiec na wyrazenie 218 + 15 — 17 + 5 — 118, mimo ze wystepuje w nim
odejmowanie, mozemy patrzec jak na sume, ktorej sktadnikami sg liczby:
218,15, -17, 5,-118.

Podobnie mozna traktowac sume, w ktorej wystepuja liczby i zmienne. Poszcze-
golne sktadniki takiej sumy nazywamy jej wyrazami.

Przyktad1 )

Wypisz wyrazy sumy algebraicznej: 2x + 4x* — 5+ 6x — Ty + 15.
o 2x+4x’—5+6x—Ty+15=

= 2x + 4x” +(—5)+ 6x +(—Ty)+ 15

Wyrazami tej sumy s3:

2x,  4x%, -5, 6x, Ty, 15

Cwiczenie 1 >

Wypisz wyrazy sumy algebraicznej: x*+ 2x—5+7x— 9y +5—2.

FParmiefarm

Dobra rada o minusie!

Wyodrebniajqgc wyrazy sumy
algebraicznej, pamietaj
o znakach!

| Wyrazy podobne
Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz sumie z przykladu 1.
2x+4x% — 5+ 6x— Ty + 15
Liczby —5 oraz 15 mozna po prostu dodac — ich suma to 10.
Wyrazy 2x oraz 6x rowniez mozna dodac:
2x + 6x = 8x, bo:
X+ BX=X+X+X+X+-X+ R+ X+ X=8x 6X =6 X=X+X+X+X+X+X
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Wobec tego naszg sume mozna uproscic.
2x+4x* =5+ 6x—Ty +15=

= 8x+4x” +10— Ty

Dalej juz nie da sie upraszczaé. Dopdki nie podstawimy w miejsce x konkretnej
wartosci, nie mozemy doda¢ na przyktad 8x i 4x°.

Zapamietaj

Wyrazy, w ktorych wystepuja te same zmienne w tych samych potegach, nazy-
wamy wyrazami podobnymi.

Te wyrazy s3 podobne: | [ Te wyrazy nie sg podobne:
1 i -102,5 2x 1 2y, bo wystepuja w nich inne zmienne
-% 1 19% 2x 1 3xy, bow pierwszym wyrazie nie ma y
—2xy2 i xy2 2xy 1 —xy2, bo nie zgadzajg sie potegi zmiennej y

Wyrazy podobne mozemy dodawaé, np. 5x°y — 3x>y = 2x°y. Wyrazéw, ktore
nie s podobne, nie mozemy dodawac.

Zapamietaj

Dodawanie wyrazow podobnych nazywamy takze ich redukcja. Mowimy, ze
redukujemy wyrazy podobne.

Przyktad2 ) "
Zredukuj wyrazy podobne.
a)3x—xt+2x+x c)2x2+3x—5x2+1—y+4
b) x+y—=2x+5—=y+3 d) 3x°y — 2xy — 4x°>y — dxy’
¢ a)3x—x+2x+x=5x 3X—X+2x+x=3x-1x+2x+ 1x=5x

3—1+2+1:5ﬂ

b) Xt y— TS —y+3= Wyrazy podobne podkreslamy w jednakowy spo-
s6b (znak przed wyrazem nalezy do tego wyrazu).

= % 8 Redukujemy:x - 2x=—x, y—y=0, 5+3=8.
C) 2%+ 3x — 5x2 +1 —y+4= Wyrazy podobne podkreslamy w jednakowy sposob.
= —3x°+3x —y+5 Redukujemy: 2x? — 5x% = =3x%, 1+4=>5.
d) 3:!63)/ — LB~ 4x3y — 4:!6)/3 = Wyrazami podobnymi sg 3x3y i —4x3y, ale —4xy3 ani
—2xy nie sg do nich podobne.
= —x3y —2xy— 4xy3 Redukujemy: 3x3y — 4x3y = —x3y,bo 3 - 4= 1.
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Zapamietaj

Dobra rada

Podkreslaj wyrazy podobne w jednakowy
sposob. Dzieki temu nie zapomnisz o Zadnym
z nich przy redukcji. Pamietaj, aby wyraz pod-
kreslac razem ze znakiem.

x to inaczej 1 - x —x to inaczej] —1 -x

Cwiczenie 2 >

Zredukuj wyrazy podobne.
a) S5y +2y—y—5—3y b) xy? + 4x?y — x%y + Txy?

Dobra rada

Jesli w sumie algebraicznej napotkasz wyrazy rozniqce sie tylko znakiem, mozesz je skreslic,
poniewaz ich suma jest rowna 0.
2x—2x=0 -/y+7y=0
wiec wiec

K+5-y-26=5-y BX— ) +2+ 7 =8x+2

)

Przyktad3 )

Jacek wymyslit sztuczke magiczna: Pomysl dowolng liczbe. Dodaj 20. Odejmij 16.
Odejmij liczbe, ktorg pomyslates na poczgtku. A teraz zgadne: wynikiem jest 4.
a) Sprawd? sztuczke Jacka dla kilku liczb. Czy mozesz mie¢ pewnosc, ze bedzie

dzialac¢ takze dla dowolnej innej liczby?
b) Uzasadnij sztuczke Jacka za pomoca wyrazen algebraicznych.

a) Sprawdzmy sztuczke dla liczb 10, 5 i 20.
W+20—-16—10=4
A+20-16-5=4
204+20—-16—-20=4
Sprawdzenie sztuczki dla kilku liczb, a nawet dla kilku milionéw liczb, nie
gwarantuje, ze wynik jest taki sam dla wszystkich liczb.
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b) Oznaczmy pomyslang liczbe literg x. Zgodnie z poleceniami Jacka otrzymujemy:
x+20—=16—x=0+4 —F=4.

Teraz mozemy miec pewnosc, ze sztuczka dziala zawsze.

] %
2 4 ¢ ; %
ii WIS 7o o ? 1 -
R ."'JC }'.l,': | | \— L;-T‘-.J'.'ﬂ- | IIF - .-'W . x LE ‘1‘}“

Pomysl jakas liczbe. Dodaj do niej 7. Nastepnie odejmij 6, potem dodaj 4. Odej-
mij liczbe pomys$lang na poczatku. Podaj wynik. Uzasadnij za pomoca wyrazen
algebraicznych, ze wynik bedzie zawsze taki sam.

Wystarczy jeden przykilad, aby stwierdzic, ze jakies zdanie nie jest prawdziwe
dla wszystkich liczb. Jesli jednak chcemy mie¢ pewnosc, ze zdanie jest praw-
dziwe dla wszystkich liczb, to nie wystarczy nawet milion przyktadow — trzeba
przedstawi¢ rozumowanie obejmujgce wszystkie liczby, np. rozumowanie z wy-
korzystaniem wyrazen algebraicznych.

) Nazywanie wyrazen algebraicznych

Dlaczego wyrazenie 3x + 2y (czyli 3-x+2-y) nazywamy sumg, a nie iloczy-
nem, skoro wystepuje w nim zaréwno mnozenie, jak i dodawanie? Aby od-
powiedzie¢ na to pytanie, przyjrzyj sie wyrazeniu, w ktorym plamy zakryly
wszystko oprocz dziatania, ktore bytoby wykonane jako ostatnie:
+ @D

Mimo tych plam wiemy, Zze wyrazenie to jest suma dwdch wyrazen. Nie prze-
staniemy go nazywac sumg nawet wtedy, gdy usuniemy plamy i zobaczymy tam
inne dzialania:

3-x + @
Mozemy natomiast powiedzie¢ dokladniej, ze jest to suma wyrazen 3-x oraz
2 -y albo suma iloczynow 3-x1i 2 - y.
Zauwaz, ze gdy obliczamy wartosc¢ tego wyrazenia dla konkretnych liczb x i y,
dodawanie jest ostatnim wykonywanym dziataniem.

B

Przyktad 4 ; N

Nazwij wyrazenie algebraiczne.
a) 2x + 7y to suma wyrazen 2x1i7y.
b) p— g to roznica wyrazen p i g

¢) 2f(a+ b) to lloczyn liczby 2 i wyrazenia a + b.

d) m;r “ to iloraz wyrazenia m + n przez liczbe 7.

| J
Wiy = e
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Zapamietaj

Wyrazenie algebraiczne bierze
nazwe od ostatniego dziatania
wykonywanego przy obliczaniu
jego wartosci zgodnie z zasada
kolejnosci wykonywania dzia-
fan.

H% 2
5 (a + 2) . b
N |

W

o E 1 . i

= 5 suma

2 2

L o i il j
O
R kwadrat
—
=

o)

]

L

iloczyn «—— nazwa wyrazenia
algebraicznego

Cwiczenie 4 >

Nazwij wyrazenie algebraiczne.

a) a+2b b) (a+2) b

c)(a—b):(a+1)

ZwrOC uwage, ze wyrazenie 3 — 2x mozemy nazwac:

o 1OZNIic3 wyrazen 3 oraz 2x,

s SUM3 wyrazen 3 oraz —2x.

1. Wykonaj polecenia. » Jesli poprawnie rozwigzesz trzy kolejne przyklady z jed-
nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

poziom A> Wypisz wyrazy sumy algebraiczne;j.

€ P a)3x+7y+5 ¢) b>— dac e) —3a’+2ab— b?
b) ¢3 - 3bc—3b% d) —5n>+8n—4 £) 9xy — 3x + 3

soaion: B> Zredukuj wyrazy podobne.

A a) 5x = x+2x c) 3z—Sz-bg e) —k+k—k
b)a—2a+a d) —2k+ k—3k fYm+3m—m

poziom c> Zredukuj wyrazy podobne.

< P2b

a) xF g = Zx—pt | cy=k—m+1—2m+k e)S5p+s—2s—=2+3

b) —2x—y—x + 3x d) 2x—x+k+3—x f) 6h—Tj—i—6—h

poziom D> Zredukuj wyrazy podobne.
€ P2 a) 26—y + 3y2 — x + x°
b) 3+ 5a—2a—5b>-3
¢) —da’+a—b*—2a—a+2b>

d) D 42— g+ g — i
e) 5x*—y —x+y°—2x*—x

f) —8m’+Tm—T7+ 91— m+ m?




. Na rysunku przedstawiono trapez prostokatny.

2. Suma algebraiczna i je] wyrazy

. Pogrupuj wyrazy podane w ramce, tak aby w jednej grupie znajdowaly sie wyrazy

podobne. Ile grup powstato?

2 8}62)/22 2 x2 ZZy

xy* 0,001xy’

Oxy —ey 4xy

—-9x*y  6x°yz?

Dy

. Jesli zredukujemy wyrazy podobne w wyrazeniu 7p + p, otrzymamy 8p.

a) Czy jesli obliczysz wartoSci wyrazen 7p + p oraz 8p dla p = 65, uzyskasz ten
sam wynik? Odpowied7 uzasadnij.
b) A czy dla innych wartosci p tez tak bedzie? Odpowiedz uzasadnij.

. Zapisz wyrazenie algebraiczne opisujgce obwdd narysowanej tigury, a nastepnie

je upros$¢, redukujac wyrazy podobne.

2) T T ET T AT T B
a+1 L5x 3~
Bat2 |
. Rozpatrz sumy wyrazen lezacych wzdiuz
tej samej linii (rysunek obok), np. : % e % vl x2+2y 252 + 8y
x2+2y + x2+3y + 9§+ 3x7
Sprawdz, czy wszystkie te sumy s3
rowne.
% x2+3y (H23x2+3
. Sposrdd podanych nizej wyrazen wypisz: 2 Y 2 Y
a) sumy,
b) iloczyny,
c) ilorazy. , : 1
2x* =5y y + 3x 3oy ¥ %
2x+3)  2x+3 —
%x %x +1 %(x +1)

. Pomysl jakas liczbe. Pomnoz jg przez 2. Nastepnie dodaj 8. Podziel wynik przez 2.

Odejmij liczbe pomyslang na poczatku. Podaj wynik. Uzasadnij za pomocg wy-
razen algebraicznych, ze wynik bedzie zawsze taki sam. Ile bedzie wynosil?

Opisz jego pole za pomocg wyrazenia bedacego:
¢) iloczynem,
d) ilorazem.

a) suma,
b) roéznica,




V. Wyrazenia algebraiczne

B B
| | [,

1.

Niech n bedzie liczba naturalna.

a) Jak zapisac nastepng liczbe naturalng? Jak jeszcze nastepna? A jak poprzed-
nig¢

b) Zapisz wyrazenie oznaczajace sume trzech kolejnych liczb naturalnych.
Uprosc je, redukujac wyrazy podobne.

¢) Udowodnij, ze suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.

d) Czy suma kolejnych czterech liczb naturalnych jest zawsze podzielna przez 4?
A suma pieciu kolejnych liczb naturalnych przez 52 Uzasadnij odpowiedzi.

. Dla jakich k suma k kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez k? Czy

umiesz uzasadnic swoje przypuszczenia?

IV.

Czy juz umiem?

. Wypisz wyrazy sumy algebraiczne;j.

2x%— 5x+ 2xy+ 15x + 2

Po redukcji wyrazow podobnych w wyrazeniu 2x — x — 5xy + 4xy otrzymamy
A2 —xy B. x — xy. C:n— 9xy. D. 9xy + 3x.

Dane sg prostokaty P; i P,. Zapisz wyrazenia opisujace ich obwody. Przedstaw
odpowiedz w najprostszej postaci.

2x-+2 4x -2

Do kazdego przedmiotu przedstawionego na zdjeciach ponizej dobierz z ramki
jego pojemnosc.

[ 0,5cm® Scm® S50cm’® 250cm® 21 101 2001 20001




Opuszczanie nawiasow

Na dobry poczatek )

Dwie wegierskie turystki Laura i Emma podrézujg
po Polsce. Po gorskiej wycieczce zamowily

w schronisku zupe pomidorows,
zurek i porcje pierogow na spotke.

b .

iR R k2 AR T s

%
.

Mindegyik arat atszamoltam
ztotyban, az 6sszeget pedig ztotyrodl forintra, azutan pedig
atszamoltam forintra: Osszeadtam:

70-(3+4+8)=1050 70-3+70-4+70-8=1050

=

Osszeadtam mindegyik arat

Y

ro- N 09090900 [
T e N S i e by T - e o e g
ST R R Sy s s LN o R e e u T e, Foy

Pytania i polecenia

Laura i Emma zastanawiajg sie, ile kosztowal posilek w przeliczeniu na forinty.
Kazda z nich wykonala obliczenia inng metoda, ktorg opisujg stownie.

» Jesli nie rozumiesz po wegiersku, domysl sie z obliczen, na czym polegaly
te sposoby.

o Ile forintéw kosztuje 1 z1?

+ Ceny potraw i kurs forinta mogg sie zmieniac. Zapisz obliczenia Laury
i Emmy, jesli zupa pomidorowa kosztuje x, zurek y, pierogi z, a 1 zl jest
warty f forintow.



V. Wyrazenia algebraiczne

I Dodawanie i odejmowanie wyrazen algebraicznych

Oto dwa wyrazenia algebraiczne:

x2—x+1 oraz 2x— 3

Te wyrazenia mozemy np.:
» doda¢ - ich suma jest wyrazenie (x? —x+ 1)+ (2x — 3),
» odja¢ — ich réznica jest wyrazenie (x> — x+ 1) —(2x— 3).

Aby uprosci¢ wyrazenia powstate w wyniku dodawania i odejmowania, musimy
najpierw pozby¢ sie nawiaséw. Zasadom opuszczania nawiasdéw przyjrzyjmy sie
najpierw na przyktadzie wyrazen arytmetycznych (czyli takich, ktore zawieraja
tylko liczby).

Nawias, przed ktdérym stoi znak plus, mozna po prostu opuscic, np.:
24 (3+4)=24+3+4.

Inaczej jest, gdy przed nawiasem znajduje si¢ minus.
Przyjrzyj sie zadaniu i jego dwu rozwigzaniom.

Ania miata 12 zI. Gdy w kawiarni placita za galaretke, podala kasjerce banknot
10 zt i otrzymata 3 zt reszty. Ile pieniedzy jej zostalo? Zapisz rozwigzanie za po-
moc3g jednego wyrazenia.

Sposob |

Dziatanie: 12— 10+ 3
Obliczenia: 12—-104+3=2+3=5

Sposob

Ile kosztowala galaretka? 10 -3

[le pieniedzy zostato Ani? 12 — (10 — 3)

Obliczenia: 12—-(10—-3)=12—-7=5

Wyrazenia zapisane w obydwu sposobach rozwigzania opisuja te sama sytuacje
1 s3 rowne:
12 10+3=12-(10—3)

Podobnie jest z wyrazeniami algebraicznymi.

Zapamietaj

Jesli przed nawiasem jest znak minus, to opuszczajgc nawias, nalezy zmienic
znak kazdego wyrazu w nawiasie na przeciwny.

—( + ) - )=— - @ +




3. Opuszczanie nawiasow

Przykdad1 ) \

Opusc¢ nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.

a) 3x +(4x— 3y +z) b) 3x —(4x — 3y + 2)

)= Opuszczamy nawiasy bez zmiany znakéw
poszczegdlnych wyrazow, poniewaz przed
nawiasem jest znak plus.

Opuszczamy nawiasy, zmieniajgc znak
kazdego wyrazu w nawiasie na przeciwny,
poniewaz przed nawiasem jest znak minus.

Cwiczenie 1 > \

Opus¢ nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.

a) 5x—{(4—2x) b) 4x — (2x+ 35—7) ¢) =7 — 5x)+(7— 5%)

) Mnozenie sumy przez liczbe

Aby obliczy¢ iloczyn 9+ 17, mozemy postepowad 9.17

w sposoOb opisany ponizej.

o Liczbe 17 traktujemy jako sume 10 + 7.

« Mnozac te sume przez 9, mnozymy kazdy ze sktad-
nikdw osobno.

» Dodajemy otrzymane iloczyny:. 90 +63 =153

9-(10+7)
N

9-10=90 1 9-7=63

Podobnie postepujemy, gdy mnozymy sume algebraiczng przez liczbe.

Przyktad 2 > R

Wykonaj mnozenie sumy algebraicznej przez liczbe.

o a) 3(2:!6 + 5) =3:2x+3-5=6x+15 Kazdy wyraz w nawiasie mnozymy
przez 3.
b) (x + 7)- 4=x-4+7-4=4x+ 28 Kazdy wyraz w nawiasie mnozymy

\_y przez 4.

C) —4(:!6 — 2)/) = —d~% + (—4) - (—2)/) = —4x + 8y Kazdy wyraz w nawiasie mnozymy

U przez -4,a (-4)-(-2y) = 8y.
d) (—2a2 + 8) - (—2) = 4g° — 16 Kazdy wyraz w nawiasie mnozymy
przez -2.
] i W ]




V. Wyrazenia algebraiczne

Zapamietaj

Aby pomnozy¢ sume algebraiczng przez liczbe, nalezy pomnozy¢ kazdy wyraz

sumy przez te liczbe.

-l-O+l- A

Cwiczenie 2 >

Wykonaj mnozenie sumy algebraicznej przez liczbe.
a)3(2a+5) b)Y (-3b+2)-5 o) —-4-(-c>+2¢%) d)(-12+8d)-(-2)

.
Dzielenie sumy algebraicznej przez liczbe wykonujemy podobnie: kazdy wyraz
sumy dzielimy przez te liczbe.
Przyklad3 )
Wykonaj dzielenie sumy algebraicznej przez liczbe.
¢ a) (4:2 + 6(9) 2=4a:2+6b:2=2a+3b Kazdywyraz w nawiasie dzielimy przez 2.
\y
b) (8{2(? +odigh — l) 4 =2ab+a —i Kazdy wyraz w nawiasie dzielimy przez 4.
C) 6x; ) = 6; et % =2x+3 Dzielimy kazdy ze sktadnikéw przez 3.
.

Cwiczenie 3 )

Wykonaj dzielenie sumy algebraicznej przez liczbe.

a) (6¢3 + 362 +2):3 b) —24+

Frzeciez fo
_ jest fo samo!
Dobra rada '

Pamietaj, Zze kreska utamkowa zastepuje znak
dzielenia.




3. Opuszczanie nawiasow

' Bardziej ztozone obliczenia

Czesto w obliczeniach musimy wykorzystywac jednoczesnie rézne umiejetnosci.

\

Przyktad4 ) R
Upro$¢ wyrazenie.
¢ a) (4:!6 — 3)/) — (x = y) + (—2:!6 o Sy) = Opuszczamy nawiasy. Zmieniamy znak kazdego
wyrazu w nawiasie, przed ktérym jest minus.
= dx— 3y = X p—=2x Hop= Podkreslamy i redukujemy wyrazy podobne.
= x+ 3y
b) a — 2(3 — a) — (4 + a) = Mnozymy: —2 - 3 =—6 oraz —2 - (—a) = 2a oraz

Opuszczamy nawiasy.

|
|55
|
4.
)
]
|
1.
|
)
I

Podkreslamy i redukujemy wyrazy podobne.

=2a—10
12x—6 6—9 2x+4
C) x2 S =+ 1:2 = Wykonujemy dzielenia, wyniki wpisujemy
W nawiasie.
=(6x—3)—(2-3x)+(x+2)= Opuszczamy nawiasy.
=6x —3— 23+ x+2= Podkreslamy i redukujemy wyrazy podobne.
= 10x—3
\ y,

Zapamietaj

Kreska ulamkowa zastepuje nie tylko dzielenie, lecz takze nawias, np.:

[2x —6
= = For—{bx—3)
Cwiczenie 4 ) .
Uprosc wyrazenie.
a) 4(x—5)—2(2x+ 8) b) 7 - 10;53‘6 &) 8—412x_ 9—312;:
h >

Zadania

1. Wykonaj polecenia. » Jesli poprawnie rozwigzesz trzy kolejne przyklady z jed-
nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

poziom A> Opusc nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.
€ P a) —3xy —{(2x — y + 2xy) c) —(3p—r)—2r e) 4 —(m+5—n)
b) 4ab +(2a — 3ab) d) —st —(—2t+5s) f) 4g—(—2h+ g—3)




V. Wyrazenia algebraiczne

poziom B> Pomnoz sume algebraiczng przez liczbe.

e a) 3-(ab+ 2a) c) (—3d+8)-4 e) (x—5)-2 g) (2cd —3)-8
b)(3d—9)(-1) & -3-(x+7) £H—-4-(a—3) h)(y+y)(-2)

poziom f5> Wykonaj dzielenie.

€ a) (10x—5y+1):5 c) (12p—9r—2):3 e) (3m+6):6
_ — 8h _
b) 2a 26ab d) 4g 2 +1 ) 81‘445

poziom [3> Uprosc wyrazenie.

Ty 2(x—8)—3(y—242) d) 2+ (=61 +25—1):2
by 2130 _2a-8b e) —6x — (3x — y)+ 4(—2x +y)
c) —5(p—r+4)—(3r—5p)+ 16 12g2+4—10g5_1

MISTRZ> Wsrod podanych pieciu sum algebraicznych sg dwie pary wyrazen rownych.

Wskaz je.

L —(x—2)—|x—(5—2x)|— 5«
IE —x—{2=n)— (5 —2x] = 5x
L —(x—2)—|x—(5—2x)— 5x]
IV. —x —[2 —(x— 5)— 2x|— 5x
V. —[x—(2—x)—(5-2x)| -5«

2. Dane sg wyrazenia algebraiczne F i G. Wyznacz F + G oraz F — G.

a)F=x, G=—6x+ 4 d)F=2x—y, G=—(x—2y)
b)F=8, G=—(4y+ 5) e)F=—(2a—b), G=2a+b
c)F=a"-4, G=8-a’ fyF=—(a—b), G=—(a+b)

3. Oto algebraiczna tabliczka dodawania. Sumy w niej zastonieto literami.

- 2x*—x  3x°+x  x*—2x
—(2x2 + x) A D A
—(x2— 2x) A R

—(=2x24+3x) | T I K

x2—2x+ (—(x2 — 2x))
Oblicz te sumy, uporzadkuj je i sprawdz, czy znajduja sie wsrod wyrazen ponizej.
3x2 — 5% =% 2x2 + 3x, 5x2% — i —x2 — 3% 4x? — 4x, 0O, xz, x2+ x
Litery odpowiadajgce kolejnym sumom utworzg hasto.




4.

3. Opuszczanie nawiasow

Dwoch pracownikdéw sklepu internetowego
pakuje paczki do wysyltki. Jeden z nich pakuje
x paczek na godzine, a drugi y paczek na godzi-
ne. Ile paczek spakujg razem przez 8 godzin?

Zapisz odpowiednie wyrazenie na dwa sposoby:
I. najpierw oblicz, ile paczek spakuje kazdy
z nich w ciggu 8 godzin,
II. najpierw oblicz, ile paczek spakujg razem
w ciggu godziny.
Sprawdz, czy otrzymane wyrazenia sg rowne.

. Ola wymyslita sztuczke magiczna:

Pomysl jakgs liczbe. Dodaj do niej 8. Wynik pomnodz przez 2. Odejmij 10. Oblicz
potowe z wyniku. Odejmij liczbe, ktorg pomyslates na poczgtku. Teraz zgadne!
Wyszito ci 3.

Uzasadnij za pomocg wyrazen algebraicznych, ze zawsze otrzymamy liczbe 3.

. Jacek wymyslit sztuczke magiczna: ﬁ,ﬁz ‘1'@’‘”’*"5‘;’:.‘3:r e
Z talii kart bez figur wylosuj jedng karte. Do wylosowanej %‘g&??‘érfr,s;‘
liczby dodaj 4. Wynik pomnoz przez 3, odejmij liczbe wylo- (98] g__sj; 5 b
sowang na poczgtku, a nastepnie podziel przez 2. Podaj mi 087,55, 4
wynik, a zgadne, jaka liczba byta wylosowana na poczgtku. " fL 0T
Kolezanka Jacka, Agata, podata swoj wynik: 14. Jaka liczbe =
wylosowata Agata? 'ﬁ_.

. Wzdtuz brzegu kwadratu rysujemy kropki — po n przy kazdym boku. Na rysun-

kach przedstawiono te sytuacje dla n = 5. Liczbe wszystkich narysowanych kropek
mozna wyznaczyc na wiele sposobow. Na rysunkach pokazano dwa z nich.

Na kazdym QX ,!‘ QOrx xio Na kazdym boku zlicza-
boku zliczamy @ W 2 ) my n kropek, ale kropki
n — 1 kropek. & @ ) @ w rogach policzylismy
& & @ & 2 razy, wiec trzeba
f;‘ X X0 ole ® ¢l® kazda z nich odjac

jeden raz.

a) Wymysl jeszcze dwa sposoby liczenia.

b) Zapisz wyrazenia odpowiadajace tym czterem sposobom liczenia, a nastep-
nie uzasadnij, ze te wyrazenia sg rowne.

. Jakie liczby mozna wpisa¢ w miejsce [/ w wyrazeniu:

| (3x—2)+H(3—2y),

aby po wykonaniu mnozenia i redukcji wyrazéw podobnych otrzymac wyrazenie
Ox — 4y?




V. Wyrazenia algebraiczne

9. Dane s3 trzy zestawy wyrazen algebraicznych. Dobierzcie sie w trdojki. Niech
kazda osoba w trdjce wybierze inne wyrazenie z zestawu [, opusci nawiasy i zre-
dukuje wyrazy podobne. Nastepnie sprawdzcie, czy otrzymaliscie jednakowe
wyniki. Jesli nie — poszukajcie btedu. To samo zrdbcie w pozostalych zestawach.

Ly t2e bty o)
8- w3 T 3y
3y—(—x+y)—(x—y)+{x—y)

IL k+(m— k)
2k+{k—m)—(2k+m)+(3m—k)
2mk +(2km —m —ky—(—2m —2k)— 2k - 2m—k

IIL 2a —(c—2a)
(2 2c)2a ¢ 2a (2c n)
—2—|—2a-(—2c)—(2c—a—2)—(—a—c)+c-(—2a)-(—2)+2a

Liczbe 429 mozna zapisa¢ w postaci:

429 =4-100+2-10+09.

Ogolnie - liczbe o cyfrze setek a, cyfrze dziesigtek b i cyfrze jednosci c mozemy
zapisa¢ w postaci: 100a + 10b + c.

1. Zapisz wyrazenie oznaczajace liczbe dwucyfrowa o cytrze dziesiatek x i cyfrze
jednosci y.

2. Zapisz wyrazenie oznaczajace liczbe z zadania 1 po zmianie kolejnosci cyfr.

3. Zapisz wyrazenie, za pomoca ktorego ar- |87 ~§ 5|3
kusz kalkulacyjny oblicza liczbe trzycyfro-
w3 na podstawie cyfr podanych w trzech
osobnych komorkach.

]| «

W komorki B7, C7, D7 wpisujemy recznie
poszczegdlne cyfry. W komorce E7 ma po-
jawic sie liczba trzycyfrowa.

8 7| 387

-

CO™SN O U s N

4. Udowodnij, ze gdy do dowolnej liczby dwucyfrowej dodamy liczbe powstatg
po zmianie kolejnosci jej cyfr, otrzymamy sume podzielng przez 11.

5. Zapisujemy dowolna liczbe trzycyfrows, a nastepnie dwa razy przenosimy pierw-
szg cyfre na koniec. W ten sposdb otrzymujemy trzy liczby (np. 123, 231 i 312).
Udowodnij, ze suma tak uzyskanych trzech liczb zawsze jest podzielna przez 37.




IV.

3. Opuszczanie nawiasow

Czy juz umiem?
Wykonaj dzialania.

a) —5(x — 2y) by 22

Uprosc wyrazenie.
a) S—(2—7x) b) 8 +3a+2(5—a) c) —2(c+6)+4(7—b—3¢)

Udowodnij, ze jesli do dowolnej liczby dodamy 6, wynik pomnozymy przez 2,
nastepnie odejmiemy 10, podzielimy przez 2 i odejmiemy liczbe dang na po-
czatku, to otrzymamy 1.

Na diagramie stlupkowym przedstawiono tys. t

12 000
ilos¢ odpaddw z gospodarstw domowych 10000
w roku 2010 i 2017, a na diagramach koto-

wych - podzial tych odpadéw na segregowa- 2000

ne i niesegregowane. Czy podane zdanie jest R
prawdziwe? Jesli nie, to popraw je tak, aby 4000 -
bylo prawdziwe. 2000 -

a) W 2017 roku wszystkie odpady z gospo- e 2010r  2017r
darstw domowych wazyly okoto 10 tys. ton.

b) W gospodarstwach domowych w 2017 roku segregowano o 20% wiecej od-
padow niz w 2010 roku.

c) W 2017 roku mniej wiecej % odpaddw z gospodarstw domowych stanowity
odpady segregowane.

d) W 2017 roku tgczna waga niesegregowanych odpaddw z gospodarstw domo-
wych byta mniejsza niz w 2010 roku.

2010r. 2017r.
Niesegregowane Niesegregowane
88% 68% |

| 32%
12%

\ Segregowane \ Segregowane




' Porzadkowanie wyrazow
" w sumach algebraicznych

N
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Przyjrzyj sie przedmiotom pokazanym na zdjeciu, a nastepnie sprébuj
rozwigzac ponizszg tamigléwke.
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+ Litery w nazwach czterech przedmiotéw znajdujacych sie na zdjeciu upo-

rzagdkowano w szczegolny sposob. Najpierw ulozono alfabetycznie litery
wystepujgce w nazwie, a nastepnie liczbe wystepowania danej litery zapisa-
no w postaci potegi. W ten sposéb z wyrazu OAZA otrzymalibysmy A*OZ.
Sprobuj odszyfrowac jak najwiecej z ukrytych nazw.

Dla ulatwienia podajemy pierwsze litery wyrazéow: W, P, C, S.



4. Porzadkowanie wyrazow w sumach algebraicznych

' Mnozenie sumy algebraicznej przez wyrazenie

Umiesz juz pomnozy¢ sume algebraiczng przez liczbe. Mnozenie przez wyra-
zenie zawierajgce zmienne przebiega w ten sam sposob, zgodnie ze znanym juz
schematem.

Analogicznie wykonujemy mnozenie, gdy skladnikow sumy jest wiecej.

\

Przyktad1 ) N
Wykonaj mnozenie.
a) x(y+3) b) —2a(5b + 4) C) —5x(y2 — 2)
o a) x( e 3)=x- 3+ %3 = xy+ 3% Kazdy wyraz w nawiasie mnozymy przez x.
b) —2a(5b+4)=—2a-5b+(—2a)-4 = Kazdy wyraz w nawiasie mnozymy przez (-2a).
= —10ab — 8a Zwrd¢ uwage na znaki.
¢) —5x{y? —2) = —5xy® + 10x (=5%)-(-2) = +10x
\ J

Cwiczenie 1 >

Wykonaj mnozenie.

a) 2x(7 + y) b) —2a(b—c)

o Porzadkowanie wyrazow

Wykonajmy mnozenie:

=2y-(3y —xy) = =2y -3y +(=2y) - (—xy)

\—{.____ /

Wyrazy otrzymanej sumy sg dos¢ skomplikowane.

—2y - 3y +(—2y)- (—xp)

Na pierwszy rzut oka trudno je nawet wskazac.

Kazdy z tych wyrazow nalezy uporzadkowac.

—2)/-3)/:—6)/2 -2y 3y=-2'y-3:.y=-2-3-y y=-6y°

(—29)-(—xy) = 2xy” Sy =-1xy, (<2)(-1)=2, yxy=xy3
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Wyrazy porzadkujemy wedlug zasady:

> —5xpl =
RN

Na poczatku liczba Potem zmienne Kazda zmienna tylko raz,
(czyli wspdtczynnik liczbowy) w kolejnosci alfabetycznej w odpowiedniej potedze

Uporzadkowanie wyrazu pozwala nie tylko skrocic zapis, lecz takze tatwiej za-
uwazyc, czy wyrazy s3 podobne.

Wyrazy nieuporzadkowane — Wyrazy uporzadkowane -
trudno ocenié, czy sg podobne od razu widaéd, czy sa podobne

-2x-(-3)yx i 5yx? 6x’y i 5x°y sapodobne

yx2(-y?) i 72 (-2 x*y* i (-7)x’y? nie sa podobne

Przyktad2 )

©

Uprosc wyrazenie.

Wykonujemy mnozenie.

Porzadkujemy kazdy z wyrazow.

Podkreslamy i redukujemy wyrazy
podobne.

Wykonujemy mnozenie.

Porzadkujemy kazdy z wyrazow.

Opuszczamy nawiasy.

Podkreslamy i redukujemy wyrazy

podobne.
Cwiczenie 2 > \
Uprosc wyrazenie.
a) x(x — 2y2) — 2y(xy — 3) b) —3x(y — 2x2) — (3 + 4y) - 2xy— 5x°

Czesto po uproszczeniu wyrazenia algebraicznego tatwiej obliczy¢ jego wartosc.




4. Porzadkowanie wyrazow w sumach algebraicznych

Przyklad3 )

Oblicz warto$¢ wyrazenia 5a*— 5a{a—1)—(a—b)dla a = % ib=2.

¢ To zadanie mozna wykonac, podstawiajgc podane warto$ci a i b do wyrazenia. Jest
to jednak bardzo pracochtonne, a duza liczba obliczen zwigksza ryzyko pomytlki.

Sa*—5ala—1)—(a—b)=

B 5'(3)2‘5'3(3—13—(%—2):5%—5-%(‘5—(—&):
_Z11§+124—1%:%4‘&:%4-1%:3%4-1%:5

I .atwiej jest najpierw upro$ci¢ wyrazenie, a potem podstawic wartosci zmiennych.
5a°—5a(a—1)—(a—b)=5a*—5a*+5a—a+b=4a+b

Dla a = %i b = 2 wyrazenie 4a + b przyjmuje wartosc:
da+b=434+2=3+2=5

Cwiczenie 3 >

Oblicz warto$¢ wyrazenia dla podanych wartosci zmiennych.
a) y(2x—3y) —(y2 — xy)— 2y? dlax=—0,31iy = 1%
b) 2x* — x(x— )+ y(x—3) dla x=%iy= —2:5

' Wyodrebnianie wyrazéw

Do tej pory skomplikowane sumy algebraiczne otrzymywalismy w wyniku
mnozenia, wiec nie mieliSmy watpliwosci, gdzie konczy sie jeden wyraz, a gdzie
zaczyna drugi. Jesli jednak zobaczymy taka sume zapisang przez inng osobe,
mozemy mie¢ klopot z wyodrebnieniem wyrazéw tej sumy.

Przyktad 4 ) \

Uporzadkuj wyrazy sumy algebraicznej.
a) 3a-Sx+Txy-3—35

b) 2x-(—4 )y+y2z+z2x

c) Sa+2ab-3b+ 2(—a)b

@ .’;‘:1)..‘/_%~ Wyrazy sumy algebraicznej sa rozdzielone znakami dodawania

| odejmowania.

Wyrazami tej sumy s3: 3a- 5x, Txy- 3, —5.
Po uporzadkowaniu majg one postac: 15ax, 21xy, —5.

Calg sume mozemy teraz zapisa¢ w uporzadkowanej postaci:
335+ Tey=3 — 5 = 1oax+ Zlxy—>.
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b) @@= W iloczynie 2x - (—4)y minus jest znakiem liczby
ujemnej, nie oznacza on odejmowania.

= —8xy + yzz ca xz'

= 5a+ 6ab? — ab

N— W wyrazeniu 2(—a)b minus nie oznacza odejmowania,
ale liczbe przeciwna do a.

Cwiczenie 4 >

Przepisz do zeszytu sume algebraiczng, otocz petlami jej wyrazy, a nastepnie je
uporzadkuj.

a) 5a-2b—8ca+9

b) Sa+6a-(—=b)—b-(=3)b

.
Przyktad5 )
Uporzadkuj wyrazy sumy algebraicznej, a nastepnie zredukuj wyrazy podobne.
& Otaczamy wyrazy petlami i porzadkujemy.
. ey ok BB L , .
= X"y 6xy” +x"y" = Teraz widac wyrazy podobne — podkreslamy je
= —x2y2 + 6xy3 i redukujemy: —2x°y? + x°y? = —x°y°.
.
Cwiczenie 5 >
Przepisz do zeszytu sume algebraiczng, otocz petlami jej wyrazy, a nastepnie je
uporzadkuj. Na koniec zredukuj wyrazy podobne.
a) —dab-(—35)+ 4ab>+a(-2)-b—ab- (—a)
b) (—2a)-5-(=b)+a 7ab—2b-(—3a) 2a
..

Dobra rada

Jak utatwic sobie upraszczanie sumy algebraicznej?

1. Najpierw wyodrebnij jej wyrazy — w zeszycie mozesz je otoczyc petlami.
2. Uporzqgdkuj kazdy wyraz.

3. Zredukuj wyrazy podobne.




4. Porzadkowanie wyrazow w sumach algebraicznych

~¢) 1. Wykonaj polecenia. » Jesli poprawnie rozwiazesz dwa kolejne przyktady z jed-
nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

poziom A » Wykonaj mnozenie.

€ P a) —x(x—3a+1) c) —4a{—a+ 5b+6) e) —2m(n—m+ 3)
b)3p(p—2) d) 5z(~y +x - 2) f) k(-g—4)
pozioms » Upro$¢ wyrazenie.
e a) x(x—2)+2(x+x>—5) d) —m(n—o0)—30(—m+ n)
b) ala—b)—2a(b—a) e) cla+b—2c)+2b(—c—a)
o) s(—t+1)—ts—w+rt) f) x(yQ—y)—I—y(—x2+x)
poziom c> Przepisz do zeszytu sume algebraiczng, otocz petlami jej wyrazy, a nastepnie je
€ P4 uporzadku;.
a) 2a-3b—2b-(—3b)+ 5a-2 d) —4m* (—3n°)—6m> (—n*)+ Tn-m
b) 3s-(—2t)w—4w-(—5)s+(—t)-2s ) (—2) x Syz—3x-(—3xz)}+ Syz-(—2z)
) x-(=3)-(—=y)— 2y - (—3xy) f) 5a-(—=2b)+4b-(—a)-b+a-(-3)

poziom D> Przepisz do zeszytu sume algebraiczng, otocz petlami jej wyrazy, a nastepnie je
€ P5 uporzadkuj. Na koniec zredukuj wyrazy podobne.

a) 5a-6b—2-(—5a)+2a-3—b-a

b) a*b- b+ aba— 2abba — a*-(—4b)

c) st*-(—2s)— 3st-(—56)+ 2s*- 3t — t* - (—s)

d) —3x-(—2)y+4x- (=3xy)+ 2y - (—x)— x> - (—5y)
e) pr-3p°r—{(—1p)-(=2pr)+ 3 prprp —1* - 4pp

f) 2x - (=5x)y — 7 (—3xy) + 2xy - 3x —(—4xy)- (=2)

X+
2. Sytuacje przedstawiong na rysunku mozna opisac za '_"i_“
pomoca wzoru a({x +y) = ax + ay, co oznacza, ze pole " I:I:I
prostokata o bokach dlugoscia i x + y jest rowne sumie
pol prostokatéw o bokach aix oraz aiy. x 4

Wyraz za pomocg wzoru sytuacje przedstawiong na rysunku.

RS EaE NN
X Yy z a a 2
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3. Sprawdz, czy pola figur F;, F,, F; s3 rOwne.

a+4
3a Fz
2a F 3
B
3a+6 a+2 2a + 2
trojkat prostokatny prostokat trapez

4. Dane sg cztery zestawy wyrazen algebraicznych. Dobierzcie sie¢ w trojki. Niech
kazda osoba w trdjce wybierze inne wyrazenie z zestawu I, wykona mnozenie
i zredukuje wyrazy podobne. Nastepnie sprawdzcie, czy otrzymaliscie jednakowe
wyniki. Jesli nie — poszukajcie biedu. To samo zrdbcie w pozostalych zestawach.

I n> — 3n(n+2)
—5n(—2n+ 3)— 3n(4n — 3)
—4n(n—2m+3)—2n(—n+3m—5)—2n(m+ 2)

11 x° + 4x(3y — x) + 6y(y — 2x)
2%(y— 1,5%)— 39129+ x)
2

1 1
—x(3y —45x )—I—(Sx ) 5 3y(—xy—§y)
11 —3a° + 2a(a — 4)

a(3 —a)—2,75(4a—3)— 8+

(3a® — 4ab)-(—5)— 4b(2a — ab) — 2a(4 — Ta + 6b + 2b°)

IV. p(4p — 5s)— s(—5p + 2s)
2p(2p =)= s(p—s)-(=2)
%p(6p —2c+4)— és(l 125 Bp)— %(8;) = %s)

m 5. Ktore z wyrazen nie opisuje pola narysowanego trapezu? X
3
A. 3x(x+2) C: sa(Zx+4) Ay
B. %(63:2 + 12x) D. %x(?)x +6) B
X +4

) ' 6. Uzasadnij, ze:

a) warto$¢ wyrazenia 3{x — 2y} + 2()/2 — Bt 1) — 2y(y — 3) nie zalezy od warto-
Sci zmiennej ¥,

b) warto$¢ wyrazenia 6y —4y(2x— 1)+ 29(—2y + x— 4)+ 2x — 2x(1 — 3y)
nie zalezy od warto$ci zmiennej x




4. Porzadkowanie wyrazow w sumach algebraicznych

g 7. Przez co nalezy pomnozy¢ sume algebraiczng 3x — 2xy + 4y°, aby otrzyma¢ po-
dane wyrazenie?

a) 6x° — 4x>y + 8xy” c) 15xy? — 10xy> + 20y
b) 1,5x%y — x*y? + 2xy> d) 4,563y — 332 + 652y

Umiesz juz wykona¢ mnozenie: 4(x + y) = 4x + 4y.

Zdarzaja sie sytuacje, w ktorych warto skorzystac z tej rownosci w druga stro-
ne, tzn. zamieni¢ 4x+ 4y na 4(x + y). Taka operacje nazywamy ,wylaczaniem
wspolnego czynnika przed nawias™. Czasami jest to bardzo fatwe, czasami za$
trzeba sie dluzej zastanowid, jaki czynnik mozemy wytaczyc. Na przyktad:

e 2a—2b=2{a—b)

e 2a—10b =2a—2-5b = 2(a— 5b)

e 2a% +9ab = a(2a+ 9b)

1. Wylacz wspolny czynnik przed nawias.
a) 8ab — 6ab* ¢) 35xy° + 56y
b) 4x> —2x2+2x  d) 5kPl-—=k31
2. Wylacz wspolny czynnik przed nawias i oblicz.
a)7-3,5+33,5
b) 12,125 6,78 + 6,78 - 7,875
¢) 5041432 + 1512~ 1432—36~ 1432

|. Zapisz wyrazenie algebraiczne opisujgce pole
przedstawionego obok prostokata, a nastepnie 3x

wykonaj mnozenie.

6x -4

ll. Wykonaj mnozenie.

a) x(5x2 — x) b) —x(5x> — x) ¢) —x{—5x— x)
lll. Opusc nawiasy, a nastepnie zredukuj wyrazy podobne.

a) ablb—a?)—(ab—a*+b)-b b) —0,3a(a = 3%) +0,3a”
IV. Oblicz.

2y 5
a)f—; b) (22 + 32Y° )2-5+3.5° d) 336 23




5 Wyrazenia algebraiczne i procenty

Na dobry poczatek )

Cechg charakterystyczna wod morskich jest ich zasolenie. Okresla ono,
ile graméw soli mineralnych jest zawartych w 1 kg wody morskiej.

Morze Battyckie

Srednie
zasolenie: I8
ONEY K i

4 Zasolenie Morza Battyckiego :
nie jest jednolite — znniej-
sza sie w miare oddalania
od Ciesnin Duiskich | zwiek -
sza sie wiaz z gtebokoscia.

Srednie
zasolenie:
27%

Przecietne __
zasolenie oceanu
wynosi ok. 3,5%:
w 1000 g wody
morskiej rozpu-
szezonych Jest
354 soli.

_r -
'Tempemtu ry powietrza

nad Morzem Martwym
nalezg do najwyzszych na Ziemi,
co sprzyja parowaniu wody

| wytrgcaniu sie soli.

Pytania i polecenia

o Ile gramoéw soli znajduje sie srednio w 1 kilogramie wody w Baltyku?

+ lle $rednio soli wytraci sie po odparowaniu 1 kilograma wody z Morza Martwego?

Ile kilograméw wody z Baltyku potrzeba, aby po odparowaniu uzyska¢ taka sama

ilo$¢ soli?

186
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Stosowanie wyrazen algebraicznych ulatwia rozwigzywanie wielu zadan doty-
czacych procentow. Aby z tego skorzystaé, nauczymy sie zapisywac wyrazenia

Przyklad1 )

algebraiczne z uzyciem procentow.

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego:
a) 65% liczby x,

b) 120% wartoSci wyrazenia ab,

c) 40% wartoSci wyrazenia 0,6m.

% tej liczby, czyli 755x lub 0,65x.

b) 120% wartosci wyrazenia ab to inaczej 1,2ab.

a) 65% liczby x to inacze; 65

¢) 40% wartosci wyrazenia 0,6m to inaczej 0,4 -(0,6m) = 0,4-0,6m = 0,24m.

- . ’ o
Y IFar s =1all=
LwicZenie

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego:
a) 40% liczby a,

b) 60% warto$ci wyrazenia xy,

c) 180% warto$ci wyrazenia 0,3u.

» Procent procentu

oy

Przyktad 2

W klasach siddmych pewnej szkoly jest 40% chlopcow 1 60% dziewczat. Na
kotko matematyczne chodzi 20% chlopcow i 30% dziewczat. Jaki procent sidd-
moklasistow chodzi na kétko?

Wprowadzamy oznaczenie: . .
P Y W dziale | rozwigzy-

x — liczba osdb w klasach siodmych. waliémy podobne

zadania, jednak

; ; ., wtedy podana byla
0,4x - liczba chtopcéw w klasach siodmych. il Geah SR

20% tej liczby, czyli 0,2 tej liczby, chodzi na kotko. wigca 100%. Teraz

- o v 3.4 ' tej liczby.
Zapisujemy wyrazenie podobnie jak w przyktadzie 1c). Bllitzengaomkyorzslfjm};

0,2-0,4x = 0,08x — liczba chlopcow chodzacych na kotko  zwyrazen algebra-
icznych.

Chlopcy to 40% uczniow klas siodmych, czyli 0,4 liczby x:

Analogicznie postepujemy w przypadku dziewczat.
0,6x — liczba dziewczat w klasach siodmych
0,3 - 0,6x = 0,18x — liczba dziewczat chodzacych na kotko

W sumie na kotko matematyczne chodzi:
0,08x + 0,18x = 0,26x, czyli 26% wszystkich siddmoklasistow.
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Cwiczenie 2 > .

Sposrdd wszystkich uczniow szkoty Weroniki 15% stanowig siddmoklasisci,
a 20% sidodmoklasistow to klasa 7a. Jaki procent uczniow szkoly stanowia
uczniowie 7a?

Przyktad3 ) .

Oprocentowanie rocznej lokaty (patrz. s. 31) wynosi 2%, a podatek od odsetek
19%. O ile procent wzrosnie kwota na rachunku lokaty po uptywie roku?

® Sposob |

x — wplacona kwota

0,02x — kwota odsetek po roku

0,19-0,02x = 0,0038x - kwota podatku od odsetek

x+0,02x — 0,0038x = 1,0162x — kwota na rachunku lokaty po roku

1,0162x to 101,62%x, czyli kwota na rachunku lokaty po roku jest wyzsza od
wplaconej o 1,62%.

Sposab |l

x — wplacona kwota

0,02x — kwota odsetek po roku

Skoro podatek stanowi 19% odsetek, to na rachunku dopisane zostanie pozosta-
fe 81% odsetek, czyli:

0,81-0,02x = 0,0162x.
Kwota na rachunku lokaty wzrosnie o 0,0162 wplaconej kwoty, czyli o jej 1,62%.

Cwiczenie 3 > \

Antosia planowata zakupy: 40% pieniedzy zamierzata wydac na plyty, a 60% na
ksigzki. Okazalo sie, ze w sklepie jest promocja — ceny wszystkich piyt obnizono
o 10%. O ile procent mniej zaptaci Antosia za cate zakupy, jesli kupi tylko to, co
planowata?

' Oile procent mniej, o ile procent wiecej

Przypomnijmy, ze gdy chcemy znalez¢ liczbe wiekszg lub mniejszg o okreslo-
ny procent od danej liczby, najwygodniej jest wykonac¢ odpowiednie mnozenie.
Podobnie zapisujemy zmiany o okreslony procent w przypadku wyrazen alge-
braicznych.




5. Wyrazenia algebraiczne | procenty

\

Przyktad4 )

a) W lesie ro$nie 180 debdw i o 30% wiecej bukow. Ile jest bukow?
b) W lesie rosnie 180 debdw i o 30% mniej olch. Ile jest olch?

c) Zapisz wyrazenie oznaczajace liczbe o 30% wieksza niz x.
d) Zapisz wyrazenie oznaczajace liczbe o 30% mniejsza niz x.

a) Liczba bukow stanowi 130% liczby debdw, czyli jest ich:

130

Too 180 = 1,3- 180 = 234.

b) Liczba olch stanowi 100% — 30% = 70% liczby debow, czyli jest ich:

70 B B
el 180 = 0,7-180 = 126.

c) Liczba o 30% wigksza niz x to 130% liczby x, czyli 1,3x.
d)Liczba o 30% mniejsza niz x to 70% liczby x, czyli 0,7x.

Cwiczenie 4.1 >

Oblicz za pomocg jednego mnozenia:
a) liczbe o 20% wieksza od 80, b) liczbe o 20% mniejszg od 80.

Cwiczenie 4.2 >

Zapisz wyrazenie oznaczajace liczbe:

a) 0 20% wiekszag od y,  b) 0 45% mniejszg od x, ¢) 0 13% wieksza od 0,8x.

Przyktad5 )

Cena zostata podniesiona o 20%, a nastepnie obnizona o 10%.
O ile procent wyzsza jest obecna cena od ceny poczatkowej?

Nie znamy poczatkowej ceny, mozemy j3 jednak oznaczy(¢ literg x. Po podwyzce
cena wzrosta do 1,2x, a po obnizce wynosita:

0,9 -(1,2x) = 0,9 - 1,2x = 1,08x.

1,08x to 108%x, czyli cena x wzrosta o 8%.

©
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Cwiczenie 5 >

O ile procent zmniejszyla sie cena, jesli
najpierw obnizono jg o 10%, a pdzniej
jeszcze 0 20%?

Zadania :

1. Zapisz:
a) dziatanie pozwalajgce obliczy¢ 13% liczby 837,
b) 13% liczby x,
c¢) dziatanie pozwalajace obliczy¢ liczbe o 17% wieksza od 921,
d) liczbe o 17% wieksza od x,
e) dzialanie pozwalajace obliczy¢ liczbe o 15% mniejsza od 739,
f) liczbe o 15% mniejsza od x.

2. Zapisz:
a) 80% liczby x, d) liczbe 0 20% wiekszg od x,
b) 70% liczby 0,8x, e) liczbe o 20% wieksza od 1,1x,
c) 70% z 80% liczby x, 1) liczbe o0 20% wigksza od liczby o 20% wiekszej od x.

3. W wyborach do samorzadu szkolnego glosy oddalo 60% ucznidéw szkoly. Naj-
wiecej glosow zyskal kandydat, ktorego poparto 40% glosujacych. Ile procent
uczniow tej szkoly glosowato na tego kandydata?

. Noclegi stanowig 25% catkowitego kosztu wycieczki, a wyzywienie 35% tego
kosztu. Wlasciciel pensjonatu zaproponowal nocleg w pokojach o 15% droz-
szych, zachecajac rabatem na wyzywienie w wysokosci 20%. Czy oplaca sie
przyjac taka oferte?

5. Uczniowie pojechali do zoo w miescie Dvir Kralove.
Poniewaz 40% kosztow wycieczki trzeba bylo zapla-
ci¢ w koronach czeskich, a kurs korony spadt z 16 gr
do 14 gr, wycieczka byla tansza, niz planowano. O ile
procent zmniejszyt sie jej koszt?

6. O jaki procent zmienila sie cena kalafiora, jesli:

a) obnizono jg dwukrotnie o 10%, b) podwyzszono jg dwukrotnie o 10%:?

. Oblicz, o ile procent zmienila sie cena gry planszowej, jesli jej cene:
a) najpierw obnizono o 10%, a nastepnie podwyzszono o 10%,
b) najpierw obnizono o 40%, a nastepnie podwyzszono o 50%,
c¢) najpierw podwyzszono o 40%, a nastepnie obnizono o 50%.
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? 8. W prostokacie o bokach a i 2a dluzszy bok wydluzono o 20%, a krotszy skro-

cono o 20%.

a) Czy pole prostokata zmniejszylo sie, czy zwiekszyto? O ile procent?
b) Czy obwod prostokata zmniejszyl sie, czy zwiekszyl? O ile procent?

. Trzy towary objeto jednakowg stawka VAT (patrz s. 52). Mamy obliczy¢ koszt
zakupu tych towardw. Uzasadnij, ze nie ma znaczenia, czy:
o najpierw dodamy ceny netto, a potem doliczymy VAT do ich sumy,
o najpierw obliczymy ceny brutto poszczegdlnych towardow, a potem je zsumu-
jemy.

1. Cene pewnego towaru podniesiono o 25%. O ile procent nalezy ja obnizy¢, aby
wrocita do poprzedniego poziomu? Sprébuj to obliczy¢ (pamietaj, ze nie znamy
konkretnej ceny!), a jesli ci sie nie uda, przeczytaj wskazowke.

Wskazowka. Oznaczmy poczatkowy cene literg x. Po podwyzce cena wzrosnie

do 1,25x. Trzeba ja teraz obnizy¢ o 0,25x. Jaki procent nowej ceny (czyli 1,25x)
stanowi kwota obnizki (czyli 0,25x)?

2. Podatek VAT na nabial stanowi 5% jego ceny netto (patrz s. 52). Jaki procent
ceny brutto stanowi ten podatek?

l. Zapisz liczbe:

a) 0 40% wiekszg niz 75% liczby x,  b) 0 10% mniejsza niz 80% liczby x.

Il. Ciasta na Swieto Szkoly upieklo 8% dziewczat i 12% chlopcéw. Jaki to procent
uczniow, jesli chlopcy stanowiag 45% wszystkich uczniow tej szkoty?

lll. Cene zabawki podniesiono przed Bozym Narodzeniem o 30%, a po Swietach
obnizono o 20%. O ile procent drozsza jest zabawka po tych dwdch zmianach?

IV. Skorzystaj z informacji podanych na ilustracji i odpowiedz na pytanie.

a) lle trzeba zaptacic za 1,45 kg jablek
i cytryne wazaca 14 dag?

b) Ile wazy jabtko, za ktore trzeba
zaptacic 56 gr?




@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

1. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego liczbe:
a) bedaca suma liczb x i 2, d)o 3 mniejszg od podwojonej liczby 4,
b) bedaca trzecia czescig liczby k, e) rowng 40% liczby k,
c) 12 razy wieksza od roznicy liczb x 1 y, f) 0 25% mniejszg od liczby x.

2. W sadzie rosng jablonie, wisnie i grusze. Jabto-
ni jest x, wisni jest dwa razy mniej niz jabtoni,
a grusz — o pieC wiecej niz wisni. Zapisz w po-
staci wyrazenia algebraicznego, ile drzew rosnie
w sadzie. Przedstaw zapisane wyrazenie w naj-
prostszej postaci.

3. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla podanych wartosci zmiennych.

a) 2x—3y+8dlax=4,y=—3 b) sy dlax=1,y=73
4. Uporzadkuj wyrazenie.
a) 2x> - 3x b) %xy-6y2 c) 6b -(—a)2 '(_%)ﬂ?)b

5. Dane wyrazenie algebraiczne przedstaw w najprostszej postaci.
a) 2a%— 3b+ 6b + 5a b) (5a+3b): 2 ¢) 2x(4x — 1)+ 4x

6. Na rysunku przedstawiono wielokat, ktorego kolej-
ne boki sg prostopadte.

Ocen prawdziwosc kazdego z ponizszych zdan. Za-
pisz w zeszycie numery zdan i przy kazdym z nich @
wstaw litere P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F, jesli

zdanie jest falszywe. !

[. Obwaod tego wielokata opisuje wyrazenie 2a + 2b. a

II. Pole tego wielokata jest rowne ab — 4a + 8.

7. Wyrazenie 5000 + 85xy opisuje catkowity koszt pewnego obozu (w ztotych),
x oznacza liczbe uczestnikdw, a y czas trwania obozu (w dniach). Oblicz, ile za-
placono za tygodniowy pobyt na obozie 20 uczestnikow.

8. Spodnie kosztowaly s zlotych. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego, ile beda
kosztowaly po:
a) podwyzce o 15%,
b) obnizce o 15%.




Powtdrzenie IV

. Sklep oferuje 10% rabatu przy zakupie roweru
i 5% rabatu przy zakupie kasku. Niech x oznacza
cene roweru przed obnizka, a y cene kasku przed
obnizka. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicz-
nego, ile zaptacimy za rower i kask z rabatem.

. Z matych kwadratéw o boku dlugosci x tworzymy kolejno prostokaty w sposob
pokazany na rysunku. Zapisz wzor na obwod i pole n-tego prostokata.

- 0 R

. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego:

a) sume liczby dwa razy wiekszej niz x i liczby o 30% mniejszej od ¥,
b) illoczyn 150% liczby a i 35% liczby b.

. Ktora figura ma wieksze pole: prostokat o bokach x oraz x + 2 czy trapez o pod-
stawach dlugosci x oraz x + 2 i wysokosci x? Ile wynosi rdznica tych pol?

. Jedna z podstaw trapezu ma dlugosc x, a druga jest od niej trzy razy dluzsza. Pole
tego trapezu wynosi 4x°. Wyznacz wysoko$¢ tego trapezu.

. Doprowadz dane wyrazenie do najprostszej postaci.

a) (2y)3Bx+y)—2x(x—y) b) 3x;9 ~ 2x4_9

. W pewnej szkole w klasie 7a jest o 4 uczniow wiecej niz w klasie 7b liczacej
x uczniow, a w klasie 7c jest o0 20% mniej uczniow niz w klasie 7a. Zapisz w po-
staci wyrazenia algebraicznego, ilu uczniow jest facznie w tych trzech klasach.
Wynik zapisz w najprostszej postaci.

. Bartek kupit 3 napoje i 2 ciastka, a Monika 3 ciastka i 2 napoje. Napdj kosztuje
x 71, a ciastko jest od niego drozsze o 20%. Zapisz wyrazenie algebraiczne opisu-
jace, o ile wiecej zaplaci Monika od Bartka.

. Cene nart obnizono po sezonie o 20%, a potem jeszcze o 25%. O ile procent
lacznie obnizono te cene?

. Ania zastanawiala sie, czy kupi¢ ksiazke z zagranicznej ksiegarni wysyltkowej.
Zanim si¢ zdecydowata, wyrazona w euro cena wraz z wysytka zostata obnizona
o 10%, ale euro zdrozalo o 5%. O ile procent mniej zaptaci Ania za ksigzke wraz
z wysyltka, jesli teraz zdecyduje sie na zakup?
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Weglowodory

Weglowodory to zwigzki chemiczne wegla i wodoru. Stanowig one wazne zrodlo

energii.

Weglowodory mozna uporzadkowac, gromadzac w jednej grupie zwigzki o po-
dobnych wzorach, ale rdznigce sie liczbg atomdw wegla (C) i wodoru (H). Mo-
wimy, ze weglowodory tworza szeregi. Ponizej przedstawiono trzy takie szeregi
oraz przyktady zwigzkow chemicznych, ktore do nich naleza.

Alkany
metan etan propan butan
WZOr sumaryczny CH,4 C,Hg C;Hg C,Hyp
WZOr A g e T ionH
trukturaln H=§~H A=¢ ¢ H A S L S
s e H H H H H H HHH H
Alkeny
eten propen buten
wZOr sumaryczny C,Hy C;Hg C,Hg
i i i
wzor strukturalny H-C=C-H H-C=C-C-H H-C=C-C-C-H
H H H H HHHH
Alkiny
etyn propyn butyn
WZOr sumaryczny C,H, CsH,y C,Hg
i i’
wzor strukturalny H-C=C-H H-C=C-C-H H-C=C-C-C-H
H H H

Gaz ziemny sklada si¢

(GGaz w butlach to miesza-

Benzyna to mieszanina

gldwnie z metanu.

nina propanu i butanu. wielu roznych weglowo-

dordow.




/adania na temat. ..

1. Czym sie roznig wzory sumaryczne etanu, etenu i etynu?

2. Kolejny alkan w szeregu to pentan. Jak sie nazywajg kolejne: alken i alkin? Zapisz
wzory sumaryczne wszystkich trzech zwigzkow.

3. Ogolny wzor sumaryczny alkinéw ma postac¢ C,H,,_,. Wyjasnij, dlaczego gdy
atomow wegla jest #, to atomdw wodoru jest 2n — 2.

4. Zapisz w analogiczny sposob ogdlne wzory sumaryczne alkanow i alkenow.

5. Dekan, deken i dekin majg po 10 atomow wegla. Ile atomdéw wodoru ma kazdy
z nich? Zapisz ich wzory sumaryczne.

lzomery

Pie¢ atomow wegla i dwanascie atoméw wodoru tworzacych pentan (C;H,,) nie
zawsze faczy sie tak samo. Istniejg trzy mozliwosci:

I. I1. i I11. )
H—C—H H—C—H
L Ly T
A A T
HHH HH HHHH H H
H—?—H
H

6. Czym sie roznig powyzsze trzy wzory strukturalne?

Przedstawione wyzej zwigzki nazywamy izomerami C;H,,. Nie istnieje wiece;
takich izomerow. Na ilustracji A przedstawiono ten sam izomer co na rysun-
ko I, poniewaz istotne sg potgczenia miedzy atomami, a nie ich rozmieszczenie
graficzne.

A. B. C. T
H H H H H H—C—H
W | H H
H—~C—c—C—~C—H H—C—H L
L H H H H—C—C—C—H
H H H | | R
H—=C—H H—C—Cc—C—C—H H H
| T H—E—N
H H H H H |
H

7. Na ktérym z rysunkow: I, II czy III przedstawiono ten sam izomer CsH,, co na
rysunku B?

8. Na ktorym z rysunkéw: I, II czy III przedstawiono ten sam izomer C;H;, co na
rysunku C?

9. Butan ma dwa izomery. Narysuj ich wzory strukturalne.

10. Narysuj wzory strukturalne wszystkich pieciu izomerow heksanu C.H,,.




1. Na rysunku przedstawiono kwadrat ulozony z zapatek, *
ktéry ma 3 x 3 oczka.

a) Ile zapatek potrzeba do ulozenia kwadratu majacego *
5 x 5 oczek?

b) lle zapatek potrzeba do utozenia kwadratu majagcego = Ao
n x n oczek?

c¢) lle oczek bedzie mial kwadrat ulozony w podobny
sposob z 220 zapalek? Zapisz odpowiednie wyraze-
nie algebraiczne i sprobuj odgadna¢, kiedy ma ono
wartosc 220.

o s by .

2. Pas ziemi oddzielajacy trawnik od Sciezki rowerowej podzielono na jednakowe

rabaty kwiatowe w ksztalcie litery L, tak jak pokazano na rysunku ponize;.
X

Yy

Korzystajac z informacji podanych na rysunku, zapisz w postaci wyrazenia alge-
braicznego dlugosc tego pasa ziemi, gdy rabatek jest:
a) 12 (jak na rysunku), b) 912, ¢) 1000, d) 2n.

3. Drewniany szeScienny klocek o krawedzi 3 cm pomalowano na zielono, a nastep-
nie pocieto na szescienne kostki o krawedzi 1 cm kazda. Sposrdd tych kostek szes¢
ma jedna sciane zielong, a dwanascie — dwie sciany zielone. Ile kostek o krawedzi
1 cm z jedng Sciang zielona, a ile z dwiema Scianami zielonymi otrzymano by,
gdyby wyjsciowy klocek mial krawedz dlugosci:

a) 4 cm, b) n cm, gdzie n = 37

Wskazéwka. Przed rozwigzaniem zadan zapoznaj sie z ramka ,,Dla dociekli-
wych” nas. 191.

4. Jola ma o 50% wiecej sukienek niz Ola. O ile procent mniej sukienek ma Ola?

5. a) Ceng jablek obnizono o 20%. O ile procent nalezy podnies¢ ich obecna cene,
aby byla rowna cenie poczatkowej?

b) Ceng deficytowego towaru podniesiono o 60%. O ile procent nalezy jg obnizy¢,
aby byla rowna cenie poczatkowej?




10.

17,

12.

13.

14.

Zadania na geser

. Dhugos¢ jednego boku prostokata zmniejszono o 25%. O ile procent nalezy

zwiekszy¢ dlugosc drugiego boku prostokata, aby jego pole pozostato takie samo?

. Cena nart przed sezonem wzrosta o 16%. O jaki procent nalezatoby obnizyc

nowg cene po sezonie, aby narty kosztowaty tyle samo co przed sezonem? Wynik
zaokraglij do 1%.

Wskazowka. Przed rozwigzaniem zadan zapoznaj sie z ramkami ,,Dla dociekli-
wych” nas. 1681 176.

. W wyrazeniach w ramce zmienna # oznacza liczbe naturalng. Wybierz z ramki

liczby:
a) podzielne przez 3 dla kazdego #,

b) niepodzielne przez 3 dla zadnego #,
¢) podzielne przez 3 dla niektorych #.

3n 6n+2 3n+1 ©6n 4n 6(n+2)

. Uzasadnij, ze liczba trzycyfrowa, ktorej cyfry sg kolejnymi liczbami naturalnymi,

jest podzielna przez 3.

Uzasadnij, ze suma pieciu kolejnych liczb naturalnych podzielnych przez 3 jest
podzielna przez 15.

Uzasadnij, ze jesli od dowolnej czterocyfrowej liczby naturalnej odejmiemy sume
jej cylr, to otrzymamy liczbe podzielng przez 9.

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba
nn—5—-—-nn—3)—4(n—3)
jest podzielna przez 6.

Dla jakich liczb x podane wyrazenie ma warto$ci dodatnie, dla jakich ujemne,
a dla jakich — wartos¢ 0?
5— 2x)° 3
( ? b) (x )3
52 —2—(-1)
— 1

a) Dla pewnych liczb a31 b g b # 0) warto$¢ wyrazenia aT jest rowna 4. Ile wynosi
e

b
b) Dla pewnych liczb ai b (a # 1, b # 0) wartos¢ wyrazenia a;l jest rGwna 5.

2.:1{)— 2 ;Ebl dla tych samych liczb a i b?

a)

warto$¢ wyrazenia dla tych samych liczb a i b?

1 W 5C wyrazenia
[le wvnosi wartosé 7




DziatV | ROWNANIA

Co to jest rOwnanie

Na dobry poczatek »

Z Whadystawowa do Helu mozna dojechad pociaggiem.
Pociag przejezdza przez kilka miejscowosci: é}
Kuznice, Jurate, Jastarnie i Chatupy.

1. Chatupy lezg miedzy
Whadystawowem a Kuinicg,

Jastarmia s:qs:radvge Z Jwatf%-

Wtadystawowo

-

= m B B =
-_—-____—--———

- w e N =

Pytania i polecenia

» Dopasuyj litery B-E do nazw miejscowosci.
» Z Kuznicy do Wladyslawowa jest dwa razy dalej niz do Jastarni, a 8 km

blizej niz do Helu. Z Wladyslawowa do Helu jest 36 km. Ile kilometréw
jest z Kuznicy do Jastarni?




1. Co to jest rownanie

Rownania znamy juz od dawna. Zauwaz, ze w kazdym réwnaniu mozemy wy-
roznic lewa strone, znak rownosci i prawg strone. W prostych réwnaniach, kto-
re spotykalismy w klasach 4-6, po prawej stronie znajdowala sie zwykle liczba.
Jednak rownania mogg by¢ bardziej skomplikowane, np.:

2X+ 4 =x+ 4 0=x"-6x+6
1 w J | ! LVJ 1 v ]
lewa prawa lewa prawa
strona strona strona strona
znak rownosci znak réwnosci

Zarowno lewa, jak i prawa strona réwnania mogg by¢ dowolnymi wyrazeniami
algebraicznymi, ale przynajmniej z jednej strony muszg pojawic sie zmienne.
W szkole podstawowej bedziemy sie zajmowac rownaniami, w ktorych wystepu-
je tylko jedna zmienna. Nazywamy ja niewiadoma.

' Rozwiazanie rownania

W réwnaniu interesuje nas, jaka liczba mozemy zastgpic x, aby lewa strona byta
rowna prawej. Taka liczbe nazywamy rozwiazaniem (lub pierwiastkiem) row-
nania. W prostych przypadkach rozwigzanie mozna odgadnad, np. liczba 5 jest
rozwigzaniem rownania x + 10 = 3x, gdyz po wstawieniu liczby 5 w miejsce x
otrzymujemy:
Lewastrona=x+10=5+10=15
Prawa strona=3x=3-5=15 i
Le?va. N . 1 - Liczba 5 jest rozwigzaniem rownania x + 10 = 3x.
Mowimy takze, ze liczba 5 - Liczba 5 spetnia réwnanie x + 10 = 3x.

spelnia réwnanie x + 10 = 3x. - Liczba 5 jest pierwiastkiem réwnania x + 10 = 3x.

Kazde z ponizszych zdah znaczy to samo:

Przyktad 1

Dane jest réwnanie 2x + 3(x+ 2) = 36. Sprawdz, czy jego rozwigzaniem jest
liczba:
a) x =5, b) x =6.
a) Po podstawieniu w miejsce x liczby 5 otrzymujemy:
Lewa strona = 2x+3(x+2)=2-5+3-(5+2}=2-54+3-7=10+21 =31
Prawa strona = 36 Lewa # Prawa

Liczba 5 nie jest rozwigzaniem danego rownania (czyli nie spelnia tego row-

nania). :
&

b) Dla x = 6: Lewa strone row-
nania oznaczamy L,
Lewa strona =2x+3{x+2}=2-6+3-(6+2)=36 a prawa P
Prawa strona = 36 L=P

Liczba 6 jest rozwigzaniem danego réwnania (czyli spelnia dane réwnanie).

:;;}?



V. Rownania

Cwiczenie1 > \

a) Wsrdd liczb 6, 8, 10 wskaz rozwigzanie réwnania 3x — 4 = 20.

iR, | . . . 3 .
b) Wsréd liczb —2, S wskaz rozwigzanie rownania 7y — 15 = 6.

c) Wisrod liczb -2, %, 2 wskaz rozwigzanie rownania 3x — 2(x + 5) = —12.

D lle rozwigzan moze mieé réwnanie?

Nie kazde rownanie ma jedno rozwigzanie.

Zapamietaj |

Rownanie moze nie mie¢ rozwigzan, moze miec jedno rozwigzanie lub kilka,
a nawet nieskonczenie wiele rozwigzan. Polecenie ,,rozwigz réwnanie” oznacza
»znajdz wszystkie jego rozwigzania’.

Przyktad21 )

Podaj rozwigzania rownania x* = 36.

Rozwiazatam
rownanie
x(x"z —4)=0,

¢ Rownanie jest spetnione przez kazda
2 liczb 61 —6,bo 62 =361 (—6)" = 36.

Obie te liczby sg rozwigzaniami
réwnania x> = 36.

Zapomniatas
001K,

Przyktad2.2 )

Jakie liczby spelniajg réwnanie x + 1 = x?

¢ Takich liczb nie ma - jesli do jakiej$ liczby dodamy 1, na pewno nie otrzymamy
tej samej liczby.

Przyktad2.3 ) \

Jakie liczby spelniajg réwnanie 0 - x = 0?

¢ To rownanie spelnia kazda liczba — dowolna liczba pomnozona przez 0 daje
w wyniku 0. Réwnanie 0 - x = 0 ma nieskonczenie wiele rozwigzan.




1. Co to jest rownanie

Cwiczenie 2 > N\

Wsrdd podanych réwnan wskaz: jedno, ktore ma nieskonczenie wiele rozwia-
zan, jedno, ktore ma dwa rozwigzania, dwa rownania, ktoére majg po jednym
rozwigzaniu, oraz dwa, ktore nie majg rozwigzan.

.x+3=35 1L 2x — 5 = 2x V.J/x=09
IL x + x = 2x IV. x*> = 64 VL x> = —4

\. P

' Réwnania a zadania tekstowe

Zajmiemy sie teraz ukladaniem rownan do zadan tekstowych.

Przyktad 3 } ™

Przedstaw w postaci rOwnania sytuacje opisang w zadaniu.
Dwie herbaty i ciastko za 3 zt kosztujg razem 11 zi. [le kosztuje herbata?

¢  Pytanie w tresci zadania czesto podpowiada nam, co mozemy wybrac jako nie-
wiadoma. W tym zadaniu jest to cena herbaty. Wprowadzamy oznaczenie:
x — cena herbaty

2x — koszt dwdch herbat Dwie herbaty kosztujg dwa razy wiecej niz jedna herbata.
a X + 3 = 11
dwie herbaty i ciastko za 3 zI kosztujg razem 11 zi
\ A

Rozwigzaniem roéwnania zapisanego w przykladzie jest cena herbaty. Rozwigza-
nie tak prostego réwnania mozemy odgadnac: x = 4, a wiec herbata kosztuje 4 zt.

Cwiczenie 3 > S

Przedstaw w postaci roOwnania sytuacje opisang w zadaniu.

Jas jest 0 4 lata starszy od Malgosi. W sumie maja 14 lat. Ile lat ma Matgosia?

1. Sprawdz, ktora z liczb: —7, —2, 0 spelnia podane rownanie.

a) dx+8=0 c) 2x+5=-9 e) (x+1):3=-2
b) 3x+3 =2 d)3-2x=17 f) (x+4):2=2
2. Sprawdz, czy podana liczba x spelnia rownanie.
a) x*+3x=2x+6, x =2 d) x° +4x? =x(x+2), x=1
2 _ s _ 2 _x . _
b) x*—4x=6—x, x=—1 46:)szr2 z5 %=2

) 2x—13=x"+35, x=—3 f) 3*—2 =(x+2), x=3




V. Rownania

3. Uldz i zapisz trzy rownania, ktorych rozwigzaniem jest liczba 3.

4, a) Kazda z liczb: 1, 2, 3, 4, 5 jest rozwigzaniem jednego z réwnan w ramce.
Sprawdz ktorego i zapisz obliczenia. Ustaw rownania w takiej kolejnosci, aby
liczba 1 byla rozwigzaniem pierwszego, liczba 2 — rozwigzaniem drugiego itd.
Litery odpowiadajgce rownaniom utworzg hasto.

x3-x)=0 6x+6=30 x*(6—x)=4x+5 2°—1=x 2x*+3x=14
T R A Y A

b) Niektére z podanych réwnan majg wiecej rozwigzan. Ktdore z tych réwnan
spelnia takze liczba 0?

5. Podane réownanie ma tylko jedno rozwigzanie. Znajdz je.
a) 15+ x=25 c)3—x=5 e)3x =21 g)x:8=4
b) 7—x=-1 d)x—16=4 f) x-4 =36 h)64:x=16

6. Zgadnij rozwigzania rownan z niebieskiej ramki, a nastepnie do kazdego z nich
dobierz z czerwonej ramki réwnanie, ktore ma takie samo rozwigzanie.

[ Lx+3=7 I x:2=35 III. 5x = 15 IV. 20 : x = 10 ]
, T+x 5 ) g

A =x—1 C.x"—(x—2) =(x—4)

B. x>+ 28 =11x D.x>+x=x-5

7. Uldz rownanie odpowiadajgce tresci zadania.

a) Michat jest dwa razy mlodszy od swojego brata. W sumie majg 39 lat. Ile lat
ma Michal?

b) Zbieram na rower. Niestety, nawet gdybym mial trzy razy tyle pieniedzy, ile
udato mi sie zebrac do tej pory, to i tak zabraktoby mi 100 zt na zakup roweru,
ktory kosztuje 940 zl. lle mam pieniedzy?

8. U6z zadanie do réwnania (x + 3) - x = 70.

. Sposrod podanych réwnan jedno nie ma rozwigzania, jedno ma tylko jedno
rozwigzanie, jedno ma dwa rozwigzania, a jedno ma nieskonczenie wiele
rozwigzan. Wskaz kazde z nich.

L x{(x— 1)+ x=x IL x°+2 = 3x I x>+ 8 =0 IV.3x+7=4

. Jakie liczby spelniajg réwnanie?

a)3s/x_3=x b)\/x_=x




1. Co to jest rownanie

W rownaniu moze wystgpic wiecej niz jedna niewiadoma, np.:

x+y=11, 3x + y = 20, 2x =y, a-b-c=1{.
Rozwigzaniem rownania z jednag niewiadomg jest liczba. Czego szukamy, gdy
chcemy rozwigzac rownanie z dwiema niewiadomymi?

Popatrzmy na rownanie x + y = 11.

Jesli wstawimy O w miejsce x i 11 w miejsce y, to otrzymamy O + 11 = 11, czyli
rownosc. Para liczb x= 01y = 11 jest wiec rozwigzaniem tego rownania. Innymi
jego rozwigzaniami sg np. pary liczb: x=5iy=6 lub x=81iy=3.

1. Wymien jeszcze trzy rozwigzania rOwnania x + y = 11.

2. Jaka liczbe nalezy wstawi¢ w miejsce I, zeby para liczb x, y byla rozwigzaniem
rownaniax +y = 11¢

a)x=-3iy=0 b)x=Fiy= % c)x=12345iy=1

3. lle roznych rozwigzan ma réwnanie x + y = 117

a) Czy mozna wstawi¢ dowolng liczbe w miejsce x i znalezc¢ taka liczbe y, aby
otrzymac rozwigzanie rownania?

b) Czy mozna wstawi¢ dowolng liczbe w miejsce y i znalez¢ takg liczbe x, aby
otrzymac rozwigzanie rownania?

¢) Czy mozna wstawic jednoczesnie dowolng liczbe x i dowolng liczbe y, i w ten
sposob otrzymac rozwigzanie rOwnania?

4. Podaj kilka rozwigzan rownania 3x + y = 20.

Czy juz umiem?

l. Ktéra liczba jest rozwigzaniem réwnania 3(x— 1) = 3 + x?

A.2 B. -1 C.—3 D. 3
Il. Liczba 6 spelnia rownanie

A.2x—3=—x+45. C. x(x—3)= —x+24.

B. —x*—5 = 4x. D. x+3,5=—15.

lll. U6z rownanie odpowiadajgce tresci zadania.
Mama Oli jest od niej starsza trzy razy i jednoczesnie o 28 lat. Ile lat ma Ola?

IV. Oblicz.
a)5+(-2) b) -2+ (-7) c)5 —(-2) d)—8 —10
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__ 0/ - W starozytnym Egipcie jednostki pomiarowe Wywodﬂiy sic od
(o ¢ .j"f'*; . czesci ludzkiego ciata. Podstawowg jednostka byl fokiec (ok. 5255 cm)
fﬁf ﬁﬂ Eﬁ' ktory dmehl sie na dlonie, a te z kolel dzielity sm; na palce SRR
7 i TS SR Z tzw. kamienia RS
z Palermo mozna y!
odczytac muin. poziom WA
{7

wylewow Nilu w ko~
lejnych latach, podany
w egipskich miarach.
Oto dane z 5 lat,
przeliczone

3 fokcie 3 tokcie
5 dfoni 4 dtonie

3 fokcie 2. palce 3 palce
to v to to
84 palce 58 palcow 106 palcow 103 palce

rok V rok tV rok (il rok (i rok 1

hieroglify czytamy od prawej do lewej

Ile palcow ma lokiec¢?
Ile palcow ma dlon (jako jednostka miary)?

Wskaz hieroglity oznaczajace lokiec, dlon i palec.



' Réwnania rownowazne

2. Rozwigzywanie rownan

Umiemy juz odgadywac liczby spetniajgce proste rownania. Teraz poznamy me-
tody pozwalajace rozwigzywac bardziej skomplikowane rownania.

Wyobrazmy sobie portfel i portmonetke,
w ktorych znajduja sie takie same kwo-
ty pieniedzy (stad znak roéwnosci miedzy

nimi).

Do portfela i portmonetki dokladamy po
10 zt. Nie musimy wiedzie¢, ile pieniedzy
jest w srodku, zeby stwierdzié, ze po te;

operacji kwoty nadal bedg rowne.

Podobnie bedzie, gdy wezmiemy dwa ta-
kie portfele i dwie portmonetki (wszystkie

z jednakowg kwotg pieniedzy).

L 9
E

Analogicznie postepujemy w przypadku rownan. Na przyklad jesli do obu stron
rownania dodamy te sama liczbe, strony nadal bedg rowne.

2x—10=9
2x—10+10=9+10

Podobnie jest w przypadku odejmowania, mnozenia przez liczbe rdzng od 0
i dzielenia przez liczbe rézna od 0. Po kazdej takiej operacji otrzymujemy row-
nanie rownowazne danemu, czyli takie, ktore ma takie same rozwigzania.

-

Lewa strona + 5 = Prawa strona + 5
Lewa strona + 5x = Prawa strona + 5x

N

Do obu stron réwnania mozna dodac
te samga liczbe albo to samo wyrazenie

.

N

(Lewa strona - 5 = Prawa strona -5
Lewa strona - 5x = Prawa strona - 5x

Od obu stron rownania mozna odjac
te samga liczbe albo to samo wyrazenie

o

algebraiczne.
5 g
LK’

Lewa strona = Prawa strona

Glgebraiczne.
\J

( \_
4 N
Lewa strona - 5 = Prawa strona - 5

Obie strony rownania mozna pomnozy¢

przez te samga liczbe rézng od zera.

4 /

a
5 -

Lewa strona : 5 = Prawa strona : 5

Obie strony rdwnania mozna podzieli¢

\przez te sama liczbe rézna od zera.

Wiszystkie opisane czynno$ci wolno nam wykonywac, ale warto wykonywac je-
dynie te, ktére powoduja, ze rOwnanie staje sie coraz prostsze.




V. Rownania

Przyktad1 ) .

Rozwigz rOwnanie.

a) 9x — 6 = 39 b) 3x+ 11 =26

® a)9x—6=39

Aby pozby¢ sie sktadnika —6, mozemy dodac 6 do obu stron réwnania:

9% — 6+ 6 =39 + 6, czyli

9x = 45.

Teraz mozemy podzieli¢ obie strony rownania przez 9:

O%x:9=45.9, czyli

x=15.

Rozwigzaniem rownania x = 5 jest po prostu liczba 5. Operacje, ktére wyko-
nywaliSmy, nie zmieniaja rozwigzan. W takim razie ta liczba jest takze rozwia-
zaniem danego roéwnania 9x — 6 = 39 (i wszystkich rownan, ktore zapisalisSmy
po drodze). Sprawdzamy: L=9x—-6=9-5-6=45—-6 =39, P=39, L=P.

1
b) zx+ 11 =26 | Odejmujemy liczbe 11 od lewej strony i od prawej strony réwnania.
3 jmujemy J - 4 J y

Tx+H11-11=26-11

1
3X = 15 | Mnozymy lewa strone i prawg strone rownania przez 3.

%x-3=15-3

x =45
Rozwigzaniem réwnania jest liczba 45.
Sprawdzenie: L=%-45+11=15+11=26, P=26, L=P.

Dobra rada

Sprawdzaj rozwigzanie, podstawiajqc je do poczgtkowego rownania. Pozwoli to wykryc
ewentualne bfedy.

Cwiczenie1 >

Rozwigz rOwnanie.
a)9x + 13 = 85 b) 12x — 15 = 33 c)2x—18=3

Operacje na réwnaniach mozna opisywac za pomoca symboli dziatan. Zamiast tak:

1
X + 11 =26 | Odejmujemy liczbe 11 od lewej strony i od prawej strony réwnania.

mozemy pisac tak:

%x-l—ll =26 |-11




2. Rozwigzywanie rownan

' Przenoszenie na druga strone réwnania

Dodawanie do obu stron rownania i odejmowanie od obu stron réwnania tej
samej liczby mozna inaczej opisywac jako ,,przenoszenie liczby ze zmienionym
znakiem na drugg strone réwnania” Podobnie mozemy postepowac z wyraze-
niami zawierajacymi zmienne.

\

Przyktad2 ) R
Rozwigz rOwnanie.
a)x+ 9 =11 b)x— 13 =35
¢ Opiszemy rozwigzanie na dwa sposoby.
a) Sposob | Sposéb Il
x+9=11 |-9 Odejmujemy 9 x+ 9=11 Przenosi{myQ na druga
x+9-9=11-9 T x=11-9 o em makiem.

x=2 x=2
Sprawdzenie: L=x+9 =2 +9 = 11,
P=11,L=P

Przeniesienie liczby 9 ze zmienionym znakiem na drugg strone rownania jest
tym samym co odjecie liczby 9 od obu stron rownania.

b) Sposob | Sposéb Il
x—13=35 [+13 Dodajemy 13 x— 13=35  Przenosimy -13 nadruga
x— 13+ 13 =35+ 13 doobustron x =35+ 13 stroneréwnania
- rownania. . ze zmienionym znakiem.
x =48 x =48

Sprawdzenie: L =x — 13 = 48 — 13 = 35,

P=35L=P
Przeniesienie liczby —13 ze zmienionym znakiem na drugg strone réwnania
jest tym samym co dodanie liczby 13 do obu stron réwnania.

k A

Zapamietaj -

Przenoszenie liczby ze zmienionym znakiem na drugg strone rdéwnania to inny
zapis dodawania do obu stron réwnania lub odejmowania od obu stron réwnania.

Cwiczenie 2 > ~

Rozwigz rOwnanie. Zacznij od przeniesienia odpowiedniej liczby na druga stro-
ne rOwnania i zmiany znaku tej liczby.
a)7x—6=29 b) 13x + 5 =31 c)8x+17=-7 d)05x—14=2




V. Rownania

) Zastosowanie redukcji wyrazéw podobnych

Do tej pory rozwigzywaliSmy réwnania, w ktorych niewiadoma wystepowata
tylko raz. Gdy niewiadoma wystepuje wiele razy, warto wykonac redukcje wy-
razow podobnych.

Przyktad31 )

Rozwigz rOwnanie 2x + 5x + 3 = 31.

¢ 2x+5x+3=31 |-3
2%+ 5= 31 ~=3
2x + 5x = 28 Redukujemy wyrazy podobne.

Tx=128 |:7
x=4
Sprawdzenie: L =2x+5x+3=2-4+5-4+3=8+20+3 = 3],

P=31,L=P.

\

Przyktad3.2 /

Rozwigz rOwnanie 2x — 9 = 6 — 3x.

¢ Rozwigzemy rownanie, korzystajagc z przenoszenia wyrazdéw sumy na drugg
strone rownania ze zmienionym znakiem. Jesli wolisz, mozesz stosowac¢ doda-
wanie wyrazen do obu stron réwnania.

=8 =0— 3% Przenosimy 9 na prawa strone ze zmienionym znakiem.
2x=6—3x+9 Redukujemy wyrazy podobne: 6 + 9 = 15.
2x=15—-3x Przenosimy 3x na lewa strone ze zmienionym znakiem.
2x+ 3x=15 Redukujemy wyrazy podobne.

S5x=15 |:5

x=3

Sprawdzenie: L =2x—9=2-3-9=6—-9= -3,
P=6—3x=6—33=06—9=—3L=P

Dobra rada

Zwroc¢ uwage, ze aby rozwiqzac rownanie, przenosimy wyrazy zawierajqgce niewiadomaq
na jedngq strone rownania, a liczby na druggq.

2X+5=x+7 -3x+8=X

2X—-x=7-5 8=x+ 3x




2. Rozwigzywanie rownan

Cwiczenie 3 > \

Rozwigz rOwnanie. Sprawdz otrzymane rozwigzanie.
2)3 —x=2x+1 b) Sx— 5= 16 — 2x ¢) 3x+3=x—3

) Réwnania a wyrazenia algebraiczne

Zauwazmy, ze inaczej postugujemy sie znakiem = w przypadku przeksztalcania
wyrazenia algebraicznego niz podczas rozwigzywania rownania.

Upros¢ wyrazenie Rozwigz réwnanie

Polecenie x(x— 2) - x(x _ 2) —x2=9—35

x jest zmienng. Moze przyj- | x jest niewiadoma - na poczatku nie
mowac rézne wartosci. wiemy, jaka liczbe nalezy wstawi¢
w jej miejsce, aby zachodzila rownos¢
lewej i prawej strony roGwnania.

Czym jest x?

Stwierdzenie: Pytanie:

Dla kazdego x wyrazenia po | Dla jakiego x wyrazenia po obu stro-
obu stronach znaku = majg | nach znaku = maja réwna wartos¢?
rowne wartosci.

Co oznacza znak =¢

Przeksztalcamy wyrazenie, | Przeksztalcamy strony réwnania tak,
laczac jego kolejne, coraz zeby wyznaczy¢ rozwigzanie.
prostsze postacie znakami =.

sl B) —w* x*—2x—x"=9-5

Co robimy? _
= x*—dx—x*= D=4, |s1EH

= = D
Dla jakich x wyrazenia Dla kazdego x. Tylko dla tych x, ktore sa rozwiaza-
polaczone znakiem = niami rownania.
przyjmuja te sama
wartosc?
Dobra rada

Czytaj uwaznie polecenie w zadaniu — od nieqo zaleZy znaczenie znaku =.

(5. Dane wyrazenie algebraiczne przedstaw w najprostsze; postaci)

a) 2a°—3b+6b+ 5a b) (Sa-l—?ab):% ¢) Zid—1)+4x

(4. Rozwiaz réwnanie.)
a)S(x—7)+2=-28 )43 —x)+9=T712 4+ x) + 29
b)2(x— 1)+ 3(x+ 1) =26 d)9=5x+6 — 5x—0,6)




V. Rownania

' Roéwnania o roznej liczbie rozwigzan

Przyktad4 ) N
Rozwigz rOwnanie.
a) —(x—2)+3(x—1)+2=0
b) 7x —(4x—10) = 3x+ 12
c)4—-2(3x—1})=6—6x
We wszystkich tych rownaniach wystepuja nawiasy. Aby mdc zredukowac wyra-
zy podobne, musimy najpierw te nawiasy opuscic¢ (patrz s. 170).
a) —(::c — 2) + 3(::c = 1) + 2 = (0 Opuszczamy nawiasy.
—t 2"‘ 3x — 3+ 2 = %) Redukujemy wyrazy podobne.
2x+1=0 |-1
2x = —1 E:
=1
T
; _ _ 1 1 -
Sprawdzenie: L= —(x—2}+3(x — 1)+ 2 = —(—5— 2)+ 3 -(—5— 1)—I— 2=
=25 +43(—15)+2=20—-45+2=0, P=0, L=P
b) 7x — (4:!6 —3 10) = 3x+ 12  Opuszczamy nawiasy.
Ix—4x+10=3x+12 Przenosimy 3x na lewa strone ze zmienionym znakiem.
1% —Ax+ 10 — 3= 12 Redukujemy wyrazy podobne.
O-x+10=12 |-10
Q:x=72
Nie ma liczby, ktora pomnozona przez 0 dawataby w wyniku 2. Wobec tego
rownanie 0 - x = 2 nie ma rozwigzania (patrz s. 200), czyli dane réwnanie nie
ma rozwigzan.
¢ 41— 2(3:!6 — 1) =6 —6x Opuszczamy nawiasy.
4—6x+2=0—06x Przenosimy wyrazy zawierajgce niewiadoma na lewa
stroneg, a liczby na prawa.
—O0x+06x=6—4-—72
0-x=0
Kazda liczba pomnozona przez O daje w wyniku 0, czyli kazda liczba jest roz-
wigzaniem rownania 0 - x = 0 (patrz s. 200) oraz réwnania danego w zadaniu.
. /

Cwiczenie 4 > N

\

Rozwigz rOwnanie.

a)3—(x+5)+2(x+1)=0 b)—6(1—x})=6x—2 c)4—(2x+5)=—-2x—1




2. Rozwigzywanie rownan

1. Rozwigz rownanie. » Jesli poprawnie rozwigzesz trzy przyklady z jednego po-
ziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

pnzinmA> a)3x — 8 =—7 d)2x+9=1 g)9x—40=14
€P2  b)dx-2=-2 e) 7x—9=>5 h) 20x + 7 = 31

c) 15x+ 19 =10 f) 8&x+5=-7 i) 6x —25=-25
poziomB » a) 3x — 8 = 2x + 4 d)7x—5=6x+8 g) 12x+4=11x+ 15
€ P32 b)5x—3=4x+6 e)S5x—8=4x+9 h)3x—1=2x+1

c) 7x— 9 =6x—8 f)Ox—4=8x+5 i) 2x+7=x—1
poziom € » @) 4x — 3(3x — 5) = 6x + 4 e) 0,6(x+2)—(0,4x—0,6) = 0,2(1 — x)
e b) 8 —(4x—12) =8x—(3x—2) f) 2(x+%)—§(3—6x)=x+2

c) g(l—x)—i=%(x—4)—l—3 g) 5x—6(x+7)=8x—9(10+ x)

d) 7(x+2)—x=5(x—2) h) 0,1(x—10)— 0,6x = 1,5x— 4
pnzian> a) 4.%_3(%_3):%_4 E) 2(2x+1)=4x+3
e b)2x—(3—2x)=5+x—x f) 9x+3=7(x—2)+17

c) 5(x—2)+(3+x)=6x—7 g) 5x—9+x = 3(2x— 3)

d) —(x+1)+8x=5x—09 h) 4(3x—2)+5=2(6x—4)+«
MISTRZ ) ) 124—xle+24 b) 3x4_2 = 4x3_5 c) %3= 2(3x+1) d)3(1 —§)= 5x9_1

2. Oblicz, ile wazy odwaznik, jesli szalki wagi sa w rownowadze. Zapisz i rozwigz
odpowiednie rownanie.

3. Rozwigz wybrane réwnanie. Sprawdz, czy liczba, ktora jest jego rozwigzaniem,
spelnia rowniez pozostate rownania.

.5x—3="7x—11 ML2x— 8 +3x—2=6+x
I x2—2x=x+4 IV.x — 2x + 3x —4x+ 10 =2



V. Rownania

4. Rozwigz rownania. Znajdz ich rozwigzania w ramce. Zapisz litery odpowiadaja-
ce rozwigzaniom kolejnych réwnan i odczytaj hasto.

1 K 2R 3G 4Y A 61 7B J

I.dx =12 IIIL. 7x + 4 =9x — 6
IL8x+ 15=11x+9 IV.5x -3 =3x+ 11

5. Na dwdch stolikach lezg polskie monety:
ztotowki, dwuzlotowka, piecioztotowka
oraz kilka jednakowych monet kolekcjo-
nerskich - jak na zdjeciu. Na kazdym sto-
liku jest taka sama kwota. Jakg wartos¢ ma
moneta kolekcjonerska?

6. Rozwigz rdwnania. Ustaw rozwigzania w kolejnosci rosngce;.
Litery przy odpowiednich réwnaniach utworza hasto.

K 2x—3x—4x+7=x+"7
O 2x+8=5+x
/Z 20—x=x—14
A 3x—5=2x+2 “ e

_-—

7. Dane sg cztery zestawy réwnan. Dobierzcie sie w trojki. Niech kazda osoba w troj-
ce wybierze inne rownanie z zestawu I i je rozwigze. Nastepnie sprawdzcie, czy
otrzymaliScie jednakowe rozwigzania. Jesli nie — poszukajcie bledu. To samo
zrobcie w pozostatych zestawach.

L3x—4="5x—6 ML 2x— 3 = 3% +2
8x—(5—2x)=3x+2 —Sutd=38—2(x+ 4
2(1-x)—15=2(x—6)+= 2(4—x)—3=-3(x—4)—4

II. x+ 2 =3{x+1) IV. 4(x—2)=6(x—1)
2(x3+2) — Ay 43 3(x—41)+2 _

? 8. Rozwigz rownanie. Sprawdz otrzymane rozwigzanie.
a) x = 3[3 —(4—2x)] d) 5(2—x)=10—[4+ 3(x—3)|
b) 5{2 - 6(x—1)|=10 e) 1 —|5(x+2)—7|=6(—x—3)
) 2—|x-3(x—4)|=>5 f) 4—{4-[4—-(4-x)|} = 4




2. Rozwigzywanie rownan

g 9. Rozwiagz rOwnanie.
a) x* — 18 = x{x— 2) b) 6x(3 — 2x) = 5+ 4x(7 — 3x)

@ 10. Polacz podane wyrazenia w takie trzy pary, aby po wstawieniu znaku = miedzy

wyrazenia w parze powstaly trzy rownania: jedno sprzeczne, czyli takie, ktore
nie ma rozwigzania, drugie tozsamosciowe, czyli takie, ktorego rozwigzaniem
jest kazda liczba, i trzecie, ktore ma jedno rozwigzanie. Kazdego z podanych
wyrazen mozesz uzyc jeden raz. Rozwigz powstate rownania.

6x—4 3(2x—6) 2x+3x—4

—2(2 — 3x) 6{x —2) 4(1,5x+1)

1. a) Sprawdz, czy liczba 2 jest rozwigzaniem rownania:
(x— {x—20x+3)=0.
b) To réwnanie ma jeszcze dwa rozwigzania. Odgadnij je 1 sprawdZ swoje przy-
puszczenia.

2. Rozwiaz rownanie, czyli znajdz jego wszystkie rozwigzania.
a) (x— 1)}{x—4}x—6)=0 c) x(x—2}2x—1)=0
b) (x+2)}(x—3)x+5)=0 d) x* (x> —4)}(x*—9)=0

3. Podaj przyklad réwnania, ktore jest spelnione przez dziesie¢ rdéznych liczb.

Czy juz umiem?

l. Rozwigzaniem réwnania 3(x —2)+x = x — 3 jest liczba
A.2. B. —1. C. L D. 2.

Il. Rozwigz rownanie.
a)dx— 2 =32 b)15—-3{x—4)=2x+2{3 +x)

lll. Ile rozwigzan ma podane réwnanie?
alx 1 2xi—3x | b) 5x+7=4x+7 c) Ix—(2—x)=6x+3

IV. Dane sg dwa katy trojkata. Oblicz miare trzeciego kata. Czy ten trdjkat jest row-
noramienny? A rownoboczny? Czy jest prostokatny?

2) 60°, 60° b) 35°, 55° c) 35°, 110°




Zadania tekstowe

Kasia i jej brat Krzys zbierali grzyby. Po grzybobraniu okazalo sie, ze gdyby
mieli w koszyku o 10 prawdziwkdw wiecej, to zebraliby ich 3 razy wiecey.
[le prawdziwkéw mieli w koszyku?

Oto koszyk . Gdyby
Kasi | Kizusia. Oznaczimy liczbe mieli ich
znajdujgcych sie 5. 45
W nim prawdziwkow wiece;...

przez X.

Kasia | Krzys
znaleZli
X prawdziwkow.

e
zebraliby

ich 3 razy

wigcej. \ _
S I Udato sie! Mamy
rownanie. Teraz

\ ’ pozostaje je tylko

rozwigzac!

Pytania i polecenia

» Rozwigz uloZzone réwnanie. Ile prawdziwkow zebraly dzieci?

» W koszyku byly jeszcze gaski. Gdyby Kasia i Krzys zebrali ich 4 razy wiecej,

to mieliby o 12 gasek wiecej. Ile gasek znalazlo rodzenstwo?

4




3. Zadania tekstowe

Przyklad1 )

Kasia i Basia sg blizniaczkami. Kiedy si¢ urodzitly, ich mama miata 28 lat, @
a ich tata miat 30 lat. Obecnie wszyscy majg w sumie 126 lat. Ile lat majg teraz
blizniaczki?

Niewiadoma jest wiek blizniaczek. Oznaczmy go literg x. Zapiszmy obecny wiek
poszczegdlnych osdb w rodzinie:

% — wiek Kasi
X — wiek Basi
x+ 28 — wiek mamy
x + 30 — wiek taty

x+x+x+ 28+ x+ 30 — suma lat wszystkich osdéb w rodzinie
Ta suma rowna jest 126, mozemy wiec zapisac rOwnanie:
x+x+x+ 28+ x+ 30 =126 Redukujemy wyrazy podobne.

dx+ 58 = 126 | -58

4x = 68 |:4

x =17

Sprawdzenie z treScig zadania:

Kasia ma 17 lat, Basia 17 lat, mama 17 + 28 = 45 lat, tata 17 + 30 = 47 lat,
w sumie majg 17 + 17 + 45 + 47 = 126 lat. Zgadza si¢!

Odp. Blizniaczki majg po 17 lat.

Cwiczenie 1 > ~\

Monika kupita mleko za 2,50 zi, twardg za 3,40 zt oraz 10 jednakowych butek.
Za zakupy zaplacila 8,40 zl. Ile kosztowata jedna butka?

Dobra rada

Odpowiedz? do zadania tekstowego sprawdzaj z tresciqg zadania, a nie z rownaniem.
Znajdziesz w ten sposob takze ewentualne biedy powstate przy uktadaniu rownania,
a nie tylko w jego rozwiqgzaniu.

Tres¢ zadania

Rownanie nie pasuje do tresci

Dobre rozwigzanie ztego rownania

Sprawdzenie rownania Sprawdzenie

Niestusznie zadowolony uczeri
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) Tabela moze pomoc

Przyklad2 ) \

Mama jest 3 razy starsza od Asi. 5 lat temu byla od niej az 5 razy starsza. lle razy
starsza od Asi bedzie mama za 10 lat?

¢ Abyuporzadkowac podane informacje, narysujemy tabele. Cho¢ w tym zadaniu
mamy ostatecznie obliczy¢, ile razy starsza od Asi bedzie mama za 10 lat, znacz-
nie fatwiej bedzie za niewiadomg przyjac obecny wiek Asi, poniewaz do niego
odnosza sie pozostale informacje. Oznaczamy go literg x.

5 lat temu Dzis Za 10 lat

wiek Asi X

wiek mamy

Mozemy teraz wpisac do tabeli kolejne informacje podane w tresci zadania:
e mama jest teraz 3 razy starsza od Asi, ma wiec 3x lat

» wiek Asi 5 lat temu: x—5
e wiek Asiza 10 lat: x+ 10
e wiek mamy 5 lat temu: 3x— 5
« wiek mamy za 10 lat: 3x + 10
5 lat temu Dzis Za 10 lat
wiek Asi e X 2 =10
wiek mamy 3x— 5 3% Sk =10

Nie wykorzystaliSmy jeszcze informacji, ze 5 lat temu mama byla 5 razy starsza
od Asi. Te informacje mozemy zapisa¢ w postaci rownania:
3x—5 = 5 : (x —5)
wiek mamy 5 lat temu jest 5 razy wiekszy niz wiek Asi 5 lat temu
Rozwigzujemy rownanie.
3x — 5=5x—5) Opuszczamy nawiasy.

3w—3=Sn— 25 Przenosimy wyrazy zawierajgce niewiadoma na lewa strone,
a liczby na prawa.

3% — Sx=—-25+35 Redukujemy wyrazy podobne.

+=10 To jest wiek Asi dzis.
Do naszej tabeli mozemy wpisac¢ wartosci liczbowe zapisanych wyrazen.

5 lat temu Dzi$ Za 10 lat

wiek Asi x—5 @ £ @ x+10 (20

wiek mamy | 3x—5 (25) | 3x @ 3x + 10 (40
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Widzimy teraz, ze za 10 lat Asia bedzie miala 20 lat, a jej mama 40 lat, zatem
mama bedzie 2 razy starsza od Asi.

Sprawdzenie z treScig zadania: 3- 10 = 30, 5-5 = 25.
Odp. Za 10 lat mama bedzie 2 razy starsza od Asi.

s ¥ ¥ " Vx
Cwiczenie 2 J; x

Rozwiaz zadanie. Przygotuj w tym celu odpowiednig tabele.
Sebastian jest o 30 lat mtodszy od swojego taty. Za 5 lat bedzie od niego 3 razy
mlodszy. Ile lat ma Sebastian?

Przyklad3 )
Tadek ma 50 zt w monetach 2 zti 5 zt. W sumie monet jest 16. @
Ile jest dwuzlotdwek, a ile piecioztotowek?

Mamy obliczy¢ dwie wielkoSci: liczbe dwuztotowek i liczbe piecioztotowek. Mo-
zemy wybrac jedna z nich jako niewiadoma, na przyktad oznaczmy:

X — liczba monet 2 zt 16
2x — lgczna wartos¢ monet 2 zt = ' e~ !
16 —x  — liczba monet 5 zt % {-‘\ a@* A s B

v b ST ! EH '
5(16 — x) — Igczna warto$¢ monet 5 zt . - T ...
F.aczna warto$¢ wszystkich monet Tadka to 50 zt. X 16 - x
Zapisujemy rownanie i je rozwigzujemy.
2x + 5(16 — x) = 50 Opuszczamy nawiasy.
2x + 80 — 5x =50  Redukujemy wyrazy podobne.
—3x+ 80 =50 |-80
—3x = —30 |1 (=3) Sprawdzenie:

10+ 6 =16 —razem jest 16 monet
x=10 10-2+46-5 =20+ 30 = 50 — razem jest 50 z4
16 —x=6
Odp. Tadek ma 10 monet o nominale 2 zt i 6 monet o nominale 5 zi.
>,

Cwiczenie 3 > \

[za trzyma w skarbonce 120 zi. Ma tacznie 75 monet - sg to dwuztotowki i zto-
towki. Ile monet o nominale 2 zt ma Iza?
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Dobra rada - niewiadoma
Schemat rozwigzywania zadar tekstowych - Wyrazenia
Zapisz: - co jest niewiadomq, = JOWNaNIE

— wyrazenia potrzebne do ufozenia rownania, |

— rownanie. rozwiazanie
Rozwigz rownanie. l

[ sprawdzenie

;

odpowiedz

Sprawdz odpowied? z tresciq zadania.

Zapisz odpowied?.

') Zadania z trescig geometryczna

Przyklad4 )

W trojkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami jest o 36° wiekszy od kata
przy podstawie. Oblicz miary katow tego trojkata.

¢  Musimy wybra¢ niewiadoma. Moze to by¢ kat przy podstawie.
¥ — kat przy podstawie (sg dwa takie katy)

Kat miedzy ramionami
o+ 36° — kgt miedzy ramionami jest 0 36° wigkszy:
W zadaniach geometrycznych - poza informa-
cjami podanymi w zadaniu - czasami trzeba
skorzystac z wlasnosci figur. Wiemy, ze suma ka-
tow trojkata wynosi 180°. W naszym przypadku
oznacza to, ze: !

W przypadku zadan o tresci
a+ a+ (o + 36°) = 180°. geometrycznej warto sporza-

; . 2 ; dzi¢ rysunek pomocniczy.
Rozwigzujemy rownanie.

3a + 36° = 180° | -36°

3a = 144° 13

a = 48°

Zatem kat miedzy ramionami tego trdjkata ma miare:

a + 36° = 48° + 36° = 84°.

Sprawdzenie: 48° + 48° + 84° = 180°. Zgadza sie!

Odp. Miary katow przy podstawie trojkata sg rowne 48°, a miara kata miedzy
jego ramionami wynosi 84°.

Cwiczenie 4 >

Kat przy podstawie trojkata rOwnoramiennego ma miare o 27° wieksza niz kat
miedzy jego ramionami. Oblicz miary katow tego trojkata.
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Zadania

Uwaga. Wszystkie ponizsze zadania rozwigz za pomoca rownan.

1. Ania i Robert s3 rodzenstwem. Ania jest o 5 lat starsza od Roberta. W sumie
majg 33 lata. Ile lat ma Ania?

2. Wojtek kupit zeszyt, otowek i karteczki samoprzylepne. Zeszyt byl trzy razy
drozszy niz otowek, a karteczki - o ztotéwke drozsze od oléwka. Wojtek zaplacit
w sumie 15 zl. Ile zlotych kosztowat zeszyt, ile — otowek, a ile — karteczki?

Katy w czworokacie

dowolny czworokat rownolegtobok trapez

D C
B 14
o 1)
A B
a+pB+y+8=360° a+p=180° o+ B = 180° 5umé';atéw
«_ 1opo Przyjednym
AB| CD EE oS e
AD | BC AB | CD

3. Znajdz miare kata c.

a) c) e) AB| CD
76 . D 7
/a M 1)/

A B

A

2

4. Turysta przeszedl 72 km w ciggu trzech dni. Pierwszego dnia przeszed! najwiecej,
drugiego dnia — dwa razy mniej niz pierwszego, a trzeciego dnia — potowe tego co
pierwszego i drugiego dnia w sumie. Ile kilometréw turysta przeszed! kazdego dnia?

Fd - - - - r - L3 - F = 1
Wskazéwka. Pamietaj, ze x : 2 mozesz rowniez zapisac jako Sx.
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5.

10.

11.

. Widownia Sceny Kameralnej w Teatrze Polskim

. Kregostup czlowieka sklada sie z 24 kregow przed-

W czterech koszykach sg 82 sliwki. W pierw-
szym i drugim koszyku jest po tyle samo sliwek,
w trzecim — 3 razy wiece] niz w pierwszym,
a w ostatnim — o 22 sliwki mniej niz w trzecim
koszyku. Ile sliwek jest w pierwszym koszyku?

. W klasie 7a, liczacej 24 osoby, ze sprawdzianu z matematyki uczniowie otrzy-

mali dwa razy wiecej ocen bardzo dobrych niz dobrych i ocen dobrych o 6 wie-
cej niz dostatecznych. Dwie osoby dostaly oceny celujgce. Oblicz, ilu uczniow
otrzymato ocene dobra lub bardzo dobra, jezeli wiadomo, ze nikt nie dostat oce-
ny dopuszczajacej ani niedostatecznej.

we Wroclawiu moze tgcznie pomiesci¢ 262 wi-
dzoéw. Na parterze znajduje sie 178 miejsc,
natomiast na balkonie jest 5 rzeddéw miejsc.
W pierwszym z nich jest o jedno miejsce mniej
niz w kazdym z pozostalych rzeddw. Ile miejsc
jest w pierwszym rzedzie na balkonie?

odcinek szyjny

krzyzowych, 5 kregdw krzyzowych, zrosnietych
w jedng ko$¢, i 4 szczatkowych kregdéw ogonowych,
tworzacych kos¢ guziczng. Kregi przedkrzyzowe
dzielimy na szyjne, piersiowe i ledzwiowe. Kregdw

szyjnych jest o 2 wiecej niz ledzwiowych, a kregow odcinek
piersiowych jest tyle co szyjnych i ledzwiowych ra- RISLIRNY
zem. Wypisz liczby kregdw we wszystkich odcin-
kach kregostupa.

. Jeden z bokdéw kwadratu wydtuzono o 3 cm, a dru- odcinek
gi skrocono o 1 cm i otrzymano prostokat o obwo- ledzwiowy

dzie 32 cm.
a) Oblicz pole i obwdd poczatkowego kwadratu.
b) Oblicz pole powstalego prostokata.

odcinek krzyzowy

L

odcinek ogonowy

W trojkacie o obwodzie 41 cm jeden z bokdw jest dwa razy dluzszy od najkrot-
szego, a inny bok jest o 13 cm dluzszy od najkrotszego. Podaj dlugosci bokow
tego trojkata.

Drut o dtugosci 44 cm przecieto na dwie cze$ci. Z kazdej z nich wykonano ramke:
jedng kwadratows, drugg prostokatna. Jeden bok prostokata jest réwny polowie
boku kwadratu, a drugi bok prostokata jest o 1 cm diluzszy od boku kwadratu.
Oblicz sume pdl powierzchni ograniczonych ramkami wykonanymi z tego drutu.
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12. Obwdd trojkata ABC wynosi 38 cm. Oblicz

dtugosci jego bokow, jesli wiadomo, ze bok AB 2
jest trzy razy dtuzszy od boku AC, a bok BC jest ;
0 4 cm kroétszy od boku AB. S
13. Trapezowysokosci 14 cm ma pole réwne 280 cm?. a
Oblicz dlugosci obu podstaw trapezu, jezeli jed- P=-(a+b)h

na z nich jest o 4 cm dluzsza od % drugiej.

14. Na ilustracji przedstawiono cenniki dwoch firm takséwkowych.

RODZAJ OPLATY TAXI MICHAE  TAXI MONIKA

oplata poczgtkowa 6,00 zT 2,40 z1
oplata za 1 km 1,80 z1 2,40 z1,

a) Zapisz dzialanie, ktore pozwoli obliczy¢ koszt przejazdu 3 km taksowka firmy
Taxi Michat.
b) Ile kilometréw trzeba przejechad, aby koszt przejazdu taksowka kazdej z firm
byt taki sam?

15. Tobiasz jest o 3 lata starszy od swojej siostry Klaudii, a Klaudia jest o 30 lat
mlodsza od ich mamy. Tata ma 40 lat. W sumie cata czwdrka ma 100 lat. Ile lat
ma Tobiasz?

Rozwiaz to zadanie dwoma sposobami: raz za niewiadomg przyjmij wiek Tobia-
sza, a raz wiek mamy. Ktory sposdb jest dla ciebie tatwiejszy?

16. Ukladamy w rzedzie trdojkaty rownoboczne z zapalek jak na rysunku.
a) Ile trojkatow mozemy utozy¢, jesli mamy 101 zapatek? -, =
b) Czy wszystkie te trojkaty utworza trapez (jak na ry-
sunku obok), czy inng figure? A jesli inng, to jaka? __
c) lle zapalek znajdzie sie wewnatrz figury, a ile na je; A .
brzegu?

17. Odpowiedz na pytania dotyczace wieku krewnych Kuby.

a) Kuzyn Kuby, Kacper, ma o 5 lat mtodsza siostre. Siedem lat temu Kacper byt
szesc razy starszy od siostry. Ile lat ma Kacper, a ile jego siostra?

b) Tata oSmioletniego Kuby jest od niego czterokrotnie starszy. Za ile lat tata
Kuby bedzie od niego dwa razy starszy?

c) Kuba ma dwie siostry, Ole i Ele. Ola ma 18 lat, a Ela jest od niej o 4 lata mtod-
sza. Ile lat temu Ola byla dwa razy starsza od Eli?

Wskazowka. Takie zadania warto rozwigzywac za pomocg tabeli.
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18.

19.

1.
V.

W konkursie bylo 20 pytan. Za kazde z nich
mozna bylo uzyska¢ 3 punkty lub 5 punktow.
Uczestnik, ktory poprawnie odpowiedzial na
wszystkie pytania, zdobywal w sumie 70 punk-

tow. Ile bylo pytan za 5 punktow? - Q?

' Waga: 400 4
Pawet kupil 12 jogurtéw. Zaplacit za nie w sumie Caegnaa: 4 Z*g | Waga: 1004
37 zt. lle kupit jogurtéw matych, a ile duzych? Cena: 1,25

. Czwartg cze$¢ wszystkich pasazerow autobusu stanowily kobiety. Na przystanku

wysiadla jedna kobieta i wsiadlo dwdch mezczyzn. Kiedy autobus ruszat z tego
przystanku, kobiety stanowily jedng piatg pasazerow. Ilu pasazerow bylo wtedy
w autobusie?

Wskazéwka. Zadanie mozna rozwigzac za pomocg tabeli.

. Znajd7 za pomocg rownania liczbe o podanych wlasnos$ciach.

a) Suma cyfr tej dwucytrowej liczby wynosi 10. Jesli zamienimy cyfry miejsca-
mi, to otrzymamy liczbe o 36 mniejsza.

b) Suma cyfr tej trzycyfrowej liczby jest rowna 9, przy czym liczba ta ma taka
sama cyfre setek i dziesigtek. Suma tej liczby i liczby otrzymanej po zamianie
miejscami cyfr jednosci i dziesigtek jest rowna 477.

. Oblicz miary katow czworokata przedstawionego na rysunku.
3a+10°

Kamil jest o 4 lata starszy od swojego brata. Brat jest 3 razy mlodszy od Kamila.
Ile lat majg w sumie?

Po podwdrku chodza kury i kroliki. Razem majg 30 gldw i 100 ndg. Ile jest kur?
Narysuj:

» kwadrat i jedna z jego przekatnych,

e trojkat rownoboczny i jedna z jego wysokosci.

Zapisz na kazdym rysunku miary otrzymanych katow.
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Zadania tekstowe z procentami

Na dobry poczatek >

Inwestorzy gieldowi obserwujg notowania na gietdach - ulatwia im to

podejmowanie decyzji dotyczacych np. kupna lub sprzedazy akcji réznych

spolek. Indeks gieldowy pozwala opisac za pomoca jednej liczby zmiany
cen akcji wielu spdlek na danej gietdzie.

= Dzienna zmiana
Indeks Kurs Zmiana Kursu podana
Warszawa gieldowy | zamkniecia | procentowa w procentach

WIG 59 093,68

FTSE 100 7 340,71

Nowy Jork

Dow Jones 20 658,74

NASDAQ 5817,69

Nowy Jork

Nikkei 225 19 085,31

Tokio

1D 1T 1M 3M

DQiD'I 23iD'I DEiDE 2DiD2 DEiDE 23iD3

WIG

Warto$¢ indeksow gieldowych jest podawana w punktach. Powyzej pokazano
warto$¢ roznych indeksow gieldowych pewnego dnia. Zielona strzatka oznacza

wzrost indeksu gieldowego w stosunku do poprzedniego notowania, a czerwona

strzalka - jego spadek.

Wartosé ilu indeksow wzrosta, a ilu zmalata?
Ktory indeks zanotowal najwiekszy procentowy spadek, a ktéry — najwiekszy

procentowy wzrost?
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Przyktad1 )

W czerwcu cene pokoju w pensjonacie ,,Bursztyn” nad morzem @
podniesiono o 30%, a pod koniec wrzesnia obnizono jg o 25%. Po tych dwdch
zmianach cena wynosi 117 zl. Ile kosztowalo wynajecie pokoju przed zmiana-

mi ceny?

¢ Oznaczmy:
X —» poczatkowa cena wynajmu pokoju (w z1) _—
153 — cena wynajmu pokoju po podwyzce w czerwcu (W zt)  przyitad 5

0,75 - 1,3x —» cena wynajmu pokoju po obnizce we wrzesniu (w zt) nas.189.

Ukladamy i rozwigzujemy réwnanie. Sprawdzenie:

0,75 1,3x =117 Po podwyzce: 130% kwoty 120 zt,
_ : czyli1,3- 120zt =156 zt.

o= 114 ol Po obnizce: 75% kwoty 156 zl,

x =120 [z1] czyli 0,75 156zt =117 z.

Odp. Poczatkowo wynajecie pokoju kosztowalo 120 zt.

Cene kurtki obnizono o 20%, a potem jeszcze o 20%. Po tych obnizkach kurtka
kosztuje 288 zt. Ile kosztowala poczatkowo? Ile kosztowala po pierwszej obnizce?

Przyktad2 ) ~N

4

Pani Magda, pan Dariusz i pan Robert pracujg w jednej firmie. Miesieczne za-
robki pana Dariusza sg o 15% wyzsze od pensji pani Magdy, a pana Roberta
— 0 10% nizsze od zarobkdw pani Magdy. Ile zarabia pan Dariusz, jesli wszyscy
troje tacznie zarabiajg 10 980 zt miesiecznie?

Oznaczmy literg x miesieczne zarobki pani Magdy (w zlotych), bo do tej wiel-
kosci odwolujg sie wszystkie informacje w zadaniu. Wowczas zarobki pana Da-

; 115 ; 90
riusza wynoszg 155X, a zarobki pana Roberta 75 x.

Zapisujemy rownanie i je rozwigzujemy.

115

g i T A BIORE -100 Sprawdzenie:

100 100 Pani Magda zarabia 3600 zt,
100x + 115x + 90x = 1 098 000 pan Dariusz 4140 zt, a pan Robert
0,9 - 3600 zt = 3240 zt.
305x = 1098 000 |:305 Razem zarabiaja

x = 3600 [zl] pensja pani Magdy 3600 zt + 4140 7t + 3240 zt = 10980 z1.

Zatem pan Dariusz zarabia % 3600 = 4140 |[z1].

Odp. Pan Dariusz zarabia 4140 zi.
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Cwiczenie 2 > -

W pierwszym miesigcu pracy stazysci Piotr, Arek i Bartek zarobili w sumie
3600 z1. Pensja Arka stanowita 75% wynagrodzenia Piotra, a Bartek otrzymat
o 600 zI mniej niz Piotr i Arek tacznie. Ille zarobil kazdy ze stazystow?

A
Przyktad3 ) \
Puszka farby A jest o0 20% tansza od puszki farby B. Farba A jest mniej wydajna - na
pomalowanie tej samej powierzchni potrzeba jej o 40% wiecej. W efekcie za farbe A
potrzebng do pomalowania mieszkania nalezy zaptacic o 60 zt wiecej niz za farbe B.
[le kosztuje farba A, a ile farba B w ilosci odpowiedniej do pomalowania mieszkania?
Oznaczmy: N
% — koszt odpowiedniej ilosci farby B : |
0,8x — tyle kosztowalaby farba A, gdyby &

byta tak samo wydajna jak farba B ih_
1,4 -0,8x —» koszt odpowiedniej ilosci farby A
Wiemy, ze roznica kosztow farb to 60 zit, czyli:
1,4-0,8x —x =60
e — Sprawdzenie:
Ll = 26 = 1l Koszt farby B: 500 zt.
0,12x = 60 |:0,12 Koszt takiej samej ilosci farby A:
x = 500 [z1] 0,8 - 500 zt = 400 zt.
K d iedniej ilosci farby A:

Koszt zakupu odpowiedniej ilosci farby A to: 125,2550 SOE;ZOZF eI
x+ 60 =500+ 60 = 560 [zl].
Odp. Farba B kosztuje 500 zi, a farba A — 560 zt.

A
Cwiczenie 3 > R

Mieszkanie sklada sie z tazienki,
przedpokoju, prostokatnej kuchni,
sypialni oraz kwadratowego salo- gl N
nu. Kuchnia o powierzchni 7 m* ma 3 '@
szeroko$¢ o 50% mniejszg i dlugosc o 3
0 30% mniejsza niz dlugosc boku salo-
nu. Jakg powierzchnie ma salon?
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> Roztwory

Przyktad4 )

W naczyniu znajduje sie 5 kg roztworu soli o stezeniu 3%. Stezenie procen-

[le soli nalezy dosypac do naczynia, aby uzyskac roztwor towe roztworu
o stezeniu 5%? soli oznacza, jaki
’ , procent masy
¢ W rozwigzaniu tego zadania moze pomoc rysunek. roztworu stano-
Literg x oznaczamy mase dosypanej soli. wi masa soli.
poczgtkowy dosypana otrzymany
roztwor sol roztwor
R e B e
5kg + x kg —p (5+x) kg
W S e
stezenie 3% stezenie 100% stezenie 5%
sOl: 3% z 5 kgto 0,15 kg x kg (0,15 + x) kg
woda:  97% z 5 kg to 4,85 kg 0 kg (4,85 +0) kg
w sumie: 5 kg x kg (5 +x) kg

W poczatkowym roztworze masa soli wynosita:
0,03~ 5 kg=10,15 kp.

Po dosypaniu x kg soli nowy roztwor zawieral 0,15 + x kg soli. Z tresci zadania
wynika, ze iloé¢ ta ma stanowi¢ 5% masy catego roztworu, czyli 0,05 (5 + x).
Zapisujemy odpowiednie rownanie i je rozwigzujemy.

0,05-(5+x)=0,15+x |-100

5:54+x)=15+ 100x Sprawdzenie:

Po dosypaniu soli roztwor bedzie miat
25+ 5x =15+ 100x |[-5x mase:

5kg + 0,105 kg = 5,105 kg,
25=15+95x [-15 w tym:

0,15 kg + 0,105 kg = 0,255 kg soli.
95x =10 [:95 Stezenie bedzie wynosito: % =~ 0,05,

{0 czyli 5%.
x =gz = 0,105 [kg]

Odp. Nalezy dosypac okoto 105 gramdw soli.

Cwiczenie 4 >

[le gramow cukru nalezy dosypac do 180 g roztworu cukru o stezeniu 5%, aby
otrzymac roztwor cukru o stezeniu 10%?
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Przyklads ) <
W naczyniu znajduje sie 10 kg roztworu soli o stezeniu 9%. Ile wody nalezy
dola¢ do tego naczynia, aby otrzymac roztwor o stezeniu 6%?

¢ Litera x oznaczamy mase¢ dolanej wody.

poczatkowy dolana otrzymany
roztwor woda roztwor
10 kg - + X kg —> (10+x) kg
stezenie 9% stezenie O% stezenie 6%
sol: 9% z 10 kg to 0,9 kg 0 kg 0,9 kg
woda: 91% z 10 kg to 9,1 kg x kg (9,1 + x) kg
wsumie: 10 kg x kg (10 + x) kg
Poczatkowy roztwdr zawierat 0,09 - 10 kg = 0,9 kg soli.
Po dolaniu x kg wody masa roztworu wyniosta (10 + x) kg, ale masa soli nie
ulegla zmianie.
Mozemy zatem zapisaC rownanie i je rozwigzac.
0,06 - (10 +x) S 0,9
6% masy nowego roztworu to masa soli
0,06 (10 +x}=10,9 [-100
6- (10 T x) =90 Sprawdzenie:
60 + 6x = 90 |- 60 Po dolaniu 5 kg wody roztwér bedzie
miat mase 15 kg, w tym 0,9 kg soli.

6x = 30 |:6 Stezenie wyniesie wiec
3 = [kg] 0,9 :15=0,06, czyli 6%.
Odp. Nalezy dolac¢ 5 kg wody.

. /
Cwiczenie 5 > N

[le wody nalezy dola¢ do 600 g piecioprocentowego roztworu soli, aby otrzymac
roztwor trzyprocentowy?

Zapamietaj

Dosypanie soli powoduje zwigkszenie stezenia roztworu.
Dolanie wody powoduje zmniejszenie stezenia roztworu.
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@

. Oblicz poczatkowg cene telewizora, jesli wiadomo, ze:

a) po podwyzce ceny o 5% zaplacimy za niego o 40 zt wiecej,
b) po obnizce ceny o 8% kosztuje on 828 zi.

. Bluzka kosztowala tyle samo w kazdym z dwoch sklepow. Jeden ze sklepdw ob-

nizyt ceny o 15%, a drugi o 30% — nowe ceny rdznig si¢ teraz o 18 zt. Ile kosztuje
bluzka w drugim sklepie?

. Wiosng cena nart zostala obnizona o 30%, a jesienig podwyzszona o 35%.

a) Czy teraz narty sg tansze, czy drozsze niz na samym poczatku?
b) Ile kosztowaly narty poczatkowo, jesli po jesiennej podwyzce kosztujg 1134 z?

Po dwoch kolejnych podwyzkach ceny o 10% placimy za 10 litréw benzyny
o0 8,40 zt wiecej. [le kosztowat litr benzyny przed podwyzkami, a ile kosztuje teraz?

. Rowerzysci wybrali sie na czterodniows wycieczke. Drugiego dnia przejechali

0 20% wiecej niz pierwszego, trzeciego — o 10% mniej niz drugiego, a czwartego
— 0 4 km mniej niz trzeciego, czyli tyle samo co pierwszego. Jak dtuga byla trasa?

Podczas wakacji Ola i Julka zarobily w sumie 2500 zt. Gdyby pierwsza z nich za-
robita o 30% wiecej, a druga o 30% mniej, to wynagrodzenie Oli byloby o 650 zt
wyzsze od zarobku Julii. Ile podczas wakacji zarobita Ola, a ile Julia?

Wiasciciel wydawnictwa ,Czarne Psy” zastanawia si¢, czy [Jlimn |
opublikowa¢ kryminat ,,Piwnica w Caffé Falconera”. Obliczyl, B
ze za tlumaczenie, redakcje i opracowanie graficzne ksigz-
ki zaptaci 25000 zl, za reklame 11000 z1, a za papier i druk
6 zt za egzemplarz. Za kazdy sprzedany egzemplarz wydawca
uzyska 15 z1, z czego 10% otrzyma od niego autor, Giuseppe
di Lodelancia.

[le egzemplarzy musi wydrukowac i sprzedac wydawca:

a) aby nie poniesc straty,

W b) aby zysk stanowil 10% przychodu (tzn. pieniedzy uzyskanych ze sprzedazy)?

8. a) W sali jest tylko 50 mezczyzn. lle kobiet powinno przyjsc do tej sali, aby mez-

czyzni stanowili 12,5% obecnych?
b) Z iloma gramami wody nalezy zmieszac 50 g soli, aby otrzymac 12,5-procen-
towy roztwor?

9. a) W stadzie liczagcym 2000 owiec czarne owce stanowig 12% wszystkich

owiec. Ile czarnych owiec nalezy dotaczy¢ do tego stada, aby stanowity one
20% wszystkich owiec?

b) lle cukru nalezy dosypac do 2 kilogramow roztworu cukru o stezeniu 12%,
aby otrzymac dwudziestoprocentowy roztwor cukru?
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10. a) Ile byto kilogramdow szescioprocentowego roztworu soli, jesli po dolaniu do
niego 4 kg wody otrzymano roztwodr czteroprocentowy?

b) Do roztworu soli o stezeniu 10% dodano 0,5 kg soli i otrzymano roztwor piet-
nastoprocentowy. Ile jest w nowym roztworze kilogramow soli, a ile wody?

11. Rozwiaz bez uzycia rownan.

a) W technikum samochodowym w klasie
la jest 25 osob, dziewczeta stanowig 8%
tej klasy. W klasie 1b sg 32 osoby, dziew-
czeta stanowig 12,5% tej klasy. Wszyscy
uczniowie klas l1a i 1b pojechali na wy-
cieczke do Wieliczki. Ile procent uczest-
nikow wycieczki stanowily dziewczeta?

b) Zmieszano 25 g oSmioprocentowego
roztworu soli z 32 g roztworu soli o ste-
zeniu 12,5%. Jakie jest stezenie otrzy-  Kopalnia soli w Wieliczce
manego roztworu?

12. Do naczynia zawierajgcego piecioprocentowy roztwor soli dolano 2 kg dziesie-
cioprocentowego roztworu soli i otrzymano roztwor o stezeniu 7%.

a) Ile bylo roztworu piecioprocentowego?
b) lle kilograméw wody, a ile soli jest w roztworze o stezeniu 7%?
w13 fucja, Maja i Jan pracowali wspodlnie nad projektem. Po jego zakonczeniu otrzy-
mali premie. Lucja otrzymata premie 40% nizsza niz Maja, ale o 40% wyzsza niz
Jan. Premia Mai byta o 400 zt wyzsza od premii Jana. Premie w jakiej wysokosci
otrzymato kazde z nich?

5;?1 4, Swiezo zebrane grzyby zawieraly 90% wody. Po susze-
niu uzyskano 0,6 kg suszonych grzybow, w ktérych woda
stanowita 20% masy. Ile swiezych grzybow przetworzono?

. W tabeli przedstawiono zmiany kursu akcji w kolejnych
miesigcach (wyrazone w procentach).

Nazwa firmy Czerwiec Lipiec
BYCZEK +5 +2
MIS +4 -5

a) O ile procent wzrosta cena akcji irmy Byczek w opisanym czasie?

b) O ile procent spadta cena akcji firmy Mi§ w opisanym czasie?

¢) Pani Jola zainwestowata 1 czerwca 10 000 zt w akcje obu firm. Do konca lipca
zyskala na swojej inwestycji 544 zl. Ile zainwestowata w akcje firmy Byczek,
a ile w akcje firmy Mis?
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1.

V.

Chcemy przygotowac 200 gramow 40-procentowego roztworu kwasu siarkowe-
go. Mamy do dyspozycji tylko roztwory o stezeniu 10% i 50%. Ile wzig¢ jednego,
a ile drugiego?

Wskazowka. Jesli nie umiesz rozwigzac zadania od razu, wykonaj kolejne pole-
cenia.

» Oznacz mase roztworu 10-procentowego w docelowym roztworze literg x. Jak
zapisac wtedy mase roztworu 50-procentowego?

o [le gramow czystego kwasu jest w x g roztworu 10-procentowego? Ile w roz-
tworze 50-procentowym?

o [le gramow czystego kwasu ma byc¢ w roztworze, ktory chcemy uzyskac?
o Jak wykorzystac te informacje do zapisania réwnania?

. Ocet to roztwor kwasu octowego w wodzie. Mozna kupic ocet 6-procentowy lub

10-procentowy. Ile trzeba wzigc poszczegolnych roztwordw, aby uzyskac 100 g
roztworu o stezeniu 9%?

. Ile kosztowat garnitur, jesli po obnizce o 15% jego cena wynosi 807,50 zI?

. Pani Magda dostala 20% podwyzki, a nastepnie jeszcze 25% podwyzki. Teraz

zarabia o 1300 zt wiecej niz przed podwyzkami. Jaka jest jej obecna pensja?

. Ile cukru nalezy dosypac do trzech kilogramdéw jego roztworu wodnego o steze-

niu 10%, aby otrzymac roztwor o dwukrotnie wiekszym stezeniu?
A.0,375 ¢ B.375 g C.3 kg D. 0,6 kg

Kuba, Grzes i Antek otrzymujg od rodzicéw kieszonkowe. Chlopcy zauwazyli,
ze Grzes dostaje o 15% wieksza kwote niz Kuba, a Antek o 5% mniejszg niz
Kuba. W sumie chlopcy dostajg 62 zi.

Wiskaz réwnanie opisujgce tres¢ zadania, jesli x oznacza, ile ztotych kieszonko-
wego dostaje Kuba.

A. 1L15x + 0,95x =62 C. 1,05x + 0,85x = 62
B. 0,15x + 0,5x + x = 62 D. 1,15x + 0,95x + x =62
V. Oblicz.

2) /32 + 42 o) (J17Y &) /1
b) m \/6 ﬁ : \/ﬁ



Przeksztatcanie wzorow

Na dobry poczatek

W Polsce temperatury zazwyczaj wyrazamy, postugujac sie skalg
Celsjusza. Tymczasem w Stanach Zjednoczonych na co dzien
korzysta sie ze skali Fahrenheita (czytaj: farenhajta).

Skala Celsjusza | Skala Fahrenheita
gt Bl o) | e i e
C, F
0— || —120
Anders Celsjusz, == Gabriel Daniel
1701 —1744, V=" — 100 Fahrenheit,
sowedzki 30__ — 1686—1736,
astronom é — 80 ﬁzy Kk HVOdZOhy
20— | = w Gdaisku
— | =60
0— | =
0°C- temperatura — | — M 32°F - temperatura
topnienia lodu — B— | — ——  topnienia lodu
= | — 2
10— =
§ -30— ;—-ﬂl ek v Hﬂﬂkiﬂsvfﬂe e
20— M — 4 Blizzard weather

prevails throughoyt
pPartof New York State.
“Mmperature reported wag
Lake, where the temper-
degrees below zero,

P i

5= the northern

i The Record ¢
from Saranac
1 ature was 33

1 tai{ w Kolbuszowe ?,vykazy\:’zg
rermomett W poiudmﬁ: 44 st. L.y

wet -
1 . 2 w Kaclowej koto Grybowa 2 ™
'L. ! _48 st. C. e
- | -y 1'%
t - temperatura w skali '- " T - temperatura w skali
Celsjusza [°C] 5 | Fahrenheita [°F]

t=(T-32)-2 [°C]
Pytania i polecenia

+ Ztermometru mozna odczytad, ze 0°C to 32°F. Sprawd? to za pomocg obliczen.
» Podaj w stopniach Celsjusza temperature réwna zero stopni Fahrenheita.

« W styczniu 1910 roku w stanie Nowy Jork zanotowano —33 stopnie Fahrenheita. W lutym

1929 roku w Polsce mrozy siegaly prawie —50 stopni Celsjusza. W Kaclowej kolo Grybowa

zanotowano wowczas nieoficjalny rekord temperatury: —48°C. Gdzie bylo zimniej i o ile?
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Wzory opisuja zaleznosci miedzy wielkoSciami. We wzorze znajdziemy infor-
macje, w jaki sposdb, znajac jedne wielko$ci, mozna obliczy¢ inne.

h
7
a
P = lah
pole = podstawa wysokosc

Przyktad1 )

v2

Wzor h = 2% pozwala obliczyc¢, jaka wysokosc¢ h osiggnie cialo podrzucone pio-
nowo w gore z predkoscig poczatkows v. Litera g oznacza wartoS¢ przyspieszenia

ziemskiego (przyspieszenia grawitacyjnego), g = 10 —. Oblicz, jaka wysokos¢
osiagnie pitka podrzucona do géry z predkoscig 10 =

¢  Podstawiamy do wzoru znane wielkosci:

. 2 102 5 [m] Obliczenia na jednostkach:
e = o = 3 A
Pitka osiggnie wysoko$¢ 5 m. T A

Cwiczenie1 >

Jaka wysoko$¢ osiggnie pitka rzucona pionowo do géry z predkoscia 5 5%

Rozwigzmy teraz odwrotny problem.

Przyktad2 )

Oblicz, z jaka predkoscig trzeba rzuci¢ pionowo do gory pitke, aby osiggneta

wysokosc:
a) 1 m, b) 4 m, ¢) 20 m, d) 10 m.
)2
¢ Gdy podstawimy dane do wzoru h = 7 Otrzymamy rownanie:
2 2

all=5 @ b)4 =515

2-10-1=v* Wykonujemy dziatania. 2-10-4 = v?

20 =v*  Wyciaggamy pierwiastek (v > 0). 80 = v*

v=420 ~4,52 v =480 ~8,9|%
Pitke nalezy rzucic¢ do gory Pitke nalezy rzucic¢ do gory

z predkoscia okolo 4,5 - z predkoscia okolo 8,9 -




5. Przeksztatcanie wzorow

Znaczna cze$¢ obliczen powtarza sie w podpunktach a) i b), co wiecej — bedzie
sie powtarzac takze w kolejnych przyktadach. Aby unikng¢ zmudnych rachun-
kéw, mozemy zapisac powtarzajace sie obliczenia tylko raz, uzywajac symboli
literowych, a dane liczbowe podstawic na koncu. Takie obliczenia na symbolach
nazywamy przeksztalcaniem wzoru.

yo = Zgh Wyciggamy pierwiastek {(predkosc nie jest ujemna).

W ten sposob przeksztalciliSmy wzdr, tak aby wyznaczy¢ z niego v. Kolejne
przyktady mozemy rozwigzac teraz bardzo szybko.

c)Dlah=20m:v=ﬁ/2gh=\/2-10-20=\/400=20
d) Dla hh = IOm:v=\/2§h=\/2-10-10=\/2002 14

r 1 r 1

mlg cnlg

L | L |
L ] [ ]

Zapamieta)

Przy przeksztalcaniu wzoréw wolno wykonywac takie same operacje jak przy
rozwigzywaniu rownan. Rdznica polega na tym, ze we wzorze nie tylko niewia-
doma, lecz takze dane s3 oznaczone literami.

Cwiczenie 2 > \

a) Zaleznos$¢ miedzy dlugoscig krawedzi szeScia-
nu a jego polem powierzchni catkowitej jest
opisana wzorem P = 6a°. Wyznacz z niego a.

b) Zaleznos$¢ miedzy dlugoscig krawedzi sze-
Scianu a jego objetoscig jest opisana wzorem
V=a’ Wyznacz z niego a.

Przyklad3 ) \

droga

Predkos$¢ w ruchu jednostajnym obliczamy ze wzoru: v = % (predkosé =
Wyznacz z niego czas.

C2Zas )'

@ =2 |- ¢t
V=3
vi=s |:v
-
t_v
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Cwiczenie 3 >

P T sita
(czsmeme =3 Uwiemhm) wyznacz S.

W | Pry

Ze wzoru okreslajacego ciSnienie p =

Przyktad4 ) \

Przeksztal¢ wzor na pole trapezu P = %(a + b)h tak, aby otrzymac wzor na dtu-
go$¢ podstawy a.

? P=2{atbh |2

2P=(a+b)h |:n
2P

5 — 4 + b -b
2P B . _2p
L~ —b=aczylia="-0.
N S
Cwiczenie 4 > “

Zapisz wzor na obwdd L trojkata rdwnoramiennego o ramionach a i podsta-
wie b, a nastepnie wyznacz z niego b.

1. Z podanego wzoru wyznacz kazda z wystepujacych w nim zmiennych.

a)P{::Pp+Pb b)P:ﬂh C)ﬁ:% d)d:%

2. Ze wzoru na pole trojkata P = %ah, gdzie a jest dlugoscia jednego z bokdw,
a h — wysoko$cia opuszczong na ten bok, wyznacz h.

3. W wysokich goérach, gdzie cisnienie atmosferyczne jest nizsze, woda wrze
w temperaturze nizszej od 100°C. Zaleznos¢ miedzy wysokos$cig nad poziomem
morza a temperaturg wrzenia wody opisuje wzor: £ = 100 — 0,00334, gdzie ¢ jest
temperaturg w stopniach Celsjusza, a i1 — wysokoscia n.p.m. w metrach.

a) Oblicz, w jakiej temperaturze wrze woda
w schronisku na Turbaczu (zbudowa-
nym na wysokosci 1283 m n.p.m.).

b) Z podanego wzoru wyznacz h.

c¢) Oblicz, na jakiej wysoko$ci woda wrze
w temperaturze 85°C, a na jakiej -
w temperaturze 80°C. Korzystajac z atla-
su, wskaz gory o zblizonej wysokosci.




979, Przyblizona pojemno$¢ V beczki o wymiarach przedsta-

5. Przeksztatcanie wzorow

4. Jesli przez urzadzenie elektryczne podtagczone do napiecia U plynie prad o nate-
zeniu I, to w czasie t urzadzenie to zuzywa energie elektryczng E = Ult. Wyznacz
z tego wzoru wszystkie wystepujace w nim wielkosci.

5. Kazdy z podanych nizej wzorow mozna wykorzystac do ©
obliczenia pola powierzchni catkowitej walca (P. — pole
powierzchni catkowitej, P, — pole podstawy, P, — pole po-  #
wierzchni bocznej). Wyznacz ze wzoru podang zmienng. | __.-o___

a) P.=2P,+P,, P, b) P,=2P,+2nrh, r S~ L

6. Przyspieszenie ciala opisuje, jak szybko sie ono rozpedza. Jesli cialo porusza sie
z predkoscia v,, a potem w czasie f rozpedza sie do predkosci v, to jego przy-

; ; ; Y'Y : : ,
spieszenie obliczamy ze wzoru a = —F. Przeksztalé ten wzér tak, aby wyznaczy¢

kazdg z wystepujacych w nim wielkosci.

7. Energie kinetyczng (czyli energie ruchu) ciata obliczamy ze wzoru E = %va,

gdzie m jest masg poruszajacego sie ciala, a v jego predkoscia. Wyznacz z tego
WZOI'u:

a) mase ciata przy danej predkosci i energii kinetycznej,

b) predkos¢ ciata przy danej masie i energii kinetyczne;j.

‘s 8. Biegacze dlugodystansowi zamiast podawac predko$c biegu, uzywajg wielko$ci
zwanej tempem. Tempo wskazuje, ile czasu zajmuje zawodnikowi przebiegniecie
1 km, np. tempo 4:30 min/km oznacza, ze dana osoba przebiega 1 km w czasie

4 min 30 s.

a) Oblicz, z jaka predkoscig w % porusza si¢ biegacz, jesli jego tempo wynosi:

5 min/km, 6 min/km, 7:30 min/km.

b) Zapisz wzor pozwalajacy obliczy¢, z jaka predkoscig v (w %) porusza sie
biegacz, jesli jego tempo wynosi x min/km.

c) Ze wzoru zapisanego w podpunkcie b) wyznacz x.

d) Korzystajac ze wzoru przeksztalconego w podpunkcie c), oblicz tempo biega-
cza przemieszczajgcego sie z predkoscig 10 == Czy wynik zgadza si¢ z wezes-
niejszymi obliczeniami?

wionych na rysunku mozna obliczy¢ ze wzoru:
V=1H(2D?+d%)

Jesli chcemy otrzymac wynik w litrach (czyli decymetrach
szeSciennych), wymiary beczki wstawiamy w decymetrach.

a) Oblicz pojemnosc beczki o wymiarach:
d=80cm,D=120cm, H= 1,5 m.
b) Wyznacz ze wzoru Hi d.
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Pole P kwadratu mozemy obliczy¢ ze wzoru P = a2, a jego obwéd L — ze wzoru

L = 4a. Jak wyprowadzi¢ wzor pozwalajacy obliczy¢ pole kwadratu, gdy zna-
my jego obwdd? Do obliczenia pola kwadratu jest nam potrzebna dtugosc¢ jego
boku. Wyznaczmy jg wiec ze wzoru na obwod:

:£
o 1-

Nastepnie podstawiamy otrzymane wyrazenie w miejsce a do wzoru P = a~,
dzieki czemu otrzymujemy P = (%) :

1. Opor elektryczny R, napiecie U, natezenie pradu [

\ . U

oraz moc P powigzane sg wzorami: P = Ul, R= .

Wyprowadz wzor pozwalajacy obliczy¢ moc, gdy
znamy: A‘ {

a) opoOr i napiecie,
b) opor i natezenie.

 Czyjuzumiem? |

Przyjmijmy oznaczenia:
F - sila, m — masa, g — przyspieszenie ziemskie, d — gestos$¢, V — objetosc,
p — ci$nienie, h — wysoko$¢, E — energia, v — predkosc.

l. Z podanego wzoru fizycznego wyznacz wskazane obok wielkoSci.

a) F=mg, m,g b)d=%, m,V c)p=dgh, dgh
Il. Ze wzoru E = %mv2 + mgh wyznacz:
a) g b) v.

IIl. Na rysunku przedstawiono kwadrat, romb, deltoid i prostokat oraz zaznaczono
ich przekatne. Wypisz wszystkie powstate trojkaty prostokatne.

D C I o N T S




@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

. Wymien wszystkie liczby sposrod: 0, 1, 2, 3, 4, ktére spelniajg réwnanie
x>+ 4x = 5x2.

. Zapisz rownanie odpowiadajgce opisanej sytuacji.

a) W szkolnym barze herbata kosztowala x, a droz-
dzowka byta od niej o 80 gr tansza. Sebastian zaptacit
4 7k 40 gr za jedng herbate i dwie drozdzowki.

b) Kasia ma x lat i jest 3 razy mlodsza od swojego taty.
Razem majg 44 lata.

. Na przyjecie urodzinowe Magda zaprosita kilku chtopcow i dwa razy wiecej
dziewczat. W przyjeciu uczestniczylo tacznie 19 oséb. Ilu chtopcow i ile dziew-
czat zaprosita Magda?

. Sprawd?, czy rownanie jest spelnione przez liczbe 5.

a)7+ 3x=2(4— x) c) 0,5x + 20 = 4,4x

b) 4(6 —x) = 2(x— 3) d) 20+ x=20—[20 — (20 — x)]
. Rozwigz réwnanie.

a)S(x—7)+2=-28 )43 —x)+9=712+ x) + 29
b)2(x—1)+ 3(x+ 1) =26 d)9=5x+6—-5x—-0,6)

. Wyznaczono dwie dziatki budowlane, potozone jak
na rysunku obok. Jedna dziatka ma ksztatt kwadra- ‘
tu, a druga prostokata, ktorego jeden bok jest o 12 m
dtuzszy od drugiego. Do ogrodzenia obu dziatek
i postawienia plotu miedzy nimi potrzeba 180 m
biezacych siatki. W ogrodzeniu kazdej z dzialek za-
montowano brame szerokosci 3 m. Oblicz pole kaz-

dej z tych dziatek.
. Oblicz miary katow trapezu przedstawionego na ry- %
sunku obok.
\
. Wyznacz U oraz I z podanego wzoru. A dvxﬂ) |

a) P=UI b) R="

. Cene krzesla podniesiono o 10%, a nastepnie obnizono o 20%.

a) O ile procent cena krzesta jest teraz nizsza niz na poczatku?
b) Cena krzesta wynosi obecnie 176 zt. lle wynosilta na poczatku?




Powtdrzenie V

+ . + . .« F + + r + 1 -
1. Jakie wyrazenie mozna wstawi¢ w miejsce ¥, aby réwnanie (2x — 3)- 5= 3xt &
a) mialo dokfadnie jedno rozwigzanie,
b) nie miato rozwigzania,

¢) miato nieskonczenie wiele rozwigzan?

2. Czyréwnania x> + 1 = 26 oraz 5(x — 2) = x + 10 sa réwnowazne (tzn. maja takie
same rozwigzania)? Wybierz odpowiedz TAK lub NIE i jej uzasadnienie sposrod

zdan A-C.
TAK A.  x = 0 nie jest rozwigzaniem zadnego z tych réwnan
o B.  liczba 5 spelnia kazde z tych roéwnan
poniewaz
NIE ¢ rownanie x” +1 = 26 ma dwa rozwigzania, a réwnanie

5{(x — 2) = x + 10 ma tylko jedno rozwigzanie

3. Pani Barbara jest trzy razy starsza od swojej corki. Pie¢ lat temu byta starsza od
corki czterokrotnie. Ile lat ma pani Barbara?

4. Ania, Janek i Marek majg razem 670 zt oszczednosci. Ania ma o 30 zt wiecej niz
Janek, a Marek — dwa razy wiecej pieniedzy od Janka. Ile pieniedzy ma kazde
z dzieci?

5. Poczatkowo na zajeciach teatralnych dziewczyny stanowity 75% liczby wszystkich
obecnych. Gdy przyszly jeszcze 3 spdznione kolezanki, okazalo sig, ze dziewczyny
stanowig 80% liczby obecnych. Ilu chtopcow jest na zajeciach?

6. Mama przygotowala zalewe do ogdorkow kiszonych: zmieszata 12 g soli z woda
i otrzymala kilogram zalewy. Okazalo sie, ze otrzymany roztwor jest za staby.
Ile soli trzeba dosypad, aby otrzymac zalewe piecioprocentowg?

7. W dzbanku znajduje sie 500 g roztworu cukru o stezeniu 15%. lle graméw wody
nalezy dolac, aby otrzymac roztwor o stezeniu 12%?

8. W 18 kg mieszanki orzechéw 60% to orzechy wilo-
skie. Oblicz, ile kilogramdéw orzechow wiloskich na-
lezy usungd, aby otrzymac mieszanke zawierajacg
55% orzechow wloskich.

9. Ze 150 kg roztworu soli odparowano 60 kg wody
i otrzymano roztwor o stezeniu 5%. Oblicz stezenie
procentowe roztworu przed odparowaniem wody.

10. Podaj wzdér na pole P rombu o przekatnych e i f. Z zapisanego wzoru wyznacz f.

b
b
S
5] L]
%}ﬂiﬁ %“‘&
oz b



Paradoks blizniat

Czy wiesz, ze czas plynie wolniej, gdy sie poruszamy?

Wyobraz sobie dwdch 30-letnich
braci blizniakow, z ktorych jeden
wybral sie w podroz kosmiczna
z bardzo duza predkoscia (pred-
kos$¢ te obliczysz w zadaniu 9).
Gdy w statku kosmicznym minat
rok, 31-letni astronauta wrocit
na Ziemie¢. Tam spotkal swojego
70-letniego brata — na Ziemi bo-
wiem minelo az 40 lat.

Takie zdarzenie nie miato dotad miejsca, poniewaz nie dysponujemy dostatecz-
nie szybkimi statkami kosmicznymi, a roznica uplywu czasu jest tym wieksza,
im szybciej sie poruszamy. Zaczyna ona by¢ zauwazalna, gdy zblizamy sie do
predkosci swiatla wynoszacej 300 000 %, czyli ponad miliard % Osiagniecie,
a tym bardziej przekroczenie tej predkosci, jest niemozliwe. W stosunku do tak
olbrzymiej wielkos$ci nawet nasze rakiety poruszaja sie powoli.

Roznice w uplywie czasu opisuje wzor:

f=ty-of 1~ ()
w ktorym:

I, — czas, ktory mingl wedlug obserwatora w ruchu (np. blizniaka astronauty),

ty — czas, ktory minal wedlug obserwatora, ktory sie nie porusza (np. blizniaka
na Ziemi),

v — predkosc ruchu blizniaka astronauty wzgledem jego
brata na Ziemi,

¢ — predkos$¢ swiatla w prozni, wynoszaca 300 000 %

Ten wzor wyprowadzil Albert Einstein na poczatku
XX wieku. Dopiero 66 lat pdzniej, w 1971 roku, wyko-
nano doswiadczenie, w ktérym jeden z dwdch bardzo
dokladnych zegaréw przewieziono samolotem dookota
Swiata. Po powrocie spdzniat sie on w stosunku do cze-
kajgcego bez ruchu ,,zegara blizniaka”.

. W ktorym roku Albert Einstein wyprowadzil wzor opisujacy réznice w uplywie
czasu?




/adania na temat...

2. Oblicz, jaka czescig predkosci swiatla jest:

a) predko$¢ rowerzysty réwna 6 < (czyli okoto 20 %),
b) predko$¢ samochodu réwna 30 5 (czyli okoto 100 kTm),
c¢) predkosc rakiety lecacej na Ksiezyc rowna 11 %

Wskazowka. Zwrdc¢ uwage na jednostki: 1 km = 1000 m, wiec 1 % = 1000

m
S

7 3. Astronauta wystartowatl z Ziemi 1 stycznia 2117 roku i wrécit, gdy na naszej

planecie mineto 300 dni. Podczas podrozy jego predkosc byla réwna 297000 —-.

[le dni minelo wedtug astronauty?

4. Astronauta wylecial z Ziemi 1 stycznia 2117 roku i wrdcit, gdy wedlug zegarow
w jego statku kosmicznym i wedlug jego poczucia czasu mingt rok. Poruszat sie
w tym czasie z predkoscia rowng 99,9% predkosci swiatla (v = 0,999¢). Ktory
rok byl na Ziemi, gdy tam wrdcil?

5. W lutym 2017 roku odkryto uktad planetarny zawierajacy az siedem planet po-
dobnych do Ziemi. Trzy z nich znajduja sie w takiej odleglosci od swojej gwiaz-
dy, ze nie jest tam ani za zimno, ani za gorgco i by¢ moze na ktorej$ z nich ist-
nieje zycie. Planety te znajduja sie az 40 lat swietlnych od Ziemi, tzn. swiatlo
przebywa odlegloé¢ od nich do Ziemi w czasie 40 lat. Zaden statek kosmicz-
ny nie moze osiggnac¢ ani tym bardziej przekroczyc predkosci swiatta, jednak
w miare rozwoju techniki predkos¢ naszych pojazddow moze sie zblizac¢ do pred-
kosci swiatla. Czy astronauci wyslani na te planety mogliby tam dotrzec i nie ze-
starzec sie o0 40 lat? Czy mogliby potem wrdcic i opowiedziec nam, co widzieli?

7 6. Rowerzysta jechat z predkoscig 6 < przez godzine (wedlug zegara na wiezy ratu-
sza). Oblicz, o jaki utamek sekund krotszy byt czas wycieczki wedlug rowerzysty.
Dlaczego na co dzien nie obserwujemy takich roznic czasu?

Wskazowka. Obliczenia najwygodniej wykonywac za pomocg kalkulatora nauko-
wego (moze to by¢ kalkulator w komputerze przelagczony na widok naukowy).

7. Osoby, ktore amatorsko uprawiaja sport, np. biegaja lub jezdza na rowerze, wol-
niej sie starzeja. Czy wynika to z podanego wzoru?

8. Jaki wynik dalby podany wzor, gdyby ruch odbywat sie z predkoscig swiatla albo
szybciej? Dlaczego nie jest to problemem?

9. Ze wzoru podanego na s. 239 wyznacz v. Oblicz, z jaka predkoscig trzeba sie¢
poruszac, aby czas ptynat 40 razy wolniej niz dla oséb spoczywajacych (a wiec
np. aby okresowi 40 lat na Ziemi odpowiadat okres 1 roku dla podrozujacego
blizniaka).



1. Przyjrzyj sie kolejnym réwnaniom. Kazde z nich ma dwa rozwigzania. Znajdz je.
() ]|x]=4 2)Ix+1]=4 (3)13x+1]=4 (4) 3|x|+1=4

2. Przyjrzyj sie kolejnym réwnaniom. Kazde z nich ma jedno rozwigzanie. Znajdz je.
(1) 2 =32 (3) 5-2°= 40 (5) 4-2+7 =39 (71 9%-2 =512
(2) 2" =32 (4) 2%%% = 32 (6) 27-27-2"=8 (8)2°-4"=64

3. W spotkaniu w domu kultury brato udzial 180 osdb, dla ktorych ustawiono facz-
nie 60 krzeset i trzyosobowych kanap. Niestety nie dla wszystkich wystarczyto
miejsc siedzgcych. Stosunek liczby 0sob stojacych do siedzacych byt rowny 1 : 4.
Oblicz, ile kanap ustawiono.

4. Babcia i dziadek majg w sumie 140 lat. Dziadek ma ;"W“fm e, |
dwa razy tyle lat, ile babcia miata wtedy, kiedy dzia- = ’f TR —
dek miat tyle, ile babcia ma teraz. Ile lat ma babcia,

b

a ile dziadek? !
Wskazowka. Dziadek ma x lat, a babcia (140 — x) lat. S gRs=
Ktore z nich jest starsze? Zapisz w postaci wyrazenia, | \|

jaka jest miedzy nimi réznica wieku. Ile lat temu byto | |
~-wtedy ¢ Ile lat miata wtedy babcia?

5. Z powodu problemdw tirmy, w ktorej pracuje pan Jan, kierownictwo podjeto
decyzje o obnizce pensji. W jej wyniku pan Jan otrzymat w lutym o 10% nizsza
pensje niz w styczniu. W marcu jego zarobki zmalaly o kolejne 10% w pordw-
naniu z poprzednim miesigcem. Lacznie w pierwszym kwartale roku pan Jan
zarobit o 1160 zt mniej, niz oczekiwal. Ile wynosita pensja pana Jana w styczniu?

Wzory pozwalajg nie tylko obliczy¢ jedng wielkosc, kiedy znamy inne, lecz tak-
ze zorientowac sie, jak zmienia si¢ jedna wielkos¢, gdy zmieniajg sie inne.
6. Rozwazmy wzor na predkosc: v = % Jak sie zmieni predkosc¢ v, gdy:
a) droga s zwiekszy sie 2 razy, czyli w tym samym czasie pokonamy 2 razy wiek-
sz3 odleglosc,
b) czas t zwiekszy sie 2 razy, czyli pokonamy te sama droge w 2 razy dluzszym
czasie?

7. Rozwazmy wzOr na energie kinetyczna: E = %va. Jak sie zmieni E, gdy:

a) masa m zwiekszy sie 2 razy, b) predkos¢ v zwiekszy sie 2 razy?



Twierdzenie Pitagorasa

Na dobry poczatek )

Cukiernia ,,Zloty pociag” slynie z gorzkiej czekolady.
Najpopularniejsze s3 kwadratowe tabliczki pakowane po trzy.
Kazda z nich ma inne wymiary, tak dobrane, ze po zetknieciu
tabliczek naroznikami powstaje tréjkat prostokatny.

-
L

Pytania i polecenia

» Popatrz na rozpakowane czekolady.

Czy wiecej kostek zawierajg dwie mniejsze,
czy jedna duza tabliczka czekolady?



1. Twierdzenie Pitagorasa

Stowo ,twierdzenie” w matematyce oznacza zdanie, ktére mozna uzasadnic.
Wiele twierdzen znasz, cho¢ moze nie wiesz, ze tak je nazywamy. Oto przyklady:
— Jesli liczba jest podzielna przez 6, to jest parzysta.

J
. i o,

— Kwadrat ma przekatne rownej diugosci. L%’ ’?@%/

. . .. S 2
Teraz poznasz nowe twierdzenie. Dotyczy ono troj- 2 ’0%4
katow prostokatnych. Na rysunku obok przypomi- % s
namy nazwy bokow w takim trdjkacie. S Lo

przyprostokatna

Zapamietaj

Twierdzenie Pitagorasa

W tréjkacie prostokgtnym
suma kwadratow diugo- C

i ° - a2+ b2 = c?
Sci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dlugosci
przeciwprostokatne;.

Czy wiesz, ze...

Pitagoras z Samos (ok. 580 p.n.e. — ok. 496 p.n.e.) byt greckim
matematykiem i filozofem. Zatozyt zwiazek religijno-polityczny,
w ktorego dorobku znalazto sie wiele odkry¢ naukowych,
szczegOlnie z dziedziny matematyki. Zwigzek ten przetrwat az do
potowy IV w. p.n.e. Sam Pitagoras nie pozostawit zadnych prac.

Przyktad1 ) .

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 9 cmi 12 cm. Oblicz
diugos¢ przeciwprostokatnej tego trojkata.

¢ Wykonujemy rysunek pomocniczy. Oznaczamy
przez a i b dtugosci przyprostokatnych trojkata,

a przez ¢ — dlugosc przeciwprostokatne;j. a=9cm
Wowczas na mocy twierdzenia Pitagorasa:
c? = g% + b? [
5 5 2 b=12cm
c"=9"+12
]
c2 =81+ 144 * Réwnanie 2 = 225 ma dwa

> rozwigzania:c = 15ic=-15.
™= 225 Jednak w tym zadaniu ¢ jest

o= 225 dtugoscig boku trojkata, wiec
jest liczba dodatnia.
c =15 [cm]

Zatem przeciwprostokatna tego trojkata ma dtugos¢ 15 cm.

. A




VI. Trojkaty prostokatne

Cwiczenie 1 > y

Oblicz dlugosc przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokatnych
dlugosciaib.

d) d = 36, =4 ¢ii

b)a=15cm, b=20cm :
¢yd = 5€m, b= T2 o

Czy wiesz, ze...

Kwadrat diugosci odcinka to inaczej pole
kwadratu, w ktérym ten odcinek jest bokiem. P=4’
Dlatego drugg potege nazywamy kwadratem.

Twierdzenie Pitagorasa mozemy wiec zapisac
w nastepujacej formie:

Suma pdl kwadratéw zbudowanych
na przyprostokatnych trojkata prostokatnego P=a’|q
jest rowna polu kwadratu zbudowanego B
na przeciwprostokatnej tego tréjkata.

P1+P2=P3

Przyktad2 ) N

Oblicz obwod trojkata prostokatnego o przyprostokatnych diugosci
a=3cmib=6cm.

¢ Wykonujemy rysunek pomocniczy, a nastepnie obliczamy dlugos¢ przeciwpro-
stokatnej c, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa.

2 =a>+ b’

¢t =324+6°

c?=9+36 a=3cm -

c* = 45 o

c =445 b=6cm
c=3y/5 [cm]

Obwdd tego trojkata wynosi:
34+6+3/5=9+3/5 [cm].




1. Twierdzenie Pitagorasa

Cwiczenie 2 >

Oblicz obwod trojkata prostokatnego o przyprostokatnych dlugosciai b.
a)a=2cm,b=4cm
b)a=4cm,b=6cm

c)a=T7Tcm,b=24cm

Przyklad3 )

Dwa boki trojkata prostokatnego, z ktorych jeden jest przeciwprostokatng, maja
diugosci 30 cm i 50 cm. Oblicz diugos¢ trzeciego boku.

Wykonujemy rysunek pomocniczy, na ktorym zaznaczamy dane. Pamietamy
przy tym, ze przeciwprostokatna jest najdluzszym bokiem trojkata prostokatnego.
Dtugos¢ trzeciego boku oznaczamy litera a.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

a’+ 30% = 50°
a* + 900 = 2500
2 50 cm
a* = 2500 — 900 30 cm
a” = 1600
a =40 [cm] = a

Druga przyprostokatna ma dlugosc¢ 40 cm.

Cwiczenie 3 >

Dane sg dwa boki trdjkata prostokatnego, z ktdrych jednym jest przeciwprosto-
katna. Oblicz dlugosc trzeciego boku.

a) 12 cm, 20 cm
b) 8 cm, 6 cm
¢c) 6 cm, 9 cm

Dobra rada

Zawsze zastanow sie, ktory bok obliczasz:
najdtuzszy czy jeden z krotszych.

Obliczamy jeden z krotszych bokow,
wiec musimy odejmowac.




VI. Trojkaty prostokatne

Nie zawsze boki trojkata prostokatnego oznaczamy literamia, b i c.

Przyktad4 ) .

Zapisz réwnosc, ktora wynika z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata przedstawio-
nego na rysunku.

a) b)

y m+ 1

-

" k

. 2
¢ a) Dlugosci przyprostokatnych oznaczono literami x i z, a dlugosc¢ przeciwpro-
stokagtnej — literg y. Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa dla tego trojkata za-

chodzi rownosé:

& x2+z2= y2.
b) Dtugosci przyprostokatnych oznaczono wyrazeniami 7 im + 1, a dlugos¢ prze-
ciwprostokatnej - literg a. Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa dla tego trojkata

zachodzi rownosc:
k\2 2 D
(5) s (m + 1) = i
Mozemy takze zapisac:
2

\ THm+1) =a’ ;

Cwiczenie 4 > ~

Zapisz rownosc, ktora wynika z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata przedstawio-
nego na rysunku.

a) k b)
2/ 3y

W3

24

Przyktad5 )
Oblicz odleglosci punktu P od punktéw A, B, C lezacych na prostej /, @
korzystajac z danych zamieszczonych na rysunku ponize;.

P




1. Twierdzenie Pitagorasa

¢ Odleglosci punktu P od punktow A, B, C sg rowne odpowiednio dlugo$ciom
odcinkow PA, PBi PC. Zauwazmy, ze odcinki te sg bokami trzech réznych troj-
katéw prostokatnych — odpowiednio ACP, BCPi CDP. Korzystamy z twierdzenia
Pitagorasa. Poniewaz dtugosci dwdch bokow CD i DP tréjkata CDP sg znane,

zaczynamy od obliczenia dtugosci odcinka PC.
Dla trojkata CDP:

PC? + CD? = DP?, czyli PC* + 3% = 5°.

Z tego wynika, ze:

PC*=5%-3%=25-9= 16, zatem PC = 4.

Nastepnie znajdujemy dlugosci odcinkdéw PB i PA.

Dla trojkata BCP: PB* = PC*+ 7% = 16 + 49 = 65, zatem PB = /65.
Dla trojkata ACP: PA?= PC*+(5+ 7)2 = 16+ 144 = 160, zatem

PA =4/160 = 44/10.

Odlegtoéé punktu P od punktu A jest réwna 4410, od punktu B wynosi y/65,
a od punktu C wynosi 4.

Cwiczenie 5 > \

Oblicz dlugosci odcinkow AP, CP i DP. Ktory z tych odcinkdw jest najkrotszy?

* Dtugosc najkrotszego
odcinka tgczacego punkt P

] z prostg ! to odlegtosc

punktu P od prostej /.

<) 1. Wykonaj polecenia. » Jesli poprawnie rozwigzesz trzy kolejne przyklady z jed-
nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

poziom A> Zapisz rownoS¢, ktora wynika z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata na rysunku.

< P4 a) ; C) e) 18
\ y <
d k
o (o 2a ¢
5 6
s a-2 f)
2 p
f k
5

b) d)

x+1




VI. Trojkaty prostokatne

poziom B> Dane sg dlugosci przyprostokatnych trdjkata prostokatnego. Oblicz dlugos¢

& P1 jego przeciwprostokatnej. Do obliczen mozesz uzy¢ kalkulatora.
a) 10,24  b) 72,21 c)12,35  d) 18,80  e) 105,100 f) 16,30

poziom C> Dane sg dlugosci dwoch bokdéw trojkata prostokatnego. Jeden z nich jest prze-

€ P3 ciwprostokatng. Oblicz dtugos¢ trzeciego boku. Do obliczen mozesz uzy¢ kal-
kulatora.

a) 15, 39 b) 58, 40 c)68,32  d)§, 17 e) 37, 12 f) 7,25

poziom D> Oblicz dtugosc trzeciego boku trojkata. Do obliczent mozesz uzy¢ kalkulatora.

a) 15 C) e) .
/ :
8
X 5
13
b) d) f)
X
7 / 29
24 24  x
51 7
70 20

MISTRZ> Oblicz dlugosc¢ odcinka oznaczonego liters.

a) c)

b i
10 ‘

15 2




1. Twierdzenie Pitagorasa

2. Oblicz dtugosc trzeciego boku trdjkata. » Jesli poprawnie rozwigzesz dwa przy-
ktady z jednego poziomu, mozesz przejs¢ na nastepny poziom.

A
=

poziom A> a) C) o © E) 2
" / \ 2
5
d) 7 )
{ X

poziom B> a) ‘/ﬁ C) X E)

243
2
24/5 2
m X
d) f)
3¢5
e
g X

poziom ¢ » Pamietaj o wylaczeniu liczby przed znak pierwiastka.

a) - c) 347 e)

6
< - “
- 3
X / g ¢
b) d) ; f)
8/
& m/ m&
5 X

3. Oblicz:
a) dlugosc krotszej przyprostokatnej trojkata prostokatnego, jesli jego najdiuzszy
bok ma 24/3 cm, a éredni /10 cm,
b) dlugos¢ podstawy trojkata prostokatnego rownoramiennego, ktérego ramie
ma dtugos$é 5¢/8 cm,
C) ob\/@d trojkata prostokatnego rownoramiennego o przyprostokatnej dlugosci
Ty 2 cm.

Zanim przystapisz do obliczen, wykonaj rysunek i zapisz na nim podane dtu-
gOSCl.




VI. Trojkaty prostokatne

4. Oblicz pole kwadratu K, jesli wszystkie figury zbudowane na bokach trojkata
prostokatnego to kwadraty. Wykorzystaj informacje podane na rysunku.

5. Odczytaj z kratki dtugosci przyprostokatnych narysowanych trojkatéw i oblicz
dtugosci ich przeciwprostokatnych.

C K M. p R
B o >
A L 1 ¢m
L

6. Oblicz dlugos¢ przekatnej prostokata ABCD.

a) b) ¢)| D C
D (e
D C
A B
A B
A B

Czy wiesz, ze...

Okreslajgc rozmiar telewizora, podajemy dtugosc
przekatnej jego ekranu. Informacje te zwykle wyraza sie
w calach (1 cal = 2,54 cm). Wedtug zalecen specjalistow
miejsce, z ktdrego ogladamy telewizje, powinno
znajdowac sie w trzykrotnie wiekszej odlegtosci od
telewizora niz dtugos¢ przekatnej jego ekranu.

7. Ewa ma 35-calowy telewizor. Wyznacz wymiary jego ekranu w calach i centyme-
trach (z doktadnos$cia do 1 cm), jesli jego wysokos¢ wynosi 21 cali.




1. Twierdzenie Pitagorasa

8. Ania chce kupi¢ do komputera monitor o rozmiarze nieprzekraczajagcym 22 cali.
Czy monitor o wymiarach 18 cali x 12 cali spelnia ten wymog?

9. Obecnie na rynku sg dostepne telewizory 90-calowe.

~a) Z odlegltosci ilu metréw powinnismy ogladac telewizje, majgc taki telewizor?
& b) Czy telewizor 90-calowy o wysokosci 1,1 m zmiesci sie do szafki RTV o szero-
kosci 2 m?

10. Oblicz obwodd i pole prostokata ABCD.

a) D C b) D C c) D C
17 cm
18 cm 30 cm 16 cm 24 cm
A 15¢cm = A B
A B

m 11. Z kwadratowego arkusza kartonu o boku dlugosci

50 cm odcieto w czterech narozach trojkaty prosto-
katne o przyprostokatnych dlugosci 18 cm i 24 cm.
Ile jest rowny obwdd czesci arkusza pozostatej po
odcieciu narozy?

. Drabine dlugosci 6,1 m oparto o sciane budynku.
Podstawa drabiny odsunieta jest od sciany o 1,1 m
(rysunek obok). Jak wysoko siega drabina?

13. Tomek, stojagc w oknie swojego pokoju, puszczal lusterkiem zajgczki w kierunku
trawnika przed domem. Zajaczki byly widoczne na trawniku w punkcie P w od-
leglosci 8 m od domu. Oblicz odleglos¢ miedzy lusterkiem a punktem P, jezeli
lusterko znajdowato si¢ na wysokosci 6 m nad ziemia.

14. Punkty A i B naleza do prostej m. Oblicz odlegtos¢ punktu P od prostej m, jezeli
odcinek PB jest prostopadly do prostej m oraz AB = 2,4 cm, AP = 2,5 cm.

15. Oblicz obwodd i pole prostokata, jesli jeden jego bok jest:

a) dwa razy diuzszy od drugiego, a jego przekatna ma dtugosé 44/5 cm,
b) trzy razy dtuzszy od drugiego, a jego przekatna ma dtugosé¢ 5410 cm.

16. Jedna z przyprostokatnych trdjkata prostokatnego jest 3 razy dluzsza od drugiej,
a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 84/10. Oblicz dtugoéci przyprostokatnych tego
trojkata.

17. Jedna z przyprostokatnych trdjkata prostokatnego ma dtugosc 4 cm, a druga jest
trzy razy krotsza od przeciwprostokatnej. Oblicz obwdd tego trojkata.




VI. Trojkaty prostokatne

Wyobraz sobie model trdjkata zbudowany z dwoch li- \
stewek potgczonych zawiasem oraz gumki taczacej ich ¢ \ 4
przeciwlegle konce. Listewki majg okreslone dlugosci
a i b, natomiast dlugos¢ gumki (c¢) zmienia si¢, w miare \
jak gumka rozciaga sie lub kurczy. | b

Listewki ustawiamy tak, aby tworzyly kat prosty. Wowczas zgodnie z twierdze-
niem Pitagorasa zachodzi réwnos¢ a® + b? = ¢2.

. Zmieniamy kat miedzy listewkami, tak aby gumka sie skurczyla. Czy rownosc

a® + b? = ¢* nadal jest spelniona? Jeéli nie, to jaka nieréwnoécia mozemy ja za-
stapic? Czy kat miedzy listewkami jest ostry, czy rozwarty?

. Co sie stanie, gdy gumke rozciggniemy?

. Przepisz i uzupelnij twierdzenie.

Jesli a, b, c sg bokami trojkata, to:

e gdy a” + b* > ¢?, to kat naprzeciwko boku c jest ...
e gdy a” + b* = ¢2, to kat naprzeciwko boku c jest ...
e gdy a” + b* < ¢?, to kat naprzeciwko boku c jest ...

. Czy trojkat o podanych bokach jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny?

a)3,3,5 b) 4,4, 5 c)3,5,5

. Jedna z przyprostokatnych trdjkata prostokgtnego ma dtugosc 9, a przeciwpro-

stokatna ma dtugoé¢ 5¢/5. Jaka dtugoéé ma druga przyprostokatna?

Oblicz obwod trojkata przedstawionego na rysunku.

7.5 12,5
5
- B

Drabina oparta o $ciane domu siega na wysokos¢ 6 m. Podstawa drabiny odsu-
nieta jest od sciany domu o 1,75 m. Oblicz dlugosc tej drabiny.

V. Oblicz.

3
fﬁ:(219.221) . {530,376
2118 817_103[}
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Na dobry poczatek >

Kubizm to kierunek w malarstwie i rzezbie, ktéry rozwinal sie we Francji
na poczatku XX wieku. Nie stosuje sie¢ w nim zasad perspektywy,
a kompozycje upraszcza si¢ do geometrycznych ksztaltéw.
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Martwa natura z gitarg
Juan Gris, 1913

Pytania i polecenia

» Powyzej pokazano obraz olejny hiszpanskiego przedstawiciela kubizmu -
Juana Grisa. Przyjrzyj sie, w jaki sposob artysta wykorzystal geometryczne
figury do przedstawienia rzeczywistosci. Czy potrafisz znalez¢ na obrazie

trojkaty prostokatne?




VI. Trojkaty prostokatne

Przyktad1 )

Oblicz pole trojkata rownoramiennego o ramieniu 13 cm i podstawie 10 cm.

¢ Narysujmy ten trojkat. Pole trojkata obliczamy ze wzoru P = %ah. Zaznaczmy
na rysunku wysokosc h.

Zauwazamy, ze dzieli ona nasz trojkat na dwa tréojkaty prostokatne. Dla kazdego
z nich mozna zapisac twierdzenie Pitagorasa.

2+ (3 =
h*+5%=13"

h?=132—-52=169—25= 144
h=4144 = 12 [cm]

W takim razie:
P=2ah=710-12 =60 [cm?].
Pole trojkata wynosi 60 cm?.

Cwiczenie 1 >

Wysokos¢ trojkata rownoramiennego wynosi 8§ cm i opuszczona jest na podstawe
o dtugosci 12 cm. Oblicz dtugos¢ ramienia tego trojkata.

Dobra rada

Twierdzenie Pitagorasa stosujemy czesto w zadaniach, w ktdrych nie ma mowy o tréjkqcie
prostokqgtnym. Wtedy gtdwna trudnosc¢ polega na tym, aby taki trojkqt zauwazyc.

\

Przyktad2 )

Oblicz wysokos¢ rombu o przekatnych diugosci 18 cm i 24 cm.

¢ Wysokos¢ wystepuje we wzorze na pole: P = ah (romb
jest rownoleglobokiem). Oznacza to, ze jesli znamy pole

i dlugos¢ boku rombu, mozemy obliczy¢ jego wysokosc.
Oznaczmy bok rombu przez a i obliczmy jego dlugosc.
Przekatne rombu sg prostopadte i dzielg sie na potowy,
zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa:

a’=9%+127
a’ =81+ 144
a’=1225

a=15[cm]
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Obliczamy pole rombu, wykorzystujac dlugosci przekatnych.

P=2=1216 [cm’]

Otrzymane wartosci podstawiamy do wzoru na pole rombu P = ah, gdzie
h jest szukang wysokoscig.

216 = 15h
h=14,4 [cm]

Wysokosc¢ rombu jest rowna 14,4 cm.

Cwiczenie 2 > “

Oblicz wysoko$¢ rombu o przekatnych diugosci 16 cm i 30 cm.

Przyklad3 ) \

Podstawy trapezu rownoramiennego maja dlugosci 12 cm i 28 cm. Oblicz dtu-
go$¢ przekatnej tego trapezu, jezeli jego ramie ma dlugos¢ 17 cm.

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku. D 12cm C
Do obliczenia dtugosci przekatnej trapezu wy-
korzystamy twierdzenie Pitagorasa dla trdojkata

5 5 , S , 17 cm
DEB. Wczesniej musimy obliczy¢ pomocnicze
dhugosci: x oraz h.

N
Krok 1. 5 F x| B
Zauwazmy, 7e: AB=x+EF+xi EF=12 cm. ¢ 28 "
¢ 33 cm

Stad obliczamy diugos¢ x.
28 =2x + 12
2x = 16, czyli x = 8 [cm]
Krok 2.
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojka- D 12cm C

ta AED i obliczamy wysokosc h.
AE* = DE* + AD"

82+t =17

h* =289 — 64

h* =225

h=15|cm]

Krok 3.

Obliczamy dlugos¢ boku EB trojkata DEB: EB = EF+x =12+ 8 = 20 [cm)].
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Krok 4.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojka-
ta DEB i obliczamy dlugos¢ przekatnej trapezu.

DB? = EB* + DE?
d* = 20% 4152
d? = 400 + 225
d° = 625 A
d= 25 [em]

Przekatna trapezu ma dlugosc¢ 25 cm.

17 cm

Cwiczenie 3 > \

Dany jest trapez rownoramienny o podstawach dlugosci 16 cm i 56 cm oraz
ramieniu dlugosci 25 cm. Oblicz diugos¢ przekatnej tego trapezu.

Przyklad4 )

Aby wzmocni¢ prostokatng drewniang ramke o wymiarach 5 e
20 cm x 30 cm, tgczymy dwoma kawaltkami drutu jej prze-
ciwlegte wierzchotki. Jaka dlugo$¢ ma kazdy z tych kawatkéw?

@

¢ Oznaczmy literg x dlugosc jednego kawatka drutu. Zgodnie
z twierdzeniem Pitagorasa:

x* =207+ 30°
x2 = 400 + 900 = 1300
x=41300 = 10/13

Potrzebujemy kawalka drutu o dtugosci 10413 cm. Oczywiécie na zadnej miar-
ce nie ma kreski z napisem ,,104/13” Musimy wiec znalez¢ przyblizona warto$é
tej liczby w postaci utamka dziesietnego. Za pomoca kalkulatora w komputerze
mozemy obliczy¢, ze:

104/13 cm =~ 36,05551275463989 cm.

30 cm

Nie nalezy jednak podawac odpowiedzi z takg doktadnoscia. Czternascie miejsc
po przecinku oznacza, ze chcemy zmierzy¢ dlugosc kawatka drutu z doktadno-
$cig do 101 cm, czyli z dokladnoscia do érednicy jadra atomowego. W rzeczy-
wisto$ci nie zmierzymy kawalka drutu z doktadnoscia wieksza niz 1 mm, wiec
z taka dokladnoscig nalezy podac wynik:

104/13 cm =~ 36,1 cm.

W praktyce trzeba wzig¢ drut nieco dltuzszy, zeby go przymocowac do ramki.
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Cwiczenie 4 > N

Ela szyje prostokatng dwukolorows poszewke na
poduszke wedlug pokazanego wzoru. Poszewka
ma miec¢ wymiary 40 cm x 60 cm. Po przekatnej,
wzdluz taczenia kolordw, Ela chce naszy¢ ozdobng
lamowke (na przedniej i tylnej stronie poszewki).
[le lamowki powinna kupic?

Zadania

1. Na rysunku przedstawiono trojkat rownoramienny. Oblicz jego obwdd i pole.

a) b) c)

24/10
13

B B

2. Oblicz obwdd i pole czworokata przedstawionego na rysunku.

a) romb b) rownoleglobok c) trapez

6 cm
> 15cm | Cm
10 cm -
3. Obwod rombu jest rowny 100 cm, a jedna z jego przekatnych ma dlugosc¢ 14 cm.
Oblicz pole tego rombu oraz jego wysokosc¢.

4. W réwnolegloboku o bokach 9 cm i 41 cm krotsza
przekatna jest prostopadla do krétszego boku. Oblicz
pole tego rdéwnolegloboku oraz jego wysokosci.

9cm

41 ¢cm

5. Na rysunku przedstawiono schemat mocowania masz- |
tu dwiema linami. Jak daleko od podstawy masztu
trzeba zamocowac liny? Sprobuj najpierw odgadnac
przyblizony wynik, a potem wykonaj obliczenia. /| \21m

6. Drzwi maja szerokosc 90 cm i wysokos$¢ 2 m. Czy moz- 20 m\,

na przez nie przenie$¢ dhuga prostokatng plyte sklejki  yuibbmheosidnms

o podanej szerokos$ci?
a) 210 cm b) 220 cm
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7.

10.

11.

12.

1 14.

. Rafal skonstruowat latawiec w ksztalcie deltoidu. Wy-

Tablica dziecieca o wysokosci 108 cm zostata roztozona
na szerokos$¢ 0,5 m. Jaka jest wysokosc¢ tablicy po roz-
fozeniu? Wynik podaj z doktadnos$cig do centymetra.

Czy parasol o dlugosci 62 cm zmiesci si¢ na dnie waliz-
ki o wymiarach wewnetrznych 37 cm X 55 cm?

korzystal dwie listewki o dtugosciach 30 cm i 56 cm.
Krétszg z nich przymocowal w odleglosci 20 cm od
jednego z koncow dluzszej listewki. Na koniec posta-
nowit wzmocnic brzeg latawca tasma. Jak dlugg tasme
musi przygotowac?

W trojkacie rownoramiennym wysokos¢ opuszczona na podstawe jest rowna
842 cm. Oblicz obwéd tego trojkata, jezeli jego pole jest rowne 3242 cm?.

Oblicz pole trapezu prostokatnego o podstawach dlugosci 4 cm i 10 cm oraz
dtuzszym ramieniu dlugosci 8 cm.

Stary Rynek w Bydgoszczy jest w przyblizeniu prostokatem o wymiarach
80 m x 110 m. Jaka droge przebywamy pomiedzy przeciwleglymi rogami tego
rynku, idac wzdluz budynkéw, a jaka - idac po przekatnej? O ile procent krotsza
jest droga po przekatnej?

. Dwa statki wyplynely z tego samego portu o godzinie 12.00. Jeden z nich plynat

na potnoc z predkoscig 5 kn, a drugi na zachdd z predkoscig 12 kn. Jaka bedzie
odleglos¢ miedzy tym statkami o godzinie 14.00, jesli nie zmienig predkosci ani
kierunku ruchu? Odpowiedz podaj w milach morskich.

Uwaga. 1 kn (wezel) to jednostka predkosci: 1 mila morska na godzine. Mila mor-
ska to 1852 m.

Na zdjeciu lotniczym przedstawiono fragment Nowej Huty z zaznaczonymi
dwoma trasami: pomaraniczows i czerwong. Dlugosci poszczegdlnych odcin-

kéw tych tras przedstawiono na ponizszym rysunku.
o
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Ktora z tych tras jest krétsza i o ile?



. W trdjkacie prostokatnym wysokos¢ opuszczo-

. Na podstawie podanego rozkladu

2. Twierdzenie Pitagorasa — zadania

Na rysunkach przedstawiono kolejno: szeScian, jego podstawe i prostopadtoscian.

>

. Krawed? szescianu ABCDEFGH ma dlugosc 3.

a) Oblicz dlugosc przekatnej jego podstawy.
b) Narysuj trojkat ACG. Zapisz na swoim rysunku dlugosci znanych bokow.
¢) Oblicz dtugosc¢ przekatnej szescianu.

. Oblicz dlugosc przekatnej szescianu o krawedzi a.

. Oblicz dlugosc przekatnej prostopadioscianu o podanych wymiarach.

a)d K3 x 2 b)axbxc

na z wierzchotka kata prostego jest rowna 12 cm
i dzieli przeciwprostokatng na odcinki diugosci
9 cm i 16 cm. Oblicz obwdd tego trojkata.

12 cm

9cm 16 cm

Oblicz obwdd i pole trapezu prostokatnego, ktorego krdtsza podsta-
wa 1 wysokosc sg rowne 5 cm, a dluzsza przekgtna ma 13 cm diugosci.

Do szklanki o $rednicy podstawy 6 cm i wysokosci 16 cm wlozono
stomke dlugosci 24 cm jak na rysunku. Czy ponad brzeg szklanki be-
dzie wystawac kawalek stomki dluzszy niz 5 cm? Uzasadnij odpowiedz.

jazdy oblicz $rednig predko$é po- Stacja Hrayjaze | Odjez
ciggu na trasie z Kutna do stacji KItes 14:35
Bydgoszcz Glowna, jesli wiadomo Wioclawek 15:15 15:16
7e trasa ta ma dhlg()éé 160 km. Aleksandréw Kujawski 15:40 15:41
Torun Gléwny 15:54 15:57

Bydgoszcz Gléwna 16:35
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Pytania i polecenia

Jaka powinna by¢ minimalna $rednica pnia, jesli chcemy z niego otrzymac
belke, ktorej przekrojem jest prostokat o wymiarach 30 cm x 40 cm?

 (Czy z pnia o $rednicy 40 cm mozna uzyska¢ belke, ktorej przekrojem jest
kwadrat o boku 30 cm?



3. Kwadrat 1 jego potowa

Przyklad 11 )

Oblicz diugos¢ przekatnej kwadratu o boku dtugosci 4.

Przekatna kwadratu dzieli go na dwa trdjkaty prosto-
katne réownoramienne i jest ich wspdlng przeciwpro-
stokatng. Oznaczmy j3 litera d.

Zatem na mocy twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata
prostokatnego bedacego potowg kwadratu:

d* = 4% +4°
d? =16+ 16
d? =32

d= ¢33 =449

Przekatna kwadratu o boku 4 ma dtugosé 44/2.

Przyktad12 )

\

Uzasadnij, ze przekatna kwadratu o boku a ma dtugos$é réwna ay/2.

Oznaczmy przekatng kwadratu literg d.

Analogicznie jak w przyktadzie 1.1 korzystamy z twier-
dzenia Pitagorasa. Stosujemy je dla trojkata prostokat-
nego rownoramiennego o przyprostokatnych dlugosci a
i przeciwprostokatnej dtugosci d.

d? =a’+a?
d% = Dag*
d=+/2a"
d=ay?2

Udowodnili$émy, ze przekatna kwadratu o boku a ma dtugoéé ay/2.

Zapamietaj

Przekatna kwadratu o boku a ma dlugosc:

d=av2

Cwiczenie 1 >

\,

Oblicz dlugosc przekatnej kwadratu o boku a.

a)a=>5 b)a=28 c)a=0,25 d)a=y2

e)a=43




VI. Trojkaty prostokatne

Przyktad21 )

Oblicz dtugoséé boku kwadratu, ktérego przekatna ma dtugoéé 5¢/2 cm.

¢ Podobnie jak poprzednio, oznaczmy diugos¢ boku kwadratu literg a, a jego
przekatng - literg d.

Sposob |

Zgodnie ze wzorem uzasadnionym w przykladzie 1.2 wiemy;, zZe:

d=ay2,

czyli w naszym przypadku:

Sﬁ — aﬁ :

Stad a = 5 [cm)].

Sposob

Obliczenia sg podobne jak w sposobie I, ale nieco dtuzej wykonujemy je na sym-
bolach literowych, a dopiero potem podstawiamy wartosci liczbowe.

d=ux2 Tufa
d _
ﬁ—a
_4d
‘TR

Poniewaz w naszym przypadku d = 542 cm, otrzymujemy a = 5 cm.

Przyktad2.2 )

Oblicz dlugosc¢ boku kwadratu, ktorego przekatna ma diugosc 4 cm.

¢ Mozemy wykonac obliczenia podobnie jak poprzednio albo skorzystac z uza-

sadnionego juz wzoru a = % W naszym przypadku d = 4 cm, wiec otrzymujemy:

a=— [cm].
/2

Aby usunaé niewymiernoéé¢ z mianownika, rozszerzamy utamek przez /2.
4 V2 42

Q= e e gyl 2 L om
= =242 [em]

.
Dobra rada Zle? W yszto mi i& O o
Usuwaj niewymiernosci a powinno S

z mianownika. Czesto b gd 02\/5 /
pozwala to zauwazyc, ze
pozornie rozne liczby sq

W rzeczywistosci rowne.
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Cwiczenie 2 > N

Oblicz dlugosc¢ boku kwadratu, jesli jego przekatna ma diugosc:
a) 842, b) 3, c) 2y.

. P

Przyktad31 ) \

Przekatna kwadratu o boku dtugosci a dzieli go
na dwa trojkaty. Ile wynosza miary katéw tych
trojkatow? Ile wynoszg dlugosci ich bokow?

Przekatna dzieli kwadrat na dwa jednakowe
trojkaty prostokatne rownoramienne.

Miary ich katow wynosza: 45°, 45°, 90°,
a dtugosci bokow: a, a, aﬁ .

. A

Zapamietaj

Trojkat o katach 90°, 45°, 45° ma boki dlugosci:

a, a,a\E.

Przyklad3.2 ) "

Przeciwprostokatna w trojkacie prostokgtnym réwnoramiennym ma dlugosc
10 cm. Oblicz dlugos¢ przyprostokatnej tego trojkata.

Niech a oznacza dlugo$¢ przyprostokatnej trojkata. Wowecezas:

a2 = T8,
_ 10 _ 10 y2 _ 10y2 _
a_ﬁ_ﬁﬁ_ = 542 [em].

2
Przyprostokatna tréjkata ma dlugoéé 5¢/2 cm.

Cwiczenie 3 > N\

Oblicz obwad trojkata prostokatnego rownoramiennego, ktorego przeciwpro-
stokatna ma diugosc¢:

a) 5 cm, b) 9 cm, ¢) 642 cm, d) /6 cm.
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Czasem dane w zadaniu nie sg wyrazone liczbami, ale s3 podane w postaci wy-
razen algebraicznych, np. kwadrat o boku a, przekatna o dtugosci 3d, wysokos¢
rombu to x + 2y. W takiej sytuacji zazwyczaj takze odpowiedz jest wyrazeniem
algebraicznym.

Przyktad4 )

W trdjkacie prostokatnym réwnoramiennym najdtuzszy bok
ma dtugoé¢ /3z. Jakie dlugo$ci maja pozostate boki?

¢ Najdhuzszy bok, czyli przeciwprostokatna, ma dtugoéé v3z.
Te wielko$¢ traktujemy jako dana, choc zapisana jest w po-
staci wyrazenia algebraicznego ze zmienng z. Oznacza to, ze
rowniez dlugosci pozostalych bokdéw mamy zapisaé w posta-
ci wyrazen algebraicznych zawierajacych zmienng z.

Znamy zaleznos¢ pomiedzy dlugosciami przeciwprostokatnej i przyprostokatne;:
d =2 -a,
W naszym przypadku mozemy zapisaé: /32 =42 - a.

Przeksztalcamy ten wzor tak, aby wyznaczy¢ z niego a.

J3z=y2-a |:/2

h 3 l‘ Y 3 U n n Fr n -k
Z = a4, CZY1l i — Z suwamy niewymiernosc Z mianownika.
s ey
3 wfD , /6
= <, WIEC dd — &
J2 4277 ¢ 2

To juz jest odpowiedz: zapisaliSmy a w postaci wyrazenia zawierajgcego liczby
i wielko$c¢ z, ktorg w tym zadaniu traktujemy jako dana.

Cwiczenie 4 >

Bok kwadratu ma dtugoéé v/2 ¢. Wyznacz dlugo$¢ przekatnej tego kwadratu.

[ fo juz jest
od powiedZz.

Dobra rada

Pamietaj, Zze w odpowiedzi
do zadania oprocz liczb
moggq sie pojawic zmienne,
ktore wystepujq jako dane
W jego tresci.




3. Kwadrat 1 jego potowa

1. Oblicz diugosci odcinkdéw oznaczonych literami.

a) d)

2cm 5¢cm

2cm .
b) 742cm e)
b
44/5 cm 44/5 cm
b
C) /&> f) f i)
‘ fV
NG,

2. Oblicz dlugosc przekatnej kwadratu o podanym boku.
a)5cm b)2km  ¢)2y/2cm  d)4y8dm  e)2/3cm f) =

3. Czworokat ABCD jest kwadratem. Korzystajac z danych na rysunku, wyznacz
dtugosci odcinkdéw wypisanych ponizej.

D
d) ) b) 4 D 9
/ / A c
B P B C =
BD -2 AB = ? H
AC=7?
4, Oblicz dtugos¢ przekatnej kwadratu o danym obwodzie.
a) 10 cm b) 5042 cm ¢c) 84/3 cm d) 8y
5. Oblicz obwdd i pole kwadratu o danej przekatne;.
a) 94/2 cm b) g cm C) % cm d) 3x

6. Kwadrat ABCD ma bok diugosci 4 cm. Ustal, ile cmm majg wysokosci trojkata ABC.
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10.

. Z pieciu tréjkatow prostokatnych réwno-

. Oblicz obwod i pole pieciokata ABCDE

. Udowodnilismy, ze przekatna kwadratu jest

Czy wiesz, ze...

Swiatto wywiera nacisk na kazda powierzchnie,

na ktérg pada. Na Ziemi nie uda nam sie popchna¢
woézka, Swiecgc na niego latarka, poniewaz sity oporu
sg zbyt duze. Jednak w przestrzeni kosmicznej, gdzie
nie ma oporow ruchu, odpowiednio duzy Zzagiel
oswietlony swiattem stonecznym moze stanowié
naped niewielkiego statku kosmicznego.

Proby takiej dokonano w czerwcu 2015 roku. Satelita LightSail miat kwadratowy zagiel
o powierzchni 32 m?, wykonany z syntetycznego materiatu - mylaru - o grubosci

4,5 mikrometra.

Na podstawie informacji zawartych w ramce ,,Czy wiesz, ze...” oblicz dlugosc¢
przekatnej kosmicznego zagla satelity LightSail.

. Jaka dlugos$é ma przekatna kwadratu o polu réwnym 48 cm??

Oblicz obwdd i pole trdjkata ABC.

a) C b) C c) -
45°
10 12
45° . . o o
A B A b B A 14 B

Jeden z bokow tréjkata o katach 90°, 45°, 45° ma diugos¢ 12 cm. Jakie dlugosci
majg pozostale boki? Rozpatrz wszystkie mozliwosci.

ramiennych zbudowano figure przedstawiong
na rysunku obok, przy czym bok AB ma dlu-
gos¢ 3. Oblicz obwdd szesciokata ABCDEE

przedstawionego na rysunku obok.

V2 razy dluzsza od jego boku. Udowodnij
ten sam fakt inng metoda, nie korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa, ale ze znanych ci
wzorow na pola czworokatow.




3. Kwadrat 1 jego potowa

Gdy podzielimy w odpowiednim stosunku kazdy bok kwa-
dratu na trzy czesci i odetniemy jego rogi, powstanie o$mio-
kat foremny, czyli taki, ktory ma rowne boki i réwne katy.

AN

2. Oblicz w przyblizeniu, jaki procent powierzchni kwadratu odcinamy. Mozesz
skorzystac z kalkulatora.

1. W jakim stosunku nalezy podzieli¢ bok kwadratu?

3. Oblicz diugosci przekatnych oSmiokata foremnego o boku a. Zauwaz, ze nie
wszystkie przekatne majg te samg dlugosc.

- Czyjuz umiem?

l. Czworokat przedstawiony na rysunku jest kwadratem. Oblicz dlugos¢ odcinka
oznaczonego litera.

a) b)
/ \

4 cm

ll. W trojkacie prostokatnym réwnoramiennym dany jest bok a. Wyznacz pozosta-
fe boki tego trojkata.

a) b)
/ ’
2

lll. Oblicz obwdd trojkata prostokatnego rownoramiennego o polu 18 cm~.

IV. Z czterech jednakowych klockéw w ksztalcie prostopadioscianu o wymiarach
1 cm x 2 cm x 4 cm zbudowano bryly A i B takie jak na rysunku.

a) Podaj dlugosci odcinkow a, b,cid. A B
b) Oblicz objetosc bryty B. < <
¢) Poréwnaj objetosci obydwu bryt. d
d) Ktéra bryta ma wieksze pole L~
powierzchni: A czy B? Uzasadnij
odpowiedz. |~ w




Trojkat rownoboczny i jego potowa

Na dobry poczatek »

Magda i Ula majg zestawy dwdch ekierek. W kazdym z nich jedna

ekierka jest podobna do z6ttej, a druga — do niebieskie;
na zdjeciu ponizej.

Dziewczyny postanowily, ze kazda z nich zmierzy katy
w swoich ekierkach. Przyjrzyj sie, jakie wyniki otrzymaly.

50°

i
| ¥
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:

i
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Pytania i polecenia

» Zmierz dwie krétsze krawedzie wlasnej ekierki o ksztalcie k
podobnym do zéltej na zdjeciu. Co zauwazasz? Zmierz takze
najdiuzsza i najkrotszg krawedz ekierki podobnej do niebieskiej

na zdjeciu. Co zauwazasz?

» Jakie figury mozna ulozy¢, majac do dyspozycji dwie z6lte lub
dwie niebieskie ekierki?

g h
.
%,
.
&
‘i_:
-
n |
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Przyklad 11 )

Oblicz wysokos$¢ trojkata rownobocznego o boku diugosci 8.

katne i jest ich wspdlng przyprostokatng. Oznaczmy j3 litera A.
Zatem na mocy twierdzenia Pitagorasa:

4*+h* = 87
h?=64—16
h? =

48
h=4/48 =/16-3 =443

¢ Wrysokos$¢ trojkata réwnobocznego dzieli go na dwa identyczne trojkaty prosto-

Wysokoé¢ tego tréjkata réwnobocznego jest réwna 44/3.

.

Przyklad12 )

prostokatnej a i przyprostokatnych %a oraz h:

2
(%a) +h?=a’
3

Uzasadnij, ze wysokosc trojkata rownobocznego o boku a jest réwna

ay3

2

¢ Oznaczmy wysokoSc literg h. Analogicznie jak w przykladzie 1.1 korzystamy
z twierdzenia Pitagorasa. Zapisujemy je dla trojkata prostokagtnego o przeciw-

2 _ 2 a
h=a 3
h2_3L2
4
5 = 3L2: 3.:12:.:1ﬁ
4 J1 2

.

as 3

UzasadniliSmy, ze wysoko$c tréjkgta rownobocznego o boku a jest réwna ——.

Zapamietaj

Wysokosc trojkata rownobocznego o boku a

jest rowna:
| by = a\/3

Cwiczenie 1 >

Oblicz wysokosc¢ trojkata rownobocznego o boku diugosci a.

a)a=4 b)a=7 c)a=12 d)a=4y3 ey p= 2

f)a=2/6
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Przyktad 21 )
Oblicz pole trojkata réwnobocznego o boku 5 cm.
¢ Sposoébl
Pole tréjkata o podstawie a i wysokosci # mozemy obliczy¢ ze wzoru P = %ah.
Znamy dlugos¢ podstawy: a = 5 cm, natomiast wysokos¢ mozemy obliczy¢ ze
wzoru wyprowadzonego w przykladzie 1.2:
ay3
h = -
5¢3
W naszym przypadku h = —— [cm].
Wobec tego P = % -5 # = 254_,@ [cm?].
Sposob
Obliczenia przebiegaja podobnie, ale dluzej postugujemy sie symbolami litero-
wymi, a dopiero na koniec podstawiamy dane liczbowe.
2
h =$,wiegc P=%-a-$= . 4ﬁ, czyliP=254—ﬁ[cm2]
L

Drugi sposdb rozwigzania tego przyktadu ma te zalete, ze wyprowadzony wzor
mozna zastosowac takze do innych wartosci a.

Zapamietaj

Pole trojkata rownobocznego o boku a jest rowne:

_a*y3
P="3

Przyktad22 )

Oblicz pole tréjkata réwnobocznego o wysokoéci 34/3 cm.

¢ Oznaczmy dlugosc boku trojkata literg a, a wy-
sokos$¢ literg h. Obliczamy a, korzystajac ze
wzoru na wysokos$¢ trdjkata réwnobocznego.




4. Trojkat rownoboczny 1 jego potowa

Podstawiamy dlugosc¢ boku do wzoru na pole tréjkata rownobocznego.

273 623 3643
a“y3 J_: J_=91/§[cm2

P =

4 4
Pole tréjkata jest réwne 94/3 cm?.
. A
Cwiczenie 2 > N

Oblicz pole trojkata rownobocznego o danym boku a lub wysokosci 4.
a)a=72cm b)a=24/6 cm c)h=2cm d) h=24/6 cm

. S

Umiejetnos¢ obliczania przekatnej kwadratu pozwolila nam rozwigzywac zada-
nia dotyczace trojkata, ktory stanowi potowe kwadratu. Podobnie jest z trojka-
tem réwnobocznym i jego polowa.

Przyklad31 ) \

Wysokosc trojkata rownobocznego o boku diugosci a
dzieli go na dwa trojkaty. Ille wynosza miary katow
w tych trdjkatach? lle wynosza dtugosci ich bokow?

¢ Wysokosc trojkata rownobocznego dzieli ten troj-
kat na dwa identyczne trdjkaty prostokatne.
Miary ich katow wynosza: 30°, 60°, 90°,
£ T 1 a3
a dtugosci bokow: a, 7a, ——.

Zapamietaj

Trojkat o katach 30°, 60°, 90° ma boki dtugosci: a, 3 qQ, i
Bok o dlugosci a lezy naprzeciw kata 90°, %a
bok o dlugosci %a naprzeciw kata 30°,
\,_ — naprzeciw kata 60°. mzlg
Przyktad3.2 )
yRigh e o ™

Na rysunku obok przedstawiono trojkat DEF o katach
30°, 60°, 90°. Oblicz diugosci jego przyprostokatnych.

¢ Najdluzszy bok DF ma dlugos¢ 6 cm, zatem:

EF—— 6 cm = 3 cm, DE—icm 31/§cm D

Przyprostokatne tréjkata maja dlugosci 3 cm oraz 34/3 cm.

L S
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Cwiczenie 3 } : 9
: , . ‘ o * Wdowolnym trojkacie
Oblicz obwdd trdjkata o katach 30°, 60°1 90°, jesli jego: najdtuzszy bok lezy
a) przeciwprostokatna ma dlugosc¢ 8 cm, naprzeciw najwickszego
; o kata, a najkrotszy bok —

b) krotsza przyprostokatna ma dlugosc 5 cm, naprzeciw najmniejsze-
¢) dtuzsza przyprostokatna ma dlugosc¢ 12 cm. go kata.

\ A

Z wlasnosci potowy kwadratu i potowy trojkata réwnobocznego mozna korzy-
stac w bardziej skomplikowanych zadaniach. Czesto trudnosc¢ polega na tym,
aby odpowiednio podzieli¢ wigksza figure i otrzymac takie wlasnie trojkaty.

Przyklad4 ) N

Dany jest deltoid ABCD o przekatnych
AC=20 cm i BD = 1043 cm oraz kacie BCD
o mierze 120° (rysunek obok). Oblicz obwdd tego
deltoidu.

¢ Sporzadzamy dodatkowy rysunek pomocniczy,

pamietajgc o wlasnosciach deltoidu:

o przekatne przecinajg sie pod katem prostym,

o punkt przeciecia przekatnych dzieli jedng
z nich (DB) na potowy,

o przekatna AC dzieli katy miedzy rownymi
bokami (<CDAB i <LDCB) na polowy.

Wprowadzamy oznaczenia x i y.

Krok 1.

Zauwazmy, ze trojkat OCD jest trojkatem o katach 90°, 60°, 30° i ze znamy diu-
gos¢ jego boku OD (jest on polowa przekatnej BD).

OD =543 cm

Mozemy zatem obliczy¢ diugosci pozostalych bokdw trojkata OCD: DC oraz OC.

OD =x§, czyli 5\/§=x§ |1 /3

_ .. 1
5—x2|2

x =10 [cm] Jest to dtugos¢ jednego boku deltoidu.

Wyznaczmy tez dlugosc¢ odcinka OC, ktérg wykorzystamy w kolejnym kroku.
OC = %x = 5 [cm]
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Krok 2.
Najpierw obliczamy diugos¢ odcinka AO.
AO=AC-0C=20—-5=15 [cm]

Aby obliczy¢ dtugosc drugiego boku deltoidu, wykorzystamy twierdzenie Pita-
gorasa dla trojkata AOD.

y* = A0+ 0D
y* =152 +(5/3)

Zatem Y = \/225 + 75 =4 300 = 10\/§ [Cm] Jest to dtugosc drugiego boku
deltoidu.
Krok 3.

Obliczamy obwod deltoidu.
2x+2y=2-10+2-104/3 =(20+204/3) [cm]

Obwdéd deltoidu ABCD jest réwny (20 + 204/3) cm.

Cwiczenie 4 > ~

Oblicz dlugosci pozostatych bokdéw trojkata przed-
stawionego na rysunku.

Wskazowka. Poprowadz wysokos¢ z wierzchotka
kata o mierze 75°. Oblicz miary katow w powsta-
tych trojkatach.

Dobra rada

Znajomosc¢ wzorow z tej lekcji przyspiesza wiele obliczen. Jesli jednak je zapomnisz:
- WyprowadZ wzory samodzielnie z twierdzenia Pitagorasa
albo

- rozwiqz zadanie bez wzordw, korzystajgc bezposrednio z twierdzenia Pitagorasa.

Przyktad5 ) \

W tréjkacie ABC dane s3: <CAB = 90°, <ACB = 60° oraz AB = x. Wyznacz
dtugosci pozostatych bokow tego trojkata.

Zaczynamy od wykonania rysunku pomocniczego. ¢

Zgodnie z trescig zadania traktujemy x jako wielkosc &

dang. Dtugosci pozostalych bokdéw mamy zapisac

w postaci wyrazen algebraicznych zawierajacych x. 7 =) p B
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Suma katow kazdego trojkata wynosi 180°, wiec
LABC = 30° jako trzeci kat trojkata ABC. Jesli diu-
gosCc przeciwprostokatnej oznaczymy literg a, to
w trojkacie o takich katach:

AC= %a oraz AB = #

Skoro AB = x, to:

# =% |2

a3 =2x |:/3

a=%=j§-g=2fx=BC

Stad:

AC:%Q =%-¥x=§x.

Tak wiec pozostate boki trojkata majg dltugosci @x oraz ?x

Cwiczenie 5 )

Przeciwprostokatna trojkata prostokgtnego rownoramiennego ma dlugos¢ d.
Wyznacz dlugosci jego przyprostokatnych.

& P1]

Zadania

. Wykonaj polecenia. b Jesli poprawnie rozwigzesz trzy kolejne przyktady z jed-

nego poziomu, mozesz przejsc na nastepny poziom.

Oblicz wysokosc¢ trojkata rownobocznego o wymiarach podanych na rysunku.

e)

d) f)

E,,
>
:
.
/ B
jm

3,5
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poziom B> Oblicz miare kata « i dlugosci bokdéw oznaczonych literami.

€ P32 a)

€ P32 a)

poziom D> Oblicz brakujace dlugosci bokow.

< P5
a)

b)

3a+b

MISTRZ> Oblicz miare kata i dlugosci bokdéw oznaczonych literami.




VI. Trojkaty prostokatne

2. Oblicz wysokos¢ i pole trojkata rownobocznego o danym boku.
a) 10 cm b) 16 cm ¢) /27 cm

3. Oblicz:

a) wysoko$¢ i obwéd tréjkata réwnobocznego o polu réwnym 494/3,
b) obwdd i pole trojkata rownobocznego, ktorego wysokos¢ jest rowna 3.

4. Sprawdz, czy pole trdjkata rownobocznego o wysokosci 18 cm jest wigksze od
pola kwadratu o przekatnej 18 cm.

5. Oblicz pole i obwdd trojkata.
a) 5 b) C)

” ° i k \
B
3

6

6. Przedstawiony tréjkat jest rdwnoboczny. Korzystajac z danych na rysunku, wy-
znacz dlugosci odcinkéw wypisanych ponize;.

a) C b) P p M c) S
2v3
2x T o\ R
A 3 B
D L p
BD =7 PM =7 SP =1
AB =7 KM =" SR=717
CD =72 KL =7 TR=17
7. Oblicz obwdd narysowanej figury.
D
a) b) c)
C
14
o 30° .
A\ B A

8. Jeden z bokdow trdjkata o katach 90°, 60°, 30° ma diugos¢ 8 cm. Jaka dlugosc
majg pozostale boki? Rozpatrz wszystkie mozliwosci.

9. Przekatna prostokata jest dwukrotnie dluzsza od jednego z jego bokdéw. Wy-
znacz miare kata ostrego miedzy przekatnymi tego prostokata.
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m 10. Oblicz dtugosci bokow oznaczonych literami.

b) c)
a @ 2cm 3 cm @ a
60° 45°
b b

11. Oblicz pole rombu o boku diugosci 12 cm i kacie ostrym réwnym:

a) 60°, b) 45°, c) 30°.
12. Na rysunku przedstawiono dwa trapezy: rownoramienny i prostokatny. Oblicz
ich pola i obwody.
12 cm
4cm 26 cm
135°
60° “
6 cm
. Belki podtrzymujace strop w pomieszczeniu o wyso- ’ 4 R
s s /// K:\
ko$ci 4,5 m zamocowano 2,5 m nad podloga. S3 one / \

nachylone do poziomu pod katem 60°. Jaka jest diu-
gosc kazdej z tych pochyltych belek?

14. Przez ktore z okien wpada wiecej Swiatla? 10 cm
I 1. VN
/ '{:\\

110 cm : : 130 cm

\;’ 15. Sauli mieszka w Helsinkach. To miasto
lezy na 60. réwnolezniku, dlatego pierw-
szego dnia wiosny w poludnie promienie
stoneczne padajg tu pod katem 30° do
powierzchni ziemi. Tego dnia Sauli stanat
w odleglosci 17,2 m od drzewa i stwier-
dzit, ze jego cienl konczy sie w tym samym
miejscu co cien drzewa. Sauli ma 160 cm
wzrostu. Jaka jest wysokosc drzewa?
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16. Okret A porusza sie z predkoscig 8 kn,

a okret B — z predkoscig 14 kn, w spo-
sob pokazany na rysunku. Czy okrety
zderza sie w punkcie P, jesli nie zmienig
kursu ani predkosci?

kn (skrét od , knot”) — wezel, jednostka
predkosci uzywana w zeglarstwie

1 kn = 1 mila morska na godzing, czyli
1,852 km/h.

kurs — kierunek ruchu statku

. Oblicz dtugosci przekatnych szesciokata foremnego o boku g, czyli takiego, kto-

ry ma wszystkie katy rowne i wszystkie boki dlugo$ci a. Zauwaz, ze nie wszyst-
kie przekatne majg te samg dlugosc.

. Podloga kojca dzieciecego ma ksztalt szesciokata foremnego o boku 90 cm. Czy

mozna przeniesc ten kojec w pozycji poziomej przez korytarz o szerokosci 150 cm?

Czy juz umiem? |

. Przedstawiony trojkat jest rownoboczny. Oblicz dlugosci odcinkdéw oznaczo-

nych literami.

a) b)

6 cm

L \6cm a

(o a
b b b b

Ktéra z figur ma wieksze pole: tréjkat réwnoboczny o boku /6 czy kwadrat
o przekatnej /62

W dzbanku sg 4 litry soku, ktory trzeba
rozla¢ do szklanek o pojemnosci 200 ml,
napelniajac % kazdej szklanki. Ile szklanek
nalezy przygotowac?




10.

. W trojkacie prostokatnym ABC kat przy

. Oblicz pole i obwdd pieciokata ABCDE

. Oblicz obwod i pole trojkata réwnoboczne-

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

. Oblicz dlugosci odcinkow oznaczonych literami.

4/11
13

12

. Jaka dlugos¢ ma przekatna prostokata o wymiarach 6 cm x 12 cm?

A. 5/6.cm B. 64/5cm C.9cm D.18 cm

[.| Pole trojkata ABC wynosi 90.

wierzchotku A jest prosty, AB=12, BC=15. o _
[I. Obwad trojkata ABC wynosi 32.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Czy
w miejsce ¥ nalezy wstawi¢ P (zdanie  !l- Bok ACma dlugos¢ y369.
prawdziwe), czy F (zdanie falszywe)?

. Przekatna kwadratu ma 1242 cm. Oblicz dhugoéé boku i pole tego kwadratu.

. Ktory z tréjkatow o bokach podanej dlugosci jest prostokatny?

A.2,3,4 B. /2, /3,2 C.3,4,5 D./3,2,4/5
E

(rysunek obok).

go o wysokosci rowne;:

a) 443 cm, b) 24/5 cm.
. Na rysunku przedstawiono tréjkat ABC. Jaka 2
jest jego wysokos¢ h? Wybierz odpowiedz I lub I1 .

i jej uzasadnienie sposrod zdan A-C.

A h=10+10-12=18
h=54/3

poniewaz B h=4y10>—6

I. h=28 c hzga P

a=12 B

. Pewien tréjkat prostokatny ma boki dtugoéci 6 cm, 12 cm, 64/3 cm. Miara kata

lezacego naprzeciwko boku dlugosci 6 cm jest rowna
A. 30", B. 45°. C. 60°. D. 90°

Pewien tréjkat prostokatny ma boki dtugosci 6 cm, 6 cm, 64/2 cm. Miara kata
lezacego naprzeciwko boku dtugosci 64/2 cm jest réwna

A. 30°. B. 45°. C. 60°. D. 90°.




Powtdrzenie V|

11. Oblicz obwdd trojkata prostokatnego ABC, w ktorym kat BAC jest prosty oraz:
a) AC=8, BC=17, b)AC=8, <ACB=60°, ¢)BC=16, SABC = 45"

12.

13.

14.

15.

Przekatna prostokatnej dziatki rekreacyjnej ma dlugos¢ 30 m i tworzy z dluzszym
bokiem kat 30°. Ile trzeba zaplaci¢ za ogrodzenie tej dziatki siatkg ogrodzeniows,
jesli metr biezacy siatki kosztuje 13 zt, a na brame wjazdowa nalezy zostawic¢ 3 m

(w obliczeniach przyjmij, ze y/3 = 1,73)?

Oblicz dtugos¢ cienia rzucanego przez jeden
z najwyzszych budynkow w Polsce — Sky To-
wer we Wroclawiu o wysokos$ci 212 m — w mo-
mencie gdy promienie stoneczne tworzg z po-
wierzchnig ziemi kat 30°. OdpowiedZ podaj
z doktadnoscig do 1 m.

Ramie trojkata rownoramiennego ma dlugos¢
12 cm, a wysokos¢ opuszczona na podstawe
jest réwna 64/3 cm. Jakie sa miary katow tego
trojkata?

Przeczytaj informacje prasows.

tddzka Paristwowa Straz Pozarna otrzymata
najnowoczesniejsza drabine strazacka

w Europie. Drabina ta moze by¢ wysunieta
na dtugosc 42 metréw.

Opisana drabina jest zamocowana na wozie
2,4 m nad ziemia. Na jaka wysokos¢ siegnie,
jesli zostanie podniesiona pod katem 60°¢ Wy-
nik zaokraglij do dziesigtych czesci metra.

. Oblicz dlugosc¢ odcinka oznaczonego literg x

na rysunku obok.

. Jesli przekatne rombu sg rowne 18 cm i 24 cm,

to jego obwdd wynosi
A. 42 cm. C. 120 cm.
B. 60 cm. D. 216 cm.
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. Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest dwa razy dluzsza od dru-

giej, a przeciwprostokatna ma dlugos¢ 15 cm. Dluzsza przyprostokatna tego

trojkata jest rowna

A. 3 cm. B. 6 cm. C. 3/5cm. D. 645 cm.



Powtdrzenie V|

4, Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC o kacie prostym przy wierz-
chotku A. Na przyprostokatnej AB wybrano taki punkt D, ze <ADC = 60°. Oblicz
pole i obwdd trojkata DBC, jesli wiadomo, ze AD =5 cm.

5. Dluzsza podstawa trapezu rownoramiennego ma dlugos¢ 12 cm i tworzy z ramie-
niem dtugosci 24/3 cm kat o mierze 30°. Oblicz wysokosé tego trapezu i dtugosé
krotszej podstawy.

6. Oblicz pole réwnolegloboku przedstawionego D C
_ 1043
na rysunku dla x = —— cm. X
7. W réwnolegloboku o kacie ostrym rownym 45° 60°

kroétsza przekatna ma dlugoéé 64/2 cm i dzieli
ten roéwnolegtobok na dwa trdjkaty prostokatne.

Oblicz jego obwad.

8. Krotsza przekatna dzieli trapez prostokatny na trojkat prostokatny i trojkat row-
noboczny. Wysokos¢ trapezu wynosi 44/3 cm. Oblicz pole i obwéd tego trapezu.

%;? 9. W trapezie rownoramiennym krotsza podstawa i ramiona majg diugos¢ k cm,
a dtuzsza podstawa ma dlugos$¢ 2k cm. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Czy
w miejsce [/ nalezy wstawi¢ P (zdanie prawdziwe), czy F (zdanie fatszywe)?

I. Katrozwarty w tym trapezie ma miare 120°.

33

. ; 3.5
II. = Pole trapezu jest rowne — k-

I[II. = Przekatna tego trapezu jest dwa razy dluzsza od jego ramienia.

10. Oblicz wysokosci trojkata prostokatnego
o bokach 50 cm, 120 cm i 130 cm.

= 11. Startujacy samolot wznoszacy sie z predkoscig
80 < po 2 minutach znalazl sie na wysokoéci
okoto 2,5 kilometra nad ziemig, dokladnie nad
domem Janka. Jak daleko od miejsca oderwania
sie samolotu od ziemi znajduje sie dom Janka?

12. Na rysunku przedstawiono trojkat prostokatny i jego wysokosc. Jakg diugos¢ ma
odcinek AD? Wybierz odpowiedz [ lub II oraz jej uzasadnienie sposrod zdan A-C.

C
A. | <ABD =30°
L. AD =20 D
o trojkat ABD jest rownora-
poniewaz B mienny 30
II.| AD=24

C. 1AD -CB=1AC. AB
2 2 A 40 B




Drabiny

Rozwdj nauki i techniki sprawia, ze wiele przedmio-
tow, zachowujac nazwe, zupelnie zmienia wyglad.
Przyktadem moze by¢ telefon. Dzisiejszy smartfon
w niczym nie przypomina dawnego aparatu telefo-
nicznego z korbka.

Mogloby sie wydawad, ze przedmiotem, ktory sie
nie zmienia, jest drabina. Wiekszos¢ uzywanych
drabin to dosc proste urzadzenia. Ale jest wyjatek —
to drabiny strazackie (nazywane tez pozarniczymi).
Osiggajg one bardzo duza dlugosc (fot. 1), co po-
woduje wiele problemdw konstrukcyjnych i tech-
nologicznych.

Po drabinach pozarniczych nie trzeba chodzi¢. Majg
one specjalne kosze, w ktérych mozna wjechac na
samg gore (fot. 2). Z takich koszy strazacy mogg pro-
wadzic akcje gasnicza. Umozliwiajg one takze ewaku-
owanie zagrozonych osdb z duzych wysokosci. Opera-
tor drabiny steruje nig za pomocg komputera (fot. 3).

Fot. 2

Straz pozarna w wielu miastach w Polsce dysponuje drabinami o dlugos$ci 37 m,
choc zdarzajg sie i dluzsze. W 2016 roku na wystawie Ratownictwo, Zabezpie-
czenia i Technika Przeciwpozarowa w Kielcach zwiedzajacy mogli ogladac naj-
diuzsza na swiecie drabine pozarnicza, a nawet wjechac¢ na nig. Miala ona az
68 m dlugosci.

Drabina strazacka nie moze jednak by¢ ustawiana pionowo. Najwiekszy mozli-
wy kat jej nachylenia do poziomu to 75° — wtedy siega ona na wysokosc¢ rowng
ok. 96% jej dlugosci.

Drabiny pozarnicze bywaja wykorzystywane nie tylko w czasie pozaréw. Czesto
stuza do ratowania... kotow, ktore wspiety sie zbyt wysoko i boja sie zejs¢, do
stracania sopli lodu lub wchodzenia do niedostepnych mieszkan.



/adania na temat. ..

Rozwiaz zadania przy uzyciu kalkulatora.

. Do jakiej wysokosci siega prezentowana na targach w Kielcach najdiuzsza dra-
bina swiata przy maksymalnym kacie nachylenia do poziomu?

. Jedna kondygnacja (pietro lub parter) ma przecietnie wysokos¢ 3 m. Do ktorego
pietra moze siegnac¢ najdtuzsza drabina strazacka?

. Jednostki strazy pozarnej w wielu miastach dysponuja drabinami o dlugosci
37 m. Do ktorego pietra moze siegna¢ taka drabina przy maksymalnym kacie
nachylenia do poziomu?

. Samochdd strazacki ma drabine o diugosci 37 m zamontowang na platformie

o wysokosci 1 m.

a) Samochod stoi w odleglosci 20 m od budynku. Do jakiej wysokosci siega
drabina, jesli jej gorny koniec znajduje sie tuz przy budynku? Ktore to pietro?

b) O ile pieter wyzej siegnie ta drabina, jesli samochdd stanie w odleglosci 12 m
od budynku?

c) Samochod stanagl w odleglosci 15 m od budynku. Na jaka diugos¢ trzeba wy-
sungc drabine, aby siegneta do 6 pietra (czyli 7 kondygnacji)?

. Oto fragment oferty producenta drewnianych drabin malarskich. Wyznacz bra-

kujace liczby.
n
; d

Wy f

A B D |
Model A B C D E
I 550 130 1590 1000
I1 580 130 ' 1150 1800
I11 620 130 2120 2000

v 660 130 2370 1400




Ukladajac w rozny sposob trojkaty, mozemy otrzymac spirale, ktore nie tylko
atrakcyjnie wygladaja, lecz takze maja ciekawe wlasnosci geometryczne. Pierw-
sza z opisanych ponizej spiral nosi nazwe slimaka Teodorosa na czesc starozyt-
nego greckiego matematyka, ktory — jak sie przypuszcza — pierwszy jg narysowat.

1. Do trdjkata prostokgtnego rownoramiennego
o przyprostokatnej diugosci 1 dorysowano
kolejne trojkaty prostokatne o jednej z przy-
prostokatnych rownej 1, w sposdb pokazany
na rysunku obok.

Wyznacz dtugosci a, b, ¢, d oraz m i n.

2. Z pieciu trojkatow prostokatnych rownora-
miennych zbudowano figure przedstawiona
na rysunku obok, przy czym bok AB ma dlu-
gosC 2.

Ocen prawdziwo$c¢ kazdego z ponizszych zdan.

I. Obwdd tréjkata BGC jest réwny 44/2 + 4.

I1. Obwéd czworokata BGDC jest réwny 124/2.

I11. Obwéd szesciokata ABCDEF jest réwny 144/2 + 14.

Przyjrzyj sie, jak powstata spirala widoczna na Rysunki do zadan 31 4
rysunkach obok, zbudowana z tréjkatow row-
nobocznych.

3. Podaj dtugosci bokow pieciu kolejnych trojka-
tow w spirali, jesli dtugosc¢ boku najwiekszego

A2
trojkata jest rowna:
a) 1, b) V3.
4, Podaj wzor na dlugosc¢ boku trojkata row-
nobocznego, ktory powstaje w n-tym kroku
rysowania spirali (rysunki obok). Przyjmij,
ze poczatkowy trojkat réwnoboczny ma bok

diugosci a.




Zadania na geser

Kazdy bok trojkata, nawet najdluzszy, jest
krotszy niz suma pozostalych bokdw tego troj-
kata. Takze w trojkacie prostokatnym przeciw-
prostokatna jest krotsza niz suma przyprosto-
katnych. Ale o ile jest krotsza? W ponizszych
zadaniach sprobuj to oszacowad, a dopiero
potem oblicz wynik z dokladnoscig do czesci
dziesiatych.

. Prostokatny pokdj ma wymiary 4 m x 5 m. W jednym z jego naroznikow
umieszczono gniazdko elektryczne. Z tego miejsca trzeba przeciggnac przediu-
zacz do przeciwleglego naroznika. Mozna to zrobi¢ w linii prostej, ale mozna
rowniez utozy¢ przedtuzacz wzdluz Scian — wtedy mniej przeszkadza. Oszacuj,
a nastepnie oblicz, o ile dluzszy musiatby by¢ przedtuzacz utozony wzdluz scian.

. Wiele miast ma prostopadig siatke ulic. Wy-

obraz sobie Kulturowo, w ktérym znajduja Ministerstwo_&ﬁiewu

sic m.in. Ministerstwo Baletu oraz Minister- A 2km 74

Stwo Spiewu, a kazda ulica biegnie z potudnia E p"
y 7 ; .

na péinoc lub ze wschodu na zachdd. Aby sie o

dostac z Ministerstwa Baletu do Ministerstwa

Spiewu, trzeba pokonac 4 km, jak pokazano na o/

planie. Oszacuj, a nastepnie oblicz, o ile kroét- Ministerstwo
sza bylaby droga miedzy tymi ministerstwami, Baletu
gdyby mozna bylo jg przeby¢ w linii proste;.

. Korice liny o dtugosci 6 m s3 umocowane na wysokosci 2 m. Odleglos¢ miedzy
punktami mocowania to 5 m. Srodek liny obcigzono. Oszacuj, a nastepnie ob-
licz, jak wysoko nad podtozem si¢ on znajduje.

e A

. Rozwigz poprzednie zadanie dla liny o dlugosci 16 m i odleglosci miedzy punk-
tami mocowania 15 m (wysoko$¢ mocowan pozostaje bez zmian).

. Grzesiek spieszy sie i idzie z predkoscig 6 km/h. Przed domem znajduje sie
prostokatny trawnik o wymiarach 5 m x 7 m, ktory chlopiec musi obejs¢. Osza-
cuj, a nastepnie oblicz, ile czasu by zyskat, gdyby przeszed!l po trawniku na skroty
(po przekatnej), zamiast obchodzi¢ go chodnikiem.




Geometrla kartki w kratke

Na dobry poczatek )

Skoczek, zwany koniem, porusza si¢ po szachownicy >/
w najbardziej skomplikowany sposéb ze wszystkich figur . &/
szachowych: o dwa pola w pionie lub poziomie i jedno »

pole w kierunku prostopadlym.

Na szachownicy widzisz
biate pionki. Czarny koi

moze zbi¢ kazdy z tych
pionkow w jednym ruchu.

ad 3 - 9 H

Pytania i polecenia

» Na polach D6 i G7 ustaw dwa czarne konie (mozesz uzy¢ np. monet).
» Nastepnie ustaw dwa biale konie na takich polach, aby kazdy kon moégt zbi¢

oba konie innego koloru.
» Te cztery figury szachowe s3 wierzchotkami czworokata. Jaki to czworokat?

— Uzasadnij odpowiedz.




1. Geometria kartki w kratke

' Przerysowywanie figur

Aby dokladnie przerysowal wielokat narysowany na
gladkim papierze, trzeba wielu przyrzadow - linijki,

katomierza, cyrkla. Jesli

taki wielokat jest narysowany

na kratce, a jego wierzchotki znajduja sie w punktach
kratowych, czyli na skrzyzowaniu kratek, to dokladne

przerysowanie figury na

papierze w kratke jest znacznie

fatwiejsze. Na rysunku ponizej przedstawiono sposob
przerysowywania takiej figury

)

qp)

b

' Odcinki rownolegte

Kratka moze réwniez zastapic ekierke — wzdluz poziomych i pionowych linii

bez trudu narysujemy od
tez rysowac wzdluz przel

cinki prostopadte i rOwnolegtle. Takie odcinki mozemy
katnych kratek.

Kratke mozna takze wyl

korzysta¢ do narysowania odcinka prostopadlego lub

rownolegltego do dowolnego odcinka o wierzchotkach w punktach kratowych.

Przyklad1 )

o 3 kratki w prawo i o

w ten sam sposob.

Narysuj odcinek CD réwny odcinkowi AB, row- B
nolegly do niego i polozony tak, aby jego dolny
koniec znalazl sie w zaznaczonym punkcie C. :

Mozemy znalez¢ konce odcinka podobnie jak D
wierzchotki wielokata ABCDEF na rysunku po-
wyzej. Z punktu A do punktu B przesuwamy sie¢ 4

z punktu C do punktu D przemieszczamy sie¢ =113

4 kratki w gore, zatem




VII. Uktad wspdtrzednych

Cwiczenie 1 > "

Zaznacz w zeszycie w kratke punkty A, B, C tak jak na rysun- C
ku. Narysuj odcinki CD i BM réwne odcinkowi AB i réwno-
legte do niego. Punkt B ma by¢ dolnym konficem odcinka BM,
a punkt C géornym koncem odcinka CD. a7

' Odcinki prostopadte

Narysujmy trojkat prostokatny ABC, ktorego wierz-
chotki lezag w punktach kratowych, a przyprostokatne
biegng po liniach kratki. Zauwazmy, ze dluzsza przy-
prostokatna AB lezy na linii pionowej.

Narysujmy teraz ten trojkat obrocony o 90°, czyli tak,
aby dluzsza przyprostokatna lezala poziomo. Nowy
trojkat ma wierzchotki A, By, C;.

Zauwazmy, ze:
o krotsze przyprostokatne obu trojkatow sa prostopadle (CB L C;By),
o dluzsze przyprostokatne obu trojkatow sg prostopadte (AB 1 AB,),
o przeciwprostokatne obu trojkatow sa prostopadle (AC L AC,).

To spostrzezenie wykorzystamy do rysowania na kratce odcinkdw prostopadtych.

Przyktad2 ) N

e

Narysuj odcinek CD réwny odcinkowi AB i prostopadly do C
niego, ale nieprzecinajacy odcinka AB.

Odcinek AB mozemy uznac za przeciwprostokatna trojkata

prostokatnego o bokach biegnacych po liniach kratek. Jest \
to trojkat o przyprostokatnych dlugosci 6 kratek i 2 kratek. \
A
Obracamy go o 90°, a nastepnie przesuwa- D
my tak, aby w punkcie C znalazl si¢ wierz- Bl 2 L
chotek, odpowiadajacy punktowi A. C}/ // )
6

Przeciwprostokatna CD powstalego zielone- 7

go trojkata jest prostopadla do AB i rowna EL/
odcinkowi AB. \'7&\/,
A\P’

6

Zauwazmy, ze z punktu A do punktu B przesuwamy sie¢ o 6 kratek w gore
i o 2 kratki w lewo, a z punktu C do punktu D - o 6 kratek w prawo i o 2 kratki

w gore. Nie musisz rysowac trojkatow — mozesz je sobie tylko wyobrazac.




1. Geometria kartki w kratke

Cwiczenie 2 > ~
B
Zaznacz w zeszycie w kratke punkty A, B, C tak jak na rysun-
ku obok. Narysuj odcinek CD réwny odcinkowi AB i prosto- |C
padly do niego, ale nieprzecinajgcy odcinka AB.
A
. vy

O, fak wyglada
po obrocie
a 70",

Dobra rada

Jesli masz ktopot z wyobrazeniem
sobie, jak jest potozony trojkqt

po obrocie, to obroc ksigzke

lub zeszyt!

' Figury na kratkach

Umiejetno$¢ rysowania na kratce prostych prostopadlych i rownoleglych przy-
daje sie podczas rysowania figur o réznych wlasnosciach.

Przyktad3 )

Dane sg wierzchotki A, G, M rownolegltoboku AGPM. Narysuj ten rownoleglo-
bok.
G

A

¢  Zeby narysowad réwnoleglobok, musimy zna¢ polozenie jego czwartego wierz-
chotka, czyli punktu P. Odcinki AG i MP s3 przeciwleglymi bokami w réwnole-
globoku AGPM, wigc musza byc¢ rowne i rownolegte.

P

G

4_

118

M 3

A |3

Szukamy zatem takiego punktu P, zeby odcinek MP byl réwny i rownolegly do
odcinka AG, a punkt M byt jego dolnym koricem - jak w przykladzie 1. Nastep-
nie rysujemy rownolegtobok.




VII. Uktad wspdtrzednych

Cwiczenie 3 >

Zaznacz w zeszycie w kratke punkty A, B, D tak samo

jak na rysunku obok. Znajdz punkt C taki, aby czworo- B
kat ABCD byt réwnoleglobokiem.

Zadania

1. Przerysuj do zeszytu w kratke odcinek AB, a nastepnie narysuj: B

a) odcinek CD tej samej dlugosci i rownolegly do AB, /
b) odcinek EF tej samej dlugosci i prostopadly do AB, /
c) odcinek GH dwa razy dluzszy od AB i rownolegly do niego, l4
d) odcinek IJ dwa razy dluzszy od AB i prostopadly do niego. A

2. Narysuj na kratce uko$ny odcinek AB o wierzchotkach w punktach kratowych.
Nastepnie narysuj odcinki:
a) BCi AD prostopadte do AB,
b) EF prostopadty do AB i przecinajacy AB,
c) GH prostopadly do AB i nieprzecinajacy AB.

3. Przerysuj figury do zeszytu w kratke. Wskaz wsrdd nich prostokat, trapez,
rownoleglobok i romb. Uzasadnij odpowiedz.

4, Narysuj czworokat ABCD zgodnie z opisem. Okresl rodzaj otrzymanego czwo-
rokata.

a) Zaznacz punkt A w dowolnym punkcie kratowym. Przesun sie o dwie kratki
w prawo i o trzy w dol, a otrzymasz punkt B. Z punktu B przesuni si¢ o piec
kratek w prawo i o trzy w gore — otrzymasz punkt C. Stamtad przesun sie
o pie¢ kratek w lewo i o trzy kratki w gore, aby otrzymac punkt D.

b) Zaznacz w dowolnym punkcie kratowym punkt A. Aby otrzymac punkt C,
przesun sie z punktu A o cztery kratki w lewo. Z punktu C przesun sie o dwie
kratki w prawo i o trzy w goére — otrzymasz punkt B. Stamtad przesun sie
o szesC kratek w dot - otrzymasz punkt D.
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1. Geometria kartki w kratke

Zaznacz na kratce punkty A, B, C lezace w punktach kratowych i potozone tak,

aby odcinki AB i AC byly ukosne, a punkt C nie lezal na odcinku AB. Nastepnie

narysuj:

a) odcinek CK rowny odcinkowi AB, rownolegly do AB i polozony tak, aby
punkt C byt jego dolnym koncem,

b) odcinek CL réwny odcinkowi AB, rownolegly do AB i polozony tak, aby
punkt C byl jego gornym kornicem,

¢) odcinek CP réwny odcinkowi AB i rownolegly do AB. To zadanie ma dwa
rozwigzania. Podaj je.

Przerysuj rysunek do zeszytu w kratke. Narysuj odci- M
nek PR réwny odcinkowi MN i prostopadly do MN.
To zadanie ma dwa rozwigzania. Podaj je.

Narysuj na kratce ukos$ny odcinek AB o wierzchot- N
kach w punktach kratowych. Narysuj prostokat ABCD, -;-

w ktorym BC = 2AB. To zadanie ma dwa rozwigzania. — Nl
Podaj je. | |

Znajd7z wymienione figury o wierzchotkach |

w punktach zaznaczonych na rysunku. | \E

a) trojkat prostokatny

b) trapez rGwnoramienny Al T T 1 D

¢) réwnoleglobok
d) piec trojkatow rozwartokatnych

Zaznacz w zeszycie punkty M i P tak jak na rysunku do zadania 6.

a) Znajdz sze$¢ takich punktow kratowych: A, B, C, D, E, F, aby kazdy z trojka-
tow: MPA, MPB, ..., MPF byl trojkatem prostokatnym.
b) Zaznacz jeszcze dwa punkty o tej wlasnosci.

Zaznacz w zeszycie w kratke punkty A, B, C tak jak na
rysunku obok. Znajdz punkt kratowy D taki, aby: Al | | | | | [C

a) czworokat ABCD byl rownoleglobokiem,

b) czworokat ADBC byl rownolegltobokiem,

c) czworokat ACBD byl trapezem réwnoramiennym
o podstawach AC i BD, L ] [B]

d) czworokat ADBC byl trapezem prostokatnym,

e) czworokat ABCD byl trapezem prostokatnym,

f) punkt D byl wierzchotkiem trojkata réwnoramiennego ABD, w ktorym
AD = BD (podaj trzy rdzne rozwigzania).
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. Przerysuj do zeszytu w kratke odcinek A B. Narysuj kwa- | /

O punktach A, G, M danych w przykladzie 3 wiadomo, ze sg wierzchotkami
pewnego rownolegtoboku. Jak narysowac ten rownolegtobok?

Tym razem nie wiemy, ktdre z trzech odcinkéw: AG, GM czy AM s3 bokami row-
nolegloboku, a ktdry jest jego przekatng, wiec musimy rozpatrzec rdzne przypadki.

Zaczynamy od wykonania rysunku pomocniczego. B

R
Jak widad, istniejg trzy mozliwe rozwigzania. Jedno z nich znalezlismy w przy-
kfadzie 3 — tam przekatng byt odcinek GM. Podobnie znajdujemy pozostate dwa
rozwigzania.

. Narysuj te réwnolegtoboki.

. Zaznacz w zeszycie w kratke punkty A, B, C tak jak na rysunku do ¢wiczenia 3.

Znajdz taki punkt D, aby punkty A, B, Ci D byly wierzchotkami réwnolegioboku.
Rozpatrz wszystkie przypadki.

drat ABCD. ZnajdZ dwa rozwigzania. A

Punkty K, L, M s3 trzema wierzchotkami pewnego [ | | |[M
rownolegloboku. Zaznacz je wedlug wzoru w zeszycie ERENE
w kratke i narysuj ten rownoleglobok.

e e e

Uwaga. Zadanie ma trzy rozwigzania. Znajdz przynaj- K T
mniej jedno z nich. |

Zaznacz na kratce punkty K, L, M z poprzedniego zadania. Znajdz taki punkt
kratowy N, aby czworokat:

a) KLMN byt trapezem prostokatnym,
b) KLNM byt trapezem réwnoramiennym.

V. Oblicz: /121, /3332, y20 - /5, 420 — /5.




Punkty w uktadzie wspotrzednych

Na dobry poczatek )

Dwoch piratéw wyruszylo na poszukiwanie skarbu. Jeden drugiemu
nie ufal za grosz. Aby mie¢ pewnosc, ze kompan nie siegnie po ztoto
bez zgody drugiego, podzielili sie¢ zdobytymi informacjami. Jeden wziat
mape, drugi - opis, jak z niej korzystac.

Na mapie
Jest narysowana
siatka, na ktorej

1 bok kratki
odpowiada
kirokom.

Staik w punkeie (4, 4)'
1dZ 300 krokéw na zachéd.

dZ 100 krokéw na potudnie.
Tam jest skaro.

» W ktérym punkcie znajduje sie skarb?
Czy potrafisz zaszyfrowa¢ punkt na mapie, w ktérym zaznaczono
roze wiatrow?

- Czy potraftisz opisa¢, na czym polega szyfr?
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VII. Uktad wspdtrzednych

W rdznych sytuacjach potrzebny jest dokladny opis potozenia punktu.

Polozenie jakiegos miejsca na Ziemi W szachach i warcabach polozenie figur
okreslamy, podajac jego szerokos¢ i pionkdw na planszy okreslajg linie pol

i dlugosc geograficzna. w pionie oznaczone literami oraz linie
poOl w poziomie oznaczone cyframi.
Dzieki temu kazde pole ma swojg nazwe.

skala 1: 90 000 000

Kiszyniow: 47°00'N 28°05'E Pionek znajduje sie na polu d5.
Londyn: 51°03'N 0°01'E

W matematyce do okreslania potozenia punktéw na plaszczyZnie uzywamy
uktadu wspdlrzednych.

B I
- : Czy wiesz, ze...
;1 ! | Prostokatny uktad wspodtrzednych nazywany jest
e 1. AT: (3*) | rowniez kartezjanskim. Nazwa ta pochodzi od
14 | nazwiska francuskiego matematyka, fizyka i filozofa
_:1 o 13 :I3 ' oo René Descartes'a (czytaj: rene dekarta) - Kartezjusza
=17 ] (1596-1650), ktéry wymyslit sposdb opisu potozenia
:g : punktéw na ptaszczyznie za pomoca liczb. Potgczyt
L4l N w ten sposob algebre z geometrig, co spowodowato
| : ogromny rozwoj matematyki w XVII wieku.
|

Osie ukladu wspodlrzednych sg prostopadte, ich wspdlny punkt O nazywamy
poczatkiem ukladu wspodlrzednych. Na kazdej z osi wybieramy jednostke. Kaz-
demu punktowi na plaszczyznie z okreslonym ukladem wspotrzednych odpo-
wiada para liczb, np. A = (3, 2). Liczby te nazywamy wspolrzednymi punktu.

Na rysunku powyzej pierwszg wspol-
rzedng punktu A jest 3. Odczytujemy j3

Jak zapisujemy wspoétrzedne punktu?

; . . ; ! A=(3,2),
z 0si poziomej x. Druga wspodlrzedna, kto- co czytamy:
rg odczytujemy z osi pionowej y, jest 2. punkt A o wspotrzednych trzy, dwa.



2. Punkty w uktadzie wspotrzednych

\

Przyktad1 ) ™
Zapisz wspotrzedne punktu P zaznaczonego w ukla- 7!

dzie wspolrzednych na rysunku. x

Aby odczytac wspdlrzedna x, rysujemy albo wyobra- _ P

zamy sobie prostg przechodzacg przez punkt P i pro- 2

stopadlg do osi x (przerywana linia niebieska). Z ry-
sunku odczytujemy, ze przecina ona o$ x w punkcie | -5-4-3-2-1
—2. Jest to pierwsza wspotrzedna punktu P. L
Aby odczytaé wspolrzedng y, rysujemy albo wy- —
obrazamy sobie prostg przechodzaca przez punkt P
i prostopadlg do osi y (przerywana linia zielona). Jej
punkt przeciecia z osig y ma wspolrzedna 3.

Zatem punkt P ma wspolrzedne x = —2 i y = 3, co zapisujemy P = (-2, 3).

W N e

Cwiczenie 1 > ~

e
e~

Zapisz w zeszycie wspotrzedne punktow R, S, Ti U U T
zaznaczonych na rysunku.

&
NS
©

-

N Pty

T
5

Dobra rada
Pamietaj o kolejnosci wspofrzednych.
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Przyktad2 )

Zaznacz w ukladzie wspodlrzednych punkt A = (-6, 4).

¢  Rysujemy uktad wspotrzednych. Najpierw znajdujemy na osi x pierwszg wspot-
rzedng szukanego punktu: —6. Zauwazmy, ze wszystkie punkty majace pierwsza
wspolrzedng —6 polozone sg na prostej prostopadtej do osi x zaznaczonej prze-
rywang niebieska linig (rys. 1).

Nastepnie zaznaczamy na osi y drugg wspolrzedng punktu: 4. Punktéow o dru-
giej wspOlrzednej 4 jest nieskonczenie wiele i wszystkie one leza na prostej pro-
stopadtej do osi y (przerywana zielona linia, rys. 2).

Szukany punkt A lezy zarowno na linii niebieskiej, jak i zielonej, a wiec jest to
ich punkt przeciecia (rys. 3).

4 P=(-3, J;) 7! _(_1 7
= (54) A=|(—6,4)

I L= (_6: 2) — (—-2, 4) T:: (,3: 4)

M=(=60) ] 1 " 1.
0 | X 0 ] x _6 0 %

N=|(J6,-2)
B
Ay 1 Rys. 2 Rys. 3

Gdy nabierzesz wprawy, nie musisz rysowac przerywanych linii — wystarczy je
sobie wyobrazic.

Cwiczenie 2 )

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych punkty: B= (-3, 2), C=(-2,-1), D = (4, -3).

Przyktad3 )
Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkt H = (0, —2). T

¢ Punkt o pierwszej wspolrzednej O lezy na osi y. Dru- :) 'l >
ga wspOlrzedna punktu H jest rowna —2, wiec H jest ‘
punktem przeciecia osi y i prostej zaznaczonej zielo- H— (0] —2)
ng przerywang linia. ‘ '

Cwiczenie 3 >

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty: K= (—1,0), L=(3,0)i M = (0, 5).




2. Punkty w uktadzie wspotrzednych

Zapamietaj

Wiszystkie punkty lezace na osi x majg  Wszystkie punkty lezace na osi y maja
drugg wspolrzedna (y) rowna 0. pierwszg wspolrzedng (x) rowna 0.
¥4 YV E=0,4)
AL {-3,0),
T =120 1 F=1l0,1)
\‘o /;o 0 Y = /,o _;- 1+ N
il D= (5, 0) 0] 1 e
B=[(-1,0) 1G=(0,/-2)
| H=[(0} —B)

Przyklad4 )

“
Zaznacz w ukladzie wspolrzednych punkt E = (1%, — %)
¢  Aby zaznaczy¢ w ukladzie wspotrzednych punkt E, postepujemy tak samo jak
w przykladzie 2. Punkt E ma wspolrzedne utamkowe, wiec warto wybrac odpo-
wiednia jednostke na osiach ukladu wspotrzednych.
Wspdlrzedne szukanego punktu E sg liczbami zawierajacymi utamki o mianow-
niku 3 i 2, wiec wygodnie jest przyjac jednostke rowng 6 kratek tak jak na ry-
sunku ponizej.
17
i3
B 0 12 | 2
1
: E= (12 —l\%
) 27
. A
Cwiczenie 4 > ~\
. , P T A 1
Zaznacz w uktadzie wspolrzednych punkty F = (1 oy Z) 1G= (—2,5; — Z)'
\, A
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Zadania _

1. a) Odczytaj wspolrzedne punktow zaznaczo- clvi H
nych w ukladzie wspotrzednych.
b) Wypisz wszystkie pary punktéw, ktorych |B
wspolrzedna y jest taka sama. Jak sg poto- > o
zone takie punkty? D ! G
c) Wypisz wszystkie punkty, ktorych pierwsza 0 1 X
wspolrzedna jest rowna zero. Jak sa potozo- E
ne takie punkty? K
d) Wypisz wszystkie punkty, ktorych druga ¢
wspoOlrzedna jest rowna zero. Jak sg poto-
zone takie punkty?

Q=

2. Rozszyfruj wiadomos¢ zakodowang na rysun- Z
ku obok: Y,

(—3, —=5), (4, 0),12, —3), (0, 4), (—1,2), (1, 3). A

ok

3. Narysuj uktad wspdlrzednych i zaznacz w nim
punkty:
A= (-1, -3), D= (4,5; 6), R
B=(3,-13), E=(-3,0), :
C=(-4,4), F=(0,2).

4. W ukladzie wspolrzednych (rysunek obok) All D | B
narysowane sg odcinki AB i CD. Dla kazdego -
z nich podaj wspoétrzedne czterech dowolnych
punktow, ktore na nim leza.

C

5. Wukladziewspolrzednych zaznacz punkty: K= (0,0),L=(3,4), M=(6,0), N=(3,—4).
Polacz kolejno te punkty odcinkami. Jakim czworokatem jest tigura KLMN?

6. Odpowiedz, w ktorym punkcie: A, B, C czy D si¢ znajdziesz, jezeli z punktu (3, 1)
przemiescisz sie¢ o 11 jednostek w gore, a nastepnie o 7 jednostek w lewo i1 13
jednostek w dot.

A=(-1,-6) B=(-1,-2) C=(—4,-1) D= (—1,—-2)

7. Punkty A = (—7,-5), B= (2, -5), C= (2, —1) sg wierzchotkami prostokata ABCD.
Podaj wspoirzedne punktu D. Narysuj ten prostokat w uktadzie wspotrzednych.

8. Punkty A = (-3, —2) i B = (-3, 4) sg wierzchotkami trojkata ABC. Zaproponuj
wspolrzedne wierzcholka C, tak aby powstaly trojkat byt:

a) rozwartokatny,  b) ostrokatny;, c) prostokatny,  d) rOwnoramienny.




2. Punkty w uktadzie wspotrzednych

9. Narysuj uktad wspotrzednych.

a) Zaznacz w nim odcinki o korficach w punktach o podanych wspotrzednych.
Zaznaczone odcinki utworzyly fragment wyrazu. Jaki to wyraz?

(3,3)i(5, 1) (—12,3)i(—=10,1) (=2,3)i(2,3) (9, )i(11, 1)
(0,-1)i(0,3) (8, —1)i(10, 3) (—%, —1)i(—5,3) (—10,1)i (-8, 3)
(=0, 1) 104 1} €7 —1) L7, 3) (—1Z;=1)it—=12; 3] (10,3)1(12,—1)

b) Podaj wspoirzedne koncow odcinkdéw pozwalajacych dokonczy¢ wyraz, kto-
rego fragment odczytaliSmy w podpunkcie a).

1. Punkty B = (137, —-98), C = (137, —58), D = (107, —58) s3 wierzchotkami pro-
stokata ABCD. Podaj wspolrzedne wierzchotka A.

2. Przekatna AC prostokata z zadania 1 jest bokiem kwadratu ACEF. Podaj wspot-
rzedne pozostalych wierzchotkéw kwadratu ACEF. Rozpatrz wszystkie przypadki.

l. Odczytaj wspolrzedne punktéw zaznaczonych 7'
w uktadzie wspdlrzednych. S

Il. Narysuj ukfad wspotrzednych, a nastepnie za- [ s,
znacz w nim punkty: A = (-3, —6), B = (=3, 3),
C=(-2,5), D= (-2, —4). Polacz punkty odcin- u R
kami, tak aby otrzymac czworokat ABCD. Nazwij - -
powstalg figure. |

lIl. Punkty A = (=5, —6), B= (1, =6), C=(1,—1) sg — W L L
wierzchotkami prostokata ABCD. Podaj wspol-
rzedne wierzchotka D. Narysuj ten prostokat
w uktadzie wspotrzednych.

V. Uporzadkuj pola od najmniejszego do najwiekszego.

|
|
|
31a :
|
|
|



wspotrzednych

Na dobry poczatek »

Wykorzystajmy trojkaty prostokatne do znalezienia odleglosci miedzy
punktami w ukladzie wspoétrzednych.

Trojkgt
0 bokach dtugosci
6, 8, 10

13

Swietnie nadaje sie do
odczytania odlegtosci
migdzy punktami
A BiC

=, | Odlegtost miedzy
Odlegtost miedzy |IET " # 2R punktami B i C
punktami A i C A N jest rovina 10
AP ol e

| Odlegtosé migdzy punktami
A i B jest rowna 8. ‘

Pytania i polecenia

» Ustal odleglo$ci miedzy:
a) trzema z6Itymi punktami, ¢) dwoma zielonymi punktami,

b) trzema niebieskimi punktami, d) dwoma fioletowymi punktami.



3. Dtugosci i pola w uktadzie wspotrzednych

I Dlugoséc odcinka w uktadzie wspétrzednych

Dtugos$¢ odcinka narysowanego w ukladzie wspolrzednych okreslamy w jednost-
ce wyznaczonej na osiach tego ukladu.

yl
y4 ]
1 A. -B i
A ] B 0 1 s
O 1 X
AB=25 AB=25

Powyzej narysowano dwa uktady wspoélrzednych. W kazdym z nich narysowa-
no odcinek AB o dtugosci 5 jednostek. Zwroc uwage, ze dlugosc odcinka wyra-
zamy w jednostkach zaznaczonych na osi, a nie w centymetrach.

Przyklad1 )

Podaj dlugosci odcinka AB o koncach A = (2,4) i B = (5,4) oraz odcinka CD
o koncach C=(-2,2)i D= (3, 2).

¢ Ponarysowaniu odcinka AB w ukladzie wspot-

A
rzednych liczymy jednostki miedzy punktami Jii A4 &
A i B. Dlugos¢ odcinka AB wynosi 3 jednostki, C, 15 D
co zapisujemy AB = 3. 1
Dtugos$¢ odcinka CD wynosi 5 jednostek, czyli 3310 1 2 3 4 5 peg

CD=>5.

Zauwaz, ze w tej sytuacji dlugosci odcinkéw mozemy takze obliczy¢ za pomoca
odejmowania: AB=5—-2=3,CD=3—-(-2)=3+2=5.

Odcinek AB jest rownolegly do osi x, dlatego fatwo mozna podac jego dlugosc.
Podobnie jest z odcinkami roéwnolegtymi do osi y.

Cwiczenie 1 >

Z rysunku obok odczytaj dlugos¢ odcinka Vi
o koncach w podanych punktach. .
|C
6 = ¢1,95% D = (7,0 e o
b)E=(-2,-3)iF=(=2,1) i _
-10] 1234567 |x
il
\
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Aby wyznaczy¢ dlugosci odcinkdéw nierdéwnoleglych do osi uktadu wspotrzed-
nych, mozemy skorzystac z twierdzenia Pitagorasa.

Przyktad2 )

Oblicz odleglto$¢ miedzy punktami A = (2, 1) i B = (6, 4).
¢ PoprowadZmy przez punkt A prostg rownolegty do
osi x, a przez punkt B — prosta réwnolegla do osi y.
Punkt przeciecia tych prostych oznaczmy litera C.
ZwrdEmy uwage, ze otrzymany trojkat ACB jest pro- R N | |
stokatny, a odcinek AB jest jego przeciwprostokatna. =T |

AC=41BC = 3, wiec na mocy twierdzenia Pitagorasa:

AB=y/4*+3"=/16+9 =425=5
Odleglos¢ miedzy punktami A i B wynosi 5.

b il

Narysuj w uktadzie wspotrzednych odcinek AB, a nastepnie oblicz jego dlugosc.
a)A=(4,1),B=(1,5) Db)A=(-5-2),B=(7,3) c)A=(-3,1),B=(6,-2)

Gdy obliczamy odleglosci miedzy punktami, nie musimy zawsze wykonywac
dokladnego rysunku. Czasami wystarczy naszkicowac albo tylko wyobrazic¢ so-
bie potozenie tych punktéw w uktadzie wspdlrzednych.

Przyktad 3

Oblicz odleglo$¢ miedzy punktami yi
A=(-13,—-13)iB= (47, -33).

¢  Szkicujemy uklad wspotrzednych. Za- ’
znaczamy w nim przyblizone polozenie  A__-13 C

punktéw A i B. T _q

Zaznaczamy taki punkt C, aby odcinki :
AC i BC byly réwnolegle do osi ukladu. il :

Wtedy trojkat ABC jest prostokatny. Ob- 2
liczamy dtugosci jego bokdow. '
AC=47 - (-13)=60 °  Kolejno$¢ odejmowania: od wiekszej

wspotrzednej odejmujemy mniejsza.

BC=-13—-(-33)=-13+33=20
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC:
AB” = 60° +20% = 3600 + 400 = 4000

AB = /4000 = 104/40 = 20/ 10



3. Dtugosci i pola w uktadzie wspotrzednych

Dobra rada

Wykonujgc schematyczny rysunek, nie odliczaj jednostek, ale zwracaj uwage na potozenie
punktow wzgledem osi i na pofozenie jednego punktu wzgledem drugiego.

Cwiczenie 3 } \

Oblicz dtugos¢ odcinka AB, jesli A = (1, —120), B = (1, 230).

%, o

' Pole figury w uktadzie wspoétrzednych

Umiejetnos¢ obliczania diugosci odcinkéow w ukla- y T 1 |

dzie wspdtrzednych mozemy wykorzysta¢ do oblicza- | * TEEEEEEN
nia pol figur. Jako jednostke pola przyjmujemy pole [ 9|1 | | | | | |x
kwadratu o boku dtugosci 1 jednostki osi. jednostka pola
Przyldad4 ) "\

Oblicz pola trojkatow ABC i KLM, gdzie A = (-5, 2), B= (-3, 3), C= (-5, 6),
K=(3,2),L=(7.3), M=(5,6).

5
¢ Zaczynamy od wykonania rysunkdow. M
W trdjkacie ABC bok AC biegnie po liniach kratek,
wiec fatwo mozemy odczytad, ze AC = 4. Wysokos¢
BD opuszczona na ten bok réwniez biegnie po liniach
kratek, widac¢ wiec, ze BD = 2. Zatem: EEEEEEI | |
Pigc=3 AC-BD=7-4-2=14 LTI To T [#]

W przypadku trdojkata KLM warto narysowac prosto-  [y§ | | p|
kat KRSP (tym razem jest on kwadratem) jak nary- | | | |
sunku obok. Sklada sie on z interesujgcego nas trojka-
ta oraz z trzech tréjkatow prostokatnych: PKM, KRL,
LSM, ktorych pola mozna tatwo obliczyc.

Poxy =72 4=4 RE

Odczytujemy z rysunku dlugos¢ boku kwadratu KRSP i obliczamy jego pole.
PKRSP:4'4: 16

Pole trojkata KLM mozemy teraz obliczy¢ jako rdznice pola kwadratu i pdl troj-
katow.

Pxiym = Pxrsp — Ppkymt — Pxre, — Prsyy = 16—4—2—-3=7




VII. Uktad wspdtrzednych

Cwiczenie 4 >

Oblicz pole czworokata ABCD, gdzie A=(2,—1),B=(4,—-1),C=(5,2),D=(3, 1).

\.

Zadania

1. Oblicz dlugosci odcinkdéw AB, BC i CD. » Jesli poprawnie obliczysz diugosci
wszystkich trzech odcinkow w jednym przykladzie, mozesz przejs¢ na nastepny

poziom.
puziumA> a)A=(1,2), b)AZ(l,S), C)A=(3, 2), d)A=(1,6),
< Pl B=(1,4), B =35 B={1,2) B =, 6),
C=(=2,4), C=(3,-2), C=(1,0), C=(-2,6),
D=(-2,0) D=(2,-2) D=(-7,0) D=(-2,0)
pozioms » a) A = (1, 3), b) A = (3, —3), c)A=(-2,-2), d)A=(3,-2),
€ P2 B=102:5) B=(-9,2), B=(-2,1), B=(2,-1),
=158, 1) C=(-7,-2), C=(4, -7), C=11,9)
D=(2,4) D= (-3, -3) D=(-1,-19) D=(-1,4)

poziom C> Mozesz uzy¢ kalkulatora.

T a)A=(17,83), b)A=(13,82), <)A=(—18,8), d)A=(—13,23),
B= (116, 103), B=(—87,—118), B=(—48,32), B=(—63, —97),
C= (176, 23), C = (3, —238), C=(—38,72), C= (41, —250),
D=(193,-121) p=(43,-118) D=(-122,259) D =(141, —450)

2. Ktdre z odcinkow na rysunku 1 majg dlugosc 3¢

3. Oblicz obwody wielokatéw narysowanych w ukladzie wspoltrzednych (rys. 2).

yl yl
C DA B R

[

3 \\N X
]

i _ D C
H G
S
K p A B
& S L 0 :
T

Rys. 1 Rys. 2




. Oblicz pola trojkatow narysowanych [7!

3. Dtugosci i pola w uktadzie wspotrzednych

Punkty: A =(-3,-2),B=(4,-2)i C= (4, 5) s3 trzema wierzchotkami prosto-
kata ABCD.

a) Oblicz obwdd tego prostokata. b) Podaj wspotrzedne wierzchotka D.

w ukladzie wspdlrzednych obok.
Wybierz jeden z nich i oblicz jego ob- D F|C
wad.

/

Narysuj trojkat ABC i oblicz jego A B
pole.

a)A=(3,2),B=(7,2),C=(3,6) o i1 X
b)A=(-2,1),B=(0,1),C=(0,9) :

c)A=(0,-2),B=(4,-2),C=(2,2) G H

-

. Oblicz obwdd i pole wielokata.

a) D) c)
yl
D C

[—

Punkty: A = (0, 4), B= (-3, 0), C = (0, —6) i D = (3, 0) to wierzcholki czwo-
rokagta ABCD. Zaznacz je w ukladzie wspolrzednych i narysuj ten czworokat.
Oblicz jego pole i obwdd. Jaki to rodzaj czworokata?

Uzasadnij, ze rownoleglobok przedstawiony na rysunku jest rombem. Oblicz
jego pole co najmniej na dwa sposoby.

a) | | )} b) D | 7
8 D

el




VII. Uktad wspdtrzednych

10. Zaznacz w ukladzie wspdirzednych punkty A = (0, 0) i B = (6, 0). Narysuj do-
wolny réwnoleglobok ABCD o polu 18. Zapisz wspolrzedne wierzchotkow Ci D.

& 11. Dany jest wielokat ABCDEF o wierzcholkach: A = (=6, 0), B = (-3, —4),
C=(1,-1),D=(,-1),E=(3,3)i F = (-3, 3). Oblicz jego pole.

Wskazowka. Podziel wielokat na figury, ktorych pola fatwo obliczyC. Zwroc
uwage, aby ich wierzchofki lezaty w punktach o wspolrzednych catkowitych.

7 12. Narysuj réwnoleglobok ABCD, gdzie A = (—6, 0), B = (6, 0), tak aby jego pole
byto rowne 60, a obwdd 50.

1. Oblicz odleglos¢ kazdego z zaznaczonych J1iB
punktow od poczatku ukladu wspdtrzednych. D
Sprawdz, czy wynik jest zawsze taki sam.

2. Czy mozna znalez¢ wiecej punktéw o takiej
samej odleglosci od poczatku ukladu wspot- —= S AE
rzednych? Czy mozna znalez¢ taki punkt
o wspolrzednej x = —4¢ Czy tylko jeden?
A punkt o wspdlrzednej x = 1¢ Jak s3g polo-
zone w ukladzie wspolrzednych wszystkie
punkty o takiej wlasno$ci?

=

l. Oblicz dlugosci bokdw trojkata ABC o wierzchotkach A = (-3, —4), B= (-3, 2),
C=(-5,2).

ll. Oblicz obwodd kwadratu, ktorego jeden z bokéw ma konce w punktach (—20, 0)
i (20, —40).

lll. Oblicz pole trojkata ABC o wierzchotkach: A = (0, —3), B=(1, 2), C=(-2, 4).

IV. Ile osi symetrii ma narysowana figura? Jak sg potozone te osie?

a) b) c) d)

kwadrat prostokat trojkat rownoboczny romb




Odcinki w uktadzie wspotrzednych

Na dobry poczatek »
W punktach o wspotrzednych catkowitych umieszczono
rozne obrazki.

, “

G 8
.
G
5

5 R 5

¥V b & <

& & '

P,
-_—iO—Q—8—7—6—5—4—3—2—3:1 el 2| 2| #|le |6 |7 |B [F $&
|
-5
_4

il W,
-G
-7
s |
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Pytania i polecenia

« Znajdz trzy obrazki lezace na jednej prostej.
* Znaj dz cztery obrazki leiz}ce W punktach, ktore s 3 wierzcholkami: e S
a) trapezu, b) réwnolegloboku,  ¢) rombu. - -_'_'_________1_.._._._ =5 _____‘_:._:.‘-ﬁ_:____ 5
Czy potrafisz znaleZ¢ wiecej niz jedno rozwigzanie? = — s




VII. Uktad wspdtrzednych

Rozwiazujac zadania dotyczace figur w ukladzie wspotrzednych, warto korzy-
stac z poznanych sposobdw rysowania figur na papierze w kratke.

I Odcinki réwne i réwnolegte

Przyktad1 )

Dane sg punkty A = (-2, 5) 1 B= (2, 3). Narysuj prosta AB. Znajdz kilka @_\

innych punktdw, ktore lezg na tej prostej i majg obie wspolrzedne catkowite.

yl

Zauwazmy, ze aby dotrze¢ z punktu A do punktu B po liniach kratki, mozna prze-

sungc sie o 4 jednostki w prawo i o 2 jednostki w dét (w dowolnej kolejnosci).

Wobec tego niektore punkty lezace na tej prostej mozemy zaznaczyc:

o przesuwajac sie z punktu B o 4 jednostki w prawo i 2 w do6t, by¢ moze kilka
razy - tak otrzymujemy punkty D i E,

o przesuwajac sie z punktu A o 2 jednostki w gore i 4 w lewo, by¢ moze kilka
razy - tak otrzymujemy punkty F i G.

yl

Cwiczenie 1 >

Dane sg punkty A = (-3, 0) i B= (0, 3). Narysuj prosta AB. Znajdz kilka innych
punktow, ktore lezg na tej prostej i majg obie wspdlrzedne catkowite.

o




4. Odcinki w uktadzie wspotrzednych

Przyktad2 ) \

Dane sg punkty: A = (1, 3), B= (3, —1), C = (-3, 1). Narysuj odcinek CD réwny
odcinkowi AB i rownolegly do niego. Odczytaj z rysunku wspoirzedne punktu D.

¢ Rozwigzanie zaczynamy od zaznaczenia w ukfadzie wspodtrzednych punktow A,
Bi C. Dalej postepujemy podobnie jak w przyktadzie 1 na s. 287.

tatwo odczyta¢ z rysunku, ze z punktu A do D
punktu B przesuwamy sie o 2 kratki w prawo "
i 0 4 kratki w dot. I odwrotnie: z punktu B do
A przesuwamy si¢ o 4 kratki w gore i 2 w lewo.
Zatem z punktu C do punktu D mozemy do-
trzec, przesuwajgc sie:

e albo 0 2 kratki w prawo i 4 w dof,
o albo 0 4 kratki w gore i 2 w lewo.

Otrzymane dwa rozwigzania oznaczamy D; i D,.
Widzimy, ze D; = (-1, =3), D, = (-5, 5).

Cwiczenie 2 > ~\

Dane sg punkty: A = (=1, 0), B= (2, 2), C = (0, 4). Narysuj odcinek CD réwny
odcinkowi AB i réwnolegly do niego. Odczytaj z rysunku wspotrzedne punktu D.

L 7

I Odcinki réwne i prostopadte

Przyklad3 ) \

Dane sg punkty: A = (1, 2), B= (3, 5), C= (-4, 3). Narysuj odcinek CD réwny
odcinkowi AB i prostopadly do niego. Odczytaj wspotrzedne punktu D.

? Rozwigzanie zaczynamy od zaznaczenia w ukladzie wspotrzednych punktow A,
Bi C. Dalej postepujemy podobnie jak w przyktadzie 2 na s. 288.

Rysujemy trojkat prostokatny, w ktéorym AB 74
jest przeciwprostokatng, a przyprostokatne
leza na liniach kratek. Nastepnie obracamy go |_ !
0 90° (w dowolng strone) i przesuwamy tak, aby A
jeden z koncow przeciwprostokatnej znalazl sie C
w punkcie C. Mamy dwie mozliwosci, poniewaz
przeciwprostokatna ma dwa konce.

O
v

=

Na rysunku znajduja sie oba rozwigzania. Od- o3 -
czytujemy wspodlrzedne znalezionych punktow:
Dl — (_7! 5)! D2 — (_1: 1)-
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Cwiczenie 3 >

\

Dane sg punkty: A = (0, 0), B= (-3, 2), C= (0, 4). Narysuj odcinek CD réwny
odcinkowi AB i prostopadly do niego. Odczytaj wspotrzedne punktu D.

' Srodek odcinka

Przyktad4 )

Znajdz wspolrzedne srodka odcinka AB, gdzie A = (2, 5), B= (8, 1).

Rysujemy uklad wspdtrzednych i zaznaczamy [y
w nim dane punkty. A

Z punktu A do punktu B przesuwamy si¢ o 6 jed- 2
nostek w prawo i 4 jednostki w dot. W polowie -3%
drogi z A do B bedziemy, gdy przesuniemy sie |
o 3 jednostki w prawo i 2 jednostki w dot.
Odczytujemy z rysunku wspolrzedne srodka o 1%
odcinka AB: § = (5, 3).

Zapamietaj

Zauwazmy, ze:

o liczba 5 znajduje sie na osi w srodku miedzylicz- A
bami 2 i 8, czyli jest ich $rednig arytmetyczna, B =

» liczba 3 znajduje si¢ na osi w srodku miedzy licz- ¢

bami 115, czyli jest ich Srednig arytmetyczna.

Wspdlrzedne $rodka odcinka to srednie arytmetyczne odpowiednich wspot-
rzednych jego koncow.

Cwiczenie 4 > ~\

.

Znajdz srodek odcinka o konicach w punktach (0, 4) i (5, 6).

Zauwaz, ze gdy dany jest srodek odcinka i jeden z jego koncdw, to tatwo mozna
znalez¢ drugi koniec tego odcinka.

Rozwazmy sytuacje przedstawiong na rysunku do przykiadu 4. Z punktu A do
srodka odcinka przesuwamy sie o 3 kratki w prawo i 2 kratki w dot. Ze srod-
ka odcinka do punktu B musimy si¢ przesungc jeszcze raz w ten sam sposob

(0 3 kratki w prawo i 2 kratki w dot).




a) oc
b) od
C) OC
d) oc

e) oc

cine
cine
cine
cine
cine

f) oc

4. Odcinki w uktadzie wspotrzednych

1. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych punkty A = (1, 2) i B = (3, —4). Narysuj:

kK CD réwny odcinkowi AB i rownolegly do niego,

kK EF rowny odcinkowi AB i prostopadly do niego,

K GH dwa razy dluzszy od AB i rownolegly do niego,
< I] dwa razy dluzszy od AB i prostopadly do niego,
kK KL dwa razy krétszy od AB i rownolegly do niego,

cine

kK MN dwa razy krotszy od AB i prostopadly do niego.

Zapisz wspdlrzedne koricéw narysowanych przez siebie odcinkdw.

. Dane sg punkty: A = (0, —3), B=(0, 4), C= (3, 2).
Znajdz taki punkt D, aby czworokat ABCD bytl:

a) rownolegtobokiem,
b) trapezem réwnoramiennym.

Polecenie,znajdz punkt”

w zadaniach dotyczacych
uktadu wspdtrzednych
oznacza,podaj wspotrzedne
punktu”.

. Znajdz srodek odcinka AB o konicach w podanych punktach.

a)A=(2,5),B=(-51) b)A=(1,3),B=(0,-7) c)A=(37),B=(372

. Jeden koniec odcinka znajduje sie w punkcie (1, 3), a jego Srodek w punkcie (4, 5).

Jakie wspolrzedne ma drugi koniec tego odcinka?

. Dane sg punkty A =(2,2)i B=(5, 3).

a) Podaj wspodlrzedne trzech innych punktéw lezacych na prostej AB.
b) Czy punkt o wspo6trzednych (-5, 0) lezy na prostej AB? Odpowiedz uzasadnij.

. Znajd7 czwarty wierzchotek rownolegtoboku, jesli wiadomo, ze jego trzema

wierzchotkami sg punkty: (-1, 0), (3, —2) i (4, 1).

Uwaga. Zapoznaj sie z informacjami w ,,Dla dociekliwych” na s. 292.

Wskazdwka. Pamietaj, ze nie kazdy czworokat
o rownych bokach jest kwadratem.

. Wykaz, ze przedstawiony obok czworokat jest
kwadratem. Oblicz dtugosc jego boku.

. Danyjest trojkat ABCowierzcholkach: A= (-5, 2),
B=(1,-6), C= (-1, 5). Uzasadnij na dwa sposo-
by, ze jest on prostokatny. Ktory ze sposobdw jest

wygodniejszy?
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V.

. Narysuj uklad wspotrzednych i zaznacz w nim punk- 7!
ty A, B, Cjak na rysunku obok. Znajdz taki punkt D, te
aby czworokat ABCD byl rownolegtobokiem.
il B
Dane sg punkty G = (0, 5) i H = (8, 0). Znajdz takie A, = -
punkty K, L, M, aby: 'l *

Znajd7 punkty A, B, C, D o wspotrzednych catkowitych, tak aby czworokat ABCD
byt rombem, ktérego przekatne przecinaja sie w punkcie (5, —2), a jego obwodd
jest rowny 40.

. Prosta przechodzi przez punkty A i B. Znajdz wszystkie punkty, przez ktdre prze-

chodzi ta prosta i ktdre maja obie wspodirzedne naturalne.
a) A = (-2, 10), B= (18, —5)
b) A =(-201, 310), B= (221, —323)

Czy juz umiem?

a) punkt K byl srodkiem odcinka GH,
b) punkt H byl srodkiem odcinka GL,
c¢) punkt G byl srodkiem odcinka HM.

Przekatne rombu A BCD przecinajg sie w punkcie S = (-1, 2). Wiedzac, ze
A=(-1,-2)i B = (2, 2), znajdz pozostale wierzchotki rombu i oblicz jego pole.

Niektore stowa uzywane na lekcji matematyki maja wiecej niz jedno znaczenie.
Dobierz ilustracje w pary.

(1) (2) (3) (4) (5)

>
e
[T




@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

. Podaj wspotrzedne punktéw zaznaczonych | | [ | | | [y} | | |
na rysunku obok. Ll | | |E
. Narysuj uklad wspotrzednych i zaznacz 1 I F
w nim punkty: N N I I I A
A=(-4,-2),B=(-1,1),C=(2,-3), ——
D=(-30)E=(1;15),F=(0,2). T T T

. Znajdz trzeci wierzchotek trojkata prosto- | ] |
katnego réwnoramiennego, w ktérym jed- | | [ | || | C|
na przyprostokatna ma kofice w punktach | | | | | D
A=(-2,-1)iB= (3, —1). Podaj wszystkie
cztery rozwigzania.

. Oblicz dlugos$ci odcinkéw przedstawionych | | [ 1
na rysunku obok. o

. Znajdz srodek odcinka o konicach w punk-
tach (—4, 2) 1 (2, 0).

. Jeden koniec odcinka znajduje sie¢ w punkcie (-1, —2), a jego Srodek w punkcie
(—4, —5). Jakie wspdirzedne ma drugi koniec odcinka?

. Dane sg punkty A = (-2, 3) oraz B = (1, 1).
Znajdz jeszcze trzy punkty o wspolrzed-
nych catkowitych lezace na prostej AB.

. Punkty A =(-5,-3),B=(1,-1)iC= (0, 2)
sg trzema wierzchotkami prostokata ABCD.
Podaj wspotrzedne punktu D. Oblicz pole
i obwod tego prostokata.

. Dany jest wielokat ABCDEFGH (rysunek
obok). Oblicz jego pole.

. Dany jest czworokat ABCD, gdzie A = (0,0), B=(5,0),C=(8,4), D = (3, 4).
Czy ten czworokat jest rombem? Wybierz odpowiedz T (tak) lub N (nie) i je;j
uzasadnienie sposrod zdan A-C.

T A. odcinki ABi CD sg rownolegle
poniewaz B.  3°+4°=5° wiec AB=BC=CD=AD

N C. przekatne czworokata nie sa rownolegte do osi ukladu wspdlrzednych




Powtorzenie VI

1. W ukiadzie wspolrzednych dany jest odci-
nek AB. Podaj wspolrzedne punktu, ktoéry
lezy na tym odcinku i jednoczesnie:

a) lezy na osi x,

b) lezy na osi y,

¢) ma pierwszg wspotrzedna —2,
d) ma drugg wspodlrzedng —1.

2. Dane sg punkty: A = (-3, —1), B=(6, 5), C = (-2, 1). Znajdz wspodlrzedne ta-
kiego punktu D, zeby AB = CD oraz:

a) odcinek CD byl prostopadlty do AB,  b) odcinek CD byl réwnolegly do AB.

Podaj wszystkie rozwigzania.

3. Oblicz pole trojkata ABC, ktorego wierzchotki majg wspolrzedne: A = (—4, —3),
B=1(6,—-1),C=(-2,5).

4. Sprawdz, czy czworokat ABCD jest kwadratem, jesli
A=(-52),B=(-1,4),C=(1,0), D=(-3, -2).

5. Jakim czworokatem jest figura ABCD na rysunku
obok? Uzasadnij odpowiedz.

6. Punkty A = (-4, -3),B=(6,—-1)1i C= (-2, 5)
sg trzema wierzchotkami rownolegloboku ABCD.
Znajdz wspolrzedne czwartego wierzchotka. Ob-
licz pole znalezionego réwnolegloboku.

7. Przyjrzyj sie rysunkowi obok. Ocen prawdziwosc
podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, lub F — jesli jest falszywe.

[. Odcinek AC jest dwa razy dluzszy niz
odcinek AB.

1. - Odcinki AB i AC sg prostopadte. P | F

8. Punkty A=(5,4),B=(4,2),C= (8, 0), D= (10, 4) sg wierzchotkami czworo-
kata ABCD.

a) Ile katow prostych ma ten czworokat?

b) Czy w tym czworokacie mozna wskazac rowne boki? Jesli tak, to ktore?

c) Uzasadnij, ze pole czworokata ABCD jest trzy razy wieksze od pola trojkata
ABC.




Gra ,Stac¢iakampis”

Przed nami wakacje i wiecej czasu. Oto przykiad gry strategicznej, do ktorej wy-
starczy kartka w kratke i dwa pisaki rdznych kolorow. Gracze stawiajg na prze-
mian kropki w punktach kratowych - kazdy swoim kolorem. Wygrywa ten, kto
pierwszy zaznaczy swoje punkty w czterech wierzchotkach prostokata.

1. Nazwa gry oznacza prostokgt w pewnym jezyku. Dowiedz sig, jaki to jezyk.

2. Na rysunku obok jest pokazana rozgrywka miedzy

graczem czerwonym i zielonym. ®
@
a) Ktory z graczy wykonal pierwszy ruch w tej roz- = #
orywce? I T17
b) Ktory z graczy ma szanse wygrac te rozgrywke @

w swoim nastepnym ruchu?

3. Jestes graczem czerwonym. Nastepny ruch w pokazanej rozgrywce nalezy do
ciebie. Przerysuyj ilustracje na kartke w kratke i zakoncz gre w jednym ruchu.

a) b) C)

4. Zaznacz na kartce w kratke cztery punkty tak jak
na rysunku obok. Zaznacz czarnym kolorem szes¢
punktéw kratowych, ktore wraz z dwoma juz nary- ® ®
sowanymi punktami zielonymi mogg by¢ brane pod *—o
uwage przez gracza zielonego jako brakujgce wierz-
chotki prostokatow. Wykonaj to samo polecenie na
nowej kartce dla punktow czerwonych.

5. Przeanalizuj rozgrywke. Ktory gracz wygra ja w nastepnym ruchu, jesli ten ruch
nalezy do niego?

6. Dobierzcie sie w pary i rozegrajcie kilka partii gry ,,Staciakampis” Powodzenia!



1. Przyjrzyj sie rysunkowi osmiokata na kratce.

a) Uzasadnij, ze wszystkie jego katy sa row-
ne. Jakg miare ma kazdy z nich?

b) Czy ten oSmiokat ma réwne boki? Naj-
pierw sprawdz to za pomocg linijki, a na-
stepnie wykonaj odpowiednie oblicze-
nia. Ktory ze sposobdw pozwolit uzyskac
poprawny wynik? Dlaczego tylko ten?

Ogdlnie - nie da sie znalez¢ réwnych odcinkéw o koncach w punktach kratowych,
z ktorych jeden narysowany jest wzdtuz linii kratki, a drugi — wzdtuz przekatnych
kratek.

Wyobrazmy sobie odcinek lezgcy wzdtuz n kratek i odcinek lezgcy wzdtuz m
przekatnych kratek. Jesli przyjmiemy bok kratki jako 1, to pierwszy z odcinkéw
ma ditugos¢ n, a drugi m4/2. Gdyby te odcinki byly réwne, zachodzitaby réwnosé
n = m4/2. W takim razie /2 = -, czyli liczba /2 bytaby wymierna, a nie jest.

2. Narysuj na duzej kartce w kratke trojkat rownoramienny o podstawie 30 kratek
i wysokosci 26 kratek oraz o wierzchotkach w punktach kratowych.

a) Sprawdz, czy jest on rownoboczny: najpierw za pomoca linijki, nastepnie za
pomocg odpowiednich obliczen.

b) Czy mozna narysowac trojkat rownoboczny tak, aby jeden bok lezal wzdluz
linii kratki i wszystkie wierzchotki znajdowaly sie w punktach kratowych?
Odpowiedz uzasadnij.

Spojrz na rysunek i rozwiaz zadania 3-5.

3. a) Wypisz wszystkie cztery pary bokow prostopad-
tych osmiokata ABCDEFGH.
b) Wypisz wszystkie boki oSmiokata, ktore majg
taka sama dlugosc jak AB.

4. Cztery wierzchotki o§miokata ABCDEFGH sg row-
noczes$nie wierzchotkami pewnego rombu. Ktdre to
punkty? Oblicz pole tego rombu.

5. Laczac punkty A, B, C, D, E, F, G, H w innej kolejnosci, mozna otrzymac inny
osmiokat. Jaki to o§miokat? Sprobuj znalez¢ kilka réznych rozwigzan.



Zadania na geser

Fa
Przerysuj do zeszytu niebieski domek. | |
. Narysuj czerwony domek wedlug instrukcji zamiesz- 1l I:I [_]
czonej w ramce. Co sie stalo z domkiem? —t i —t=

Szczyt niebieskiego domku ma wspétrzedne (2, 5). Aby otrzymacd szczyt czerwone-
go domku, zamieniamy wspotrzedng x na przeciwng, wspotrzedng y zostawiamy
bez zmian. Czerwony domek bedzie miat szczyt w punkcie (-2, 5). W ten sam spo-
s6b zmieniamy wspotrzedne wszystkich punktow.

. Narysuj zielony domek wedlug instrukcji w ramce. Co si¢ stalo z domkiem?

Szczyt niebieskiego domku ma wspotrzedne (2, 5). Zamieniamy wspotrzedng x
na y i odwrotnie. Szczyt zielonego domku bedzie miat wspétrzedne (5, 2). W ten
sam sposéb zmieniamy wspoétrzedne wszystkich punktdow.

. Wyobraz sobie, ze 0§ x to brzeg jeziora, nad ktorym stoi niebieski domek. Napisz
instrukcje, wedlug ktorej nalezy zmienic wspolrzedne domku, aby otrzymac ry-
sunek jego odbicia w wodzie.

. Zaznacz w ukladzie wspotrzednych punkt A = (3, —1). Polacz go odcinkiem
z punktem O = (0, 0), czyli poczatkiem uktadu wspotrzednych. Wydtuz dwu-
krotnie odcinek OA, dorysowujac odcinek AA;, réwny odcinkowi OA i do niego
rownolegly. Podaj wspotrzedne punktu A;.

. Przerysuj trojkat ABC. Polgcz kazdy z jego wierz-
chotkéw z punktem (0, 0). Wydtuz dwukrotnie kazdy
z odcinkow OA, OB i OC jak w zadaniu 9. Otrzymasz
odcinki OA;, OB; i OC;. Polacz odcinkami punkty A;,
B; i C;. Poréwnaj otrzymang figure z trojkatem ABC.
Co zauwazasz?

. Poréwnaj wspolrzedne punktéw A, B, Ci A;, By, C;.
Co zauwazasz?

. Przerysuj wielokat pokazany na rysunku obok. Jak s3-
dzisz, co sie stanie, gdy wykonasz polecenia z zadania
10? Wykonaj takie cwiczenie i sprawdz swoje przewi-
dywania.

Uwaga. Przeksztalcenie, ktore wykonujesz w zadaniach
101 12, nosi nazwe ,,jednokladnos¢ o srodku O i skali 2™



Zadania na deser

I Czy punkty leza na jednej prostej?

Na rysunku przedstawiono odcinki
AB i AC oraz punkty D i E. Punkty
A, B, C, D, E s3 punktami kratowymi.
Wydaje sie, ze punkt D lezy na odcin-
ku AB, a punkt E lezy na odcinku AC.
Ale czy tak jest naprawde?

Okazuje sie, ze zamiast sprawdzac, czy punkt D lezy na prostej AB, tatwiej jest
sprawdzic, czy punkt B lezy na prostej AD. W obu przypadkach pytanie sprowa-
dza sie do tego, czy punkty A, D i B leza na jednej proste;.

13. Zaznacz w zeszycie w kratke punkty A, Bi D tak jak na rysunku powyzej. Nary-
suj odcinek AD i przedtuz go, dorysowujac na jego prawym koncu kolejne od-
cinki rowne i rownolegte. Czy otrzymana prosta rzeczywiscie przechodzi przez
punkt B?

14. W analogiczny sposob sprawd?, czy punkty A, E i Cleza na jednej prostej.
15. Znajdz punkt przeciecia prostych ABi CD.

a) 7! b) Al | |B|J}
A.
B-
o ] X o 1 X
-D -D
cl C/

B Znikajacy kwadrat

16. Popatrz na ilustracje ponizej. Trojkat przedstawiony na rysunku po lewej stro-
nie podzielono na kilka wielokgtéw. Gdy poskladano je w inny sposdb (jak na
rysunku po prawej stronie), okazato sie, ze powstal taki sam trojkat, ale brakuje
w nim jednego kwadratu. Jak to mozliwe?
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Cwiczenia 1. a) tak b) nie 2. 6960 m 3. Rodzina trzyosobowa dostata 18 kg éliwek,
a czteroosobowa - 24 kg §liwek. Zadania 1. w pierwszym 2. a) nie b) tak c¢) tak d) nie
3. a) tak b) nie 4.9 min 25 s 5. raczej dluzszym 6. 240 g czekolady, 3 jajka, 210 g cukru, ilyieczki
ekstraktu, 120 gmaki 7. a) 300 g masta, 480 g czekolady, 6 jajek, 420 g cukru, 1%1yieczkj ekstraktu,
240 g maki b) 350 g masla, 560 g czekolady, 7 jajek, 490 g cukru, 1%1yieczki ekstraktu, 280 g maki
8.a) 500 g b) 120 9. 75 cm’ kwasu solnego i 25 cm® kwasu azotowego 10. 11 kratek
Dladociekliwych 1.16 2.1:2 3.1:4 4.1:2 Czy juzumiem? 1. Alfa - tak, Beta — nie II. 47 cm
III. nie IV. a) trapezem b) a =¢ =118° 8 = 62°

wazenla 1. 80 gr ) P 3 48 4. 840 kg Zadania 1. a) 22 b)5 ¢) 27 2. a) b) Sita 400 g,

125 o
Kumpel 250 g 3. ﬁ 4, a) i ) ) 5 a) 365 b) — 122 6.49,20 zt 7. wczora]:6zl, dzisiaj:

8,40zt 8.a) 16 m* b) 5m* ¢) i 9 Szostoklasma zebrali 55 puszek, czyh 5 wszystKich puszek.
Klasa 7a zebrala -7 wszystkich puszek 10.017.35 11. 16 dag 12. 8 dag wody, 32 dag suche] masy
13. Jablka waza 50 dag, a sucha masa 40 dag. 14.4 kg Dla dociekliwych 1. Bartek, bo < 3 liczby 20
nie jest liczbg naturalng. 2. 28 3. 12, 24, 36 4. 8 Czy juz umiem? L. % II. 30 IIL 45 min
IV. 67,5 <2

W iy | ERTE=1al
=l . B FRAE LR =211 0
F o b B | Wl S B

Cwiczenia 1.2)02 =1 b) 0,075 :% ¢) 1,54 =1 2.2) 10% b) 95% c) 3% d) 0,7% 3.1.a) 75%
b) 40% c¢) 52% d) 83 % 3.2.2) ﬁ,m 10% b) E,07 70% ¢) = 0,3; 30% 4.a) 50% b) 12,5%
¢) 25% d) 200% 5. a) 66—% b) 33—% ¢) 60% d) 0% e) 20% f) 663 2% 6. 25% Zadanla 1. poziom A
a) 0,25; 7 b) 1,2; 2 ¢) 0,4; = d)064, > e)075 f)3 3 g)085, 20
a) 0,455; —— b)0(6) —c)0032 d) 0,275; 1 €) 0,006; = f) 0,025; .= ) 0,(3);  h)0,828; 22

200 125 500 250
poziom C a) 5% b) 78% c) 139% d) 60% e) 308% f) 20% g)67% h) 280% pozmmD a)87 5%

b) 16,7% c) 186,7% d) 133,3% e) 40% f) 58,3% g) 25% h) 55,6% 2 a) =, 60% b) = 80% c) T /0%

3.76% 4.a) 41% b) 1% 5. a) Franek wydal ﬁ swoich oszczednosci na bilet do zoo. b) W sadzie

% masy masta. 6.a) Wakacje

w Grecji spedza 30% klientow biur podrozy. b) W klasie Agaty 60% ucznidw to chlopcy. ¢) Srednio

h)1.6: 5 2 poziom B

pana Jerzego grusze stanowig % wszystkich drzew. ¢) Thuszcz stanowi

62,5% 0séb wchodzacych do sklepu odziezowego nic nie kupuje. d) Srednio 40% o0s6b boi sie
dentysty. e) 33%% uczniow naszej szkoly uczy sie jezyka niemieckiego. 7. masa: 500 g; stezenie:
6% 8.a)25% b)37,5% ¢) 16%% 9. a) okolo 56% b) 37,5% c) 20% d) okolo 3,3% 10. w poniedziatek
11.a) 25% b) 37,5% c¢) 62,5% 12. a) masa: 50 g; stezenie: 10% b) masa: 240 g; stezenie: 12,5%
13. a) 25% b) 12,5% 14. panie: 5843 A:n, pan0w1e 44— J % 15.a) 7% b) 74% c¢) 33% d) 3%
16.a) 60% b) 12,5% ¢) 1,5% 17. 28% 18 a) =, =, - b) 1 pla doaekllwych 1. a) 2 b) 80%
c) 1,25 d) 125% 2.200% 3. 166,7% Czy juzumiem? 1. B II. a) % b) 82% c) ) III a) 75%

b) 74% IV. C V. a) graniastostup szesSciokatny b) (1): 4, (2): 6
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4. Obliczanie procentu cadane rde),
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Cwiczenia 1.a) 125 b) 51 ¢) 0,81 2.a) 97,2zt b) 129,6 zt ¢) 145,8 zt 3.26 Zadania 1.a) 3,6,
18,0,2 b) 29,0,4,0,07 ¢)6,25,2 d) 14,122,0,6 e) 2,7,40 £) 90,21,270 2.a) 115 b) 45,5 ¢) 63
d) 14,4 e) 33,6 ) 0,36 g) 225 h) 0,0045 3.a) 10% liczby 25 b) 0,6% liczby 250 ¢) 8% liczby 1000
d) liczby sa rowne 4. 1. 3,06; 11. 99,25; I11. 7,13; IV. 2,61 5. w banku C 6.0 180zt 7.nie 8.a)30g
b) wiecej jest rodzynek 9.4200 zt 10. a) jeziorai rzeki: 9900 ha, morze: 11220 ha, lady: 11880 ha
b) 18150 ha 11.2 kg 12.a) 12% b) 48 g 13. a) pan Tomasz b) pan Piotr 14. a) Tomek b) o 2
maslaki c) kurek 15.069% Dla dociekliwych 1.2) 12 b)9¢) = 2.2 3.12% Czy juzumiem?
1.0,36 g 11. 18 III. C IV.a) 7,5 b) —0,015 ¢) 0,0025

] R = ) 3 "
. B e 1 | ] i i & "
b ol Wi W omler hoie M o W W k| Wk d =L ¥ P gullin x pul Te RARR F B R AR R B e el o §
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Cwiczenia 1. a) 1400 b) 120 ¢) 96 d) 1,8 ¢) 20 f) 42 2.a) 200 b) 500 c) 900 Zadania
1. poziom A a) 72 b) 37,5 ¢) 30 d) 80 e) 5 f) 3590 g) 28 h) 126 i) 50 poziom B a) 540
b) 120 c) 216 d) 40 e) 20 f) 250 g) 205 h) 130 i) 220 poziom C a) 150 b) 350 c) 500 d) 1800
e) 25 f) 50 g) 60 h) 4500 i) 300 poziom D a) 3750 b) 500 c) 1400 d) 400 e) 200 f) 150
g) 11,52 h) 200 i) 100 2.a) 540 b) 1200 ¢) 30 3.a) 140 b) 9,5 ¢) 52,5 d) 24 4.a) 30 b) 28 5.25
6. 25 0sdb; nie jest mozliwe 7.80 kg 8.17,5m* 9. a) 1500 uczniéw b) 1500 g 10. a) 188 dzieci
b) 188 g 11. 1000 kg 12. 75 samochodow 13. 50 owocow 14. a) 100 b) 156,25 15. a) 1800
b) 0 191 osdb Dla dociekliwych 1. a) [los¢ wody sie zmienia. [lo$¢ suchej masy si¢ nie zmienia.
b) 20 dag wody, 80 dag suchej masy c¢) 80 dag d) 30% e) 2% kg 2. 133% g Czy juz umiem?
I. 40 punktéw II. masa roztworu: 500 g, masa wody: 425 g III. 400 osob; 96 oséb 1V. a) 15 cm?
b) 14 cm? ¢) 30 cm?

F L @ LN | o L -
Aoy g B S RS NN 4% e W 7 | Fh R B g g gen e S pemeen Rem E o % B
rocent wiecel, o ile procent mniej
e T e B B A he o Sy e e F * H1 B - - — L | B i %

Cwiczenia 1.2a) 45 b) 28 ¢) 220 d) 0 2.54zf 3.1.a) o 33%% b) 0 25% 3.2. 1,20 zt 4.0 0,7
punktu procentowego Zadania 1.42 zt 2. sweter: 72 zl, T-shirt: 16 zI, bluza: 32 z 3. a) lyzwy
96 zt, rolki 112,50 zt b) wiecej w zimie 4. a) o0 20% b) o 50% c) wczesniej 40%, pozniej 50%
d) o 10 punktéw procentowych 5. a) mniejsza o 25% b) wieksza o 33%% 6. a) zdrozato o 20%
b) zdrozalo 0 12,5% c) wiecej o 66%% d) poprawil o 6%% 7.a) 109,65 zt b) 169,36 zt ¢) 52,32 zt
8. 109,65 zt; 169,36 zl; 52,32 zt 9. 1224 zt, 1170 zt 10. a) obnizono o 4% b) obnizono o 2%
c) obnizono o0 2% 11. a) Chiny i Indie b) Chiny o 3,7%, Indie o 8,8%, USA 0 4,9% 12. a) Para
A uzyskala o 4 punkty procentowe wiecej gtosow niz para B i o 20% wiecej glosdw niz para B.
b) Para B uzyskata o 4 punkty procentowe mniej gloséw niz para Aio 16%% glosOw mniej niz para A.
13. a) Corn: wzrost o 5 punktow procentowych, Mais: spadek o 5 punktow procentowych, Kukur:
wzrost o 15 punktdw procentowych b) wzrost o 150% ¢) zmniejszyt sie 0 25% 14. o 20 punktow
procentowych Dla dociekliwych 1. a) % b) 83% c¢)o 17% 2.0 25% 3. nizsza o 25%
Czy juzumiem? 1. 0 35% II. a) w pierwszym sklepie 187,50 zt, w drugim 176 zt b) w pierwszym,
o 11,50 zt IIL. a) o 3 punkty procentowe b) 0 6,25% IV. 23 = &, 32 = 9. 2.8 = =5 )

Cwiczenia 1. 1100zt 2.295,20z1 3. 1600 zt 4. w drugim naczyniu 5.2,5% Zadania 1.06,25%
2. 40 babeczek 3.a) 1650z b) 18% c) 594 zt 4.60 5.tak 6.B 7. 16 zI mniej 8. A: 2100, B: 736,
C: 483, D: 3936 9. a) 300 owiec; 20% b) 300 g; 20% 10. a) nie b) nie c) tak d) tak e) nie f) nie
11. a) 40 0s6b; 25% b) 40 g; 25% 12. a) 80 chtopcow i 120 dziewczynek b) 80 g solii 120 g wody
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Odpowiedzi

13. 12,16% 14. 3% 15. 15,75% 16. 1951,22 zt Dla dociekliwych 1. 5% ceny netto to
ok. 4,76% ceny brutto, 8% ceny netto to ok. 7,41% ceny brutto, 23% ceny netto to ok. 18,70% ceny
brutto 2. a) o 1 punkt procentowy b) o ok. 4,55% c) o ok. 0,81% Czy juz umiem? 1. Laczny koszt
noclegdw i wyzywienia nie zmienil sie. 11. 440 g II1. z6ttko: ok. 31%, skorupka: ok. 14% IV.a) 8 b) 125

Zestaw 1 1.B 2.a) 56% b) 135% ¢) 175% d) 77,5% e) 87,5% f) 133%% 3.52% 4. 1. F 1l. P,
II.E, IV.F 5.C 6. L. F, II. P, III. P 7. 55,25 zt 8. a) 63 punkty b) 57 punktéw 9. Rodzina
4-osobowa zaplacita 4720 zl, a rodzina 5-osobowa - 5900 zI. 10. 30 dni 11. a) Wietnam - 0 2,6
punktéw procentowych, Meksyk - o 1,5 punktu procentowego b) o 36% 12. Oba zdania s3
prawdziwe. 13. 39,36 zt 14. 18 g cukru i 102 g wody 15. C 16. 9 pomaranczy, 27 nasion
kardamonu Zestaw 2 1. C 2.a) 25% b) 37,5% c¢) 75% d) 71%% 3.35,19z1 4.3750 g
5.a) 85 uczniéw b) 128 ucznidw c) siodmoklasistow, o 4 wiecej 6. 147,60zt 7. 1. F ILF 8.1. C
9.1. PLIL. K III. P 10.nie 11. 14 12. Agata 27 z{, Marek 18 zl, Zbyszek 9zt 13. 1000 g

1. 25,42% 2. o ok. 15,27% 3. o ok. 18,70% 4. 0 40100000 kg 5. 0 30 uczniow 6. A 7. C
8.202,5 keal 9. 83% 10. 335%

1.60% 2.40% 3.37,5% 4.a)2:1 b)1:2 ¢)1:5 5.a)300% b)25% c) 10% 6.1 :25 000
7.a) A-25%,B-15%,C-5%,D -55% b) A -17%, B-33%, C-20%, D - 30% 8. 1-pokojowe:
4 mieszkania, 2-pokojowe: 10 mieszkan, 3-pokojowe: 18 mieszkan, 4-pokojowe: 8 mieszkan
9. a) Masa samcow niedzwiedzi w Chorwacgji i Stowenii zmniejsza si¢, masa samic oraz wszystkich
niedzwiedzi w Szwecji i Norwegii rosnie. b) Wieksze zmiany sg na pdinocy. Wieksze sg wsrod

samic. 10. 501 12. prostokatny

Il. POTEGI

1. Potega o wyktadniku naturalnym

Cwiczenia 1. a) 8”7 =2097152 b) (—3)3 =21 ¢) 2,5°=97,65625 d) (— 2 =2,0736
2. a) (— Y= 9 >-32=-9 b) (4] = 64 =42 ¢) (%)3 :é<§:— 3.2) & b) 22 =391
c) —125 d)y 2= —2% e)1 4.a)81lub -8 b)4 ¢)21lub -2 5.a) 10* b) 105 c) 101 d) 0,1°

e) 0,1° f) 100 lub 0, 1O Zadania 1.a) (-1)=-1 b) 11°=121 ¢) 54—625 dy 2? =512
2.2)729 b) - ¢) o5 d) 32 =182 e) 1,69 3.a) 16, —64, 256 b) 8 3 8, ~0,008; 0,000008
4.2a) 12 b) 30 c) 630 d) 3 7 5. a) 382° b) (ﬁ) ¢) 5" d) (—23) 6.a) 2 zera b) 3 zera ¢) 4 zera
d) 1000 zer 7.a) 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00000001 b) 0,16; 0,064; 0,0256 8.2) 4i—4 b)9i -9 ¢) 5
i—— d) 0,6i—0,6 e) 1—1 —1— 9. Potqglowykiadmkach parzystych s3 réwne 1, aowykladmkach
nieparzystych sg rowne (—1). 10.a) 2 b) -2 c) d) —= e) -1 £) 0 g) 30 h) 0,01 1) ]) —=
11. a) (%)5 b) (%)8 12.a) 57 =125 b) 5% =625 c) 521 — 476837158203125 13.16 teraba]tow
14.2% = 256 15.1,022° - 1000 7t ~1485,95 zt 16.a) w piatym b) na niecaty rok 17. a) ok 10614111923

denarow b) ok. 94964459375 z1 Dla dociekliwych L.:a).3.9 27 81,.243,. b) > 9 27 811 2;3

¢)—3,9,-27,81,-243,... d) =3, 5, 35 35 —35 - CZyjuzumiem? L.a) 64 b) 1 ¢) 18 d) 0,0016

e) 3% II. a) nie b) nie ¢) tak d) nie e) tak IIL. a) 10* b) 10® ¢) 10'% IV. A: P =325 cm?,
Obw.=10cm, B: P=3cm? C: P=6,5cm?
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2. Potegi o tych samych podstawach

Cwiczenia 1.a) 10% = 100000000 b) 3°=729 2.a) 10* = 10000 b) 32=9 3.a) 3'° b) 10"
¢)(=2)"* d) (1) 4.2) 121 b) + Zadania 1. poziom A a) 2° b) 57 ) (g) d) (_5) e) 0,4 f) 10*
2) (—0,1) h) (~0,5)" poziom B 2) 3'° b) 0,2° &) (1) &) (-10)"* &) (1] ©) 5" g (~8)" h) (~0,1)*
poziomC a) 5* =625 b) (2} =10 (-1 =1 d) (1) = ; & 0,1° = 0,000001 £) (-1} = —L
g) (—2F =512 h) (%)zzﬁ MISTRZ 2a) 77 b) 5% ¢) (-3)° 2.2) Il b)I ¢) IV d) III &) IV
f) II 3.a) a® b) b* ¢) (—)° d) x'* &) x® ) (—x)" g (—b) h) m"? ) (—y)* 4.2)3 b) 11 ¢) 2
d)14 e)7 )2 5.a) 2** b) 3% ¢) 5°° d) 7** e) 4" £) 9'° g) 6'" h) 8*' 6.a) 81 b) 49 c) 64
d) 10000 e) 10000000 f) 100 7.a) 100 mln b) 10 tys. 8. A 9.a) np. x =60'°.60%° . 60% =
= 60%.60% = 60" 60'5-60'5-60'° b) np. x=1(60"F =((60°) =(60'2° 10.2) 1 b) tak
11. C Dla dociekliwych 1. 8000000000000000000 2. po jednej dobie 22* =~ 16000 000, po
tygodniu 2'%® ~ 256 - 1000, 6° = 10077696 =~ 107, 6°° ~ 36 10'* Czy juz umiem? L. a) 2"
b) 2% ¢) 2°° 11 a) 24 b) 1000000 c) 900000000 d) 49 IIL a) 3°' b) 2%° ¢) 9'* IV. a) 0,35
b) 4,4 ¢) 139 d) 5—

3. Whasnosci p@tggﬁwania

Ewiczenia 1.2) 347 b) 9° ) 50° d) 36° 2.a) (¢ =8 b) (02-10) =16 ¢) (2] =125
d) (-2) =32 3.2) 27 b) 2" 4.4 Zadania 1.2) 107 b) 2* ) 6° &) (1) o) 3°
2.2) 30°=27000 b)3*=81 ¢c)1”'=1d)1,3°=1,69 ¢) 2* =16 3.2) 2'* b) 2" ¢) 2" d) 2!
e) 27 ) 2! 4.2)9° b)9' ¢)9° d) 9> e)9' f)9* 5.a)10° b) 10" ¢) 10'® 6.a) 1'* =
b) 100* = 1000000 ¢)1° =1 d) (3 ) =1 ¢) (%)1 =2 £)0,3' =03 7.2) 5! b) 2'° 8.2) 6 b) 3*
) 81 d)9"*® ) x'7 9.2) x=8 b)x=0 ¢)x=6 d)x=4 10.6razy 11.a) 101 b) 20001

¢) 211 d) 191 e) 210" + 1 Dla dociekliwych 1.ok. 7,38 - 10'" t; zbiory pszenicy na $wiecie w 2016 .
to ok. 750 mln t, czyli ok. 1000 razy mniej Czy juz umiem? IL.a) 4" b) 4° ¢) 4° II. a) 3° = 27
b)(%)4:— )2°=32 ) 1°=11IL3'=31V.175=52.7,180=2%.3%.5,98 =2-7°

4. Notacja wyktadnicza
: : 1 . . :
Cwiczenia 1.1. 670000 1.2.D 1.3. 1,08  10? 2 a) 1OOOOOO;01’3‘1’}“3“3“3'1;yerdnz’n milionowa b) 10™7

a) 7.8-1077 b) 0,000000083 Zadania 1. a) 75 0,1, jedna dziesigta b) ﬁ, 0,01, jedna setna
¢) —, 0,001, jedna tysieczna 2.a) 1,3-10°km b) 1,4 - 10°km ¢) 1,49 10*km? d) 3,61 - 10® km?

:})O{i 10" m b)2:107"m ¢) 25 10"m d) 625-10°m 4. 210" kg; 1,39 10° km;
1-10%cm? 1,4-10%g; 8,1 -10"°km; 1,16 - 10°km; 5-10%°cm? 8,5 - 10° kg 5.a) 2-10* b) 5,2 10*
c)1,8:107d)7-10 ¢) 1,85 -107° £) 1,8 107° 6.a) 8000000 b) 24000000 c) 13400 d) 0,00007
e) 0,00089 f) 0,00000667 7. a) 100000 osobnikéw b) 10 000 000 ryb ¢) 100000000 mrowek
d) 125000000 000000 owadéw Dla dociekliwych 1. a) — b) : c) — 2.a)2°b) 27" ¢)27°
3. tak Czyjuz umiem? 1.a) 1,3-10%* b) 7,5-107% ¢) 7,02 10” II. a) 87000000 b) 0,0000839

III. a) — b) 8—

5. Obllczema w notacji wyktadniczej

Cwiczenia 1.2)3,2- 107 >68-10“b) 2107 > 1,810 ¢)4-10°<4-10°d) 23107 <
< 4-10" 2.0k. 86 razy 3.a) 1,66 1021 b) 0 3,4-10'"1 4. ok. 164000 razy 5.1,2-10* < 76
miliardéw 6. 7107 7. ok. 8571 razy Zadania 1. a) y<x<zb)x<z<y2c<a<b<d



Odpowiedzi

3.2) 7,7-10" b)7,6-1072 ¢) 1,92-107% d) 6,4-10°" e) 6,4-107"7 f) 9,375-10° ¢g) 3,5 107
h) 3,7-107 i) 3:107* 4. 210", dwadziescia trylionéw 5. a) 0 5,64 -10** kg b) ok. 20 razy
6.2) 4,9 10°km; 1,3 10* km b) Ziemia ma ok. 2,6 raza wieksza $rednice. 7.9cm 8.a) 8 1077 s
b) 2,5:107""'s 9.a) 2-10" Hz b) 1,2-10"”° Hz 10. 6,5-10° 11. 10 12. Nie zmieéci sie.
13.2) 4,5-107° b) 1,3-10" ¢) 9-107° 14. a) 1-10° milion b) 2-10° dwa miliony ¢) 1-10",
sto bilionow d) 510", piecdziesigt miliardow Dla dociekliwych 1. 2992 107 kg
2.2,494-107°kg 3.a) 7,31-107°°kg b) 2,654 10*°kg Czy juz umiem? L. ok. 3529412 razy
II. C III. 10 razy IV. kwadrat, prostokat, romb, réwnolegiobok

s. 100 _
Zestaw 1 1.D 2.C 3.4°=2*<5° <3 4.A 5.C 6.2) 3= b) 22 ¢) 122] d) 1222
7.2)9 b) ¢ ¢) 16 d) 16 8.2) 8,5-10% b) 1,7-1077 Zestaw 2 1.a) 0,057 b) = ¢) 50 2.a) 2’
b) (%)5 c) (— é)T d) 3* e) (—4) f)5° 3.C 4.B 5. Liczba 52 jest wieksza 4 razy. 6. trzy pary
rownych liczb: 64°i 4'°, 2**i 8% oraz 16" i 256* 7. 2,25-10* 8. Samolot jest szybszy od sokota

ok. 11 razy, a $wiatto ok. 3,3 - 10°razy. 9.a) druga b) pierwsza c) pierwsza d) druga 10. 10° razy

s. 102 _
1. B 2. Ziemia: 1,5 10% km, Mars: 2,3 - 10% km, Pluton: 5,9 - 10 km 3. Slonice 0,14 mm, Ziemia
0,0013 mm 4. dziesie¢ miliardow 5. 14 cm 6. 590 m 8. Wirusy mialyby 1 m, a bakterie 10 m
srednicy. 9. 30 km

s. 104

1. 4' =4, 4° =16, 4° =64, 4° =256, 4°> = 1024. Ostatnia cyfra 4° to 6, a 47 to 4. Ta cyfra
zalezy od tego, czy wykladnik potegi jest parzysty czy nieparzysty. 2. Ostatnia cyfre rowna 6
maja potegi liczby 2 o wykladnika podzielnym przez 4. 3.a)8 b)7 ¢)6 d) 1 4.0, 1, 5, 6.
To wszystkie takie liczby jednocyfrowe. 5. nie 6. 2° 2!, 214+2° 22 22+2°9 22421,
2°+2"42°% 2.2 +2% 2742 7.2+ 2020 2" 20, 20+ 2752 #2520 42720 2 21
8.2°+2'+2°+ . +2%=2%-19.b)50=2"+2*+2,100=2°+2>+2%200=2" +2°+27,
111 =2°+2°4+2°+2*+2"+2° 10.D 11.D 12.C 13.BiC14.B,CiD 15. po tygodniu 2° — |,
czyli 255 0sob, po miesigcu 2°' — 1, czyli 2 147 483 647 0s6b (ok. 2 miliardéw osob) 16. b) 810 z
c) 2047,50 zt d) w drugim przypadku o 1237,50 zt wyzsza 17. a) nie b) nie c) tak 18.a) 11
b)ll c)1 d)7 e)7 f)1 g)241ub —24 h) 10 i) 6

%Y 070 A CC"T171
arva F i | 7 4
O ol

s. 107 1. Pierwiastek kwadratowy

Cwiczenia 1.1.9 1.2.10cm 2.2)7 b) 14 ¢)17 3.a) 2= 17 b) $ =13 ©) 0,5 d) 15 4.) 17
b) 10 ¢) 5 5.a) 37 b) 159 ¢) 3210 d) 67324 Zadania 1. poziom A a)3 b) 11 ¢) 100 d) 9
e)8 f) 12 g) 50 h) 13 poziomB a) ;1 b) > ¢)2 d) Z ) < ) = g) 2 h) 2 poziom C a) 1
b) 15 ) 22 d) 15 €) 13 £) 22 g) 12 h) 12 poziom D ) 0,2 b) 0,12 ¢) 2,5 d) 1,5 €) 1,2 ) 0,8
) 0,1 h) 0,03 2.2) 25 b) 64 c) 81 d) 144 €) 0,25 f) 1,21 g) 0,01 h) 0,0009 3.a)4m b) 36 dm
c)48cm d)0,24km e)5mm 4.a) 12 b) 14 ¢) 18 d) 9 e) 3% 5.a) 12 b) 25 ¢) -0,3 d) 22
e)5f) > g 1h)0,021)36.1,6dm 7.80m 8.2)0 b) 1 ¢)-10 d) 4 9.a) 2 b) 3 Dla dociekliwych
1.2) 75 b) 31 ¢) 64 d) 105 2.2) 42 b) 49lub 51 Czy juzumiem? I.a) 15 b) 5 ¢) 21 d) 0,09
II. C III.a) 31 b) 1,2 ¢) 1% I'V. prostopadloscian: 40 cm, ostrostup: 24 cm



Odpowiedzi

Ty
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Cwiczenia 1.1,41 < /2 < 1,42 2.8 <78 < 9 3.a)4,6 b) -0,4 ¢) -7,4 Zadania 1.a) /17,
J48, /90 b) /91, V164, /298 2.a) 5</30<6 b) 8<J75<9 ¢) 10<4/120 < 11
d) 14 < m < 15 3. a) 2,236, mniejsze, 2,449, mniejsze, 2,646, wieksze b) 2,2, mniejsze, 2,4,
mniejsze, 2,6, mniejsze c) 2,24, wieksze, 2,45, wieksze, 2,65, wieksze 4.a) 2,3,4,5,6 b) 4,5,6
c)3,4,..16,17 5.a) 64 m* b) 256 m* 6.a)22dm x22dm b) 16 7.a) 7,05 b) 3,46 c) 12,64
d) 1568 8. A=—y25, B=—y/3, C=,/ %, D=/}, E=y2, F=y8, G=(/3), H=y17
9.a) y/5+4/6 > /11 b) y7+y7 > 14 ¢) /5 -2 </3 Dladociekliwych 1. tak 2. nie
3. nie, nie Czy juzumiem? L.a) 6 < /41 <7 b) 10 < /111 < 11 ¢) 15 <4237 < 16 1I. 2,8
III.a) 3,4 b) 0,7 ¢) 0,476 IV.NIE,A V.a)x=5b)x=4 ¢c)x=2

wm LRI
S T -t d aTa |
L]

s. 128

Cwiczenia 1.a) 110 b)é )5 d) 12 e)5 f) 10 2.1.a) /32 b) /54 ¢) /0,75 d) /8,1
2.2.a) 3/2 > 243 b) 743 <9/2 3.a) 22 b) 1045 ¢) 642 d) 742 4.a) 642 b) 3/10
¢) /5 d) 74/3 Zadania 1. poziom A a) J98 b) /0,48 ¢) y2 d) /175 e) V2 f) /0,28 g) J99
h) /22 1) /125 j) /2 poziom B a) 443 b) 6/6 d) 7/5 d) 15/2 ) 2042 ) 5/2 g) 2/6
h) 5¢/3 i) 45 j) 843 poziom C a) 44/3 b)0 ¢) 942 d) 2/7 e) 3/11 f) V6 g) 5/8 h) 643
i) 5/15 poziom D a) —34/3 b) 5/5 ¢) 242 d) 4/7 e) 6/11 f) 9/5 g —/2 h) 1243
i) 2642 2.2a)4 b)7 )9 d)3 e 4 f)0,5 g) 40 h)% 3. a) 3 razy b) o 2/6
4.2) J16 +9 < 16 +/4 b) y25—-9 > y25 -9 ) 247 > /37 5.0,5¢/32 < 3412 < 1243
6.nie 7.a) P =24, Obw. = 124/3 b) P=3042, Obw. = 1643 ¢) P= 4415, Obw. = 8y/2 + 4y/5
8.a) 282 b)4,48 ¢) 7,05 d) 14,1 9.a)4 b) /30 10.a)x=3 b)x=3 )x=5 d) x= 18
Dla dociekliwych 1.a) n =5 b) njestiloczynem liczby 5 i kwadratu liczby naturalnej 2.a) n =6
b) n jest iloczynem liczby 6 i kwadratu liczby naturalnej Czy juz umiem? 1. C II. 64/5 IIL. a) 5/3
b) 134/2 ¢) 74/5 —5 1IV. a) prostopadte: ABi AF, ABi CD; réwnolegle: AF i CD b) kat ostry:
L CDE; kat prosty: <{BAF; kat rozwarty: <{ABC, <{BCD, <{AFE; kat wklesty: <{DEF

4. Pierwiastek trzeciego stopnia

Cwiczenia 1.1.4 1.2.10cm 2.2)8 b) —8 ¢)7 d) =5 3.a) —Z b) -0,05 ¢) —3 4.a) 17 b) —343
¢) 117 5.4 < ¥100 < 5 Zadania 1.2) -1 b)6 ¢) —02 d) 5 €) 0,4 f) 15 g) 0,5 h) 15
i) —0,08 j) 1% 2.a)24cm b)25cm 3.a)7 b)1 ¢) -7 d)14 e) 10 £)5 g) 2 h) 36 4. a) 27
b) —1000 ¢) 125 5.tak 6.8cm 7.224dm? 8.a)6i7 b)9i10 ¢)10i11 9.a)6 b)7 ¢)3 d) 2
10. a) 13 klockow b) 111 klockéw 11.a) 20cm b) 5cm ¢) 24 Dla dociekliwych 1.a) 10 b) 3
c)2 d)5 e)2 f)2 g) 100 h) 1000 i) 10 2. a) ok 30 b) ok 10 3. Z liczby ujemnej nie mozna
wyciggnac pierwiastka czwartego stopnia, a pigtego stopnia - mozna. €zy juz umiem? [. a) |
b) =20 ¢) 3 d) —2 IL 11 < ¥/1402 < 12,12 < #2020 < 13 IIL. 55 cm 1V.2) 2 b) —0,2 ¢) 1,8
d)4 e)24 f) -4 V.a) 15 b) 32 ©) 32 d) 5

Cwiczenia 1.a) -8 b) —= ¢)8 d) 0,8 2.a) ¥/108 b) ¥/192 ¢) ¥/-1100 d) ¥7 3.a) 2¥2
b) 3¥/2 ¢) —5¥2 d) —10¥/9 4.2) 53/4 b) 63/2 Zadania 1.2) 4 b)5 ¢)8 d) 2 ¢) 3 f) 2
2.2)6 b) 0,4 ¢)3 d) —4 3.a) 236 b)6 ¢) —53/3 d)3¥17 e) 23100 f) 534 g) 2¥/3
h) 237 1) 2310 j) —3¥9 4.a) 4¥/9—-3 b) 3¥/3+2 ¢) —3¥10 5.a) 8/5 b) 4i/5
¢) 20042 d) 20310 6.a) 3,42 b) 5,13 ¢) 3,42 d) 171,00 7.2) 24/3cm b)4cm 8.a) /6 cm



Odpowiedzi

b) 3/4 cm 9. /3/1000000 :3JJ1000000 10. a) 42J_ b) 22247 c) 1434./11 d) 213 148
Dla douekllwych 1.a) 32 b) 72 . a) 22 b) 22 c) 22 d) 27! e) 27 > f) 2 -2 3. a) 73 b) 7”
4, a” Czy juzumiem? L.a) 10 b)4 ¢)7 d)2 IL. A IIL. 3/4 IV.a) 137,70 zt b) 153 zl

s. 141 6. Dziatania na potegach i pierwiastkach
Cwiczenia 1.1. a) nie b) tak 1.2. a) ) )ﬁ d) Y19 5 a) 5442 b) 3.a) 17 b) 23
¢) 0 Zadania 1.2) 2 b) 22 ¢ ‘F d) Q‘F I3 §) 248 5 2) tak b) nie c) e 3. AL58

b) 2,1 ¢) 7,1 4.a) 44 b) 30 c) 12 d) ~10 e) 1100 f) 508 5. a) 1143 b) 2¢/5 ¢) 64/3 d) —5/3

e) 742 f) =545 6.2) Obw. =234 +432,P=4 b) Obw. =5+3/5,P=5 ¢) Obw. = 1442,
P=20 d)Obw.:zoﬁ P=72 ¢€) Obw. =5+9y5+2/10,P =45 f) Obw. = 2 + 642 + 243,

P=64y2 7. I — II —5 111. 10 IV. 100 8.a)2cm b)6cm 9.a) 1 b) 5 ¢) 20,3 Dla dociekliwych
la)ﬁb)z‘/_ V5 AT ) Y3 2.2) 398 b)3VET o L d) 458 ) 42
Czy juzumiem? l.a) — ’/_ b) £ )ZJ_ II. B II1. a) 125 b) 37 ¢) — 8‘/_ d) 27/2 IV.a)A b)D
A CdDeCfHA g)B h)D i) B

5. 145
Zestaw 1 1.2)9 b) -1 ¢) 12 d)0,4 e) = £) 2= 1< ) 38 h)60 2.2) 6 b)9 )2 d) 0,6 3.a) 3
b) 2 ¢)3 d) 1 4.2) 24/3 b) 2/5 ¢) 3/5 d) 6/3 e) 236 f) 432 5.a) 15 b) 2,4
c)1,56.a)2i3b)—4i—3¢c)—10i—9d)12i13 e)—5i 4f)6177a)131 b)38 ¢)6 8.a) /12

b) Y27 ¢) Y30 d) /125 €) ¥/&1 £) Y3000 9.2) 2/2 b) 22 ¢ 23 gy 203 ma)Obw—gﬁcm

P=6cm’> b) Obw. = 643 cm, P =6 cm®> Zestaw 2 1. —/§<0() M< <J_—
= VY8 < V27 2.2) 22 b) 50 ¢) 4 d) 427 3a)3b)2c)1d)34ﬂ\/16 -
3/ —27, ¥/—1000 5.543 6.a) 9 cm® b) 24ﬁcm ¢) 3046 cm? 7.a) 3/2 ~ 4,2 b) 5,/_~7
<) 12\/_~ 16,8 8.B 9.84/2 10.2) 1 b) 3/2 c)ﬂ 11. V = 64/5 cm?, P. = (815 + 6) cm®

s. 147 Zad:
1. ok. 2500 lat; ok. 1400 lat 2. ok. 1500 km; ok. 6000 km 4. druga 5. a) tak; nie, np. 5 — 7; tak; nie,
np.2:4
b)

Suma Roéznica Iloczyn Iloraz
liczby naturalne TAK NIE (np. 5 - 7) TAK NIE (np. ...)
liczby catkowite TAK TAK TAK NIE (np. ...)
liczby wymierne TAK TAK TAK TAK

liczby niewymierne NIE (np. ...) NIE (np. ...) NIE (np. ...) NIE (np. ...)

s. 149
1.a) A=6,B=1,N=4 b)A=9,]=7,K=4 ¢)M=1,R=9,U=6 d)A=2,B=4,C=6
e)A=9,B=1,C=8 2.%5</2<3%3 3.2)27 b)98 4.55cm 5.a) x =25 b) x = 0,25
c)x=1331 d)x=1,331 e)x=0lubx=1 f) x=-343 6. istnieje dla n < 27 jest liczba wymierna
dlan=0,n=15n=24,n=27 7.a) 33 b) 333 ¢) 3333 d) 33...33 (100 trojek) 8. a) liczby
odwrotne b) liczby przeciwne c¢) To nie s3 liczby odwrotne ani przeciwne. 9. =

10. np.:
. 3 AR .. _ 48 B plB e . L ’
n=4"-3"=419904 n= 4> 3% 17" “; nieskoniczenie wiele



Odpowiedzi

s. 153

s. 162

s. 171

IV. WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

1. Od wzorkéw do wzorow

Cwiczenia 1.a) 50 b) —47 2.a) ujemna b) dodatnia c) ani ujemna, ani dodatnia 3.1. 8,75 cm?
3.2.1i1l 4.60n + 30u, 870 zt Zadania 1. poziom A a) 0 b) % c)4 d)24 e)—4 f) 11 g) 40
h) 35 i) 0 poziomB a) —6 b)7,5 )12 d) 1 € —= f)—11 g)4 h)48 i) -2 poziom C a) ;
b) =75 ¢)20 d) —5 ) —60 f) —36 g) 56 h) 25 2.2) =5 b) 0 ¢) 4 3.a) 100k b) 0,01p c)p—j
d) 5SM+2N 4.a)x— 0,8 b) 1,20zt ¢) x+2(x—0,8) 5.2) 94,50zt b) 21,5x + 17,5y + 17z ¢) 21,57 — 35
6. a) Janek (2k + 3m) |zl], Ewa (7m + d) [z1] b) o (2k — 34d) [zt] 7. a) tak b) nie, np. dlax =1
c)nie,np.dlax=0 8.2n —2,6 9.a) poprawne c) nie 10.a)n+1 b)n—1 11. P = 24", L= 6a
12.a) 2(a+b) b) 4(x+1) ¢) x+2y+6 13.a) p—f b) 2nx ¢) 2ak 14. 9s +3 15. an + 2a
16.a)n+n+1+n+2b)2n(2n+2)c) %(211 +1)(2n + 3) Dladociekliwych 1.4 x 4: 3 poziome
i 3 pionowe; n x n: (n — 1) poziomychi(n — 1) pionowych 2.3 x3:3 dm, 4 X 4: 4 dm, n x n: ndm
3.2n(n—1);dlan =30:1740 dm Czy juzumiem? I.5x— 8 II. 35 IIl.a) Obw.=a +a + 1 + b,

P = a(a; ) b)a+a+ 1 — b IV. Wieksze niz 2000 sa wynikiem dziatan (1) i (2).

2. Suma algebraiczna i jej wyrazy

Cwiczenia 1. x2, 2x, —5, 7x, 9%, 5; =2 2: aj3y— 5 b) 3x2y+ 8xy2 3.5 4.a) suma liczby a
i iloczynu liczb 21 b b) iloczyn sumy liczb a i 2 oraz liczby b c¢) iloraz roznicy liczb a i b przez
sume liczb ail Zadania 1. poziom A a) 3x,7y, 5 b) ¢, —3bc, —%bzc c) b*, —dac d) —%nz, 8n, —4
e) —3a’, 2ab, —b* f) 9xy, —3x,y* poziom B a) 6x b) 0 ¢) —z d) —4k e) —k f) 3m poziom C
a)—x+1b)—yc)-3m+1dk+3e5p—s+3 f)5h—8 —6 poziom D a) x?+x +2y°
b)3a—5b%¢c) —4a”—2a+b>d)a’+a*—2e)3x>—2x ) Tm? +6m+9n>—17 2. trzy grupy:
L 6xy°, 4xy*, xy*, 0,001xy* i 2xy* IL —3x%y, —9x°y IIL 8x°yz*, x°z°y, 6x°yz* 3. a) tak b) Dla
kazdej wartosci p wyniki bedg takie same. 4.a) 7a —2 b) 5,5x + 5 ¢) 5p + 3 5. Wszystkie sumy
s3 réwne 5x*+6y 6.a) 2x + 3, 2k 1 b) 2(x + 3), 2y, %(er 1) ¢) ﬁ 7.4 8.a) ab+%b
b) 2ab —%b c) 1,5ab d) 3% Dla dociekliwych 1.a)n +1,n+2,n-1 b) 3n +3 d) nie, tak
Czy juz umiem? 1. 2x°, —5x, 2xy, 15x, 2 1. B III. Obwéd prostokata P : 6x+ 6, obwdd prostokata P :
12x — 10 IV.lyzeczka: 5 cm’, wanna: 200 1, wiadro: 10 1, kaubek: 250 cm’

3. Opuszczanie nawiasow

Cwiczenia 1.2)7x—4 b)2x—3y+7 ¢)0 2.2)6a+ 15 b) —15b + 10 ¢) 4¢> — 8¢% d) —16d + 24
3.a) 2c3+b2+% b) —d+2 4.a) 36 b)x+5 ¢) x— 1 Zadania 1. poziom A a) —5xy—2x +y
b)ab+2a ¢) -3p—rd)-—st—s+2te)-m+n—11)3¢g+2h+3 poziomB a)3ab + 6a
b) —3d+9 ¢)—-12d +32 d) 3x—21 ) 2x— 10 f) —4a + 12 g) 16¢d — 24 h) —2xy— 2y poziom C
a) 2x—y+% b) a — 3ab c¢) 4p—3r—% d) 2g—4h+% e) %erl f) 2t — s poziom D
a) 6x2+2x—3y—16 b) 2a +5b ¢) 2r—4 d) 5—21‘—2% e)—17Zx+ 55 f) 4g+2% MISTRZ
[iVITilV 2.a) F+ G=-5x+4,F-G=7x—-4 b)F+ G=—4y+3, F—G=4y + 13
JF+G=4F-G=22"-12d)F+G=x+y,F—-G=3x-3y e F+ G=2b,F - G=—4aq
f)F+G=—2a,F — G=2b 3. KARIATYDA 4.1 8x+8y,IL 8(x + ) 5. 5((x +8)-2—10)—x =3
6.8 9.1. x+2y II. m 11 4a — c Dladociekliwych 1. 10x+y 2. 10y +x 3. B7- 100+ C7 - 10 + D7
Czy juzumiem? I.a) 5x+ 10y b)4x + 10 Il.a) 7x + 3 b)a + 18 ¢) —4b — 14c + 16

I11. [(x +6)2— 10] :2—x=1 IV. a) tak b) nie, np. W gospodarstwach domowych w 2017 r.



s. 179

s. 187

s. 192

Odpowiedzi

sortowano okolo 3 razy wiecej odpaddéw niz w 2010 r. ¢) tak d) nie, np. W 2017 r. laczna waga

niesortowanych odpaddw z gospodarstw domowych byla wieksza niz w 2010 .

4. Porzadkowanie wyrazéw w sumach algebraicznych

Cwiczenia 1.a) 14x + 2xy b) —2ab + 2ac 2. a) x%— 4xy2 + 6y b) x> — 8xy2 —9xy 3. a) —18%
b) Sﬁ 4. 2) 10ab — 8a + 9 b) 5a—6ab+3b* 5.a) a’b+4ab*+18ab b) 19a%b + 10ab
Zadania 1. poziom A a) x>+ 3ax —x b) 3p2 —6p €) 4a° — 20ab — 24a d) —5yz+ 5xz — 527
e) —2mn-+2m°—6m f) —kg — 4k poziom B a) 3x%—10 b) 3a°—3ab ¢) s—1>— 2st +iw
d) —mn + 4mo — 3no e) —2¢*—2ab+ac—bc f) —x*y+xy* poziom C a) 10a + 6b% + 6ab
b) —2st +20sw —6stw  ¢) 6xy2 +3xy d) 6m n® +12m’n> +Tmn  e) 9xlz— SyZ2 — 10xyz
f) —3a — 4ab® — 10ab poziom D a) 16a+ 29ab b) —a’b® +5a%b ¢) 4s%1% + 16st% d) —7x2y +4xy
e) 6p°r> —5p%r? f) —dx?*y + 13xy 2.a) alx +y+2) =ax+ay+az b) dla+ra+ 2)=a" +a>+2
3. P, =P,=P,=3a"+6a 4.1. —2n*—6n 1. —3x*+6y* 1IL. —a*—8a IV. 4p*> —25* 5.D
7.2) 2x b) 1xy ¢) 5y d) 1L5X"y Dla dociekliwych 1.a) 2ab(4 — 3b) b) 2x(2x* —x + 1)
¢) Ty(5xy°+8) &) KRlsh—L£kP) 2.2) 3,5-(7+3)=35 b) 678:(12,125+7,875) = 1356
c) 1432 (524 +1512—36)=2864000 Czy juz umiem? 1. 3x{6x—4)=18x*—12x
IL. a) 5x° —x° b) —5x" +x* ¢) 5x° +x* ML a) —b* b)a IV.a)2 b) 169 c) 625 d) 36

5. Wyrazenia algebraiczne i procenty

Cwiczenia 1.2a) 0,4a b) 0,6xy ¢) 0,54u 2. 3% 3.0 4% mniej 4.1.a) 96 b) 64 4.2.a) 1,2y
b) 0,55x ¢) 0,904x 5. 028% Zadania 1.a) 0,13:-837 b)0,13x ¢) 1,17-921d) 1,17x e) 0,85 739
f) 0,85x 2.2a) 0,8x b) 0,7 08x ¢) 07-08%x d) 1,2x € 1,2 1,1x f) 1,2 1,2 x 3.24% 4. tak
5.05% 6.a2)019% b)021% 7.a) Cena zmniejszyla sie 0 1%. b) Cena zmniejszyta sie 0 10%. c) Cena
zmmniejszyta sie o 30%. 8. a) Pole zmniejszylo sie o 4%. b) Obwdd zwiekszyl sie o 6%%.
Dla dociekliwych 1.0 20% 2.0k.4,8% Czyjuzumiem? I.a) 1,05x b) 0,72x II. 9,8% III. 0 4%
IV.a) 4,83 zt b) 20 dag

Zestaw 1 1.a) x + 2 b) 1k ) 12(x —y) d) 2a —3 e) 0,4k f) 0,75x 2.2x +5 3.2) 25 b) 5
4.a) 6x° b) 2xy° ¢) —3a’b” 5.a) 2a” +5a +3b b) 10a + 6b ¢) 8x*+2x 6. 1P 11 P 7. 16900 zt
8.a) 1,155 b) 0,855 9.0,9x + 0,95y Zestaw 2 1. obwod: 4nx + 2x, pole: n°x* +nx” 2.a) 2x + 0,7y
b) 1,54 0,350 3. prostokat, 0 x 4. 2x 5.a) —2x° —2y* —4xy b) %er 5% 6.2,8x+ 7,2 7.02x
8.040% 9.05,5%

s. 194 .

s. 196

1. liczbg atomdéw wodoru 2. pentan: C;H,,, penten: CsH,,, pentyn C;Hg 4. alkany: C, H,,, . 5,
alkeny: C, H,, 7.1I 8.1I

1.2) 60 b) 2n(n + 1) €) 10-10 =100 2.a) 2x + 2y b) 152(x + ) ¢) 166>(x+y) d) 5(x+y)
3.2) 24 - jedna, 24 — dwie b) 6(n—2)* - jedna, 12(n — 2) - dwie 4.0 333% mniej 5. a) 0 25%
b) 0 37,5% 6. zwiekszy¢ o 33%% 7.0k 14% 8.a)3n,6n, 6(n+2) b)3n+1,6n+2 c)4n
13. a) wartos$¢ 0 dla x = 2,5, dla pozostalych dodatnie b) wartos¢ 0 dla x = 3, dla pozostalych
ujemne 14.a) 12 b) 8

ey
R
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Cwiczenia 1.2) 8 b) 3 ¢) —2 2. nieskonczenie wiele rozwigzan: IT; dwa rozwigzania: IV; jedno
rozwigzanie: I, V; brak rozwigzan: III, VI 3. x + {x + 4) = 14, 5 lat Zadania
1.a) 2 b)—2 ¢)—7 d)—7 e) —7 £f) 0 2.a) tak b) nie ¢) nie d) nie e) tak f) tak 4.a) WATRA
b) x(3 —x)=0,2"—-1=x 5.2) 10 b)8 ¢) -2 d)20 e)7 £)9 g)32 h)4 6.1- B (4),
II-C(10), II-A(3),IV-D(2)orazlV -C(2) 7.np.:a)x+ 2x=39 b)3x+ 100 =940 9. :
nieskonczenie wiele rozwigzan 1I: dwa rozwiazania III: nie ma rozwigzan IV: jedno rozwigzanie
10. a) Kazda liczba jest rozwigzaniem. b) Kazda liczba nieujemna jest rozwigzaniem.
Dla dociekliwych 2.a) 14 b) 10% c) —12334 3. nieskoniczenie wiele a) tak b) tak ¢) nie
Czyjuzumiem? I.D IL. C IIL. np. 3x=x+28 IV.a)3 b) -9 ¢) 7 d) —18

s.206 2.Ro

s. 215

s. 224 4. 7ad

Cwiczenia 1.a)x=8 b)x=4 ¢)x=105 2.a)x=5b)x=2 c)x=-3 d)x=32 3.a)x= %
b)x=3 ¢)x=12 4.a) x= 0 b) nie ma rozwiazan c) kazda liczba jest rozwigzaniem Zadania
1. poziom A a)x:% b) x =20 c)x:—g d)x=-4¢e)x=2 f)x=-15 g)x=6
h)x:g i)x=0 poziomB a)x=12b)x=9 ¢)Jx=1d)x=13 e)x=17 f)x=9 g)x =11
h)x=2 i)x= -8 poziom C a)x=1 b) x=2 c)x:% d)x=-24 e) x=—4 f)x:% g) nie
ma rozwigzan h) x = 1,5 poziom D a), e) nie ma rozwigzan c), g) kazda liczba jest rozwigzaniem
b)x=2 d)x=—-4 f)x=0 h)x=5 MISTRZ a)x=8 b)x=2 ¢) x = —% d) =2
2.2x +35=x+4,x=05 |kg|] 3. x=4,tak 4. GRAB 5.221 6. Kx=0,0x=-3,Zx=17,
Ax=7,0KAZ 7.1.£=1 IL&£=—05 IIL.£=3 IV 5= —1 S.a)x:% b)x=1 ¢)x=175
dx=-25e)x=—-16 f)x=4 9.a)x=9 b)x= —% 10. 3(2x — 6) = 4(1,5x + 1) - rownanie
nie ma rozwigzania, 6x — 4 = —2(2 — 3x) — kazda liczba jest rozwigzaniem, 2x + 3x — 4 = 6(x — 2)
- rOwnanie ma jedno rozwiagzanie: x = 8§ Dla dociekliwych 1.a) tak b)x=1,x=-3 2.a) x= 1,
=4, 0=6 byx=-2,%=3,x=-5 c)x:(],x:2,x:% dyx=0.x=-2, x=2. 0=~3x~=3
Czy juzumiem? 1. C Il.a) x = 8% b) x = 3 IIL a) nieskonczenie wiele b) jedno c¢) jedno
IV. a) 60°, tréjkat rownoramienny, rownoboczny b) 90°, trojkat prostokatny c¢) 35°, trojkat
rownoramienny

- rd ] "R | ¥
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Cwiczenia 1. 0,25z 2. 101at 3.45 4.42° 69° 69° Zadania 1. 19 lat 2. zeszyt: 8,40 zt, olowek:
2,80 z1, karteczki: 3,80 zt 3. a) 26° b) 29° ¢) 67,5° d) 85° e) 65° f) 40° 4. pierwszego dnia 32 km,
drugiego dnia 16 km, trzeciego dnia 24 km 5. 13 6. 21 uczniow 7. 16 miejsc 8. 5 kregow
ledzwiowych, 7 kregow szyjnych i 12 kregow piersiowych 9.a) P =49 cm?, L =28 cm b) 60 cm®
10.7cm, 14cm,20cm 11.57 cm? 12.18cm, l4dcmi6éem 13.13cmi27cm 14.6km 15. 12 lat
16. a) 50 trojkatow b) rownoleglobok ¢) 49 zapalek wewnatrz, 52 na brzegu 17. a) 13 lat

i 8 lat b) za 16 lat ¢) 10 lat temu 18. 5 pytann 19. 4 jogurty male, 8 jogurtow duzych 20. 25
Dla dociekliwych 1.a) 73 b) 225 Czy juzumiem? 1. 37,5°, 50°, 122,5°, 150° II. 8 lat III. 10 kur

m . " 3 ; "
Fon ol eppon g o do o flpomde o op o = popps g oo g de e pass o
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Cwiczenia 1. poczatkowo: 450 z1, po pierwszej obnizce: 360 zt 2. Piotr: 1200 zl, Arek: 900 zt,
Bartek: 1500 zt 3.20 m* 4. 10 g 5. 400 ¢ Zadania 1. a) 800 zt b) 900 zt 2. 84 zt 3. a) tansze
b) 1200 zt 4. 4 zt, 4,84 zt 5. 214 km 6. Ola: 1200 zi, Julka: 1300 zt 7. a) 4800 egzemplarzy
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5. 239

s. 241

s. 244
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b) 6000 egzemplarzy 8. a) 350 kobiet b) 350 g 9.a) 200 b) 200 g 10. a) 8 kg b) 1,35 kg soli,
7,65 kg wody 11.a) ok. 10,5% b) ok. 10,5% 12. a) 3 kg b) 4,65 kg wodyi 0,35 kg soli 13. Lucja:
420 zt, Maja: 700 z1, Jan: 300 zt 14. 4,8 kg 15.a) 0 7,1% b) o 1,2% c¢) 8000 zt na akcje firmy
Byczek, 2000 zt na akcje tirmy Mi§ Dla dociekliwych 1. 50 g roztworu 10-procentowegoi 150 g
roztworu 50-procentowego 2. 25 g octu 6-procentowego 1 75 g octu 10-procentowego
Czy juzumiem? 1. 950 zt 11. 3900zt IIL. B IV.D V.a)5b)9 ¢)17 d)0 e) 1l £)9
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Cwiczenia 1. 1,25 m 2. a) a—— b) a=3V 3 S— 4. 1. =2a+b,b=L — 2a Zadania
1.a)P,=P.—P,P,=P.—P,b)a=1,h=5 O F=ma,m=5 dm=dvV,v="22.h==2
3.a)0k 96°C b) h = 50000_3; ¢) 85°C na wysokosci ok. 4545 m n.p.m., 80°C na wysokosci 6061 m n.p.m.
4. U =

Vi —V
=2 1=Ls5flp) =2 t=—11 2

H, = o T B S Y= at 7..?1)?1!12;2
=V ga) 1250 g km g km ), _ 0 C) x=% d)6 2 tak 9.2) 13201 b) H=—3—,
dz,/%—ZD2 Dla dociekliwych 1. a) P:? b) P = RI* Czyjuzumiem? I.a) m :g, g:%

ey bl _ B p _ P B 2(E —mgh)
bym=dv,V="50d= g=F h=2Ta) g=—2 by v =y 222 111 ABC, BCD,

CDA, DBA, ABE, BCE, CDE, DAE, FGJ, GHJ, HIJ, IF], KLO, LMQO, MNQ, NKO, PRS, RST, STP, TPR

Zestaw1 1.0,1,4 2.a)x +2(x—0,8) =4,4 b) x + 3x =44 3. 6 chlopcdw, 12 dziewczat 4. a) nie
b) tak c¢) nie d) nie 5.a)x=1 b) x =5 ¢) x =—2 d) kazda liczba jest rozwigzaniem 6. 900 m*
i 540 m* 7. 50°, 80"’ 100°, 130° 8. a) U:E —£ b) U = R], I:% 9.a)o 12% b) 200 zi
Zestaw 2 1. a) np. 5 b) np. 2 — 2x ¢) np. —1,5 —Zx 2. NIE, C 3. 45 lat 4. Janek: 160 zl, Ania:

190 z}, Marek: 320zt 5.3 6.40¢g 7.125¢ 8.2 kg 9.3% 10. P—g ==
1 1 : : s 0
1. w 1905 . 2. a) SOOOOOOO b) —— ¢) === 3.42dni 4.2139 5. tak, nie 6.7,2:10 7" s

7.nie 9. ok. 299 906 T

I.{1) & =4 = —4 {2} =3, ¥ =5 (3] ¥=LA4= —% (4] % = 1.56=—1 2A1L)x=5 (2) ¥ =4
(3)x=3 4)x=-1 5)x=3 6)x=1 (7) x=3 (8) x =2 3.42 kanapy 4. babcia: 60 lat,
dziadek: 80 lat 5. 4000 zt 6. a) Predkos¢ zwiekszy sie 2 razy. b) Predkos¢ zmniejszy sie 2 razy.
7. a) Energia zwiekszy sie 2 razy. b) Energia zwiekszy sie 4 razy.

VI. TROJKATY PROSTOKATNE

1. Twierdzenie Pitagorasa
Cwiczenia 1.2) 5¢cm b)25cm ¢) 13¢cm 2.a) (6 + 2/_) (10 +24/13)cm ¢)56 cm 3.a) 16 cm
b)2\/_cmc)3ﬁcm4a)x2+k2—m2b)(m) 2: Y 5. AP =4y109,CP=3, DP = 342,

najkrotszy CP Zacganla 1. poziom A a) x*+25= b)( +1F+52=1 ¢) 6>+ k2 =(b+ 1)
d) 4+ (a—2) —25 e) 182 +a?=(2a) f) p* + m* = n? poziom B a) 26 b) 75 ¢) 37 d) 82 e)145
f) 34 poziom C a) 36 b) 42 ¢) 60 d) 15 e) 35 f) 24 poziom D a) 17 b) 45 ¢) 48 d) 74 e) 12
f) 21 MISTRZ a) 17 b) y21 ¢) 5 d) 15 €) 25 2. poziom A a) /29 b) /3 ¢) /21 d) V58 e) /5
f) /77 poziom B a) 5 b) V2 ol d) /17 e)4 )2 poziom C a) 245 b) 246 ¢) 642 d) 443
e) 2413 f) 24/14 3.a) y2cm b)20cm ¢) (14 + 14y/2)cm 4. a) 144 b) 100 5. BC = /5 cm,

g
N
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s. 254

s. 261

s. 269

LM =25cm, PS=25/2 mm 6.a) /13 cm b) 5/37 mm ¢) 3/2 cm 7. 21 cali x 28 cali,
okolo 53 cm x 71 cm 8. tak 9.a) 6,86 m b) nie 10.a) L =46 cm, P=120cm* b) L = 84 cm,
P=432cm? ¢) L=(32+164y5)cm, P=128/5 cm? 11.152cm 12.6 m 13. 10 m 14. 0,7 cm
15.a) Obw. =24 cm, P =32 cm? b) Obw. =40 cm, P = 75 cm?® 16.24,8 17. {4+ 44/2) cm
Dla dociekliwych 1. Gumka skurczy sie. W miejscu réwnoéci bedzie nieréwno$é a* + b* > ¢*

2. Bedzie zachodzi¢ nierownoéé a” +b* < c¢. 3. ostry, prosty, rozwarty 4. a) rozwartokatny,
b), c¢) ostrokatny Czy juz umiem? L 24/11 1. a) 30 b) 30 II1.6,25m IV.a)4 b) 9

2. Twierdzenie Pitagorasa — zadania

Cwiczenia 1.10 cm 2. 14-> cm 3.39 cm 4. przynajmniej 404/13 cm, czyli okolo 144,4 cm
Zadania 1.a) Obw. =24, P =27 b) Obw. =50, P = 60 ¢) Obw. = 4+44/10 , P = 12
2.a) Obw. =68 cm, P= 240 cm? b) Obw. = (20 + 204/2) cm, P= 100 cm® ¢) Obw. = (27 + 3413 ) cm,
P=8lem® 3.P=336cm’, h =135z cm 4. P=360cm’, i, =40cm, h, =82>cm 5.0k 6,4m
6.a) tak b) nie 7.0k 105cm 8.tak 9.128 cm 10.32 cm 11. 1447 cm? 11. wzdluz budynkdw:
190 m, po przekatnej: ok. 136 m, droga po przekatnej jest krdtsza o ok. 28,4% 13. 26 mil morskich
14. Krotsza jest trasa czerwona, o ok. 101,1 m Dla dociekliwych 1.a) 3y/2 ¢) 3y/3 2. a3
3.a) Y29 b) V/a? +b?+¢? Czy juzumiem? 1.60 cm IL Obw. = (22 +/74) cm, P = 42,5 cm?
I11. tak IV, 802

3. Kwadrat i jego potowa

Cwiczenia 1.2) 5/2 b) 82 ¢) 0,25¢/2 d) 2 ) /6 2.2)8 b) 2= c) yy2 3.2) (5+5¢/2)cm
b) (9+9\/_) cm ¢) (12+64/2)ecm d) (243 +/6) cm 4. 2¢ Zadanla 1.a) 2¢/2 ¢cm b) 7 cm
c) —cm d) 5¢/2 cm e) 4410 cm f) 442 cm )—‘/_cm h) 646 cm i) 1ecm 2.a) 5¢/2 cm
b) szm Adcm d) 16 dm e) 2/6 cm f) 4 cm 3. a) BD=2y/2x b) AB—ﬁy
¢) AC=46z 4.a) 2,52 cm b)25cm ¢) 24/6 cm d) 2J_y 5. a) Obw. =36 cm, P = 81 cm2
b) Obw. =2 cm, P = 0,25 cm? ¢) Obw. = \/5 cm, P=0,125 cm? d) Obw. = 6\/5.}:, P = 4. 5x°
6. hy=hy=4cm, h, =242 cm 7.8 m 8. 4/6 cm 9. a) Obw. = 20+ 1042, P = 50
b) Obw. = 12+1242, P = 36 ¢) Obw. = 14+ 1442, P = 49 10. 12 cm, 1242 cm lub
642 cm, 642 cm 11. 24 + 2442 12. Obw. =(154/5 +5) cm, P = 43,75 cm? Dla dociekliwych
1.1:4/2:1 2.0k 17% 3 (,/‘+1) Ja+2J2a, y2+2/2a Czyjuzumiem? 1.a) x = 4y/2 cm
b)y——’/_cm I1.a) a, y/2a b) ,‘/Ea L. (12 +64/2)cm IV.a)a=b=d=2cm,c=5cm
b) 16 cm® ¢) sag rowne d) B

4. Trojkat r@wnab@cm‘y j j@ga potowa
Ewiczenia 1.2) 2/3 b) 22 ¢) 6/3 d) 1,5 &) L2 £) 37 2.2) y3 om? b) 643 cm? ¢) 22 cm
d) 8/3 cm? 3. a)(12+4f)cm b)(15+5f)cm c) (12+12J_)cm 4. i 5+ S‘f ‘F d,

£d Zadania 1. poziom A a) b) — 6[ ’/_ )SJ_ f) pozmmB a) 1,5, ’/_,
60° b) 8, 443, 30° ¢) 4, 8, 60° d) {s 22 ‘/_ 60° e)l 2, 30° f) 2 ‘/_ , 30° pozmmC a) 443, 6, 30°
b) 242, 24/6, 60° ¢) 643, 343, 30° d) —, 60" )’/3_5, 2J_ , 30° f) 443, 6,60° poziom D

a)\/_ppb) 2‘/_x,—x ¢)2/5m, /15m d) 3”“’ (3H+bf )J_k —k f)2xy,fxy MISTRZ
aA)a=45°b=75/2,a=10 b)ﬁ_150°,d—ﬁ,c—1c)y_75°,f:,/_,e—f 2.a) h= 543 cm,
P=25/3cm? b)h=8y3cm, P=64y3 cm? ¢) h=45cm, P = 6,75/3 cmi? 3.a) h= 743,
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Obw. = 42 b) Obw. = 64/3, P = 3y/3 4. Jest wieksze. 5. a) p:%, Obw. = 15 b) P = 12,
Obw. =16 ¢) P=64/11,Obw. =9 +4/33 +44/3 6.a) BD=x, AB=2x,CD =43x b) PM =4,
KM=8 KL=8¢)SP=44/3,SR =443, TR =67.2) Obw. = 42 + 14/3 b) Obw. = 1 +24/2 +4/3
¢) Obw. =21+ 1442 +74/3 8. 8y/3 cm, 16 cm lub 4 cm, 443 cm lub == ‘/_ 16’/_ cm 9. 60°
10.2) a =3/2 cm, b=6cm, ¢ ={3+34/3)cm b)a:/_cm,b:(lJm,/_)cm c)aZSﬁcm,
b = (3"2{5 + 3"f)cm 11.a) 72/3 cm? b) 724/2 cm? ¢) 72 cm? 12. trapez rownoramienny: P =5 cm?,
Obw. =(10+24/2) cm, trapez prostokatny: P =240,5¢/3 cm?2, Obw.=(63+1343) cm

13. ’/_ m 14.1I 15. ok 11,5m 16. Nie zderza sie. Dla dociekliwych 1. /34, 2a 2. nie
Czyjuz umiem? I.a) h=3y/3 cm, b=3cm b) a = 443 cm, b = 24/3 cm II. Wieksze pole ma
kwadrat. III. 30

Zestawl 1.a=5b=4,c=24/5 2B 3. LEILEIILF 4 a=12cm,P=144cm? 5.C 6. P= 138,
Obw. =62 7.a) Obw. =24 cm, P= 1643 cm? b) Obw. = 4415 cm, P = O‘ch 8.1L,B 9. A
10.D 11.a) 40 b) 24 +8y/3 ¢) 16 + 1642 12.1025,7 zt 13.212J§m~367m14.60“,60"',60"’
15. ok. 38,8 m Zestaw2 1.17 2.B 3.D 4. P:é—S(S—ﬁ) cm?, Obw. =(5+ 543 +5/6) cm

h=4y3cm,a=6cm 6.50cm?® 7. (24+124/2)cm 8.P=244/3 cm? Obw. =(20+443)cm
9.I.PIL PIIL F 10. h, =50 cm, h, = 120 cm, h; = 46—cm 11. 0k. 9,3 km 12.11, C

1.0k. 65,3 m 2.do 21. pietra 3.do 11. pietra 4. a) ok. 32 m, 10. pietro b) o 1 pietro ¢) 23-25m
5. 1E: 1510, IIC: 1890, I11D: 1410, IVE: 2260

l.a=y2,b= ﬁc_zd J5, m=4/14,n=4/15 2.1L.P ILF TIL F 3. )2,4,3f,196,9§

by 3 293 21, (‘f) 5.0k. 2,6 m 6.0k. 1170 m 7. ok. 34 cm 8. Lina bedzie

2 478 16 32
czeSciowo lezala na ziemi. 9. ok. 2 s
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Zadania 3. F, - prostokat, F; - trapez, F; — rdwnoleglobok, F, - romb 4. a) deltoid b) romb
8. a) trojkat BCE b) trapez ABCD c) réwnolegtobok ACDE d) trojkaty: ABD, ACD, ADE, ABC,

BCD Czyjuz umiem? IV. /121 = 11, /3332 =333, /20 /5 =10, y20 —/5 =5
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Cwiczenia 1.R = (-2, -3),S=1(2,-3), T=(3,2), U=(-3,2) Zadania 1.a) A = (3, —4),
B=1{0, 33 C=11.5,D=3,0.E=0,~1].F=MU 2], G6=06,0).]=13.2), K={0—2],

= (6,5) b) wspolrzedna ytakasama: Ci H,Di G, FiJ ¢)B,K-lezanaosiy d) D, G - leza
na osi x 2. NARCYZ 5.romb 6.C 7.D =(-7,—1) 8.a)np. (0, —3) b) np. (2,0) c) np. (0, 4)
d) np. (0,1) 9.a) MATMA b) (-8,—-1)i(-8,3),(-5,3)i(-3,-1),(3,-1)i(3,3),(5,1)i (7, 3)
Dla dociekliwych 1. A = (107, —98) 2. E = (97, —28), F = (67, —68) lub E = (177, —88),
F=1(147, —128) Czyjuzumiem? 1.P=(3,0),Q=(2,3),R=(4,1),S=(0,5), T = (4, 3),
U=(4, -2), W=(-3, -2) IL rownoleglobok IIl. D =(-5,-1) IV.B,C, A
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Odpowiedzi
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Cwiczenia 1.2)6 b)4 2.a)5 b) 13 ¢) 3410 3. AB =350 4. Psscp = 4,5 Zadania 1. poziom A
a) AB=2,BC=3,CD=4b)AB=2,BC=7,CD=1 ¢)AB=2,BC=2,CD=8 d) AB =3,
BC =6, CD = 6 poziom B a) AB = /5, BC =5,CD = 342 b) AB = 13, BC = 245,
CD = /17 ¢) AB=3,BC=10,CD =13 d) AB= /2, BC = /101, CD = ¥29 poziom C
a) AB = 101, BC = 100, CD = 145 b) AB = 10045, BC = 150, CD = 40410 ¢) AB = 6441,
BC =10417, CD =205 d) AB = 130, BC = 185, CD = 1004/5 2. CD, I], MN 3. Obw. -, = 14,
BbW:srony =36 4, 2 ibwigess 28 = 8, 5) B, Pue=Blon =T P o= T 0bw =15,
Obw.pgr = 9+4/53, Obwoay = 7+ 245 413 6.2) 8 b) 8 ¢) 8 7.2a) Obw.zep = 14 + 245,
Brer =18 DY ObWe= 542 +4/84 + 3018 Lse= 19 6O =44 T3P =5 8-déltaid,
Pren = 30, Obw.5cp = 10 +64/5 9.2) 20 b) 52 10.np. C=(12,3), D =(6, 3) 11. Ppeper = 33,5
12. C =(18,5),D=(6,5) lub C = (—6,5), D = (—18, 5) lub C = (-6, —5), D = (—18, —5) lub
C = (18, —=5), D = (6, —5) Dla dociekliwych 1. OA = OB = OC = OD = 5 2. tak; tak, np.:
(-4, 3), (-4, -3); tak, np.: (1, 2/6), (1, —24/6): punkty na okregu o srodku (0, 0) i promieniu 5
Czy juzumiem? 1. AB=6,BC=2,CA=24/10 IL. 16042 IIL.P,,. =85 IV.a)4 b)2 ¢) 3 d) 2
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Cwiczenia 2. D, = (3,6),D,=(-3,2) 3.D,=(2,7),D,=(-2,1) 4.5 =(2,5;5) Zadania
222) D=(3,-5) b)D=(3,-1) 3.a)(—1,5;3) b) (0,5 -2) ¢)(2;0,5) 4.(7,7) 5. a) np. (-1, 1),
(8, 4), (11, 5) b) nie 6.(0,3)1ub (8, —1) Iub (=2, —3) 7. /29 9.np. A = (5, —8), B = (13, —2),
C=(5,4),D = (-3, —2) Dladociekliwych 1. a) (2, 7), (6, 4), (10, 1), (14, —2) b) (1, 7), (3, 4),
(5, 1) Czyjuzumiem? 1.D =(-2,2) Il.a) K=1(4;2,5) b) L = (16, -5) ¢) M = (-8, 10)
III. C=(-1,6),D=(—4,2),Pscp =24 IV.(1)-C,(2)-E,(3)-A,(4)-B,(5) - D

Zestaw1 1.A=1(2,0),B=(-3;-1,5),C=(0,5; -2),D=(0; —2,5), E=(-1,2), F=(1,5; 1)
3. (=2, —6) lub (3, —6) lub (3, 4) lub (—2,4) 4. AB=4,CD = /13 5.(-1,1) 6.(—7,—8) 7. np.
(4, —1),(=5,5),(-8,7) 8.D=(-6,0), Pyscp =20, Obw.,50p = 64/10 9. P =58 10. T-B Zestaw 2
1.a)(4,0) b) (0, -2) ¢)(—2,-3) d)(2,-1) 2.a)D=(4,-8)lubD =(-8,10) b) D=(7,7)
lub D = (—11, —5) 3. P, = 38 4. tak 5. romb 6. D, = (-12, 3), D, = (8, 7), D; = (4, —-9),
pole kazdego rownolegloboku: 76 7. 1. E II. F 8. a) 2 katy proste b) Boki BC i CD sg rowne.
CLP =10, P =5

BCD

1. litewski 2. a) czerwony b) zielony 5. a) czerwony b) zielony ¢) zaden z nich

1.a) 135° b) boki nie s3 rowne 2. a) nie jest rdwnoboczny b) nie mozna 3. a) ABi BC, DEi EF,
CDiGH,FGiHA b)BC 4. A,D,E, G, Pypre =12 5.np. ACDEFHGB 6. Jest symetryczny do nie-
bieskiego domku wzgledem osi pionowej. 7. Jest symetryczny do niebieskiego domku wzgledem
prostej przechodzacej przez punkty (0, 0)i (1, 1). 8. Nalezy zamieni¢ wspolrzedne y punktow na
przeciwne. 9. A, = (6, —2) 10. Boki trojkata A,B,C, s3 2 razy dluzsze od bokdw trojkata ABC.
11. Wspdlrzedne punktow A, B,, C, s3 rowne wspolrzednym punktow A, B, C pomnozo-
nym przez 2. 13. tak 14. Punkty A, E, C nie lezg na jednej prostej. 15. a) (3, 1) b) (14, 5)
16. Przeciwprostokatne niebieskiego i czerwonego trojkata w rzeczywistosci nie lezg na jednej

prostej.
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Zdjecie na oktadce: Getty Images/Antenna

Zdjecia pochodza ze zbiorow:

Agencia Gazeta: Mikota] Kuras 5. 282 (strazak na drabinie), Tomasz Stanczak 5. 282 (operator drabiny); Air Photo Gorpol: Wojciech Gorgolewski 5. 258 (Nowa Huta), Archiwum Wydawnictwa:
5. 34 {logo SPN), 5. 63, 102, 231 (Celsjusz, Kurier codzienny, Hopkinsville Kentuckian), 5. 250 (telewizor), Bank Note Museum: http://www.banknote.ws/s. 99 (banknoty); BESW: Alamy
Stock Photo - Adrian Sherratt 8. 175 (magazyn), Art Directors & TRIP 5. 147, Elena Chertovskikh 5. 132, GRANGER GOLLECGTION 5. 30 (astronauta), Science Source 5. 239 (Einstein),;
Depositphotos: adogsiifephoie 5. 168 (wanna), ajafoto 5. 220 (kosz ze Sliwkami), AlessandroMassimilianc 5. 225 (mieszkanie), dionoanomalia s. 177 (stoiki), karandaey 5. 155, kolesnikovserg
5. 191 {ytryny), lifeonwhite 5. 212 (koza), mizar_219842 5. 191 (jabtka), spaxiax 5. 237 (drozdzowk), vaterzenga 3. 175 (karty), Y¥David 5. 168 (lyzka), Zerbor 5. 189 (dah); East News:
AP/FOTOLINK/Gdansk University of Technology Press Office 5. 231 (Fahrenheid), Dariusz ZAROD 5. 234, Jan Kucharzyk 5. 281, MENNICA POLSKA SA 5. 212 (moneta z sokotem),
NASA/evevine 5. 239 (astronauta), Polska Press/DARIUSZ GDESZ s. 282 (strazacy), Reporter/Tomasz Zurek s. 220 (teatr), Science Photo Library/Russell Kightley s. 86 (chloroplast): Forum:
Barttomie] Kudowicz 5. 280 (Sky Tower); Fotoflesz: bukasz Kasprzak s, 280 (drabina strazy pozame]); Getty Images: Corbis Historical/Historical Picture Archive 5. 66 (whadca), De Agostini
Editore/DEA PIGTURE LIBRARY 5. 204 (kamien z Palerma), Hulton Archive 5. 204 (Anubis), iStock Editorial/Getty Images Plus/Popartic 5. 133, iStock/Getty Images Plus - 5. 237 (herbata),
Andrew Waugh 5. 17 {roza), balipadma 5. 41 (prom), esolla 5. 17 (bratek), [Imar Idivatullin s. 17 (pelargonia), lekee] 5. 41 (morze), motorolka 5. 34 (wyspa Pag), saikodp 5. 59, Svetlanakl
5. 10, tomazl 5. 17 (ulipan), iStockphoto/omgimages s. 40, Universal Images Group/Education Images s. 72 (Mark [), Westend&1 5. 19; Indigo: Alamy Stock Photo - Connect Images 5. 13
(piramida), Paul Thompson Images 5. 106 (koscit Mariacki); Muzeum Narodowe w Warszawie/Piotr Ligier 5. 12; NASAESA, M. Robberto (Space Telescope Science Institute/ESA) and the
Hubble Space Telescope Orion Treasury Project Team 5. 86 (galakiyka Orion Nebula), NASA 5. 266, Shutterstock: 3d_man 5. 90 (propan), 3DMAVR 5. 258 (tablica), AdeleD s. 51 (forba),
Africa Studio 5. 74 (dion 1), Albina Glisic 5. 194 (butle), Aleksandar Grozdanovski 5. 168 (wiadro), Aleksandrs Samuiloys 5. 43 (morele), Alexandar |otzov 5. 43 (orzechy), Alexander Raths
5, 72 (chiopiec), Amanda Carden 5. 90 (Stonce), ANCH 5. 220 (3 kosze ze sliwkami), Andrei Shumskiy s, 268 (dton 1), Andrey_Kuzmin 5. 242 (etykieta), AnnaYunak 5. 51 (@aniof), arigato 5. 120
(tte), Artern Furman 5. 51 (dton), artiorm 5. 204 (hieroglify), Ase 5. 86 (kula ziemska z miastern), Baranov E 5. 87, BMJ 5. 260 {las), Bromwyn Photo 5. 231 fdreamerb (zaspy sniegu), buradaki
5, 81 (Ziemia), Chookiat K 5. 140 (krokodyl), Chromatic Studic 5. 283, CMT Photography s, 120 (domino), colors 5. 43 (Blat), Cosmos Studio 5. 168 (kubek), Dar1930 s, 169 (zurek), Dennis
Jacobsen 5. 101 (sokdt), Denis Vrublevski 3. 74 (doming 1), Denys Prykhodov 5. 268 (dton 2), Deyan Georgiev 5. 214 (dton z grzybem), De Visu 5. 106 (Krakow), Diana Taliun 5. 15 (5uszone
grzyby), 5. 214 (prawdziwki), Didecs 5. 46 (bubka), Dima Moroz 5. 150 (tkanimy), 5. 160, Dina Saeed 5. 178, Dionisvera 5. 238, DrPixel 5. 86 (zaskroniec), dream studic 5. 127, dreamerts 5. 98
(wirus), Drozdowski 5. 229 (suszone grzyby), Erena Wilson 5. 37 (jedwaly, esfera 5. 37 (flaga), Evan Lorne 5. 177 (papier, szko, metal, plastik), Everett - Ant. 8. 253 (ohraz), Bverett Historical
5. 243, Evgeny Karandaey 5. 307, exopixel 5. 268 (praybory szkoine), Fer Gregory 5. 161 (kapelusz, magik), fiolas 5. 29 thulajnoga), finchiocus 5. 103 (mrowka), Toodonwhite 5. 13 (fasola),
Gigra 5. 112, guteksk? 5. 223 (smartfon), hkeita s. 103 (Ziemia), holbox 5. 37 (falbany), Hunter Bliss Images 5. 253 {rama), | Iove phote 5. 140 (posadzka na planszy 1), ILYA AKINSHIN 5. 120
(don 1), Iryna Denysova 5. 13 (czosnek, kolendra), Ivaylo lvanoy 5. B8 (ziarno), Jack Frog s. 114, Jir Vaclavek 5. 54, John A Davis 5. 101 (radicteleskop), Kateryna Kon 5. 72 (bakterie), katjen
5. 223 (thy), Kavun Halyna 5. 242 (opakowanie od czekolady), Kichigin 5. 98 (pratek), kingfisher 5. 86 {(mrowka), LeManna 5. 231 (pejzaz zimowy), Ikpro 5. 134 (Erechtejon), Madlen 5. 204
(wegiel), MaraZe 5. 169 (pomidorowa), Marie G Fields 5. 150 (tkaniny), Markus Gann 5. 86 (Stonce), matiascausa s. 74 (dton 2), MaxGab 5. 150 (przyrzady krawieckie), maxstockphoto 5. 66
(szachownica), MedusArt 5. 169 (pzdoba serwetel), Mny-Jhee 5. 81 (wioska), mohd farid 5. 236, Mopic 5. 86 (proton), Mylmages — Micha s. 74 (domino w pudetku), Nameioto 5. 37 (3mok),
Nawanon 5. 205 (portmonetka), Neirfy 5. 51 (kwiaty), nevodka 5. 13 (nabiaf), New Africa 5. 170, Nicholas Clay Photography 5. 140 (to planszy), Nickolay Vinokurov 5. 186 (Morze Martwe),
Norman Chan 5. 62, Now Design 5. 286 (thy), NS Photograph 5. 13 (ziama fasol), Oleg_Mit 5. 205 (10 2, Olha Insight 5. 231 (strzafki), OSABEE 5. 300 {praybory szkolne), ouh_desire 5. 169
(deski), Piti Tan 5. 120 ({domine w pudetky), Polych 5. 81, prapann 5. 134 (piaskowiec), PT Images 5. 239 (mezczyzna), rangizzz 5. 214 (o), Ricok 5. 186 (klif), Roobcio 5. 38, roundstripe
5. 260 (przekrg) drewna), rsooll 5. 104, 5_Photo 5. 51 (310, 5. 169 (stor | widol), Sarunyu_foto 5. 150 (), Seqoya 5. 169 (pierogi), Sergey Uryadnikov 5. 250 (hipopotam), Severe 5. 134
(chmury), Shutterstock s, 13 (3atata), Spalnic 5. 13 (fosos), specnaz 5. 189 (olcha), STILLFX 5. 66 (tho), stockereations 5. 169 (menu), StockPhotodstur 5. 13 (makaron), stokkete 5. 105,
StudioByTheSea 5. 189 (buk), studiogi 5. 13 (mieso), subarashii21 5. 293 (pirat 2), tanialerro.art 5. 225 (sklep budowlany), Targn Pleiades 5. 6 (delfin z ryba), Tatchaphol 5. 140 (pionki), testing
5. 49, Torm Wang 5. 161 (cyira 2), topseller 5. 13 {ruskawdki, grejfrut), Tribalium s. 293 (pirat 1), Trff 5. 86 (Droga Mleczna), 5. 204 (tho), turkkub 5. 140 (tho), Turtix 5. 268 (kartka), tuulijumala
5, 231 ({termometr), Umpapom s. 242 daca), Ury 5. 177 (butelki po lekach), Yadim Sadovski 5. 30 (astronauta na Ksigzycu), 5. 86 (Ziemia), Yadym Zaitsev 5. 242 (czekolada), vata 5. 74
(), Viadimir Wrangel 5. 212 (1, 2, 5 #), 5. 217, Vladyslay Starozhylov 5. 194 itankowanie), Viis 5. 194 (palnik), woe 5. 74 (doming 2), 5. 286 (szachownica), weedezign 5. 43 (tho), Willyam
Bradberry . 6 (delfiny), ¥seon 5. 229 (Wieliczka), YuTrot, 96, zhu difeng s. 293 (statek); Thinkstock/Getty Images: amana images RRAKOICH] SAITO 5. 92 (tty), Hemera/Alexey Aleshkin s, 293
(piracka flaga), iStockphoto — 5. 242 (srebme opakowanie), 5. 260 (pien), Aleksandar Milutinovic 5. 214 (kosz grzybow), annal311 5.7, 45, 92 (lisc); antonioscarpl 5. 15 (prawdziwki), Avolke
5. 22, Betty4240 5. 91, blueringmedia 5. 140 (posadzka na planszy 2), ekinyalgin 5. 120 (dion 2), gemenacom 5. 24, genkur 5. 260 (fartak), Highwaystarz-Photography 5. 241, lovelyday12
5. 99 (pajeczyna), lucky-photographer 5. 86 (sekwoja), LUNAMARINA 5. 27, Martina_L 5. 34 (mieszanka), Nastco 8. 293 (mapa), Photography Firm 5. 205 (portfel), pioneer111 5, 29 (rower),
sanapadh s, 46 (drozdzowka), scisettialfic s, 17 (jabika), vencavolrab 5. 92 (krople), Volosina 5. 36 (porzeczka), Polka Dot Images s, 232, Purestock . 36 (motyl), Zeonar/E.Lam s, 79; Marcin
Braun: 5. 190; Mitosz Budzynski: s, 300 (trojkaty), Przemek Szostok 5. 169 (kapelusz).
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Cechy podzielnosci liczb

gdy jej ostatnig cyfra
jest: 0,2,4,61ub 8

gdy jej ostatnia cyfra
jest O lub 5

gdy suma jej cyfr jest 2 5 n gdy jej ostatnie dwie
podzielna 3 4 cyfry tworza liczbe
przez 3 podzielng przez 4
Liczba jest
podzielna przez:
gdy suma jej cyfr - gdy je] ostatnie dwie
jest podzielna 9 — g "W«; —  cyfry tworza liczbe
przez 9 o podzielna przez 25
[
gdy je] ostatnia gdy je] ostatnie dwie gdy jej ostatnie trzy
cyfrg jest O cyfry to 00 cyfry to 000
Kwadraty liczb Szesciany liczb
112 = 121 15% = 225 19% = 361 23 =8 6° = 216
122 = 144 162 = 256 20% = 400 3= 2F 73 =343
13% = 169 17% = 289 212 = 441 4* =64 8% = 512
142 = 196 182 = 324 222 = 484 5% = 125 93 =729
Potowa trojkata Polowa
rownobocznego kwadratu
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