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Odpowiedzi do pytan i polecen, rozwigzan zadan nie nalezy zapisywac¢ w podreczniku.
Oznaczenie przyktadow z dowodami oraz cwiczen | zadan na dowodzenie.

Oznaczenie zadan, przy ktorych rozwigzaniu nalezy skorzystac z kalkulatora.



Jesli pominie sie opor powietrza, mozna przyjac, ze tor lotu rzuconej pitki lub

wystrzelonego pocisku jest fragmentem paraboli (kolor niebieski na rysunku).

Jednak ze wzgledu na opor powietrza tor ten ma ksztalt krzywej balistyczne]
(na rysunku zaznaczona kolorem czerwonym).

Y




1.1. Wykres funkcji kwadratowej —
powtorzenie

Wykresem funkcji y = ax?®, gdzie a > 0, T U N & DN O |
suat praabols o Tanvonach ddsrowanyel T WP
do goéry. Jej wierzcholkiem jest punkt

0(0,0). Na rysunku obok przedstawiono
wykresy funkcji:

f@)=a® i glx)=La?

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji:

a) = 22°, b) y = =x°.

Cwiczenie 2

Punkt P nalezy do paraboli y = ax?®. Po-
da] wartosc wspolczynnika a.

) P(3.2) Q) P(V3.1)

b) P(-2,12) d) P(—2v2,%)

Uwaga. Méwimy ,parabola o rownaniu y = az®” lub krétko ,parabola y = az

Wykresem funkeji y = ax®, gdzie a < 0,
jest parabola o ramionach skierowanych
w dol. Jej] wierzcholkiem jest punkt
0(0,0). Na rysunku obok przedstawiono
wykresy funkcji:

flz)=—2* i g(z) =—za*

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji:

a) y = —2x°, b) y=—

Cwiczenie 4
Ktore z punktow:

naleza do paraboli y = —8x*7

B 10 1. Funkcja kwadratowa



Przykiad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykresy tunk-
cji f(xz) = 2x? oraz:

o g(x) = %:r:2 +2 — otrzymany przez przesuniecie
wykresu funkeji f o 2 jednostki w gore (punkt
(0,2) jest wierzcholkiem paraboli),

o h(x) = %;Ez —3 — otrzymany przez przesuniecie
wykresu funkecji f o 3 jednostki w dol (punkt
(0, —3) jest wierzcholkiem paraboli).

Cwiczenie 5
Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkcji f. Podaj wspolrzedne wierz-
cholka tej paraboli oraz zbior wartosci funkcji f.

a) f(x) =2*+1 b) flz) =22°—2 c) flx)=—x*+4
Przykiad 2 1 ¥ OEYR _
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- ? ....... ., .........
cji flz) = 22* oraz: ' ”' i e

e g(x) = 2(x — 1)? — otrzymany przez przesu- " ; i
e ko Bk £o 1 ialtaiiew s h ...... f ............. ...... g ........ .........
(punkt (1,0) jest wierzchotkiem paraboli), ;
o h(z) = 2(x + 2)* — otrzymany przez przesu- ;& L N X S 4 ..
niecie wykresu funkeji f o 2 jednostki w lewo i N\ i AN S i
(punkt (—2,0) jest wierzcholkiem paraboli). O 1 -

Cwiczenie 6
Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkcji f. Podaj wspoélrzedne wierz-
cholka tej paraboli oraz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) f(z) = (z - 3)° b) f(2) =1z +1)* o) f(z)=—(z+2)?

Przykiad 3

Wykres funkcji g(x) = 5(x — 2)® + 1 mozna
otrzymac przez przesuniecie wykresu funkeji
f(x) = ;2% 0 2 jednostki w prawo i 1 jednostke
w gore. Parabola bedaca wykresem funkceji ¢
ma wierzcholek w punkcie (2,1).

Wykresem funkcji f(x) = a(x —p)*+¢q, gdzie a # 0, jest parabola o wierz-
chotku w punkcie (p, g).

1.1. Wykres funkejl kwadratowe] — powtorzenie 11 I
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Cwiczenie 7
Naszkicuj w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkeji f, g i A.

a) f(z)=—2° g(x)=—(x—-2)% hlz)=—(x—2)*°+3
bl fle) = s2°, glz)=<(x43)°, b(z)=3(z+8)—2

Zadania

4. Na rysunku obok przedstawiono parabole

1. Jak nalezy przesunac¢ wykres funkeji f, aby otrzymac wykres funkeji g7
a) f(xz)=>5z% g(x)=>52"—3 c) flz) =32 g(x)=3(x+T7)°
b) f(z) = 622, g(x)=62°+8  d) fla) = 8, gla) = 8z 5)’

2. Podaj wspoélrzedne wierzcholka paraboli bedace] wykresem funkeji f 1 wy-
ZNACZ przedzialv monotonicznosci tej funkeji.

a) f(#)=v2*+2 o) flz)=9(x+5)° ) f(z)=3—3)>* 4
b) f(¢)=—§£ —6 d) fle)=—T(x—6)* ) f(z)=—1(z+2)*+=

3. Naszkicuj wykres funkecji f. Podaj jej zbior wartosci oraz wspoélrzedne

wierzcholka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.
2) flz)=(z+2)*—1 ¢) fla)=—t(z—2)*+2
—2(x —1)* + 2

b) f(z) =2(z+1)% —2 d) f(z)

y = x* oraz wykresy funkeji f i g, ktére
powstaly przez je] przesuniecie.

a) Dla kazdej funkcji podaj jej zbidér war-

tosci 1 przedzialy monotonicznosci.

b) Podaj wzory funkcji f i g.

Powiodrzenie

5. Naszkicuj wykresy funkeji f 1 g. Dla kazdej z nich podaj zbior wartosci.
a) f(.l) =x*+3, g(z) = (x+ 3)°
b) f(x) = —a? — 1, g(z) = —(x— 1)?
c) f(:r) = —22°+3, g(z)=—-2(z+3)’

6. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.
a) fle)=(x—4)*+2 c) flz) =s(z+1)*—4
b) f(z)=—(z+2)*+1 d) f(zx) = —3(z—2)*+2

1. Funkcja kwadratowa



1.2. Postac kanoniczna funkciji
kwadratowe] — powtorzenie

Przypominamy, ze posta¢ y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, nazywamy posta-
cig ogolng funkcji kwadratowe]j (trojmianu kwadratowego), natomiast postac
y = a(x — p)* +q, gdzie a # 0, nazywamy postacig kanoniczng.

Przykiad 1

Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku (4, —2). Zapisz wzor funkcji f

w postaciach kanonicznej i ogélnej, jesli punkt (5, 1) nalezy do tej paraboli.

Punkt (p,q) jest wierzcholkiem paraboli o rownaniu y = a(x — p)* + ¢. Zatem

wzér funkeji f ma postaé: f(x) = a(x —4)? — 2.

Podstawiamy wspoélrzedne punktu (5, 1) do réwnania paraboli:
l=a(b—4)*—2

Stad a = 3. Zatem wzoér funkeji f ma postaé kanoniczng: f(x) = 3(xz—4)*—2.

Przeksztalcamy ten wzor do postaci ogolne;:

flx)=3(x—4)°—2=3(2*>—8x+16) — 2 = 3x* — 24x + 46

Cwiczenie 1
Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku W. Zapisz wzor funkeji f
w postaciach kanonicznej i ogélnej, jesli punkt P nalezy do tej paraboli.

a) Wi(3,2), P(4,6) b) W(-2,5), P(—4,—7) c) W(-3,-6), P(—9,6)

Jesli chcemy przejs¢ od postaci ogélnej do postaci kanonicznej funkeji kwa-
dratowej, mozemy skorzystac z ponizszych wzorow.

Twierdzenie

Parabola y = ax* + bx + ¢ ma wierzcholek w punkcie o wspélrzednych:

b —_.I_S_ 1 — he _
= Yu = , gdzie A =0 lac

Wyrazenie A nazywamy wyroznikiem tréjmianu kwadratowego.

LLw:—

Cwiczenie 2

Oblicz wyréznik trojmianu kwadratowego.

a) y=—-3r*+2x+1 ¢)y=—A4x*+d5x—2 e)y
b) y=22*+3x+7T d) y=32°—2z+3 f) y

—22% +4x— 5
3x2 — 2z +1

1.2. Postac kanoniczna funkejl kwadratowe] — powtorzenie
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Przyktad 2
Oblicz wspolrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkcji:
fle) = —2x* —22x+1

2
Przedstaw wzor funkcji f w postaci kanonicznej.
b _E 2 3
Loy =— — = — - = = —2
W 2a 2-(—3) -1

A= -2')2.._4.(..%).1:4-.|..2:6,5t-@dyw=

|

|

|
&

ik v
Wierzcholek paraboli: (—2, 3), posta¢ kanoniczna: f(x) = —%(;r: + 214 4 3.

b=
by
|
o

Cwiczenie 3
Oblicz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem tunkeji f. Przed-
staw wzor funkeji f w postaci kanonicznej.

a) fle)=2*—2x4+3 Db) f(g)=—2*+4c—6 ¢) f(z)=32*—122+7

Zadania

1. Wykresem funkcji f jest parabola o wierzcholku W. Zapisz wzor funkeji f
w postaciach kanonicznej i ogoélnej, jesli punkt P nalezy do tej paraboli.
Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) W(1,-2), P(3,6) b) W(—2,4), P(2,0) ¢) W(—3,—4), P(—1,—2)

2. Zapisz wzor funkcji f w postaci kanonicznej oraz podaj jej zbior wartosci.
a) flz)=2—dz+1 ¢ flzg)=—a*—-62—-6 e flg)=22"—32
b) f(z) =2*+4+2x—-3 d) f(z)=—32%+224+2 ) f(z)=—32?+2

3. Oblicz wspoélezynniki b i ¢ funkeji kwadratowej f(x) = 2x* + bx + ¢, jesh
punkt W jest wierzcholkiem paraboli bedacej jej wykresem.
a) Wi(3,1) b) W(-2,—4) c) W(—1,3)

4. Zapisz wzor funkcji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres oraz
podaj jej przedzialy monotonicznosci.
a) fle)=x2*—4x+5 ¢) fl&)=22*+4+2x—2 e) f(x)=3z*+6x
b) f(2) =—4*+68—8 d} flg)=—33*—2-1 f)

Powtodrzenie

5. Oblicz wspoélrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkcji f oraz
naszkicuj ten wykres, przesuwajac odpowiednio wykres funkeji g(x) = 2°.

a) f(x)=2° —4x+7 b) f(x) = 2* + 4z c) fla)=2*+ 32+

1. Funkcja kwadratowa



Warto powtorzyc

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

1. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = —2 i dla = —3.

a) x° —3x —6 b) 22° + sx — % ¢c) —3x*+2x—1
2. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = —% 1dla xz = %.

a) 4x° — 2x + 3 b) —8z%+4z —1 g} —2z¢— 6+ 3

3. Oblicz wartosci funkeji f, g, h dla argumentu x
w kolejnosci rosnacej.

—2 1 uporzadkuj je

a) f(r)=—2*+6x+1, g(a)= 3+1GJ—5 h(z) =—322 — s +4
b) fla)=s2*+ 327, g(x)= +2x—8, h(z)=—-%2*—1—4
4. Dana jest funkcja f(z) = —i—_mg — %J’ + ¢. Oblicz wspoélezynnik ¢, jesli:

a) f(—2) =9, b) f(4) = 2, ¢) f(~2v32) = —6.
5. Sprawdz, ktore sposrdd punktow:
Al—1,2 —8v2), Bl{—y/2.10—2v2), C(—2,8),
D(1++/2,44++2), E(v/2,8 —2v/2)

nie naleza do wykresu funkcji f(z) = 222 — 2z — 2v/2.
Twierdzenie

Jesli dla dwoéch roznych argumentow
ry, Ty funkcja kwadratowa przyjmuje
te sama wartosc, to oS symetrii para-

boli bedace] wykresem tej tunkeji jest
prosta okreslona za pomoca réwnania:

o .
2

o flifem

6. Sprawdz, czy f(—3) = f(1). Podaj réwnanie osi symetrii paraboli bedace;
wykresem funkcji f oraz wspoélrzedne wierzcholka tej paraboli.

a) f(z)=3sz’+2—1 b) f(z) = —22° —4x +2
7. Oblicz f(—2), f(—1), f(1)i f(2). Podaj rownanie osi symetrii oraz wspol-
rzgdne wierzcholka paraboli bedace] wykresem funkeji f.
a) f(z)=2°—x—2 c) flx)=—2x*+6x—4
b) f(:t?):Z.r. — 6z — 2 d) f(x) = —6x* — 6x + 8

Obliczanie wartosci trgjmianu kwadratowego 15 G
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1.3. Rownania kwadratowe (1)

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji f 1 odczytaj z niego miejsca zerowe tej funkceji.

a) flz) =2 —4z

Po przeksztalceniu do postaci ka-
nonicznej: f(x) = (x —2)* — 4.

b) f(z) =2%+42x —2

Po przeksztalceniu do postaci kanonicz-
nej: f(z)=(x+1)%—3.
o b b rYy y or b1

7. wykresu mozna odczyta¢ miejsca
zerowe: 01 4.

P ody

7, wykresu mozna odezytac tylko przy-

blizone wartosci miejsc zerowych. Wy-

znaczenie dokladnych wartosci wymaga

rozwiazania réwnania x? + 2x — 2 = 0.

Rozwigzania réwnania kwadratowego ax® + bx + ¢ = 0 (a # 0) to miejsca
zerowe funkeji y = ax® + bx + c.

Cwiczenie 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono mozliwe polozenia wykresu tunkcji kwa-

dratowej wzgledem osi OX. Ile rozwigzan moze mie¢ réwnanie kwadratowe
ax® + bx + ¢ = 0, gdzie a # 07

+Y

AY

%

Y4

el

Ql =<

Uwaga. Rozwiazanie rownania z niewladoma x polega na wyznaczeniu wszyst-
kich wartosci x, ktore spelniajg to rownanie. Zbior tych x nazywamy zbiorem

rozwiazan rownania.

Rozwiazania rownania nazywane sa rowniez jego pierwiastkami.

1. Funkcja kwadratowa



Przyktad 2 '

Rozwiaz réwnanie 42* — 8x = 0. Rl i ;’h a'[’}b < b
il -
Lewa st.rc?n'@ rownania rozkladamy wtedy i tylko wtedy, gdy
na czynniki: e Ll & =0,
dr(x—2)=0 .
czyli.x =0 lub z — 2 =1}, zatem &£ =0} lub & =2.
Zbiorem rozwiazan réwnania jest zbiér {0, 2}.
Cwiczenie 2
Podaj zbidr rozwigzan réwnania.
a) 3xz° +6x =0 b) 7x — 3z%* =0 c) 222 = 5z d) 8z = sz°

W niektorych przykladach przy rozkladzie trojmianu kwadratowego na czyn-
niki liniowe mozemy skorzystac¢ ze wzorow skroconego mnozenia.

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 42 — 9 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratow: 4o — 9 = (22 + 3)(2x — 3).
(22 +3)(2x—3) =0
204+3=0 lub 22—3 =10
r=—2 lub z=12

Rozwiazaniami rownania sa liczby —%

. 3
1 5
Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) 162° —25=0 b)4—-1002*°=0 «¢)42*—-121=0 d) 2*°—81=0

Przykiad 4

Rozwiaz réwnanie z* —4x +4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy: 22 —4x +4 = (z — 2)%.
(2—2Y2=0,czyliz—2=0
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego rownania.

Cwiczenie 4

Rozwiaz rownanie.

a) 2 +8x+16 =0 ¢) de*t-de+1 =10 e) 2+ =2—3

b) z* —z+2=0 d) 42° — 122+ 9 =0 f) 3z° +9=2* —6v2

1.3. Réwnania kwadratowe (1)
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Przyktad 5
a) Rozwiaz réwnanie $2* — 7 = 0.

%.2 7/3

r=—/% lub x= /%

RDZWI%Z&IH&J rownania: — f 1 4 ;" >

Cwiczenie 5
Rozwiaz rownanie.

a) 62° —18=0 b) 22 +4=10

Zadania

b) Rozwiaz réwnanie 22 + 9 = 0,

> 9 dla kazde-
go x € R, wiec 22% + 9 nie moze by¢
réwne zeru.

Zatem rownanie jest sprzeczne, czyli

Zauwazmy, ze 2x° + 9

nie ma rozwigzan.

d) 422 +1=0

1. Rozwiaz rownanie.
a) —7x*+42x =0
b) Q2 -+ éi‘ = ()

2. Rozwiaz réwnanie.
a) 100z% — 81 =0
L2 1.
¢c) z*+10z+25=0

¢) 36z = 6z
d) 2z + 182° =0

d) x* + 64 = 162
e) 24x —x* =144 h) 22(6 —z) =2+«
f) 1+92°4+ 62z =0

e) V222 — 8z =0
f) V3xz = —3a?

g) z° = (1—x)(1+z)

2

i) (z—3)(x—2) = 7x—30

3. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu wspolrzednych.

a) y=3z°— 12z
b) y =322 —12

¢c) y=3x*+12 e)
d) y = 90022 + 4

y = 90022 + 4
f) y=900x*—4

4. Wyznacz wspolne miejsce zerowe funkeji f i g.

a) f(
b) f(z) =12 +4z, g(z)=
c) flz)=122—1, g(z)=

Powtorzenie

r)=1x°—4, gx)=2*—4x+4
sx? +4x + 8
‘—6x+9

5. Rozwiagz réwnanie.
a) l—xz*=1—2
b) 4d—z=32°4+4

6. lle rozwiazan ma réwnanie?
a) bdx* —6x =0

1. Funkcja kwadratowa

¢c) 1—6x=—92°
d) z° =122 — 36

b) 542 +6 =0

e) z(x+1)=92—16
f) 2—2)xr=4—2x

¢) 54z —6=0



1.4. Rownania kwadratowe (2)

Przykitad 1

Czy wiesz, ze...
Rozwiaz réwnanie 42° — 20z = (. Y ’

Rownania kwadratowe byly

Korzystamy ze wzoru | ) = a’®—2ab+b°. rozwigzywane juz przez staro-

(22 — 5 ) 2 _ zytnych Bablll?nc‘zyknw okoto

1800 r. p.n.e. Swiadcza o tym

2r—o=0 zachowane gliniane tabliczki
z pismem klinowyin.

b o

Rownanie ma jeden pierwiastek:

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) 9z° — 122 4+4=0 b) 252° + 402+ 16 =0 ¢c) 42° — 280 +49 =0

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie 4x* — 20x + 27 = 0.
Zauwazmy, ze 42° — 20z = (22 — 5)? — 25.
(20 —5)*—25+27=0
(28 — 5)° =—2

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz (22 — 5)* > 0 dla dowolnego x € R.

Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze podane rownanie jest sprzeczne.
a) 22 —2x+2=10 b) 22+6x+12=0 c) 4’ +4r+5=0

Przykiad 3
Rozwiaz réwnanie 42° — 20x + 23 = 0.
Zauwazmy, ze:

(22 —5)2—25+23 =0 (2 — 5)% — 25 = 422 — 20z.

(22 — 5)* = 2
2 —5=—2 lub 2z —5=+2
— V2 lub 22 =5++2
Rownanie ma dwa plerwmstkj ‘/_ ;/_.
Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.
a) 2 -2z —3=0 b) z*+6x+8=10 ¢c) *+6x+7=0

1.4. Rownania kwadratowe (2)
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Postepujac tak jak w przykladach 1-3, mozemy rozwiaza¢ dowolne rownanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzorow podanych w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe az? + bz + ¢ = 0, gdzie a # 0.

1. Jesli A > 0, to réwnanie ma dwa pierwiastki:

_ —b-VA e —b+VA

i ;
! 2 ' 2 2a
2. Jesli A = 0, to rownanie ma jeden pierwiastek:
s e B
o 2a

3. Jesli A < 0, to rownanie nie ma pierwiastkow.

Dowod
Zapiszmy tréjmian w postaci kanonicznej: ax?® + bx + ¢ = [1(;17 + ;f[; — f—&.

Stad ax? + bx + ¢ = 0, gdy {1(:1: + %)2 — % = (0, co oznacza, ze:
2
(z+%:) =4
e Jesli A < 0, to powyzsze rOwnanie jest sprzeczne.
e Jesli A = 0, to otrzymujemy rownanie:
o+ ) =0
Jego rozwiazaniem jest liczba xq = —%.

e Jesli A > 0, to otrzymujemy:
, b __ —J/A = b __ VA
r+5 =% b z+5 =32

2a

I R—— . P ; . ‘ 1 ] o —b—v’E r . —![H-‘VE
Rozwiazaniami réwnania sa liczby x4 LS X =
Uwaga. W przypadku, gdy A = 0, pierwiastek xy = —% nazywamy pierwiast-
kiem podwojnym (zauwaz, ze dla A = 0 ze wzorow: x, = == Py = ==

. 2a 2a

otrzymujemy r; = &y = —5-).
Cwiczenie 4
Oblicz wyrdznik tréjmianu kwadratowego i1 podaj liczbe rozwiazan réwnania.
a) 2248z +15=0 d) 22* — 56 —3=0 g) —3z*++v2z—1=0
b) 2 — 4z +6 =0 e) 222 —6x+5=0 h) V222 —32+1=0

c) br*+5z—3 =0 f) —2?+4x—-7=0 i) 4V/222+3z=0

1. Funkcja kwadratowa



M Interpretacja geometryczna

Ponizej przedstawiono mozliwe polozenia paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem
osi OX w zaleznosci od wspolczynnika a 1 wyrdoznika A.

AY A
4 a < a <0 a <0
A>0 A= A<0
Y A YA Y 4
. o - - - e -
X 0 X 0 X 0 X 0O X 0 X
a >0 a>0 a>0
A>0 A=9( A<0
dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc
Zerowe Zerowe zerowych zZerowe Zerowe zerowych

W przypadku gdy funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, mozemy je wyzna-
czyc, korzystajac z podanych poprzednio wzoréw.

Przykiad 4
Rozwiaz rownanie.
a) 3z —4x—2=0

A= (—4)"—4-3-(—2) =16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, réwnanie ma dwa

pierwiastki.
VA = /40 = 24/10
_ —b—VA _ 4-2V10 _ 2-V10 S —b+VA  442V10 _ 244/10

L= o 6 3 =TT o 8§ 3

b) 42% + 6242 =0

&= G —4*4-% = 36 —36 = 0, rownanie ma zatem jeden pierwiastek podwojny.
—b —6 3

To = = = — =
¢ 94 8 4

c) Tz —-3xz+2=0

A=(-3)?*—4-7-2=9—56=—47 < 0, wiec réwnanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 5

Rozwiaz rownanie.

a) 20 +Tx+3=0 d) 282* —4z+ 2 =0 g) —32° +2x—3=0
b d2*— a2 —5=10 e) —2*+6z+1=0 h) 62— 22z —1=0
¢) 3z° —br—2=0 f) s2*—25—-1=0 i) 28 —2g+-1=0

1.4. Rownania kwadratowe (2)
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Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.

a) 222 —9x —35=10
b) 42? — 132 +3 = 0
c) —62°+13x+5=0

2. Rozwiaz roéwnanie.
a) 22° +3 = —Tx

b) x+10=

c) 1622 4 24/2x = —18

3

d) 522 — 6246 =0

e) 2x*+5x—-3=0
f) 42*+122+9=0

d) —2x —

3z +6=10

e) br*=2—2x

f) 5x* =8z —5

2 +z2+1=40
o =

2 2=0

i | O

—E4 il

g) 11(z*+5) ==
h) 2*+2x=4x+7
i) 32+ 1="Tz

3. Wyznacz wspolrzedne punktow przeciecia wykresu funkeji f z osiami ukla-

du wspolrzednych.

a) f(z)=32"+2z—1
b) f(x) =2x*+ 62+ 3
¢} Fl{z) = 4r* 4+ 2+ 3

4. Rozwiaz réwnanie.

a) 2z* — Tx

c) zx*— 3z

+3 = (22— 1)*
b) 62° +7x+2=(2—3x)(3x + 2)
+9 = (x —3)(z — 5)

d) f(z) = :2° + 42 + 12
e) flz)=2x*>—-3z+5
‘—Yip 41

d

5. Wyznacz liczbe rozwigzan rownania.

a) (V2—1)224+204+2=0

Powtorzenie

b) 1322 — (2v/3 — 1)z +

3

2

= —2p

) (32 —3)(z+2)=(5—2)(6—x)
e) (x—3)(x+5)=02z+3)(x—4)
[) de—1)(z—4)=Bx+2)(x—T7)

=0

8

6. Rozwiaz réownanie.

a) x* — 4x

-4 =0

b) x* — 4x

-7=0

¢) —4x?

-6z —1=0

d) —4;112 =]

7. Wyznacz miejsca zerowe funkeji f.

a) flz)=x2*+4+2x—15

8. Rozwiaz réwnanie.

a) z(x —5) =2x(x —1)

b) 2(1 —52) = (1 — z)?

1. Funkcja kwadratowa

b) flz)=3+

22 —Bx4-4 1—-3x
c) =

d) Lt _ (et

-6 —3 =10

D

3

ol —

s

—

L34 1-8 =10

- 3r—8 =10



Warto wiedziecé

Szkicowanie parabol
Aby naszkicowaé parabole bedaca wykresem funkeji f(x) = ax*+bx + ¢, moz-

na wykorzysta¢ posta¢ kanoniczna funkeji f lub postapi¢ zgodnie z nastepu-
jaca instrukeja.

e Podaj punkt, w ktorym parabola przecina os QY. Jest to punkt (0, ¢).

e Wyznacz (jesli istnieja) punkty, w ktérych parabola przecina os OX. Sa

to punkty (2,,0) i (2,,0), gdzie x, = =2 ‘é‘ﬂf&, Ty = Y8

e Wyznacz wierzcholek paraboli W( 5%1 ¥ ( ﬁ%))

o Aby uzyska¢ dokladniejszy szkic, wyznacz kilka dodatkowych punktéw
nalezacych do paraboli (mozna wykorzystac fakt, ze prosta x = —i jest
osia symetrii paraboli).

e Polacz otrzymane punkty krzywa.

Przyktad
Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkeji f(x) = 2* — 2z — 3.
e Parabola przecina o§ OY w punkcie (0, —3).

= ().

e Rozwigzujemy réwnanie x* — 2z —
ca R 214 .- 9

A =16, stad x, = = :
Parabola przecina o§ OX w punktach (—1,0) i (3,0).

Ly @y =

« Wyznaczamy wierzcholek paraboli.
b __ 2
i — Tt ]_
2

yw:f(_%) :f(l): 1-2-3=-4
Wierzcholkiem paraboli jest punkt (1, —4).

e Wyznaczamy inne punkty nalezace do pa-
raboli. f(—2) = 5, czyli do paraboli nalezy

punkt (—2,5). Prosta x = 1 jest osig syme-
trii paraboli, wiec naleza do niej takze punkty

(4,5) i (2,—3).

e Szkicujemy parabole.

1. Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkeji f.

a) f(r)=2°*—6x+5
b) flz) =<2 t-x—A4
c) flx)=22*+8x+6

d)

c)
3

.

() = —2*+2x+ 3

[

(L

)= —22*+6x —4
) = —22*+ 21— 3

Szkicowanie paraooli
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1.5. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (1)
Definicja

Posta¢ y = a(x — x;)(x — 2,), gdzie a # 0, nazywamy postacia iloczynowa
funkeji kwadratowe;j.

Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowe] w postaci illoczynowej nazywamy
rowniez rozkladem na czynniki liniowe. Rozklad na czynniki liniowe mozna
zapisac na rozne sposoby, np.:

Yy = (3£ i 2) (;ir;' — 7) = Czynniki iniowe: 32 +212 —T.
= 3z + -g*)(l‘ — 7) Czynniki linjowe: z 4+ 2 iz —T.

Aby przejsc od postaci illoczynowe] do ogélnej, wystarczy wykona¢ mnozenie.
Na przyklad dla trojmianu y = 2(x — 3)(xz + 5) mamy:
y=2(x—3)(z+5) =2(z*+ 5z — 3z — 15) = 22° + 42 — 30

Cwiczenie 1
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci ogdlnej.

a) y=—z(z+3)(z—9) b) y=4(z —3)(z— 3) c) y= sx(x+2)
Liczby x; i z; wystepujace w postaci illoczynowej y = a(xz—x; )(x—2x3) sa miej-

scami zerowymi (pierwiastkami) tréjmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
réwnania a(xz — z,)(z — xz3) = 0.

Przyktad 1
Postac ogolna  Postac iloczynowa  Czynniki liniowe Pierwiastki
y=2° -9z +14|y=(x—2)(z—7) r—2 i 2—-F 3 =2 1 =7

y=4z* +4z+1| y=4{z+ 3)? z+ 5 . *,r;_} |
(CEY nnik podwodjny) (pierwiastek podwéjny)

y=2x°+6 nie mozna roztozyc na czynniki liniowe brak pierwiastkow

Cwiczenie 2

Odczytaj czynniki liniowe 1 podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego.

a) y=4(x —3)(x—5) c) y=—(x+4)(x+8) e) y=—3(z—2)°
b) y = z(z — 2)(z + 6) d) y = 8z(x —9) f) y=13(x+7)°

1. Funkcja kwadratowa



Cwiczenie 3
Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego.

a) ¥y =—2(z+v2)(x — V3 b) y=(x—14+v3)(x+1—+2)

Cwiczenie 4

Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej.

a) y = bx® —3x b) y = 162* — 1 c) y=9x°—8
Twierdzenie

Dany jest tréjmian kwadratowy y = ax* + bx + c.
= Jesli A > 0, to tr6jmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe]
y=alx —x)(x— x;), gdzie x, x; sy pierwiastkami tego tréjmianu.

= Jesli A =0, to tr6jmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe]

y = alx — xg)?, gdzie xy jest pierwiastkiem podwojnym tego tréjmianu.

= Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe.

Przyktad 2
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=22*+5x—3

A=25+24=149, VA = 7, zatem:

T i
Ty = —
1

Postac iloczynowa: y = 2(z + 3)(z — 3).

_31 :Eg = ==

b) y=2%2—2x—1
A=4-+4=8, \/Z=2\/§,. zatem:

2--9./2 24-24/2
r = r}‘/__l—\@, Lo = _|‘2V/ _1—|—\/§

Postaé iloczynowa: y = (z — (1 — \/5)) (@ — (1 + Vv2)), ktéra mozemy za-

pisaé: y = (x — 1+ v2)(z — 1 — V2).
c) y=—2x*+z—4

A=1-32=—-31 <0, wiec tré6jmian nie ma pierwiastkow i nie mozna go

rozlozy¢ na czynniki liniowe.

Cwiczenie 5
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=ux*—8x+ 15 d) 4 =122% + 112 +2 g) y=2x°—3z+4
b) y =a* 4+ 3z — 28 e) y=—2x*—2x+24 h) y=2%—2zx—2
c) y=3z* —Tzx+2 f) y=—42* +3z+1 i) y=22*—2x—1

1.5. Postac loczynowa funkeji kwadratowe| (1)
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Zadania
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1s

Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego 1 zapisz go w postaci ogolnej.
a) y=(x+10)(x—20) d)y=02x—4)2z—1) g) y=—z(xz+3)
b) y=6{a—F)z—3) & y=@2e+1)(8x+1) h)y=jze(2z—1)
c) y=2(x+3)(3x—4) f) y=(5x—2)de—3) i) y=(7T—3x)x

Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej.

a) y=z°—z—6 d) y=—22°4+4x—1 g) y=3x*—10z —8
b) i) = —2 Lp - e) y= 322 — T+ 4 1‘1) Yy = x? — 2x+ %

c) y=2x°—3r—2 f) y= 4z +2z+1 i) y=—22*+3z+7
Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowej. Podaj jej miejsca zerowe.

a) f(x) =4z*—1 e) flz) =z2°+ 2z e) f(z)=9z°+6x+1
b) f(x) =9z* — 16 d) f(x) = 6x — 9x* f) f(x)=42*—12249

a) Uzasadnij, ze tréjmian kwadratowy y = V222 + (3 — \/§)¢ + i mozna
przedstawi¢ w postaci lloczynowe].

b) Uzasadnij, ze tréjmianu kwadratowego y = v/32% + (3 — V3)x + 5 hie
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej.

Przedstaw funkcje f w postaciach iloczynowej 1 kanonicznej. Naszkicuj
parabole, ktora jest wykresem tej funkeji.

a) f(xr)=—x*—4x c) f(x) =2x*+ 2z e)
b) flz) =%2*4+3z+2 d) f(z)=—32°+2 f)

3

() = —2*—42—3
() = 22°—2x—1

J
J

Powtiodrzenie

6. Oblicz pierwiastki trojmianu kwadratowego 1 zapisz go w postaci iloczy-

nowej.
a) y=x2>—5x—6 ¢c) y=—-62°—Tx+3 e) y=(x—2)°>—4
b) y=2x°—8zx+6 d)y=—a2*+4r—4 f) y=-2(x—2)*+2

Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeshi to mozliwe.

a) y=x%4++/3x —6 b) y = v/3z2 + 62 c) y=+3x2+9
/majdz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspoéirzednych.
a) y=x(x+6) c) y=(x+2)(x—4) e) y=—(2x+4)(6x—3)
b) y = —iz(z — 3) d) y=(z—6)(z+%) f) y=(2z—3)(dz+5)

1. Funkcja kwadratowa



1.6. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (2)

Przykiad 1
Oblicz wspélezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = x* + bx + ¢, ktoérego
pierwiastkami sa liczby —4 1 2.
Tréjmian zapisujemy w postaci illoczynowej, a nastepnie przeksztalcamy ja do
postaci ogolne;j:

y=(r+4)(z—2)=2°—2x+4x — 8 =2°+2x — 8
czylh b=2 i g—=—8§.
Cwiczenie 1
Oblicz wspoélezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = x* + bx + ¢, ktérego
pierwiastkami sa liczby:

a)3 15 b)di-3 ¢ -5i-2 d-21i42 e+v3i—-V3

VA

Zmnajomos¢ miejsc zerowych x;, x, funkcji kwa-

dratowe] pozwala wyznaczyc¢ oS symetrii paraboli
H s e
2

1 wspolrzedna x,, je] wierzcholka, gdyz z,, =

Cwiczenie 2

Wyznacz rownanie osi symetrii paraboli oraz wspoélrzedne jej wierzcholka.

a) y = z(z — 6) c) y=z(z+6)(z—2) e) y=(2z+1)(2z2 — 3)
b)y=—x(e—10) d)y=-2a+3)(x-4) ) y=(dz—1)(5 4z)

Przyktad 2

Wyznacz trojmian kwadratowy, ktorego pierwiastkami sa liczby 2 i 4, a zbio-
rem wartosci jest przedzial (—2;00).

Tréjmian zapisujemy w postaci iloczynowej y = a(x — 2)(x — 4).
Wspoélrzedne wierzcholka: x,, = 2—“2'—4 = J, zblorem wartosci jest przedzial:
(—2; 60), zatem 1, = —2.

Podstawiamy x = 31 y = —2 do wzoru y = a(x — 2)(x — 4) i otrzymujemy
—2 = a(3—2)(3—4), wiec a = 2. Zatem tréjmian ma postac y = 2(x—2)(xz—4).

Cwiczenie 3
Wyznacz trojmian kwadratowy o pierwiastkach x,, xy i zbiorze wartosci Y.
a) r, =—1, 23 =3, Y = (—4;00) c) 11 = -8, 2,=2,Y = (—00;10)

b))z, =—4,2,=0,Y = (—o0;2) d) 8 =0, 8= 0, ¥ = (000

1.6. Postac iloczynowa funkeji kwadratowe] {2)
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Zadania

1. Na rysunku przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkeji kwadra-

towej f. Wyznacz wzoér tej funkeji w postaciach iloczynowej i ogolnej.
2 Y c) vy
P(0,3) /
P(-3,3)
O 3 X
\ X

2. Wyznacz w postaciach iloczynowej i ogélnej rownanie paraboli przecho-
dzacej przez punkty: A, Bi C.

a) A(1,0), B(4,0), C(3,—4) c) A(—5,0), B(—3,10), C(2,0)
b) A(—6,0), B(2,0), C(0,—6) d) A(0,—9), B(1,0), C(3,0)

3. Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktora jest wykresem funk-
cji kwadratowej f. Znajdz miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na
rysunku. Wyznacz wzor funkeji f w postaciach iloczynowej i kanonicznej.
ﬂ,) *'}.r 3 b ) }r A C ) *'}*

0 | X |
|
|
|
|
|
Y (. .

4. Wykres funkeji f mozna otrzymaé przez przesuniecie paraboli y = 2z°.
Wyznacz wzor funkeji f w postaciach ogdolnej 1 kanonicznej, jesli wiadomo,
ze jej miejscami zerowymi sg liczby: a) —3i—1, b)0i2, ¢)3iT.

Powtorzenie

5. Zmajdz punkty przeciecia paraboli z osiami ukliadu wspolrzednych oraz

wyznacz wspolrzedne jej wierzcholka. Naszkicuj te parabole.
a) y=—x(x +6) b) y=(z—1)(xz—5) c) y=—3(x+3)(z—1)

Wyznacz trojmian kwadratowy o pierwiastkach x,, z, i zbiorze wartosci Y.
Odpowiedz podaj w kazdej z wymienionych ponize] postaci.

a) £, =—2, 2, =4, Y = (—6;00) Postaé¢ ogdlna: y = ax” + b + ¢

b) xy=—6,2,=0, Y = (—o0; 8} Postaé kanoniczna: y = a(z — p)° + g
' Postac iloczynowa: y = a(x — z1)(x — x2)
{j,) T = 1T Ty = 7} Y = (—DC?; 2) : 1

1. Funkcja kwadratowa



Krzywa fancuchowa

Wiszgcy, zamocowany na koncach taicuch przyjmuje ksztalt przypominajacy
parabole. W 1638 r. opisywal to juz Galileusz, wloski fizyk i astronom.

W drugiej polowie XVII w. wykazano, ze jest to inna krzywa, zwana krzywa
tancuchowg lub catenarig (od tacinskiego stowa catena oznaczajacego tanicuch).

Na rysunku obok przedstawiono
krzywa tancuchowa (kolor czerwony)
oraz parabole (kolor niebieski), ktéra
dla wartosci argumentow bliskich O
jest bardzo dobrym przyblizeniem
tej krzywej tancuchowej.

Krzywa ta jest wykorzystywana

Ksztalt krzywej fancuchowej przyjmuja wiszace w architekturze. Gateway Arch

tancuchy, liny lub przewody wysokiego w Saint Louis w Stanach

napiecia. Zjednoczonych to monument,
ktorego ksztatt jest inspirowany
krzywa tancuchowa.

Kl Skorzystaj z dostepnych Zrédet i znajdZ inne
przyktady wykorzystania krzywej taricuchowej
w architekturze.
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1.7. Nierownosci kwadratowe

Jesli mamy wykres funkcji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, mozemy
wyznaczy¢ zbior rozwigzan odpowiedniej nieréwnosci kwadratowe;.

Przyktad 1
Dany jest wykres funkcji y = —xz? + 2x + 3. Rozwiaz
nieréwno$é¢ —x* + 2x +3 > 0.

Y}

7. wykresu odczytujemy, ze:
—2* 425 +3>0dlaz e (—1;3)

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwigzania nierownosci kwadrato-
wej nie potrzebujemy dokiadnego wykresu odpowiednie;
funkeji. Wystarczy znajomosé jej miejsc zerowych i infor-
macja o tym, czy ramiona paraboli, bedace] wykresem tej
funkcji, sa skierowane w gore czy w dot.

—1;() A X

Przyktad 2
2

a) Rozwiaz nieréwnosé 2x* — 6x > 0.

Najpierw znajdujemy pierwiastki réwnania 22* — 6x = 0, czyli 2z(x —3) = 0.
Sa to liczby: 0 oraz 3.

Rozwiazania rownania zaznaczamy na osi O X. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych do géry (wspolezynnik przy x* jest dodatni), przechodzaca
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: | ,

g e 1 ke

22 — 62 > 0 dla z € (—o00;0) U (3; 00) N~ 78 X

b) Rozwiaz nieréwnosé¢ —x* + 3x — 1 > 0.

Rozwiazujemy réwnanie —z2 + 3x — 1 = 0.

_ -3/ _ 3+/5 _ —3+v5 _ 3-+/5
-2 = g ¥ -2 2

A=9—4=5 zatem: x;

Rozwigzania rownania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych w dél (wspoélezynnik przy 2 jest ujemny), przechodzaca
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy:

3—/5_3+v6
Sy 1 P

—= sl

—f+ﬂm—1&0ﬂam€<
Cwiczenie 1

Rozwiaz nieréwnosc.
a) 3z —2xr—1>0 b) 2z +x2—-1<0 ¢c) —z*+2x+4>0

1. Funkcja kwadratowa



Przyktad 3

Rozwiaz nieréwno$é —x* +2x —1 > 0.
Rozwiazujemy réwnanie —x* + 2z — 1 =0, czyli —(z — 1)* = 0. Zatem =z = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwigzanie réwnania zaznaczamy na osi OX
1 szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dol.

Ze szkicu wykresu odczytujemy: /;-\ X
—z*+2x—1>0dlazxz=1.

Cwiczenie 2

Rozwigz nierownosc.

a) —x°+2x—1<0 b) —z°+2x—-1<0 ¢c) 22 +2x—1>0
Przyktad 4

a) Rozwiaz nieréwnosé Sa? — 3 + 2 < 0.

A=9-4:53:2=-31<0

Wspolezynnik przy z? jest dodatni oraz réwnanie
5x? — 3z + 2 = 0 nie ma pierwiastkéw. Parabola
znajduje sie zatem nad osia OX, a to oznacza, ze 2
nierownos¢ jest sprzeczna.

b) Rozwiaz nieréwnosé¢ —3x* +2x — 1 < 0.

A=4—-4-(—3)-(-1)=-8<0

Wspdlezynnik przy z? jest ujemny oraz réwnanie

Sy

—3x° 4 2x — 1 = 0 nie ma pierwiastkow. Parabola
znajduje sie zatem pod osig OX, a to oznacza, ze
kazda liczba spelnia dana nierownosc, czyli € R.

Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosc.
a) dz° +2z+1>0 b) 24+ +3<0 c) —2224+v22—-1<0

Przykiad 5

Rozwiaz nieréwno$c 2(2 — z) < —x(x — 3).

A — Qmp < —q + 3¢ Wykonujemy mnozenie.
Przenosimy wszystkie wyrazy
7 i b | wrs Y L 4]
na lewa strone nierownosci.

Rozwigzujemy réwnanie z* — 5x + 4 = 0 i otrzymujemy

r =1 lub x = 4. Szkicujemy parabole i odczytujemy, ze
nieréownosé zachodzi dla x € (1;4).

1.7. Nierownoscl kwadratowe
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Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosc.

a) r—x° <3 — 3z’ ¢) (32+ %)2 >2r—% e (2z+1)*+(z—3)* < 10
b) —2(2—xz)>1—2* d)2—x*<(2—x)° f) 3z — (1 —x)* > x* —4

Rozwigzywanie nieréownosci kwadratowej sklada sie z kolejnych etapow:
® rozwiazanie odpowiedniego rownania,

= naszkicowanie odpowiednie] paraboli,

= odczytanie z rysunku rozwiazania nieréwnosci,

® zapisanie odpowiedzi.

Zadania

1. Rozwiaz nierownosc.

a) 2% > 25 d) 22—z > 6 g) 9x+5>22° j) 6x—xz>12
b) 2% < 16 e) z*—4<3x h)2x*4+52>3 k) 3z+8> 3x?
c) 422 > 9 f) dz+5>22 i) 32°+1<z ) 222 +6<a

2. lle liczb catkowitych spelnia nieréwnosc¢?
8] 9—252 >0 b)ze*>u ¢) 222 — 10z d)2—g>2°

3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite spelniajace dana nieréwnosc.

a) ¥ —6x+3<0 b) —3x*+6x+5 >0 c) 2x*+2x—15<0
4. Rozwiaz nierOwnosc.

a) —2zr°46e—% <0 d) 22+22+2>0 g) 222 —24 2 <0

b) —32?4+2x—: <0 e) —92%+2zx—< <0 h) —4z“+122—92> 0

c) 3z°+14z—-5> 0 f) —2x*—Tx+4<0 i) 22 4+2+1<0

5. a) Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 2* — 62 + 5 przyjmuje wartosci
wieksze od 5, a dla jakich mniejsze od —37
b) Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = x* — 8z + 15 przyjmuje wartosci
nalezace do przedzialu (3;8)7

6. Rozwiaz nieréwnosc.
a) 2z —2)(x—3) < (x—3)(x —4) d) (22 —2)? > (32 — 2)(x — 3)
b) Bx—1)(z+2) 2 (z—3)(2z—1) e) 20° —3x+4> —(x—1)*—6
c) (dr —1)(4—2z) < (2—3x)(x+1) f) (26+43)*—9<8—(3—x)°

1. Funkcja kwadratowa
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10.

Wyznacz zbiér argumentow, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze niz funkcja g(z) = 2* — 22 + 3.

a) fle)=2z*—x+1 b) f(x&)=3z*—=x ¢) f(z) = 32 — 6x

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz dziedzine funkeji f(x) = \/x(x — 4).

Dziedzing funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktoé-
rych wzor funkeji ma sens. We wzorze funkeji f wystepuje pierwiastek,
zatem wyrazenie pod nim musi by¢ nieujemne:

z(x—4) 20
Nieréwnosé ta zachodzi dla x € (—o0; 0) U (4; 00).
Zatem dziedzina funkcji f jest zbior D; = (—o0;0) U (4; 00).

Wyznacz dziedzine funkcji f.

a) f(z)=+vz?—4 d) f(z)=v2? —3x—4
b) f(z) = v8 — 2? e) flx)=+v6x%2—Tex—5
c) fle)=vx2+9 f) flz)= \/.r?- +24/3x — 24

Dane sa zbiory A i B. Wyznacz zbiory AUB, ANBi A\ B.
a) A — zbiér rozwiazan nieréwnosci 2% —4x + 1 < 0,
B — zbiér rozwigzan nieréwnosci 3x — x* > 0.

b) A — zbiér rozwiazan nieréwnosci x* — bx + 6 > 0,

B — zbi6r rozwiazan nieréwnosci x* — bx +4 < 0.

Jedno miejsce zerowe funkcji kwadratowej jest o dwa wieksze od drugiego.
Wyznacz wzor te] funkeji, jesli wiadomo, ze parabola bedaca jej wykresem
ma wierzchotek w punkcie (—2,4). Rozwiaz nieréwnosé f(x) < 0.

Powiorzenie

11.

12.

Rozwigz nierownosc.

a) x? < 8 d) 2 > —x* g) 2°+4x—2120
b) 22 > 9 e) r2 <4z —4 h) —2?2 +22+15> 0
e) 2% 2 % f) 62> —2*—9 i) 622 —2x—1<0

Ktére dzielniki calkowite liczby 12 spelniaja nieréwnosc?
a) x° —2xr+4<0 ¢) —2x*+3x+1 >0 e) 22° —1>1—3=x
b) 22 —4x+9 >0 d) —2*+4x+1<0 f) 1—z<z?

1.7. Nierownoscl kwadratowe
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1.8. Rownania sprowadzalne
do rownan kwadratowych

Réwnanie postaci ax* + bx? + ¢ = 0, gdzie a,b,c € R oraz a # 0, nazywamy
rownaniem dwukwadratowym. Aby je rozwiaza¢, wprowadzamy pomocnicza
niewiadoma ¢ = x* (gdzie t > 0). Zauwaz, ze wowczas x* = (2%)? = {*, zatem
otrzymujemy rownanie kwadratowe at® + bt + ¢ = 0.

Rownanie dwukwadratowe podstawienie Pomocnicze rownanie kwadratowe
-
ar*+bx? +¢c¢=0 t=2a22 t>0 at? +bt+e¢=0
Przyktad 1

Rozwiaz réwnanie z* — 1022 + 9 = 0.

Réwnanie mozemy przedstawi¢ w postaci (2)? — 102* + 9 = 0. Podstawiamy
t = x* (zakladamy, ze ¢ > 0) i otrzymujemy dwa réwnania kwadratowe: ¢t = x*

i 1?2 — 10t + 9 = 0. Rozwigzujemy drugie réwnanie:

A =100—-36 =64, vA=38
h:mz—a_l}m tgzmja—g}[]
Wracamy do niewiadomej x:
z2=1 lub 22 =9

p=—]1 lub 2=1 lub #=—3 lib =3

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie,
a) x* —bz2 +4=0 b) * —7Tz*+6 =0 ¢c) z* —5x*+6=0

Przyklad 2

Rozwiaz réwnanie z* + 8% — 9 = 0.

Podstawiamy ¢ = z* (zakladamy, ze £ > 0) i otrzymujemy dwa réwnania
kwadratowe: t = x* 1 t* + 8t — 9 = 0. Rozwigzujemy drugie rownanie:

A=64+36=100, VA =10
tlz‘tm:—g«;o, by s 2l 0 5

Rozwiazanie ¢, odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem.

Wracamy do niewiadomej z: 2* =1, czyliz = —1 lub z = 1.

1. Funkcja kwadratowa



Cwiczenie 2

Rozwiaz rownanie.

a) x* —8x* —9=0 c) ¥+t —12= e) dx*+Tx*—2=10
b) z* +62* — 16 =0 d) de* —172°4+4=0 f) 2* —142°+45=0

Przyktad 3

Rozwiaz réwnanie x* — 1622 = 0.
¢ (zakladamy, ze ¢ > 0) i otrzymujemy dwa réwnania
kwadratowe: ¢ = 2° i t* — 16¢ = 0. Rozwiazujemy drugie rownanie:

Podstawiamy ¢ = x

t(t —16) =0 Wylaczmy czynnik ¢ przed nawias.
=0 hib 1=16

Wracamy do niewiadomej x:

2 2 Réwnanie z* — 162° = 0 mozna rowniez
i F— U' 11_1]3 Ir = 16 . : ! y 5
rozwiazac, zaczynajac od wylaczenia x*

=0 lub £ =—4 lub x =4 przed nawias: z*(z* — 16) = 0.

Zatem rozwiazaniami rownania sa liczby: —4, 0, 4.

Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.

a) r* —36x° =0 b) z* + 362° =0 c) 42 — 9z* =0

Przyktad 4

Rozwiaz réwnanie 2* + 72% + 12 = 0.

Podstawiamy ¢t = x? (zakladamy, ze £ > 0) i otrzymujemy dwa réwnania
kwadratowe: ¢t = 2% 1 t* + Tt + 12 = 0. Rozwigzujemy drugie réwnanie:

A=49—-48=1, VA =1
—7—1 1 _ 3¢

tl_: _—4‘:-:03.352__‘}
Rozwigzania £, 1 {5 odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem.

>

= =

Zatem réwnanie x* + 72? + 12 = 0 jest sprzeczne.

Cwiczenie 4

Podaj liczbe rozwigzan réwnania.

al o> —892" =10 c) 2*— 62 —7=0 e) 22 +32z°+5=0
b) @ +92° =0 d) z* —82*+15=0 f) 92* —122°4+4=0

Poza rownaniami dwukwadratowymi sa rowniez inne rownania, ktére przy
odpowiednim podstawieniu mozna sprowadzi¢ do rownan kwadratowych.

1.8. Rownania sprowadzalne do rownan kwadratowych
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¥  Cwiczenie 5
Przeczytaj podany w ramce przykiad.

Réwnanie z° — 32° + 2 = 0 mozemy rozwiazaé, podstawiajac t = 2° (gdzie

t € R). Otrzymujemy rownanie kwadratowe ¢ — 3t + 2 = 0.
A=9-8=1 ti="r=1, lh=" =2

Wracamy do niewiadomej z: 2° =1 lub 2° = 2

r=11lubxz =2

Rozwiaz rownanie.
a) 2°—92°+8=10 b) 2® —Tx* —8=10 ¢) @ —w? —2=0

Zadania

1. Rozwiaz rownanie.
a) z* —132°+36=0 «¢) 2*+52°+4=0 e) 4z* —1322+3=0
b) z* —52*+36 =0 d) —a2*4+72°—12=0 f) 92*+172* —2=0

2. Rozwiaz rownanie.
a) * —4x* +4 =0 c) dr* —4z*+1=0 e) d2*—122°4+9=0
b) 2* —102°+25=0 d)9z*+62°+1=0 f) 92*—302°+25=0

D| 3. a) Uzasadnij, ze funkcje f(z) = x* —4x* oraz g(x) = 2* —62%+5 nie maja

wspolnych miejsc zerowych.
b) Ile wspélnych miejsc zerowych maja funkcje f(x) = x* — 62° 4 8 oraz
g(x) = x2* —T2° 4+ 107
4. Rozwiaz rownanie.
a) £2 —2|z| —8=0 b) z? —4lz|+4=0 ¢) 2*°—5|z|—-6=0

Wskazéwka: Podstaw ¢ = |2| i zauwaz, ze 2% = |z|? = 2.

Powtodrzenie

5. Rozwiaz réwnanie.
a) z* — 92 +20=0 ¢c] #*—93* —10=10 e) dz*4162° —4=1)

b) z* — 1522 —16 =0 d) 4z* 4+ 2 = 927 f) 12z2* —62% =2% — 1
6. Rozwiaz réwnanie.

a) z* + 9 = 62° ¢) 162* — 1 = 8a? e) x*— 24x° = 25

b) 2 — 1 =z* — x* d) 1247 4-6 =2—92* 1) 2" %° = a"— &

B 36 1. Funkcja kwadratowa



1.9. Uktady rownan

Prosta 1 parabola moga mie¢ dwa punkty wspolne, jeden punkt wspolny lub

nie mie¢ punktow wspoélnych.

Prosta przecinajaca parabole w dwoch punktach nazywamy sieczng paraboli.
Prosta, ktora nie jest rownolegla do osi OY i ma z parabola dokladnie jeden
punkt wspdlny, nazywamy styczng do paraboli.

Przyktad 1
Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje
geometryczna.
y =2
4 2
. y - I

Poréwnujemy prawe strony obu réwnan i otrzymu-
jemy x° = 2z, czyli:

Rozwigzaniami réwnania sa liczby 01 2.

Dla 2 = 0 mamy y = 0. Dla £ = 2 mamy y = 4.

Uklad rownan spelniaja zatem dwie pary liczb:

4 4
¥ =1 = 2 Prosta y = 2x przecina pa-
rabole ¥y = 2* w punktach

0(0,0) i A(2,4).

1 <
ay:[} uy:4

Cwiczenie 1
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
r3,;:—1’: rFy::quZ rFy:—:..r_‘.—Z r':1’:—3;—6=[}
a) 4 , b)Y " c) 4 : d) { ;
Y=z y=z Y=z Y=z

1.9. Uktady rownan
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% |D| Przyktad 2
Uzasadnij, ze parabola y = 2* ma jeden punkt
wspolny z prosta 2 — y — 1 = 0, natomiast nie
ma punktow wspolnych z prosta y — 2x = —4.

Rozpatrzmy najpierw uktad rownan:
(9 — y—1=10

2
.
Y

Z, pierwszego rownania wyznaczamy y = 2x — 1
1 podstawiamy do drugiego réwnania:
20 — 1 = z?
2 —22+1=0

(x—1)2=0
Rownanie to ma jeden pierwiastek @ = 1, zatem jedynym rozwigzaniem
ukladu rownan jest para liczb:
J z =1 Prosta i parabola maja
= ] jeden punkt wspélny.
%
Rozpatrzmy teraz uklad rownan:
a
y—2r=—4
< 2
L& T
Z pierwszego rOwnania wyznaczamy y = 2x — 4 i podstawiamy do drugiego
rownania;
25— 4 = &°

x? —2x+4=0
A=(—2)2—4.-4= 12 <0

Uklad rownan jest sprzeczny, zatem prosta nie ma punktéow wspolnych z pa-

rabola y = 2.

Cwiczenie 2
Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
y=dz —5 [y =247 +3 <";1:+;;-y+1=0

b) < ¢

a)

:L.:E

D| Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze uklad réwnan jest sprzeczny.

L ke b) <r2$+y_?':0 ) [ Ay = 2 + 4z + 8
C
y:lj—l"?l:‘l‘S ky:—QLEE_I_f_fLB_{_Z

a)

1 | P
| 52— 3y=-—1

I 5 1. Funkcja kwadratowa



Zadania
1. Wyznacz wspélrzedne punktéw wspélnych paraboli y = —2? +4 i proste;j:
a) y—x—2=0, b) y+2x—5=0, c) y—2x—1=0.
2. lle punktow wspolnych wykresow tunkeji f 1 ¢ ma obie wspolrzedne cal-
kowite?
a) f(z)=2+3, glz)=3—a? ¢) flz) =224, g(z)=—2"
b) f(z)=—-2+2, g(z)=12°—2z d) f(z)=3z+1, g(z)= z2°
3. Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
e 1.2 i 2 | .
y=sr°—2zx+1 y =2x"+8x+4
a) < . c) <
y=x—3 |y =4z +4
i 1 .29 g 2
y=—zx*+2x—1 y=—2z°—8x+4
b) < ° d) 1
hy:Q.;I‘.—S h‘y:—ﬂ;l?—/-l
4. Rozwiagz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
FLI?—l—'y—fi:O rF;EE—ril;r.—Q*g,;r:{f} r'y=2:1:2—4;1’:—3
a) 4 5 c) 9 ; e) 1 .
y=z"—4r+4 2r+y—2=0 | &E+y+o=10
’ " -
r+iy+1=0 4+ 4y —16 =0 =22 + 8¢ — 5
b) ¢~ ' 27 d) « . I S
Y=z +2x -2 z—2y+4=0 B gy =
5. Rozwiaz algebraicznie i graficznie ukiad réwnan.
§ 2 f 2 q 1,2
Y= y=3—x y =—<2“+4
a) 4 b) « c) 4 :
Y =|z|+2 y=|z] -3 y=4—|z|

Powtorzenie

6. Wykresy funkcji f i g przecinajg sie w punktach Py (xz;,y,) i P(x2,ys),
gdzie x; < 5. Oblicz |y; — y»|.

a) fle)=xz4+1, gle)=x*+1 ¢) f(x)=—-2x+3, g(z)=2?
b) fx) =2 +1, gla)=—222+3  d) f(a) = 22, glx) = 12?2
7. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
.—y:m_ﬁ r4$+y+2:[} r’4:1:‘—*g,H—E:':r:G
a) < . b) < ; c) < N
y=32°—22—3 y=z"—2z—1 Yy=22"+8x+7

1.9. Uktady rownan
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Uktady réwnan kwadratowych

Dwie rozne parabole moga mie¢ dwa punkty wspodlne, jeden punkt wspolny

lub moga nie mie¢ punktéw wspolnych.

" = " B - = " - "

H [} ¥ a = [ " = =

L] ¥ ¥ L L L] ¥ * ]

L L4 ¥ L) L L} ¥ . ¥

" " v n u " " " v

r " " k] = " " " v

¥ L] ¥ L L, L] a b ¥

¥ " ' 1 u H 0 - v

. " " Bl - El " - "
[RETETTE ey P sEy P T =E Faaan FRTY W Ery Y BEEAT A FE EEEAAT RN REEE R R ISR BB RS R R EE

" ¥ a = = " - v

Y4

1. Naszkicuj parabole bedace wykresami funkeji f i g. lle punktéow wspélnych

maja te wykresy?

a) f(z) =127, g(z) =2’ ¢) f(z) =
b) f(z) =2% g(z)=—2*+1 r)

Przyktad
Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje
geometryczna.

ry=$2_4$

hyz—mg—ﬂx—kd

Porownujemy prawe strony obu réwnan i otrzymu-
jemy x° —4x = —x* —2x 14, czyli 20— 2x—4 =0,
zatem: r = —1, x = 2 (sprawdz).

Dla # = —1 mamy y = 5. Dla £ = 2 mamy y = —4.
Uklad réwnan spelniaja wiec dwie pary liczb:

4 4
p= —] =5

\ \

I

I
o

— 2z + 4

Parabole y = —z°
iy = z° — 4z przecinaja sie
w punktach A(—1,5) oraz
B(2,—-4).

2. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

|""

y=x’+4z+1

a) ¢
) y=—z"—2+1

1. Funkcja kwadratowa
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p
’y:

hy:

—3x® +4
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1.10. Funkcja kwadratowa -

zastosowania (1)
Przyktad 1

Suma, liczb p i g jest rowna 12. Oblicz najwieksza wartos¢ iloczynu tych liczb.
p+qg =12, zatem g = 12 — p.
lloczyn tych liczb: p- g = p(12 — p) = —p* + 12p.

Wyznaczamy wierzcholek paraboli bedacej wykresem funkeji danej wzorem:
f(p)=—p"+12p
Py = —me = =22 =6, f(p,)=—624+12-6=—36+72 =36

2a —2

Wykresem funkcji f jest parabola
o ramionach skierowanych w dol.

Najwieksza wartos¢ iloczynu liczb p i q jest réwna 36 (dla p = g = 6).

Cwiczenie 1
Oblicz najwieksza wartosc¢ iloczynu dwoch liczb, ktorych suma jest rowna:

a) 38, b) 2, c) V2.

Cwiczenie 2
Suma liczby p 1 podwojonej liczby ¢ jest rowna 36. Oblicz najwieksza wartoSsc
lloczynu liczb p 1 g.

Przyktad 2
Wyznacz najmniejsza wartos¢ i najwieksza wartosé funkeji f(2) = —2*+2zx+4

w przedziale (—1;2).

Obliczamy wartosci funkcji f na koncach przedziahu:

f(—1)=1 oraz f(2) = 4.

Wierzcholek paraboli ma wspolrzedne: x,, = - 2—1 =T,
v, = f(1) = 5. Poniewaz z,, € (—1; 2) oraz ramiona pa-
raboli sa skierowane w dol, najwieksza wartosé¢ funkc;ji
w tym przedziale jest réwna 5. Wartos¢ najmniejsza jest
przyjmowana dla x = —1 1 wynosi 1.

Aby wyznaczy¢ najmniejsza lub najwieksza wartosé tunkeji kwadratowe;j
f(x) = ax® + bx + ¢ w przedziale (p;;ps2), nalezy obliczyé f(p1) i f(p2).
Jesli x,, (pierwsza wspolrzedna wierzcholka paraboli bedacej wykresem tej
funkeji) nalezy do przedziatu (py; p2), to wyznaczamy réwniez y,,, oblicza-
jac f(xy). Najmniejsza sposrod tych trzech wartosci jest najmniejsza war-
toscia funkecji w danym przedziale, a najwieksza — najwieksza wartoscia.

1.10. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1)
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Przykiad 3

Wyznacz wartosci najmniejsza i najwiekszag tunk- Y* -___.w—-;.‘
cit f(z) = —}a* + 2+ 1 w przedziale (~1;2). PR
PN P
+2y =gy =~ =4# (-1 T
Zatem najmniejsza i najwieksza wartosc¢ funkeji f 5 \x ,‘f
przyjmowana jest na koncach przedzialu (—1;2). H |

e f(—1) = —% — wartos¢ najmniejsza

e f(2) =4 — warto$¢ najwieksza

Cwiczenie 3

Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkeji f w podanym przedziale.
a) f(z)=2*+4z+8, {(—3;1) ¢) f(x)=—2*+4x — 6, {(—1;3)

b) f(x) = —2z% — 4x — 1, (0;4) d) f(z) =22°+2x — 3, (—2;1)

Przyktad 4
Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 60 ecm [~ i:"_'i
|

i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po !
odpowiednim sklejeniu pozostalej czesci otrzymac

otwarte pudelko. Jaka powinna by¢ dlugosc bo-

kéw wycinanych kwadratow, aby pole powierzchni ,"—"E ————————— - |
o £
bocznej pudetka bylo najwieksze? Oblicz to pole. L _ -

Pole powierzchni boczne] pudelka w zaleznosci od diugosci bokéw wycietych
kwadratow opisuje funkcja:

P(x) = 2(40 — 2x) - x + 2(60 — 2z) - x = —8z” + 200z
Okreslamy dziedzine funkcji: D = (0; 20).

z =, 28 < 40, 22 <60

Wyznaczamy wspélrzedne wierzchotka paraboli y = —8x* + 200x:
b 200 A 40 000
B B i e e 22 1D ey W o -
P = e 12,5, u.; = — 1250

Poniewaz x,, € (0;20) oraz ramiona paraboli sa skierowane w dél, najwieksza
wartosc¢ funkeji P przyjmowana jest dla x,,.

Pudelko ma zatem najwieksze pole powierzchni bocznej, jesli dlugos¢ bokow
wycietych kwadratow jest réwna 12,5 em. Pole to jest rowne 1250 cm?.
Cwiczenie 4

7 kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 cm? wycinamy w rogach kwa-
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostalej czesci otrzymac otwarte
pudetko. Jaka powinna by¢ diugosé bokéw wycinanych kwadratow, aby pole
powierzchni bocznej pudetka bylo najwieksze? Oblicz to pole.

1. Funkcja kwadratowa



Zadania

1.

Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji f(xz) = —2* + 4oz — 1
oraz funkeji g(x) = s2® + x — 3 w przedziale:
a) (0;4), b) (—2;0), c) (—4;6).

Suma dlugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest rowna 8.

a) Wyznacz najwieksze pole takiego tréjkata.

b) Wyznacz najmniejsza wartosé¢ kwadratu dlugosci przeciwprostokatne;j
takiego trojkata.

Mamy 80 m biezacych siatki ogrodzeniowej. Chcemy nia
ogrodzic¢ prostokatny ogrodek o jak najwiekszej powierzchni.
Jakie wymiary powinien mie¢ ten ogrodek, jesli nie be-
dziemy grodzi¢ jednego boku na odcinku 4 m? 4 m

Mamy 28 m biezacych siatki ogrodzeniowej. Chcemy nia
ogrodzi¢ prostokatny ogrodek przylegajacy jednym z bokow

do sciany domu. Jakie powinny by¢ wymiary ogrédka, aby
jego powierzchnia byla jak najwieksza?

Podstawa prostopadioscianu o wysokosci 5 cm jest prostokat o obwodzie
12 em. Jakie powinny by¢ wymiary podstawy tego prostopadloscianu, by
jego pole powierzchni catkowitej bylo najwieksze?

Wyraz pole prostokata przedstawionego na rysunku jako funkcje zmien-

nej x. Podaj wymiary prostokata o najwiekszym polu.

Powtorzenie

F

Wyznacz wartoS¢ najmniejsza 1 wartos¢ najwieksza funkcji f w podanym
przedziale.

a) f(x)=2z*—4x+ 3, (0;3) b) flz) =352°+2x+1, (—6;3)

Mamy 240 metréw biezacych siatki ogrodzeniowej. Checemy ogrodzi¢ pro-
stokatny ogrédek o jak najwiekszej powierzchni. Jakie wymiary powinien
on miec?

1.10. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1)
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1.11. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (2)

Cwiczenie 1
Firma produkujaca zabawki oszacowala roczna wielkos¢ sprzedazy lalek na
s sztuk w zaleznosci od ceny x zl za sztuke (tabela ponizej).

Cena z w zl 40 50 60 70 80 90
Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0

Dane z tabeli spelniaja rownanie s = —40x + 3600.
a) Uzasadnij, ze jesli koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 zi, to zysk
firmy ze sprzedazy lalek w cenie x zl za sztuke wyraza sie wzorem:

z(x) = —40z? + 4400z — 72 000
b) Ustal taka cene za jedna lalke, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy. Jaka
bedzie wtedy wielkos¢ sprzedazy i1 jaki zysk?

Cwiczenie 2

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zl. Przy cenie
15 zl za misia wielkos¢ sprzedazy wynosi 1000 sztuk rocznie. Kazdorazowe
podniesienie ceny o 1 zl powoduje spadek sprzedazy o 50 sztuk.

a) Wyznacz wzér funkeji kwadratowej opisujacej roczny zysk w zaleznoseci od
ceny x zl za sztuke.

b) Ustal taka cene za jednego misia, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy.
Jaka bedzie wtedy wielkoS¢ sprzedazy i jaki zysk?

Cwiczenie 3

Sklep z odzieza sportowa sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze-
dazy jednej sztuki wynosi 40 zl. Wlasciciel sklepu przewiduje, ze obnizenie
ceny o kazde 5 zl spowoduje wzrost sprzedazy o 4 sztuki dziennie. O ile nalezy
obnizy¢ cene, aby zysk byl najwiekszy?

Cwiczenie 4

Wiasciciel kina zauwazyl, ze przy cenie biletu wynoszacej 16 zl na seans przy-
chodzi srednio 100 os6b, a kazdorazowe podniesienie ceny biletu o zlotowke
powoduje, ze liczba widzow zmniejsza sie o 5. Jaka cene biletu nalezy ustalic,
aby dochod kina byl najwiekszy?

1. Funkcja kwadratowa



Cwiczenie 5
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 216 m?. Oblicz wymiary tego trawnika,
jesli r6znia sie one o: a) 6 m, b) 15 m.

Cwiczenie 6 z]
Woko6l basenu o wymiarach 4 m X 8 m wylozono ka-

felkami pas o szerokosci x (rysunek obok). Jaka jest
szerokos¢ tego pasa, jesli ma on powierzchnie 45 m*?

Zadania

1. Plac zabaw ma ksztalt prostokata o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokos¢
placu zwiekszono o  m, a dlugos¢ o 2x m. Oblicz x, jeSli powierzchnia
placu wzrosta o 144 m?.

2. Reprodukcje obrazu o powierzchni P oprawiono w rame o wymiarach ze-
wnetrznych x x y. Oblicz szerokos¢ tej ramy.
a) P = 2400 cm?, z = 80 cm, y =60 cm
b) P=2700 ecm®, =75 cm, y =55 cm

3. Wokél prostokatnego trawnika o wymiarach 4 m x 8 m ma zostac¢ wylozona

kostka. Projektant przedstawil dwie propozycje: A i B (rysunki ponizej).
Dla kazdej z tych propozycji wyznacz z.

Propozycja A Propozycja B
obszar pokryty kostka — 66 m* obszar pokryty kostka — 78 m?

4. Dany jest prostokat o wymiarach 3 cm X 10 em. Jego diugosc 1 szerokosc
zwiekszono o x em. Dla jakich wartosci x przekatna nowego prostokata ma
diugos¢ wieksza od 13 em?

5. Szerokosé¢ pokoju jest o 2 m mniejsza od jego dlugosci. Jakie wymiary
moze miec ten pokdj, jesli przekatna podlogi jest nie mniejsza niz 6 m
i nie wieksza niz 10 m?

1.11. Funkcja kwadratowa — zastosowania (2)

45 I



I 416

6. Bok BC trdojkata prostokatnego ABC' jest o 2 cm T
krotszy od boku AB i o 7 em dluzszy od boku x
AC'. Oblicz obwdd tego tréjkata.

7. Boki prostokata maja dlugosci 8 1 10 (rysunek
obok). Dla jakich wartosci z zacieniowany obszar
stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokata? x

8. Powierzchnia stawu wynosila 400 m?. Przez dwa kolejne lata, na skutek
suszy, powierzchnia stawu sie zmniejszala — w kazdym roku o p¥%. Oblicz p,
jesli wiadomo, ze po uplywie dwdéch lat staw mial powierzchnie 289 m?.

9. Wykaz, ze istnieje tylko jeden trojkat prostokatny, ktorego boki maja diu-
gosci rowne kolejnym liczbom:

a) naturalnym, b) parzystym.

10. Luk przesta mostu ma ksztalt paraboli
(rysunek obok). Korzystajac z wymiarow
podanych na rysunku, znajdz rownanie A i
tej paraboli. Przyjmij, ze poczatek uktadu A B
wspolrzednych znajduje sie: 12 m
a) w punkcie A, b) w srodku odcinka AB.

11. Czy pod mostem opisanym w zadaniu 10. przeplynie barka o szeroko-
sci 6 m, ktora po zaladowaniu wystaje 3,1 m ponad powierzchnie wody?
Przyjmij, ze przekrojem poprzecznym barki jest prostokat.

Powtorzenie

12. Zdjecie o wymiarach 6 cm X 9 cm oprawiono w prostokatna ramke o sta-
lej szerokosci. Powierzchnia obramowania jest réwna powierzchni zdjecia.
Oblicz szerokos¢ obramowania.

13. Trawnik ma ksztalt tréjkata prostokatnego. Oblicz obwod 1 pole tego traw-
nika, jesli dlugosci jego bokow wyrazone w metrach sg réwne:

a) &, &+7, 2+ 8, b) z, z+ 1, z —17.
14. Ogrodnik ma dwie kwadratowe dzialki, z ktorych jedna ma pole powierzch-

ni 2,25 razy wieksze niz druga. Do ogrodzenia wieksze] dziatki potrzebuje
on o 40 m wiecej siatki niz do ogrodzenia mniejszej. Ille metrow siatki
potrzebuje do ogrodzenia obu dzialek?

1. Funkcja kwadratowa



1.12. Zagadnienia uzupetniajgce

B Spadek swobodny i ruch pionowy w goére

Jesli pominiemy opor powietrza, to droge przebyta przez spadajace swo-
bodnie cialo mozemy opisac¢ za pomoca wzoru s = %2, gdzie ¢ jest czasem,
a g — przyspieszeniem ziemskim. Dla ¢ =~ 9,81 m/s* mamy s ~ 4,9¢*.
Galileusz w Rozmowach 1@ dowodzeniach matematycznych... z 1638 roku
analizowal funkcje opisujaca ruch spadajacego ciala. Znane jest jego do-
swiadczenie, podczas ktorego z wiezy w Pizie, z wysokosci 49 metrow,
zrzucal metalowe kule.

1. Jesli pominiemy opor powietrza, to odleglosé h
od ziemi kuli upuszczonej swobodnie z wysokosci
49 m, w zaleznoSci od czasu {, mozna opisac za
pomoca wzoru h(t) = —4,9t% + 49.

a) Przerysuj tabele wartosci funkeji h do zeszytu
i uzupelnij ja. Znajdz miejsca zerowe i1 okresl dzie-
dzine tej funkeji.

t[s] 0 1 2 3

b) Na rysunku przedstawiono wykres funkcji i be-
dacy fragmentem paraboli. lle metrow przebyla
kula w ostatniej sekundzie?

c) Naszkicuj wykres funkcji k(t) = —4,9t% + 80

opisujacej odleglos¢ £ od ziemi kuli upuszczonej

swobodnie z wysokosci 80 m.

2. Wysokos¢ nad ziemia pilki wyrzuconej pionowo
w gore z predkoscig 12 m/s (reka osoby rzucajace;

pitke byla wzniesiona w momencie rzutu 2 m nad
ziemie) dana jest wzorem h(t) = —4,9(% + 124 + 2.
Wykres funkceji h przedstawiono na rysunku.

a) Odczytaj z wykresu przyblizona wysoko$é, jaka
oslagnela pilka. Jaka jest dlugos¢ drogi, ktora
przebyla pitka?

b) Jak sadzisz, kiedy pitka poruszala sie z wieksza

Q MW kTt ~] 00 W

predkoscia — w chwilit =1 s czy t = 2 s7

1.12. Zagadnienia uzupeiniajace
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B Suma i iloczyn pierwiastkow rownania kwadratowego

Twierdzenie (wzory Viete’a)

Jesli réwnanie kwadratowe az? + bx + ¢ = 0 ma pierwiastki 2, x,, to:

b &
Ti+2xz=—— oOraz i -Ta=—
(1 (i
Dowod
Jesli rownanie kwadratowe ax? + bz + ¢ = 0 ma pierwiastki, to dane sg
- WZOorami:
one wzoram C i
) y Lg =
2a 2a
zatem:
r g, = VA —b+VA _ —2b b
1 4 2a l 2a 20 a
oraz .
oy = VA _bvA  (-b)?—(VAD) _B2-A
: 4 2a 2a 4a? 4aq2
b2 —(b*—-4ac) 4dac ¢
4a? ~ 4a?

Uwaga. Wzory Viete’a [czyt. wjeta] mozemy stosowac jedynie wtedy, gdy
rownanie ma pierwiastki, tzn. gdy A > 0.

Francois Viete (1540-1603) — francuski matematyk, z za-
wodu prawnik. Jako pierwszy konsekwentnie stosowal w al-
gebrze symbole literowe, chociaz jego notacja znacznie roz-
nila sie od uzywanej obecnie. Byl tajnym doradca na dworze
Henryka III i Henryka IV. Dla tego drugiego w roku 1590

ztamal hiszpanski szyfr liczacy 500 znakow.

Przykiad 1

Oblicz sume i iloczyn pierwiastkow réwnania.

EL) 22% — 202+ 15 =10 Najpierw sprawdzamy, czy réwnanie ma pierwiastki.
A =400 — 120 = 280 > 0, zatem istnieja dwa pierwiastki: x;, x,.
:E1+;1:2=—-z-— 220 = H). 11?1'1172:'5:'12?:7;5

b) 3z° —Tx+6=0
A =49 — 72 = —23 < 0, wiec réwnanie nie ma pierwiastkow.

3. Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw rownania.

a) x* —9x—7=0 ¢) 62°—152+2 = e) —22*—8x+1=0
b) —2x°43z4+7=0 d) —3z°+4z—2 =0 f) s2°+3z—2 =

1. Funkcja kwadratowa



Zestawy powtorzeniowe

M Zestaw |

. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej i naszkicuj jej wykres.

a) f(x)=2*+4 ¢c) fle)=x2*+4+2x—1 e) f(x)=—x*+4x—3
b) fle)=—2*—22 d) flg)=2*—6x+5 ) f(z)=—a*—6x—1

. Miejscami zerowymi funkeji kwadratowe] f sa liczby z; 1 25, a do je] wy-

kresu nalezy punkt P. Zapisz wzor te] funkeji w postaci kanonicznej.

a) 2y = 1, #s =3, P(0;—4) b} #y =—2, &3 =4, P(2,4)
. Rozwiaz réwnanie.

a) x* —49=0 c) 92 —1=0 e) 4z* —81 =10

b) 2 —144 =0 d) 36z“—1=0 f} 254*—36=10

. Rozwiaz réwnanie.

a) °—50=0 c) 3x° —24 =0 e) 2722 —18=10
b) 22 —-7=0 d) 282*—14=0 f) 92 +4=0

/Znajdz miejsca zerowe funkcji f. Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli
bedacej wykresem tej funkcii.
a) f(x)=x*—8x ¢c) fle)=2z"— 3z )

e) f(x)=a*+ 14z +49
b) f(z) = 2%+ 6z d) f(z) = 2z + 627 f)

f
f(x) =16x* + 8z + 1

. Rozwiaz réwnanie.

a) x°+4r—21=0 d)22°+52—-3=0 g) 22° —3x—1=0
b)6—z—z°*=0 e) 6x*—Tx+5=0 h)3z2?+56x+1=0

¢c) x—2*4+12=0 f) 32 —-1224+16=0 1) 2+ 322 —-5=0

. Rozwiaz réwnanie.

a) (x—3)%=(2¢—1)(z—3) ¢c) 922 — (22 —1)2 =0
b) & + 4z + 4 = (z + 2)(3z — 4) d) 4z* = (1 — z)’

. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu wspolrzednych oraz

wspolrzedne jej wierzcholka. Naszkicuj te parabole.
a) y=x*+4x ¢) y=2x*— 8 e) y=—x*+2x+8
b) y=—x°+ 2z d) y=—z2°+1 f) y=2°+6x+8

Zestawy powtdrzeniowe
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Vv

9. Wyznacz zbior wartosci oraz przedzialy monotonicznosci funkeji f.
a) flx)=2*—8x ¢) f(z)=3z°+6x—2 e) f(z)=—22*—12z+1
b) flz) =6e—a* d) fla)=—4=*+4x+2 f) fle)=z2®+2x—2
10. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, jesli do jej wykresu nalezy punkt P.
Naszkicuj ten wykres.
a) f(z)=a(zx—2)°>—4, P(4,-2) ¢) f(z) =a(x—2)*-2, P(6,6)
b) flzg)=alz+1)*+2, P(—3,-2) d) f(x)=a(x—3)*+6, P(1,—2)
B Zestaw Il
1. Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowej.
a) f(e) =2z2*—6x ¢) f(&)=—x*—22+15 e) f(z)=3x*—10x+3
b) flz) =32*4+2z d) f(z)=22*+2x—4 f) f(x)=—22*43x+2
2. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f. Wyznacz jej drugie
miejsce zerowe, jesli punkt P jest wierzcholkiem paraboli bedace] wykre-
sem tej funkcji. Zapisz je] wzor w postaci kanonicznej.
a) P(5,4) b) P(—3,—6) c) P(3,2) d) P(E.}.ﬁ)
3. Rozwiaz nieréwnosc.
a) 322 —12>0 c) ¥ <x+12 e) 4x® +4x > 3
b) 4 —z?>0 d) z° > 5 — 4z f) 3z < 14 — 2a2
4. Rozwiaz nieréwnosc.
a) r°—42—-5<0 d) z2° —32z+9<0 g) z(z—5) <2z(z—1)
b) 22 +5x+1>0 e) Tx*+2x <1 h) 2(1 —5z) > (1 — gy
c) 3z° —14z—-5>0 f) -3z*+z+1>0 i) z(z*+4) <3(1—=2x)
5. Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna spelniajaca nierownosc.
a) x? 4120 < 22z c) 10z — 23 > 2? e) 2 —122+33<0
b) 222 — 22+ £ <0 d) —3z* + 6z > 2 f) 2% — 6z < —3 — x*
6. lle liczb calkowitych spelnia nieréwnosc?
a) (22 + 3)* < (z — 3)° b) (1 — %J[?)E = (%:1: — 5)2
7. Zaznacz na osi liczbowej zbiory: X UY, X NY i X \Y, jesh:

X jest zbiorem rozwiazaf nieréwnosei 2?2 —z — 6 < 0,
Y jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci —z° < 4z + 2.

1. Funkcja kwadratowa



10.

11.

12.

18.

14.

Vv

Rozwiaz réwnanie.
a) (z2—4)(x*°+9) =0 ¢) z*—2224+1=0 e) z*—162°=0

b) (92°—4)(z*—-3) =0 d) z*+16z*=0 f) 42* +42°+1=0
Rozwiaz réwnanie, stosujac odpowiednie podstawienie.
a) x* —3x* —4=0 d) 82*—3z*—-3=0 g) z*—22°—8=0
b) 2* —62° +8 =0 e) *—6z—16=0 h) z2*+22°—-15=0
¢c) z*+Tx*+10=0 f) 2*—22—5=0 i) z*+102°+25=0
Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
ry:$+3 ry=2:1¢—2 r2:1:—y—1=0
a) « , £y 3 ) e) < o )
LY =2 + 5 Y= — 2% 4 1 ihy:—5;1“.3—|—3:,1!I—|—-:?-
(y=3z—5 y=—3z—1 (T —2y—4=0
DR S DR SO I S
Y=z —3 G =—4" —4az +1 Y=g +I—4

Naszkicuj wykres funkeji f. Wyznacz wartos¢ najmniejsza 1 wartosSc naj-
wieksza funkcji f w podanym przedziale.

a) f(x)=2z%+ 4z, (—2;1) ¢c) flx)=2*+2x+1, (0;2)

b) f(z) = —x% + 2z, (0;4) d) f(z) = —a*+ 3z —2, (—2;2)

Dla jakich wartosci a i b suma a* +b* przyjmuje warto$¢ najmniejsza, jesli:
a) a+b=4, b) a—b=3, c) 2a+b=17

Mamy 240 metrow biezacych siatki ogrodzeniowej.

Chcemy nig ogrodzi¢ prostokatny ogrodek o jak naj- |
wieksze] powierzchni. Jakie wymiary powinien miec Im -
ogrodek, jezeli nie bedziemy grodzi¢ jednego boku na

odcinku 10 metréw?

W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk
przypadajacy na jedna sztuke tego towaru wynosi 240 zi.

a) Ekspert A twierdzi, ze obnizenie ceny o x zl spowoduje wzrost dziennej
sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy obnizy¢ cene, aby zysk byl
najwiekszy? O ile zwiekszy sie wtedy zysk?

b) Ekspert B twierdzi, ze podniesienie ceny o (20 - x) zl spowoduje spadek
dziennej sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy podnies¢ cene, aby
zysk byl najwiekszy? O ile zwiekszy sie wtedy zysk?

Zestawy powtorzeniowe
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@ Sposob na zadanie

Przykiad 1

Dany jest kwadrat o obwodzie nie wiekszym niz 8v/2 i przekatnej dlugoéci .
Wyznacz wzor funkeji opisujacej pole tego kwadratu w zaleznosci od dlugosci
jego przekatnej. Podaj dziedzine tej funkeji 1 naszkicuj jej wykres.

J¥E

s £ o | =
Bok kwadratu o przekatnej @ ma dlugos¢ —=, zatem pole kwadratu mozna

V2’

opisac¢ funkcja:
2
4 1
P(;E) — (ﬁ) — ELEE
przy czym musza by¢ spelnione warunki:

(x>0 Diugosc przekatnej jest dodatnia.
4 - % < 8\/5 Warunek na obwod kwadratu.

Stad z € (0;4), czyli dziedzing funkcji P jest
D = (0;4). Wykresem funkcji P jest zaznaczony
kolorem czerwonym fragment paraboli y = S22

Przyktad 2

Dany jest prostokat o bokach dlugosci x i * — 4 oraz obwodzie mniejszym
od 12. Wyznacz wzor funkeji opisujace] pole tego prostokata w zaleznosci
od z. Podaj dziedzine tej funkcji 1 naszkicuj jej wykres. Jakie sa diugosci
bokow tego prostokata, jesli jego pole jest rowne 27

Pole prostokata mozna opisac¢ funkcja:

przy czym musza by¢ spelnione warunki: 5

o }" U Gl i : 3 3 ‘l : : r : T
Dhugosci bokéw wyrazone sa siisisriidis e bssiispoiiibosint i i ik

dp—4> 1) liczbami dodatnimi. s,

-------------------------------------------------------

L 22 4+ 2(x — 4) < 12 Warunek na obwod prostokata. ™77 I R

Stad © € (4;5), czyli dziedzina funkcji P jest 011
D = (4;5). Wykresem funkeji P jest fragment ..,‘f
paraboli y = 2 — 4z zaznaczony kolorem czer- T TR T
WOLYI11. 2 | |
Wyznaczamy diugosci bokow prostokata, ktorego pole jest réwne 2:
2 — 4z =2
% —dx — 9=
A=(—4)2—-4.-(-2)-1=24, vVA=2V6

gy =520 _ 5 B¢ (4:5), 2a=2C — 21 Be (4;5)

2 2
Odpowiedz: Pole réwne 2 ma prostokat o bokach v6 + 21 v/6 — 2.

i

e
: ik
PP
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Zadania testowe

W

Rozwiaz zadania 1 zapisz odpowiedzl w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

10.

Przedzial (—oo; —2) jest zbiorem wartosci funkeji:
A y=2°4+2, B.y=z2—-2 C.y=—224+2, D.y=—a2*—-2.

Wierzcholkiem paraboli o réwnaniu y = x* + 4z jest punkt:

A. W(—2,—4), B.W(2,—4), C.W(-4,0), D.W(4,0).

Pierwiastkami réwnania 2x* + bx + ¢ = 0 sg liczby —3 i 4, zatem:
A. b=-—11ec=-—12, C.b=21e=—24
B.b=-2ic=—-24, D.b=131e==I12Z

Jesli punkt W(—1,—9) jest wierzchotkiem paraboli y = x* + bx + ¢, to
nieréwnosé x° + bx + ¢ < 0 zachodzi dla:

A. x € (3;6), B: g€ {—4:2), C.pei—33, D.ze(-9 1)

Najwieksza wartosé funkcji f(x) = 22* +4x w przedziale (1;2) jest réwna:

A. 16, B. 4, C. 3, D. 0.
Dwa rézne pierwiastki dodatnie ma rownanie:

A z2°— 4z 4+ 5=0, C. 2* —5x+6=0,
B. 472 —4/3x +3 =0, D. 2% +52—6=10.

Liczba pierwiastkow réwnania 8x* + bx* — 12 = 0 jest rowna:

A. 0. B. 1. C. 2, D. 4.

Na rysunku obok przedstawiono fragment pa-

raboli, ktorej wierzchotkiem jest punkt (1, —2).

=t

Drugim miejscem zerowym funkcji, ktorej wy-
kresem jest ta parabola, jest liczba:
A. 12, B. 2, C. 23, D. 3.

Pole prostokatne]j dzialki, ktorej jeden bok jest o 2 m dluzszy od drugiego
boku, wynosi 288 m?. Obwdd tej dziatki jest réwny:

A. 64 m, B. 68 m, G T2 1, D. 76 m.

Boki prostokata P, o wymiarach 4 cm i1 8 em wydluzono o x em 1 uzyskano
prostokat P, o polu réwnym 96 cm?. Przekatna prostokata P, ma dlugosé
rOWna.

A. 3v/10 cm, B. 41/10 cm, C. 3v/13 ¢, D. 41/13 cm.

Przed matura
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krotkiej odpowiedzi
Zadanie 1 (2 pkt)
Rozwiaz réwnanie x* — 32* — 28 = 0.

Zadanie 2 (2 pkt)

o ) ) [ 92p — y=0
Rozwiaz ukiad rownan -«

rt — =1
Zadanie 3 (2 pkt)
suma. liczby a i1 potrojonej liczby b wynosi 12. Oblicz najwiekszg wartos¢
lloczynu liczb a 1 b.

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (5 pkt)
Wskaz te rozwiazania rownania x* — 142* + 45 = 0, ktore spelniaja warunek
2a0° — 32— 5> 0.

Zadanie 5 (4 pkt)

Dane sa proste k: y=2x+21l: y= —2x—5. Sprawdgz, ktéra z tych prostych
ma wiecej punktéw wspodlnych z parabola y = x* + 42 + 3. /
Zadanie 6 (5 pkt) Y
Boki trapezu prostokatnego przedstawionego na rysunku obok &

( z
spelniaja warunki: * +y + 2 = 18 oraz z = 2x. Uzasadnij, ze

jesli taki trapez ma najwieksze mozliwe pole, to jego obwoéd &

jest nie mniejszy od 27.

Zadanie 7 (5 pkt)

Suma diugosci wszystkich krawedzi prostopadloscianu, ktérego podstawa jest
kwadrat, wynosi 48 cm. Oblicz najwieksze pole powierzchni catkowitej takiego
prostopadioscianu.

Zadanie 8 (5 pkt) Y

Rozpatrujemy prostokaty polozone w 1 cwiartce

ukladu wspolrzednych. Trzy wierzcholki tych prosto- C B

katow leza na osiach ukladu wspétrzednych, a czwar-

ty lezy na prostej y = —2x + 4 (rysunek obok). O A 5

a) Podaj wzor opisujacy pole prostokata w zaleznosci od wspoélrzednej xg
punktu A.

b) Ktory sposréd tych prostokatéw ma najwieksze pole? Podaj wspolrzedne
jego wierzcholkow.

1. Funkcja kwadratowa



2 Wielomiany

Omawiane w tym rozdziale funkcje, zwane wielomianami, stuza do opisu wielu
zjawisk. Na przyklad za pomoca wielomianu mozna opisac¢ zaleznosc¢ miedzy
liczba obrotéw na minute silnika lodzi motorowej a jej predkoscia. Na rysun-
kach ponizej przedstawiono wykresy przykladowych wielomianow.
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= F

2.1. Stopien i wspotczynniki wielomianu

Definicja
Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje y = ax”, gdzie a € R\ {0},
n e N,.
Jednomianem stopnia 0 jest funkcja stala y = a, gdzie a # 0.
Funkcja y = 0 jest jednomianem zerowym, ktorego stopnia nie okreslamy.
Liczbe a nazywamy wspolczynnikiem jednomianu.

Cwiczenie 1
Czy ponizsza funkcja jest jednomianem? Jesli tak, to podaj jego stopien.

a) y=—5x’ b)y=2% c)y==2 d) y = 6y/x e) y = v2x°

Sume dwoch jednomianéw réznych stopni nazywamy dwumianem, np.:
Yy = x® + 22 dwumian trzeciego stopnia
Yy = bx* +1 dwumian czwartego stopnia
Sume trzech jednomianéw roznych stopni nazywamy tréjmianem, np.:
y=x*+22+1 tréjmian drugiego stopnia (kwadratowy)
y = bx® — 2% +4 trojmian szdstego stopnia
Ogolnie sume jednomianow nazywamy wielomianem, np.:
Y = 62° — 92°% + 203 — %  wielomian ésmego stopnia
Zwroc uwage na to, ze stopniem wielomianu jest najwyzszy stopien sposrod
stopni wystepujacych w nim jednomianow. Wielomian jest zapisany w sposob
uporzadkowany, gdy jednomiany, ktorych jest suma, sa ustawione kolejno —
od jednomianu najwyzszego stopnia do jednomianu najnizszego stopnia.

Definicja
Funkcje zmiennej rzeczywistej x dana wzorem:
W(Z) = Q" + Gp12™ 4+ ... F a1z + ag
gdzie a,, # 0, n € N, nazywamy wielomianem stopnia n.

Jednomian w stopnia 0 nazywamy tez wielomianem stopnia 0.
Jednomian zerowy (w = 0) nazywamy tez wielomianem zerowym.

Jednomiany wystepujace w wielomianie nazywamy tez jego wyrazami.
Liczby: a,, Gy_1, ..., a1, g nazywamy wspolczynnikami wielomianu.
Wspolezynnik ay nazywamy wyrazem wolnym.

Stopien wielomianu w oznaczamy przez st (w).

2. Wielomiany



Zauwaz, ze — zgodnie z definicja — wielomianem jest zaréwno funkecja liniowa,
jak i1 funkcja kwadratowa.

Cwiczenie 2
Uporzadkuj wielomian w i podaj jego stopien.

a) wz)=z+2*+2°—-1—-22—2* <) w(z)=32*"-2+6x—2*+2"+22°
b} ww(z) =22 —a® 2zt —z—22° d) w(z)=05—z24 25" —2° +34°
Przyktad 1

Wypisz wspélczynniki wielomianu w(z) = 52* — 22 + 2 + 1 i podaj jego
stopien.

gy =8, a3 =0, 95 = —2, a;, = %1 ag = 1, stopien wielomianu: st (w) = 4
Cwiczenie 3

Wypisz wspolezynniki wielomianu w i podaj jego stopien.

a) w(z) = —2z°+x b) w(g) = &* — s&° + 8% 432 1 ¢) w(x) = 2'°

Cwiczenie 4
Zapisz wielomian czwartego stopnia, dla ktorego:

a) Gy =ay =ag = —3, a3 =a; =0, b) a, =(—1)"dlan =0,1,2, 3, 4.

Przyktad 2

Oblicz wartosci wielomianu w(z) = 3z* — 5a® — T

—Tdlair=2.2=—-21x=100.
w(2)=3-2*—-5-22—-7=3-16—5-8—7=48—40—-T7=1
w(—2)=3-(-2)*—-5-(-2)°—-7=3-16—5-(—8)—7=484+40—7 =81
w(0) =3 -0—=5-0—T=—F

Zauwaz, ze wartos¢ w(0) jest réwna wyrazowi wolnemu wielomianu w.

Cwiczenie 5

Oblicz wartosci wielomianu w dla: =0, =212 = —2

a) w(z) =22 —x2*+x—4 c) w(z)=2°—2°+3x—2

b) w(x) = x* + 22°> — 6z + 1 d) w(x) = —u®+22°>—2x+3
Cwiczenie 6

Oblicz wartosci wielomianu w dla: x = —% iz = 3

a) w(z) =—4a° — 22° — 62+ 3 b) w(z) = 32z* —8z° — 2z 4 3

2.1. Stopien | wspdtczynniki wiglomianu
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1. Dane sa wielomiany: u(z) = 22° — 622 + 0,12%, v(z) = —62° +4 + 2°,
w(z) = 32+ 3a* — 32° — g2° — 1. Wskaz wéréd nich wielomian:
a) stopnia trzeciego, uporzadkuj go i podaj wspotczynniki: as, as, a; i ag,
b) stopnia piatego, uporzadkuj go, podaj wspolczynniki: as, ay, as, az, a,
1 ay oraz oblicz ich sume.

2. Uzasadnij, ze suma wspolczynnikow dowolnego wielomianu w jest row-
na w(l).

3. Oblicz wartosci wielomianu wdla: x =0, 2 =3,z =-2i2z = —3.
a) w(x) =3z +x*—2x —3 ¢c) w(z)=x°—4x* + 3z —4
b) w(z) = —22° + 2% — 51 + 2 d) w(z) = —z* + 52° — 42 — 10

4. Punkty: P(1,a), Q(—1,b), R(2,c), S(3,d) naleza do ' =~
wykresu wielomianu w(x) = x* — %;EE' — %LHE +3x 14 -
(rysunek obok). Wyznacz wspoélrzedne: a,b,c i d. T

5. Ktore z punktow: P, () naleza do wykresu wielo- X
mianu u?
a) u(x) =2x° —3x* —bx+1, P(—2,7), Q(2,-5)
b) u(z) =4x° — 22* 4+ 3x + %} o (512), () (—%.}—1)

6. Oblicz wspoélczynnik a wielomianu w, jesli:
a) w(z)=az®*+z+1, w(l) = 3, ¢) w(z) = z°+ax*+3, w(—4) = 3,
b) w(x) =32 —2%2+a, w3) =0, d)w(x)=ar*+4x+2, w(2)= —6.

7. Oblicz wspélczynniki a i b wielomianu w, jesli:
a) w(x) = —3x° + ax® + bx + 2, w(—1) = 4, w(2) = 20,
b) w(z) = z* +ax® +bx* + 2, w(—3) =11, w(l) = 7.

Powtorzenie

8. Ktére sposréd punktéw: A(1,1), B(z,5), C(—1,—3) naleza do wykresu
wielomianu w?
a) w(z)=—-3z" —8x*+3x+5 b) w(x) = 2x* 4+ 3z° — 2* — 3

9. Oblicz wspoélczynnik a wielomianu w, jesli:

a) w(z)=x*—axr+3, w2)=1, b)wx)=_2az*—az’-5, w(—1) =4.

2. Wielomiany



2.2. Dodawanie | odejmowanie
wielomianow

Aby wyznaczy¢ sume wielomianéw, dodajemy wyrazy podobne wystepujace
w tych wielomianach. Suma wielomianow jest wielomianem.

Przykiad 1
Wyznacz sume wielomianow:
u(z) = 2z* + 02> — 622 +3z—5 1 w(x)=—-32°+22% —=x

u(z) +w(x) = (22 + 923 — 622 + 32 — 5) + (—32° + 22° — z) =
=20t |- 00 B 1 3 —8& —Jo° - 22° —p=
= 22* + 62° —42°* +22 —5

Cwiczenie 1

Wyznacz sume wielomianéw u i w. Podaj stopienn wielomianu u, wielomianu
w oraz stopien ich sumy.

a) u(x) =172* — 142* 4+ 72 — 5, w(x) =62°+ 11x* —5x +5

b) u(z) =92" — 132° +102% — 2, w(zx) =—92" +62* — 1222+ 7

Cwiczenie 2
Podaj przyklady wielomianéw u i w takich, ze st (u) = 4, st (w) = 4 oraz:

a) st(u+w) =4, c) st(u+w) =2, e) st(u+w)=0.
b) st(u+w) =3, d) st (u+w) =1,
Twierdzenie

Jesli wielomiany: u, w oraz u + w sa niezerowe i st (u) < st (w), to:
st (w4 w) < st (w)

Przyktad 2
Wyznacz sume wielomianéw u(x) = 8x° +5x* —Tx i w(x) = —82° — b
u(z) +w(x) =8x° +52* —Te —8x° —52° +Tx =0

Zatem suma u -} w jest wielomianem zerowym.

R

Cwiczenie 3

Dany jest wielomian u(z) = a,2™ + @p_12" ' + ... + axx? + a1z + ay. Co
mozna powiedzie¢ o wspolczynnikach wielomianu w, jesh v+ w jest wielomia-
nem zerowym?

2.2. Dodawanie | odejmowanie wigiomianow
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Aby wyznaczy¢ réznice wielomiandéw, odejmujemy od wyrazow pierwszego
wielomianu odpowiednie wyrazy podobne drugiego wielomianu. Roznica wie-
lomianéw jest wielomianem:.

Przyktad 3
Dane sg wielomiany u(x) = 6z* — 3x° + 22* — 3 i w(z) = 42* + 22° — B
Wyznacz réznice u — w.
Zmieniamy
“(‘E) o w( ) (ELE — ™ - 2w* — 3) _ (‘11:4 + 28° — 2% — 5;E) — znaki wspdl-
= 6z* — 3> + 2&&3 = R At Pt} :ﬁ_ + Bg = czynnikow

wielomianu w.
=2* — 513+ 3224+ 5 — 3

Cwiczenie 4

Wyznacz roznice u — w. Podaj stopnie wielomianow: u, w i u — w.
a) u(z) =52 + 22 +42* + 22+ 1, wlz) =—22°—62*+ 32— 2
b) u(z) = 32° + z2* — S2* + 1, w(z) = 0,752° — 0,22* + 0,1252*

Przyktad 4
Dane sa wielomiany f(z) = 32* —22° — s2 +11i g(x) = 52* + 2° — 22% + sz
Wyznacz wielomian h(x) = 3f(x) — 2g(x).

Mnozymy kazdy

. - - ; sl A o 5 - :
h(x) = 3(32* — 22° — s8¢ + 1) —2(52™ + 0° — 22° +50) = wyraz wielomianu f
— Oyt — Bpd — 22 g 10:1: 21‘ —i— B e przez 3 1 kazdy

_— == wyraz wielomianu g
= —g* — Bp® - 35% — 32 + 8 przez —2.
Cwiczenie 5

Wyznacz wielomian h(x) = 3f(x) — 4g(x). Oblicz h(—1).

a) flx)=—-22°4+42* —8x+ 5, g(z)=2°—2z2* 4+ 32°> — 62+ 2
b) f(z) =22 —62* —2* +4x, g(x) = 152" —2* +32*+ 3z — 1
Cwiczenie 6

Na rysunku obok przedstawiono wykresy
wielomianéw f(x) = x®* —22° +x + 1 oraz

g
glx) = x* — 32> + 22 — 1.
a) Czy punkt P(1,—2) nalezy do wykresu E
wielomianu u .13) 2f(z) + 4g(x)? v

b) Niech w(z) = 2f(x) — 3g(x). Dla jakiej
wartosci wspotrzednej a punkt Q(0,a) na-

lezy do wykresu wielomianu w?

2. Wielomiany



Oprécz wielomianéw jednej zmiennej (patrz str. 56) rozpatruje sie rowniez
wielomiany wielu zmiennych, np.:
u(x,y) = 3x*y® — Tx*y® — xy — 2y* jest wielomianem dwdoch zmiennych,

w(x,y, z) = 9xy?z + 4xy°2° + 6yz jest wielomianem trzech zmiennych.

Przyktad 5

Podaj wielomian opisujacy pole powierzchni calkowite]

oraz wielomian opisujacy objetos¢ prostopadioscianu
o krawedziach dlugosci x, y, z (rysunek obok).

0l

P(x,y,z) = 2zxy 4+ 2x2z + 2yz jest wielomianem trzech
zmiennych opisujacym pole powierzchni caltkowitej pro-
stopadioscianu. Objetosc tego prostopadloscianu opi- »E

e
|
|
|

suje wielomian V(z,y,2) = zyz.

Wyrazy wielomianu wielu zmiennych sa podobne, gdy odpowiednie zmienne
wystepuja w nich w tych samych potegach. Wyrazami podobnymi sa na przy-
klad 42%y* i 62°y*. Aby wyznaczy¢ sume (réznice) wielomianéow wielu zmien-
nych, nalezy doda¢ (odja¢) wyrazy podobne tych wielomianéw.

Przykiad 6
a) Wyznacz sume wielomianéw u i w.
w(x,y) = 3xy + 6xy® — day, w(x,y) = dxy® + 4oy + xy + 2
u(z,y) +w(z,y) = 3%y + 6zy? — dzy + Szy® + 422y +zy+ 2 =
= T2y + 5z2y° + 62y° — 3zy + 2

b) Wyznacz réznice wielomiandéw u i w.
22 52

ulz, y,2) = bw*yzt —dayz®, wlz,y, 2z} = 8x*y’z — Sayz*+ 2y2?
dryz? — bxy?z+ Jzyz? — 2yt =
2.2.2

Baiy?2® — baty’z — xy2?® — 2yz?

358

L, 4, 2) —w(E, 9; 2} = bo°y

Cwiczenie 7
Wyznacz sume 1 roznice wielomianow u 1 w.

a) u(x,y) = 4x’y* — 32%y* + 2xy + 2, w(x,y) = 3xy® — 62%y* — 62y — 3

b) u(z,y) = 2z*y + 32y — zxy® +1, w(z,y) = ;2% + sz —x +4
Cwiczenie 8

Wyznacz sume i roznice wielomianow u 1 w.

a) u(x,y,z) =4wy®z® —6x°y‘z — xyz°, w(x,y,z) = xy*z® + 6x°yz* + 2xyz°
b) u(x,y,z) = 8z*y +6x2z* —4y*z —yz*, w(x,y,z) = 8xz* +4y*z — 3yz* + 2°

2.2. Dodawanie | odgjmowanie wislomianow
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Zadania

s

Wyznacz sume f -+ g oraz réznice f — g wielomianéw [ i g.
a) f(z) =325 —22* + 222 +4, g(z)= 125+ 22* +2° — 122 — 22+ 2

b) f(z) = —22*+4x —2°+4+2, g(x) = —bx+ 3z* + x2° — 3x°
c) f(z) =3x*+22" — 5+ 4=, g(z) = —3z+ x> — 22" + 2

Wyznacz wielomiany w(x) = 2f(x) — 3g(x) oraz u(zx) = 3g(x) — 3 f(x).

Podaj stopien oraz sume wspolczynnikow kazdegﬂ z tych wielomianow.
2

a) fle) =24+ 32*+3, g(x) =—2z*+ % +2
b) f(z) = 3z + 62° — 9z, g(x) = 22° + 4x® — 42?

Wiadomo, ze f(x) = u(x) + 2w(x), g(z) = 2u(x) — 3w(x), gdzie u i w sa
pewnymi wielomianami. Oblicz:

a) f(5) 1 g(b),gdyu(d) =7 i w(d) =-2,
b) u(—%) 1 w(—%),gdy f(—3)=-9 1 g(—3) =13.
Co mozna powiedzie¢ o stopniu sumy wielomianow p i ¢, jesli:

a) st (p) =5, st(q) =4, c) st(p) =m,st(q) =n?
b) st(p) = 5, st (q) = 5,

Okresl stopien wielomianu u + w w zaleznosci od parametru a.
a) u(x) =2x*—3x+6, w(x)=ax®+bx*+4

b) u(z) = 32° — ax® + 22* — 2, w(x) = —32°% — 62° — 22° + 9
¢c) u(z)=(a+1)z® —2* +4z, w(z)=(a*—1)z*+2°+3

Okresl stopient wielomianu u + w, jesli a € {0,1} i1 b € {0, 3}.
() = ax® 4+ 2* — 6, w(x) =bx> —2°+2x+2

)=azx’ + 32+ 4, w(x)=—z"—bx* —5x+6
(ﬂ—l) — bx® + 2x% + 1,
w(x) = (3 —b)a* + 32° — 22° + 9z

|

a) u
b) u(x
c)

u(zx)

Na rysunku obok przedstawiono w*}rkresy
wielomianéw f(xz) = z, g(x) = 2* oraz
h(z) = —2f(z) — g(z). Naszkicuj wykres
wielomianu v.

a) v(x) = 2h(x) + 49(x)
b) v(z) =2f(xz) — g(x) — h(x)

2. Wielomiany



10.

11.

12

Wyznacz sume u+w oraz roéznice u—w wielomianow u i w. Oblicz wartosci
sumy 1 réoznicy dla x = —2 i y = 3.
| 1 | 1
a) u(x,y) = 2’y — 3wy’ + 2%y, w(z,y) = 52°y — 2%y + 2y’
; 1.4 8 e N s R . S
b) H(‘IT.,y) _Iy + 3L Y — Y, “ﬂ“[-l:ay) = gLy — &Y +§=E

Zapisz wielomian P opisujacy sume pol figur Fi, F5 i F3 w zaleznosci od
dlugosci x 1 .

(] I

Y Y

Y

T Fy Yy Y

F3

Y Ty

Dla ktorej tréjki liczb, P czy @), wartos¢ wielomianu w jest wieksza?

a) w(z,y, z) = 20?yz — doyz® + Sxy? — 62 (=1 (3= —1
b) w(x,y, z) = 22%y° + 2°y*z — 3y 2’ +x Ply=-1 QK y=1
c) w(z,y,2) = 3y2z® — sayz? + 2%yt + 1 l2=1 Lz =—1

Wyznacz wielomian v(z,y, 2) = 2u(z, y, 2) — 3w(zx,y, 2).

a) u(x,y,z) = sx’yz® + 2xtyz — xy2?®, w(x,y,z) = 22°yz® — 2?yz + xyz
b) u(x,y, 2) = 22°y*z — xy?z* + zyz, w(x,y,2z) = 3xyz® —xyz — 2y2*
Dany jest prostopadloscian o krawedziach dilugosci x, y, z oraz prosto-

padlo$cian o krawedziach diugosci x + 1, y + 2, z + 3. Podaj wielomian
opisujacy sume pol powierzchni catkowitych tych prostopadioscianow.

Powitodrzenie

13.

14.

15.

Dane sg wielomiany: u(z) = 42° +22° —1, w(z) = 22° — 2% +1.,5. Wyznacz
wielomian v.

a) v(x) = u(z) + 3w(z) b) v(z) = 2u(zx) — w(x)

Wyznacz wielomian v(x) = u(x) — 2w(z). Oblicz v(1), v(—1) i v(—2).
a) u(x) = —3x* 4+ 2z%, w(x) =2*—1,52* + 3z

b) u(x) = &x® — 22° + =, w( )=4x*— 2?4 Zx

Oblicz wartos¢ wielomianu w dla podanych wartosci x 1 v.

a) w(z,y) = s2%y° — 3z’ + 2%y, t=-2,y=3

b) 'J_U(;E,_I y) =2° — I‘L yB o %Iyﬁ o %ﬁyda L = 25 Y= —4

2.2. Dodawanie | odgjmowanie wislomianow
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2.3. Mnozenie wielomianow

Aby wyznaczyc iloczyn wielomianéw, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wie-
lomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Iloczyn wielomianow jest
wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(x) = 2x — 3 i v(x) = x? — 2x + 2.

m
u(z) - v(z) = (22— 3) - (22 — 2 +9) 2

r(x? —2xr+2)—3(2* —2x+2) =
et

(7
20 — Ao 4 4z — 32* |+ Bz —6 =
21,3 Tx% 4+ 10x — 6

[‘-.J

W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stop-
nia drugiego otrzymaliSmy wielomian stopnia trzeciego.

Twierdzenie

lloczyn wielomianow stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m-n.

st (w - v) = st (w) + st (v)

Cwiczenie 1

Wyznacz iloczyn wielomianow u 1 w. Podaj stopien otrzymanego wielomianu.
a) u(z) =2°, w(x) =2*"4+22*—2z—1 c)ulx)=z—1,wz)=2*+z+1
b) u(z) =z —1,w(z)=2"—z+1 d) u(z) =5—-3x+2* wx) =2*—1

Przyktad 2
Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetosé¢ pro- /i
stopadloscianu przedstawionego na rysunku obok. ) |
g |
. s , o : . -
Dlugosci krawedzi prostopadloscianu sa liczbami dodat- 5 :
nimi, zatem zakladamy, ze: ‘ ——t——
Y, _f""'; 4
(9w — 1< 20—1 ¥

_ﬁ_

r+4>0 cazyliz>3
22 +3>0
Objetosc tego prostopadloscianu wyraza sie wzorem:
Viz)=02z—1)(z+4)(22+4+3)=(22° 4+ 8z —x —4)(2243) =
= (22° + 7z — 4)(22 + 3) = 42° + 62° + 142° + 21z — 8z — 12

V(x) = 42° + 202% + 132 — 12 opisuje objetos¢ prostopadloscianu dla x > %

2. Wielomiany



Cwiczenie 2

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ prostopadioscianu o kra-
wedziach: a, b, c.

a) o=x—1,b=x+l,c=x2 c) a=2z+1l,b=3z+1,c=2z—1
b)a=xz+1,b=2+2,¢c=2+3 da=2+4+3,b=2+3,¢e=2*—9

Mnozenie wielomianow wielu zmiennych przebiega analogicznie do mmnoze-
nia wielomianéw jednej zmiennej. Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianow wielu
zmiennych, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz
drugiego wielomianu.

Przykiad 3
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z,y) = z* — 2y i w(zx,y) = 22* + y* — 3y.
u(z,y) - w(z,y) = (z° —2y) - (22° +y* — 3y) =

= 2*(22% +y* — 3y) — 2y(22° +y° — 3y) =

= 2x* 4 2%y% — 3’y — 4x°y — 2y° + 6y =

= 2x* + x2%y* — Tx*y — 2uy° + 672

Cwiczenie 3

Wyznacz iloczyn wielomianow u i w.

a) u(z,y) =2y — 22°%, w(z,y) =22 —-3y*+=

b) u(z,y) =3zy* — 22+ 1, w(z,y) =z2°y+2zy—y

c) u(x,y) = 4x’y + 3zy® — 2zy, w(x,y) = 2%y* — 3z%y + xy

Cwiczenie 4

Wyznacz iloczyn wielomianow u 1 w.

a) u(x,y,2) =2’y + 2’2 +yz w(z,y,z2) =2zyz — Yz

b) w(x,y,z) = 3zyz —4x2* + y*z, w(x,y,2) = 2%y — 2Y° + 22
¢) u(z,y,2z) = zy®2® + 2xy2® — xyz, w(x,y,z) =2°+ 2y° 4 322

Zadania

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspolezynnik przy najwyzsze] potedze oraz wyraz
wolny otrzymanego wielomianu.

a) (2 —1)(x® —32° 4+ Tx) d) (6 — 3z —22°)(z® —4x +1)
b) (x*+ 2)(4x* — 3z +4) e) (223 +3x+1)(2* —z—3)
c) (z° —x)(2z* —z+ 1) f) (2—v2z% — z*) (V2 + z + 42?)

2.3. Mnozenie wielormianow
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2. Podaj stopien, wspolczynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz wolny
wielomianu w bez wykonywania mnozenia wielomianow.
a) w(x)=(xr— 1)1 — 2z + 2*) d) wiz)=(x—1)(z—2)(x—3)
b) w(x) = 3z —2)22* —x+3) e) w(z)=(1—2x)(1+z)(3z*+2)
¢c) w(z)=(1—2*)(1—z*+42°) ) w(z)= (42°+1)(1 — 2*)(6 — 3x)
3. Wyznacz wielomian v(x) = [w(x)]? i podaj jego stopien.
a) w(x)=x"—42*+3 b) w(z) = vV22% + . —2v2
4. Wyznacz wielomiany f(z) = u(x) - w(z) oraz g(z) = [u(x)]* — w(z).
a) u(x) =2°+3z—1, w(z)=z*— 61’ — 227
b) u(z) =x* —2* +1, w(zx) =—6x°+ 22° — 1
¢c) u(lx) =z —z*+x+1, wlz)=32*—-2z+1
5. Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy pole powierzchni catkowitej pro-
stopadloscianu o krawedziach: a, b, c.
a) a=z+1,b=2+2,¢=2r—4 bla=z4+4,b=2+2,¢c=2°—1
6. Wyznacz wielomian v(z,y) = [u(z,y)]? — 2w(z, y).
a) ule,y) = 22" —ay, wiz,y =6’y —32°y +y
b) u(x,y) = 3z%y + 2zy?, w(x,y) = 2x*y* + 4x*y* + 32°y° — xy*
7. Wyznacz iloczyn.
a) (20%y + 3zy®)(z —y — 4) c) (z+y)(*+y*) (@’ +y°)
b) (z+y)(x—2y)(z —2y+y?) d) (V2z—v3y) (222 + V6xy + 3y?)
Powtorzenie
8. Wyznacz iloczyn. Oblicz jego wartosci dla « € {—1,0,1}.
a) 4a?(22° — 32%) c) (z+4)(z* — x) e) (x —2)(z*—3xz+1)
b) : .9173(%1:2 N %l) d) (:1?2 3)(2:1;.4 - ) f) (3:34__%)(2333 —4x—0)
9. Wykonaj dziatania. Uporzadkuj otrzymany wielomian.
a) z(z*—1)+4(x* —2)(z+ 1) c) (z°+4)(2—x)? — 2%(x* +2x + 3)
b) 2z +2)(2?* —3) — (22 + 1)z d) z(x —3)(z—2)%2 —z(z+4)(x — 5)
10. Wyznacz iloczyn.

a) (z—2y)(y — 22)(2 — 22) ¢) (2z—y)(3y+22)(2z+y)(3y—22)
b) (z+y+2)(z—y—2) d) (z+ zy +=zyz)(1 +z — yz)

2. Wielomiany



Powierzchnie

Funkcja f dwoch zmiennych to funkgcja, ktorej argumentami sg pary liczb
rzeczywistych (x, y), a warto$ciami — liczby rzeczywiste z. Wykres funkcji
z = f(x, y) jest powierzchnig w trojwymiarowym uktadzie wspodtrzednych.

Wielomiany

Funkcja dwoch zmiennych moze by¢ wielomianem.
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu
funkcji okreslonej rownaniem:

F, 9 =x%+y°

Wykresem tej funkcji jest powierzchnia noszaca
nazwe paraboloidy obrotowej. Zwro¢ uwage

na to, ze czesé wspdina tej paraboloidy i ptaszczyzny
OYZ jest parabola o réwnaniu z = y°, a cze$é
wspolna paraboloidy i ptaszczyzny OXZ — parabola
o réwnaniu z = x°.

Bl Za pomoca odpowiedniego programu komputerowego
znajdz przyktady innych powierzchni bedacych
wykresami wielomiandw dwoch zmiennych.
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2.4. Wzory skroconego mnozenia

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a + b)3 = a® 4+ 3a%b 4+ 3ab® + b° szescian sumy

(a — b)® = a® — 3a°b + 3ab* — b° szescian roéznicy

Dowo6d wzoru na szesScian sumy

(@ +b)° = (a+b)*(a+b) = (a® +2ab+b°)(a+b) =
= a® + a*b + 2a°b + 2ab* + ab® + b* =
= a° + 3a°b + 3ab® + b°

D| Cwiczenie 1

Wyprowadz wzor na szescian roznicy, korzy-

stajac z tego, ze: :
a) (a—b)® = (a — b)*(a —b), )
b) (a —b)® = (a + (—b))>.

(L
Przyktad 1 /

Zapisz (x + 2)° w postaci sumy algebraiczne;j. ;

3 a b
("E 1 2) - Na rysunku przedstawiono
=EP +3 -EF 2] +3 - E1:|2]% +12]° = interpretacje geometryczna

WZOTru na szescian sumys.

=23 +6x%4+ 122+ 8

Cwiczenie 2

Zapisz w postacl sumy algebraiczne;.

a) (z+1)° c) (z+38)° e) (2z+3)° g) (3z+1)°
b) (z—1)° d) (z—4)° f) (2z—1)° h) (1 —3x)’
Przyktad 2

Oblicz (2 — v/3)3.

(2—+/3)® = 28—-3.22.4/3+3-2-(v/3)>—(v/3)® = 8—12v/3+18—3+/3 = 26153
Cwiczenie 3

Oblicz.

) @4+vI 0 B-VE® @ (142VB) g (VE+ V)
b) (v5—1)° d) (v2—4) f) (2v3—3)° h) (v3—v6)?

B 68 2. Wielomiany



Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
a’+b° = (a+b)(a* —ab+ bz) suma szescianow

a® —b* = (a—b)(a* +ab+ bz) réznica szescianéw

Cwiczenie 4
Wyprowadz wzory na sume szescianow 1 roznice szesclanow.

Cwiczenie 5

Zapisz w postacl sumy algebraicznej.

a) (x+2)(x*— 2z +4) d) (z* — 6z + 36)(x + 6)

b) (x —1)(z*+2x+1) e) (x— 8)(x?+ 8x + 64)

¢) (2 —xz+1)(1+x) f) (22% —1)(4x* +22* 4+ 1)
Przyktad 3

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;.

a) (x—2)(z+2)(a* + 422 + 16) =

. Corzvetamy 7 201 a roznice kwadratdw.
- ($2 4)(1:4 - 42 4 16) Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratow
Korzvstamyv ze wzoru na roznice szescianow.

— (;1:2)3 — 4% = 2% — 64 ~- \ &S

b) (\/gijE =+ 1)('\/§JE —1)(92* 4+ 3z +1) =

- (3’1?2 - 1)(93:4 + 322 + 1) _ Korzystamy ze wzoru na roznice kwadratow.
- (3$2)3 =976 __1 Korzystamy ze wzoru na réznice szescianow.
Cwiczenie 6
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;.
a) (x—1)(z+1)(z* +2%+1) ¢) ((x+2)* —4x)(z* —42* + 16)
b) (3+z)(3 —z)(z* 4+ 9x* + 81) d) (2 + 5)%(422 — 20z + 25)

Cwiczenie 7

Wykaz prawdziwosc podanego Dla dowolnych a € Rin > 2:

obok wzoru dla n = 5. (a—1)(a"'+a"*+...+a’+a+l) = a"—1
Cwiczenie 8

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x—1)(1+z+ 2%+ x°) ¢) (x*+x°+a*+az+1)(x—1)(2°+1)

b) (" +x*+2° +x*+z+1)(z—1) d) (@@+2*+z+1)(z*—1)(x—1)

2.4, Wzory skréconego mnozenia
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Zaréwno wzér a” —1=(a—1)(a" ' +a" *+ ...+ a*+a+1), jak i wzdr na
roznice szeScianow a° —b° = (a—b)(a* +ab+b*) sy szczegdlnymi przypadkami
ponizszego wWzorll.

Twierdzenie

Dla n > 2 réznica n-tych poteg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraza
sle wzoreni:

a® — h" = ([’,I, - b) (an—l + EI?L—E ) b_l_ [1?1—3 ) bE LI = {12 . bﬂ—S A gis bn—? + bn—l)
Cwiczenie 9
Uzasadnij prawdziwosé podanego wyzej wzoru dla: a) n =4, b) n =5.

Cwiczenie 10
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;.

a) (z—3)(z° 4 3z 49z + 27) b) (x — 2)(x* + 22° + 42* + 8x + 16)

Zadania

1. Zapisz w postacl sumy algebraiczne].
2) (44 o (2-2° o 2+l g (@2
b) (x + 5)° d) (z —3)° f) (bxz—1)° h) (z+ v3)3

2. Oblicz objetos¢ szescianu o krawedzi a.
a)a=\/§—1 b)a=3+\/§ c)a=2\/§—1 d)a.=\/§+\/§
3. Oblicz.
a) (1+v2)*+(1-v2)° c) (2v3—1)°—(2v3+1)3
b) (44 v2)® — (4 — v/2)? d) (V5 —v2)* + (V5 +v2)?
4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) 2r+y)® o Bet2) o) (e+dy) @) (VEriy)
, 3
b) (x — 2y)°? d) (2z — 3y)° f) (.IT - %y)d h) (1:?1? — y)
5. a) Oblicz sume objetosci szeScianu o krawedzi dlugosci 2z + 2y i szescianu
o krawedzi dlugosci 2z + 3y.

b) Oblicz réznice objetosci szeScianu o krawedzi diugosci 3z + y i szeScianu
o krawedzi dlugosci x + 3y.

2. Wielomiany



6. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (x+5)*(x? — 5z + 25) ¢) (3x —1)*(92° + 3z + 1)
b) (% + 5z + 25)(x — 5)? d) (z—1)(z?+2+1)(z*+1)
7. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) (x4 vV2)(z —v2)(z* + 222 + 4) dla z = V/9,
b) (922 — 6z +4)(3z +2) dla z = {/—3,
c) (z —v5)® — 2z(z+5)(z —5) + (z + v/5)® dlﬁx—ﬁ,
d) (z+ V5)(x? — vVbz+5) — (V5 —2)(2? + 5z + 5) dla z = V4.
8. Rozwiaz rownanie.
a) (x+3)(z*—32z+9) =2+ c) 4z +2z+1)(2x—1) =26
b) (x—4)(z*+4x+16) =2 +8z d) (32 —z+4)(32+2) =-9
9. Skréé¢ utamek.
(a—l)(a3+a2+a—|—1) (a4+a.3+a;2+a+l)(a2—l)
a) e b) o qAgE L
10. Uzasadnij prawdziwos¢ wzoru.
a) a® —b® = (a—b)(a+b)(a®* + b*)(a* + b*)
b) a® —b” = (a — b)(a* + ab+ b*)(a® + a’b® + b°)
Powtorzenie
11. Zapisz w postaci sumy algebraiczne].
a) (x—5)°+ (x+3)° ¢) (x+3)°+ (x—3)°
b) 3z —1)>—(2x+1)® d) (2z+ 3)° — (22 — 3)°
12. Upros¢ wyrazenie.
a) (x°+4)°+ (2% — 4)° ¢) (22% +3)° + (22 — 3)°
b) (2 + 1)° — (a2 — 1) Q) (a2 +2)° — (a® — a)°
13. Zapisz w postaci sumy algebraiczne].
a) 6+ 22)(v5—xz)(vVb+1z) b) (z*—z+ 1)(z+1)(1 — z?)
14. Rozwiaz rownanie.
a) (x+1)° —(z—1) =62* —x ¢c) (2x—1)(14+2x+4a*) = 8x° —=x
b) (+2)°—(z+1)°=3z°+=x d) (z*—-3z+9)(z+3) =2+ 9z

2.4, Wzory skréconego mnozenia
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Trojkat Pascala

Wzory skroconego mnozenia:

(a + b)* = a* + 2ab + b*
(a+b)® = a’ + 3a*b+ 3ab* + b’

sa szczegolnymi przypadkami wzoru dwumianowego Newtona (zwanego tez
dwumianem Newtona) pozwalajacego wyznaczy¢ (a+b)™ dla dowolnego n. € N.

Wspélezynniki liczbowe wystepujace w rozwinieciu (a + b)" mozemy znalezé
w kolejnych wierszach trojkata Pascala.

=0 1

n=l 1 1

o= 1 2 1

=2 L 8 & 1
n=4 1 4 6 4 1
=5 L & 1) 10 & 1
n=6 1 6 158 20 16 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1
n=8 1 8 28 56 70 56 28 & 1

=

Kazda liczba w trojkacie Pascala (z wyjatkiem skrajnych, ktore sa jedynkami)

jest suma dwoch liczb znajdujacych sie nad nig (np. dla n = 8 mamy: 8 = 14-7,
28 =7+ 21, 56 = 21 + 35, 70 = 35 + 35).

Odpowiednie wzory skroéconego mnozenia:

a

ﬁ

E

E}

(

(
(
(a
(a
(
(

E‘-—‘-‘

+b)=a+b

+ b)? = a® + 2ab + b’

+ b)® = a® + 3a*b + 3ab® + b°

+ b)* = a* + 4a’b + 6a*b* + 4ab’® + b’

+b)” = a” + ba*b+ 10a°b* + 10a°b’ + Hab* + b°

I

+ b)® = a® + 6a°b + 15a*b* + 20a°b® + 15a°b* + 6ab® + b°

. Podaj wzory na:

a) (a+b)", b) (a —b)", ¢) (a+b)®, d) (a — b)5.

Wyznacz wiersze trojkata Pascala dlan =9 1 n = 10 oraz podaj wzory na
(a+b)° i (a+ b)'.

Korzystajac z odpowiednich wzorow skroconego mnozenia, oblicz:

a) (V2+1)%, b)) (V3—1)% ) (vZ2+1), d) (V3—1).

2. Wielomiany



2.5. Rozktad wielomianu na czynniki (1)

Przedstawienie wielomianu jako iloczynu dwoch lub wiecej wielomianow na-
zywamy rozkladem wielomianu na czynniki.

Przyktad 1
Rozl6z wielomian w(z) = 122° — 82* na czynniki.
w(:r) = 12%* — Byt = 111114(3:1? — 2) Wylaczamy 4z* przed nawias.

Zauwaz, ze wielomian w zostal juz rozlozony na czynniki liniowe (stopnia
pierwszego), poniewaz mozna go zapisaé jako w(x) =4-z-x-x -2 - (3x — 2).

Przyktad 2

Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(zx) =2°—62°+92* =2*(2* —6x+9) = Wylaczamy 2* przed nawias.
= :L‘il('l} — 3)2 Korzystamy ze wzoru (a — b)* = a® — 2ab + b*.

b) tU(.E) = > — 1628 = ;E(ilfi — 16) = Wylaczamy = przed nawias.
S SR i l2 s .l 2 E E — =
= z(2 4)(z*+4) = Dwukrotnie korzystamy ze wzoru
= z(z — 2)(z + 2)(z* + 4) a® —b® = (a—b)(a+b).

Zauwaz, ze czynnika x° + 4 nie mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe.
L) w(x) = 62° — x* + 2° = o7 (611?2 — g4 1] Wylaczamy z° przed nawias.

Czynnik 62° — 2 + 1 jest tréjmianem kwadratowym, ktérego nie mozna rozlo-
zy¢ na czynniki liniowe, gdyz A = —23 < 0.

Podstawowe twierdzenie algebry

Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawic jako iloczyn czynnikéw
stopnia co najwyzej drugiego.

Rozklad wielomianu na czynniki stopnia co najwyze] drugiego zawsze ist-
nieje, natomiast nie zawsze potrafimy go wyznaczy¢ — czasem jest to zbyt
skomplikowane obliczeniowo, a czasem niemozliwe (w przypadku niektorych
wielomianéw stopnia wiekszego od 4).

Cwiczenie 1
Rozloz wielomian w na czynniki.

a) w(zr)=z"—Tx’ d) w(z) = 62° + 122° 4 62
b) w(x) = 1827 + 302" e) w(z) = —3z* + 122% — 1227
c) w(z) = —2z° — 8z* f) w(z) = —272°% + 182° — 32

2.5. Rozkiad wielomianu na czynniki {1)
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D| Cwiczenie 2
Rozl6z wielomian w na czynniki. Jezeli w rozkladzie pojawi sie czynnik stopnia

drugiego, uzasadnij, ze nie da sie go rozlozyc na czynniki liniowe.

a) w(xz) =32°+ 12z e) w(z) =Tz — 521 + 2°

b) w(x) = 32° + 22* f) w(z) =%+ 2° + 22*

c) w(z) = —6z° — 422° g) w(x) = —4x” + 3z* — Tx°

d) w(z) = —v/227 6 z° h) w(z) = 3v225 — 2¢/32* + /628
Przyktad 3

Rozl6z wielomian w(x) = 42° + 3x* — 2° na czynniki.

w( ;1;) = ;173(4;;;2 + 3 — 1) Wylaczamy z° przed nawias.
Obliczamy pierwiastki tréojmianu kwadratowego 4x? + 3x — 1:
A=3*—4-(—-1)-4=25
VA _ 835 __ 4 . _BVE _-8i5 1
2a o) B e 2a s 4
Zatem tréjmian ten mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej:

4?2 + 3z —1=4(z+1)(z — 3)

1
czyli wielomian w mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikow liniowych:

w(z) =4z (x +1)(x — —)

iE]__

Cwiczenie 3
Rozl6z wielomian w na czynniki.

d) w(z) = 2* — 22% — 3x* e) w(zx) = —2z° +20x* — 10z
w(x) = 22° —r"‘ — f] wiz)= 3x° + 2
{:) w(z) = — 22 + 61 g) w(z) = 22° — 42 4+ 27
d) w(z) = 20z° + 142* + 22° h) w(x) = 42° — 122° + 2*

Czy wiesz, ze...
W 1799 r. Carl Friedrich Gauss [czyt. karl fridri§ gals| (1777-1855) po-

dal dowod podstawowego twierdzenia algebry. Ze wzgledu na swe wybitne
osiagniecia Gauss zyskal przydomek . princeps mathe-
maticorum” |czyt. princeps matematikorum| (ksigze
matematykow). Jako dziewietnastoletni student, Gauss
wykazal mozliwos¢ konstrukeji (za pomoca cyrkla i li-
nijki) siedemnastokata foremnego. Zyeczyl sobie, by zo-
stal on wyryty na jego nagrobku, ale jego zyczenie nie
zostalo speinione.
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Zadania

1. Rozldz wielomian w na czynniki.

a) w(x) =4x° — %iL‘

b) w(x) = 16x°

— 4x3 4 _ Bx?

¢c) w(z) = 2%

2. Wylacz przed nawias wskazany czynnik. Sprawdz, czy otrzymany w na-

wiasie trojmian kwadratowy mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe. Jesli tak,

to podaj rozklad wielomianu w na czynniki liniowe.

a) wlxz) = z° — 22* + 52°%, z°
b) w(z) = x* — x° — 6%, z*
c) w(z) = 2x° — 42° + 224, 22*

3. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(x) = z* — dz® + 62°
b) w(x) = 22° — 92 — bz
¢c) w(x) = —6x° + bx* — x°
d) w(x) = z* + 3z° + 42°
e) wx)=a>+vV2zx*+x

j)

d) w (’-)=6’JJ‘4—|—3;133—3;E2, 62
e) w(x) = 62> — 152% + 9z, 6z

il — b L8 3.8
f) we) = s2°— 21* — 5%, 2%

) = (2* — 32+ 2)(x* — 2z — 3)

) = (2* — 3z — 4)(2* + 5z +4)
z) = (22* — 5z — 3)(22* — Tz + 3)

) = (o +2? — 2) (s + 227 — 152)

) = (z*+2° —51’2) °+2x*+3x°)

4. Sume kwadratow kolejnych liczb na,turalnych mozna wyrazi¢ wzorem:

12422432+

4 n? =

3+ n+n

a) Rozl6z wielomian S(n) = zn° + in’ + <n na czynniki.

b) Sprawdz prawdziwosé¢ wzoru dla n =41 n = 5.

Powtorzenie

5. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(x) = 18z° — 3z* + 62°
b) w(x) = 4x® — 4x* — 2427

) w() = 4a° + Tat — 223

6. Rozldz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = (2 —4)(z°
b) w(z) = (=

— 9x)
—4x°)(z* — 162°)

2.5. Rozkiad wielomianu na czynniki {1)
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2.6. Rozkiad wielomianu na czynniki (2)

Przyktad 1

Rozl6z wielomian w(z) = 7 + 8z* na czynniki.
S & iy o3 _
iU(.B) =2’ +82x" =2"(2" + 8) o Korzystamy ze wzoru na sume szescianow:
- 1}4(;1_3 1 2) (;1}2 — Dy /1) a® + b° = (a + b)(a® — ab + b?).
Czynnik x* — 2x + 4 jest nierozkladalny, gdyz A =4 — 16 < 0.

Przyktad 2

Rozléz wielomian w(z) = 272" — x* na czynniki.

w(z) =272" —a* =2 (272° — 1) = , _ P S e
I\ﬂ]'?ﬂ}'ﬁtﬂ.lﬂ}' 22 WZ0I'u 114 Tﬂ?ﬂ'llf'.f: =AeSC1AN0OW .

= 2*(3x — 1)(9;1: +3xz+1) a® —b® = (a — b)(a® + ab + b?).
Czynnik 922 + 3x + 1 jest nierozkladalny, gdyz A =9 — 36 < 0.

Cwiczenie 1
Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(x) = 22° 4 22° ¢c) wizg)=8z"—z e) w(x) = 8x2° — 27x°
b) w(z) = —x° — 82° d) w(z) =2z*—0,0012z° f) w(z)=0,054z* + 2

W pewnych przypadkach wielomian mozemy rozlozy¢ na czynniki, grupujac
odpowiednio jego wyrazy.

Przyktad 3
Rozloz wielomian © na czynniki, grupujac jego wyrazy.
a) u(x) =x2°—42° +x —4

7 dwach pierwszych 1 dwoch ostatnich wyrazow
mozna wylaczyé ten sam czynnik: x — 4.

u(x) =2° —4x* +x — 4 =

=2%(x—4)+(x—4) = (2 + 1)(xz —4)
b) wu(x)="Tx’+22° — 14z — 4
u(z) =72 +22° —1dzx —4 =2*(Tx +2) —2(7Tx+2) = (2* —2)(Tz+2) =
e VIt VI D)
¢c) u(x)=4ax® — 2z* — 16x° + 8z*
u(x) =4x° — 2x* — 162° + 82 =22*(2x — 1) — 8x*(2x — 1) =
= (22* —82%)(2z—1) = 22%(2*—4)(22—1) = 22*(2—2)(x+2)(2x—1)

2. Wielomiany



Cwiczenie 2
Rozl6z wielomian u na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) u(x) =ax*+bx*+x +5 e) u(x) =x° +4x* — 252 — 100

b) u(x) = x° + 32* —x — 3 ) u(z) =vbHz® — 2?2 —Vbr+1

c) u(x) = 4x° + 2% — 162 — 4 ¢) nlp) = 83: + 162 — 2% — 2

d) u(z) =2*+ 32> + 2% + 3z h) u(z) = z° — v/22* + /32° — /622
Zadania

1. Rozloz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =x2*+27x ¢) w(x)=—2*—64x e) w(x) = 272°+ 82>
b) w(z) =2 —82* d) w(x)=—z2"+642* f) w(x)=1

2. Rozl6z wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) w(xz) =xz*+22° — 8z — 16 d) w(z)= sa®— 20 — Jn-1-1
b) w(z) = 142 — Tx® + 4x — 2 e) w(z)= 22" — 3:132 — 62 + 27

c) w(x) = 2x° — 6x%+ 5z — 15 f) wlz)=a%— 2224222
3. Rozloz wielomian w na czynnikai.

a) w(z) =2 +x2*—22° - 22+ 2z +1

b) w(x) = 4x°> — 8x* —4a® + 8z° + = — 2

c) w(z) =3z +22* —62° —42* — 92 — 6

4. Rozloz wielomian w na czynniki.

a) w(:r:) = (202° — 282* + 8x)(z* + 62° + 22* + 12x)

b) w(x) (——.c — 293 — 4gx )(.EB — Tx* — 4z + 28)
¢c) w(x) = (Tx* + 142° — 212*)(x® — 42° — x* + 4)
d) wig) = (32* — 22+ 2 2)(22® — 32% + 4z — 6)

Powiodrzenie

5. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(x) =62 —6x° b) w(x)=22°—162° ¢) w(x)=2z" — 642"
6. Rozldz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = x* + 32* + 6 + 18 d) w(x) = 5x° + 152° —x — 3

b) w(x) = 32° — 62° + 4x — 8 e) w(x)=x"+ 2x* — 27x* — Hdx

¢c) w(x) =92° —92* —2x+1 f) w(z)=z2°—32° —2° 44

2.6. Rozkiad wielomianu na czynniki {2)
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2.7. Rownania wielomianowe

Rownanie postaci w(x) = 0, gdzie w jest wielomianem, nazywamy rownaniem
wielomianowym.
Rozklad wielomianu w na czynniki moze by¢ wykorzystany do wyznaczenia
jego pierwiastkow, tj. takich argumentow x, dla ktorych spelnione jest réow-
nanie w(x) = 0.

Przyktad 1
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(x) = z2° — 2°.

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu w (czyli jego miejsca zerowe), rozwia-
zujemy rownanie:

L’S—"TE:U

1?1:5 , i4 — 0 a-b=0 wtedy
; 12 (T—4) = i tylko wtedy, gdy
=0 lub r—-4=0 a=0lub b=0.

=90 lib =4

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby 0 1 4.

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie 22 — 622 + 92 = 0.
z(z® —6x+9) =0

2 . yae g
z(x —3)° =0 Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy.

=10 Inb =3

Rozwiazaniami rownania sa liczby 0 1 3.

Cwiczenie 1
Rozwigz rownanie.

a) 62 +2z° =0 c) £+ =1 221 e) s2° +21°4+6x =0
. wh— Awl B B

b) —a®+42* = d) = fi = = 36“?“ f) —4x*+42° —22 =0

Przykiad 3

Rozwiaz réwnanie z° — 22* — 152° = 0.
P — 2 —15) =0
=0 lub 3*—22—15=0
Rozwiazujemy réwnanie kwadratowe z2 — 2z — 15 = 0«
A=4+60=064, VA =38
g=22 - J b= =5

)
Zatem wyjSciowe rownanie ma trzy rozwiazania: 0, —3 1 5.

2. Wielomiany



Przyktad 4
Rozwigz réwnanie 52° + 42?2 + 4o = 0.
z(bz®* +4x+4)=0
=0 lub 52°+4x4+4=0 A=16-80=-64<0

Rownanie kwadratowe jest sprzeczne (A < 0), zatem jedynym rozwigzaniem
wyjsciowego rownania jest liczba 0.

Cwiczenie 2
Rozwiaz roéwnanie.

a) ° —Tx°+ 122 =0 c) 3> +4x°+x =0 e) 20° —3x =z — 2’
b) —2x* + 922 4 5% = d) 42° — 3x* + 22° = f) 226 — 25 = 25 4 2*
Przykiad 5

vy

Wyznacz punkty wspolne wykresu wielomianu
il o Lo Ll Lol ot A
w(zr) = =x" + 32° — 52" i osi OX.
Aby wyznaczy¢ pierwsze wspolrzedne punktow
wspolnych wykresu wielomianu w oraz osi OX,

rozwiazujemy rownanie:

S e R 1
=0t on s =0
L 002 | B,

=2  +22—8) =10

z=0 lub z°4+2x—8=0
A =4+ 32 =236 =62

3 2

Iod oy 3 1
o SR g o836 5 w(x) = z2" + 52° — 32
) 2 ) 8 2 Pierwiastki réwnania w(z) = 0
Szukane punkty: (—4, U), (0, U) 142 U) to miejsca zerowe wielomianu w.

Cwiczenie 3

Dane sy wielomiany: u(x) = 2= | 2

- l_.- . Moon B — L. 3‘ B i.- o [
e ST, v(z) T 5L — I oraz
w(x) = %:173 i iﬁ — x. Rozwiaz odpowiednie rownania 1 poda] pierwiastki

tych wielomianow. Do kazdego z nich dopasuj jeden z ponizszych wykresow.

A. C.

3

¢ T

------------------------------------------------------------------
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% Przykitad 6

Wyznacz pierwiastki wielomianu w(x) = 2* — 2* — 9z + 9.

I 50

Rozkladamy wielomian w na czynniki metoda grupmwania WyTrazow:

w(z)=2"—2*—924+9=2*(z—1) -9z —1) =

=(z—3)(z+3)(z—1)

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu, rozwigzujemy rownanie:

(x—3)(z+3)(z—1)=0
r—3=0 lub +3=0 lub

—9)(z—1) =

p—. | =)

Zatem pierwiastkami wielomianu w sa liczby: —3, 11 3.

Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.

a) ° —9x? +2x — 18 =10

b) 22° +2°* -8z —4=0

c) 2°+5x* +2° +52°=0

Zadania

d) 3z* — bax® — 62 + 10z =0

e) x° — 4x°

— 82 +32=0

f) 2 —38v222 +v22 —6=10

1.

Rozwigz rownanie.
a) 2¢° = 43°

b} #° = 9&°

Rozwiaz rownanie.
a) z° —22° +x =0
b) ° +3z*+2x=0

¢) ot = 49>+ B

d) 62° + 92* = 32*
Rozwigz rownanie.

a) z° —3z° =12 — 4z
b) 22° + 3 = 2* + 62
¢c) z*+92° =2+ 9

Rozwigz rownanie.

a) x° —bxr—4=0

e] #* = 27"
d) z° = Bx*
e) 2 4+ 1227

f) 10z*+ 2 = 247
g) 92 +62° +2* =0

h) x° +4x* = 122°
d)1—a=2*—=x
e) £* —8x =8 —1z°

f} o 4o =91 4

b) 2° —3x+2=0

Wskazéwka. W podpunkcie a) zapisz —ba jako —x — 4.

2. Wielomiany



Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu
w(z) =2 —32° —2x+91 prosta l: y = 22 —3. Wy-
znacz punkty, w ktorych prosta [ przecina wykres
wielomianu w.

Wyznacz punkty wspolne wykresu wielomianu w

1 prostej /.

a) wiz) =32°+x+2, Ly=4r+42

b) w(z) =42° — 2?2 —52+3, Ly=3z+1
c) w(x)=2x"—4x*+32° +a*, Ly=4x—3

Wyznacz punkty wspélne wykresow wielomianow u i w.

. A A
a) b) i c) ’ "
O X
U
‘u
f
w
”
ufr) = —a*+2°+2x—-3 ufr)=s2°+2°—-22-3 u(z)=sa*—2®+2x-3
w(z) = —x*+2x —3 w(z) = 234522 +2-3  wlz) = —ga2t—3a2+a—1

Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, ktorego jedynymi pier-

wiastkami sa liczby: a) —v2 i v2, b) 1, 2, 3.

Podaj przyklad wielomianu stopnia n, ktérego jedynymi pierwiastkami sa
liczby —2 i 3, wyraz wolny jest réwny 1 oraz: a) n =2, b) n =4, ¢) n = 6.

Powtorzenie

10.

11.

12.

Rozwiaz rownanie.

a) da® —x =10 ¢) /228 = —y/Bax® e) &8¢ 16z=10
b) 82° + 22 =0 d) Y223 — /22 =0 f) 92° +62* +2°=0
Rozwiaz réwnanie.

a) z*+6x° +52°=0 «¢) 3z* 4+ 62° = 3x° e) x° +ax*+22° =0
b) 22° +52°+ 22 =0 d) z°4 2°=2* f) 1’2—4 + 22 = /223

Rozwigz réwnanie.
a) 2°+32*—9x=27 b) 22°+82=52°+20 ¢) z°+ 2*=8z"+8

2.7. Rownania wielomianowe
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2.8. Dzielenie wielomianow

Przypomnijmy, ze jesli n i m sa liczbami calkowitymi (gdzie m # 0), to
mowimy, ze n jest podzielne przez m, jesli istnieje taka liczba calkowita k, ze
n==k-m.

Podobnie méwimy, ze wielomian w jest podzielny przez niezerowy wielomian ¢
(g Z 0), jesli istnieje wielomian p taki, ze w = p - q.

Przyktad 1

(z° + bx? + 6x) : (x + 3) = x* + 22, poniewaz:

x° + 522 +6x = (22 +2z) - (2 + 3)

Dzielenie wielomianow wykonujemy podobnie jak

dzielenie liczb naturalnych. Dzielenie liczb
Przykiad 2 naturalnych
Wykonaj dzielenie (3x* —x —4) : (x + 1). Sprawdz B géﬂ 7= 453
otrzymany wynik. —
3z —x—4): (x+1)=3x—4 35
—3x* — 3z o1
—4x —4 —21
dxr + 4
0

Ponizej] wyjasniamy, jak wygladaly kolejne kroki podczas wykonywania tego
dzielenia.

(3z* — 2z —4) : {z+ 1)y =3 Dzielimy 32° przez pierwszy wyraz dzielnika.
—3e2 — 3z Mnozymy 3z przez dzielnik x4+ 1 1 zapisujemy
—4r — 4 wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.
(322 —x —4):(z4+1)=3x—4
—3z° — 3z Dzielimy —4x przez pierwszy wyraz dzielnika.
—4x —4 Mnozymy —4 przez dzielnik x + 1 1 zapisujemy
4x + 4 wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.
0 Otrzymalismy reszte réwna 0.

Sprawdzenie: (3z —4)(z+1) =32+ 3x —4dx —4 =32* —x — 4

Cwiczenie 1

Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) 2z 4+xz—1):(z+1) c) (z*—6z+8):(x—4)
b) (42 +Tx —2): (x +2) d) (92° +3x—12): (x — 1)

2. Wielomiany



Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalna, tak dla wie-
lomianéw w 1 g (¢ £ 0) nie zawsze istnieje wielomian p taki, ze w : g = p.
Wykonujemy wowczas dzielenie z reszta.

Przyktad 3 Dzielenie liczb
Wykonaj dzielenie (522 + 132z + 11) : (x + 2). Sprawdz naturalnych
otrzymany wynik. 789 . Q — 83
(52° +13x+11) : (z+2) =52+ 3 — 12
—5x* — 10z 32
3r+ 11 _—2’;
—gi —1 '
> 752 =83-9+5
5

W wyniku dzielenia otrzymalismy wielomian p(x) = 5x+3 oraz reszte 5 (ktéra
jest wielomianem stopnia 0), zatem 5x* + 13z + 11 = (bx + 3)(x + 2) + 5.
Sprawdzenie: (5z +3)(z +2) +5=5224+10c+3z+6+5=52*+ 13z + 11

Cwiczenie 2
Wykonaj dzielenie wielomianow. Sprawdz otrzymany wynik.
a) (¢ —4x —18) : (x + 3) c) (2* —8x+19): (z—5)
b) (222 —z—1): (z—2) d) (422 +6x+7): (z+ %)
Przyktad 4
Wykonaj dzielenie (22® — 2* — 2z —5) : (z — 2). Sprawdz otrzymany wynik.
(O —af =00 —B):(g—2) =22+ 21
—2x° + 3a°
2% — 2w — 5
—2x2% + 3x
x—5
“3% Otrzymalismy reszte réwna —3%.

Sprawdzenie:
Dp2 L D ey — 2 — 2L — 93 __ Q2 _ 2 _2p L p__ 3 __ 2L
(22 + 22 + 1) (.r. 2) 35 =22 —32°+2x° —3x+x— 5 — 33

=92° — 24 —22—5

I

Cwiczenie 3

Wykonaj dzielenie wielomianow. Sprawdz otrzymany wynik.

a) [2* 4+ T2~ Te —16) : (z-4) c) (2z*+5x° +x* —2z) : (£ +2)
b) (z° —32*+3z—1) : (z —2) d) (8w 4 26® —Vo* —4p) i (g —3)

2.8. Dzielenie wiglomianow
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Zwroémy uwage, ze w wyniku dzielenia wielomianu w przez dwumian x — a
otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian p oraz reszte r, ktora jest tunkcja

stala.

Przykiad 5

Wykonaj dzielenie wielomianu w(z) = 2;1‘3 +x%+6 przez dwumian ¢(x) = x+2.
Zapisz wielomian w w postaci w(x) = p(x)q(x) + r(x), gdzie wielomian p jest

ilorazem, a r — reszta z dzielenia wieh}mmnu w przez dwumian q.

(22° + 22 +0zx+6): (x+2) =222 —32+6

—2x°% — 4x° Zauwaz, ze wielomian w zostal
8?4 O zapisany ze skladnikiem Oz.
322+ 6
bx + 6
—br — 12
—6 Otrzymalismy reszte rowna —6.

Zatem w(x) = (22* —3x +6)(xz+ 2) — 6.

Cwiczenie 4
Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w
w postaci w(x) = p(x)g(x) + r(x), gdzie wielomian p jest ilorazem, a r —

reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian q.

a) w(z) =2 —22°+2, glz) =20—2 dzielna dzielnik

b) w(z) = —22° +32* +4, g(z)=x2+3 1 l
ey B o il w(z) = p(x)g(x) + r(x)

¢) wiz) =9 +27 —3z°+, glz)=2—1 T T

d) I_U(.E) = 35+ — 5 + 9z — ].1 E}(l?) =& 4 2 1loraz reszta

Wielomian w jest podzielny przez dwumian ¢, jeSli reszta z dzielenia wielo-
mianu w przez dwumian ¢ jest rowna zero (jest wielomianem zerowym).

Zadania

1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian g. Czy wielomian w jest
podzielny przez dwumian g7
a) w(z) =2z —-5x—12, g(z) =2 —4

b) w(z) =2°—22°+3x—4, q(z) =z +2

¢c) w(z) =—2x*+32°+6, qle)=x—3

d) w(z) =42’ +8x° +4x — 9, q(x) =z + 3

e) w(z) =22 —2*+3x—4, glx) =z —1

2. Wielomiany
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2. Wykona) dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w X
w postaci w(z) = p(x)q(z) + r(x).
a) w(z)=x"+3x+7, qglx) =x+3

2 oglz)=xz—1

() = 32* — 2
c) wlz) =2 +8x°+11x —4, g(z) =z +6
() =

22° +T2* + 32 -2, gz)=x+ 3

3. Sprawdz, czy dzielenie zostalo vaﬂnane poprawnie.
a) (—2z° +3x*+12x—9) : (x —3) = L 242 — 37+ 3
b) (—3x° + 72* + 62 —6) : (x — 3) L 322 2442
¢) (Bx* —8x® +42* +2x —2) : (x — 2) = 323 — 222 + 1

4. Przeczytaj podany w ramece przyklad.

Wykonaj dzielenie (22° + 2* — Tz + 5) : (22 + 3).
23+ 22 —Tx+5):(2x+3) =22 —2 —2

—25° — 3"
—22% —Tx+5
Q2 |- 3¢
—A4xr 4+ 5
4z + 6

11  Otrzymaliémy reszte 11.
Zatem (22° 4+ ax* —Tx+5) = 2+ 3)(2* —z —2) + 11.

Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian g.
a) w(x) =4x° +8x*+4x —9, glx) =2x+1
b) w(x) =6x>+52* —4z — 1, ¢g(z) =3z +4
c) w(x) =2°+42* — 11z + 2, q(z) = 32+ 3

Powiorzenie

5. Wykonaj dzielenie wielomiandéw. Sprawdz otrzymany wynik.
a) (&> —3x* —x+8): (x—2) b) (x*+42x® —2*+ 52 —17) : (x + 3)
6. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢g. Zapisz wielomian w
w postaci w(x) = p(x)q(z) + r(x).
a) w(z)=x"+4+3x*—x+5, gle)=2—2
b) w(z) =22 +42* +x —2, q(x) =2+ 3
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Dzielenie wielomianu przez tréojmian kwadratowy

Niech ¢ bedzie wielomianem drugiego stopnia, a w dowolnym wielomia-
nem. Wielomian w mozna przedstawic¢ w postaci w(x) = p(x)q(x)+ax+b,
gdzie p jest pewnym wielomianem, a ax -+ b jest reszta z dzielenia wielo-
mianu w przez wielomian g.

Przyktad 1
Wykonaj dzielenie (z* + x° + 32% — 1) : (x* — z).

(z*+ 2>+ 322 +0x—1): (2° —2)=2*+22+5

gt g o
22 + 322 +0x —1
— 213 + 22
522 4+ 0x — 1
—5x% + 51
he — 1

Otrzymalismy iloraz p(2) = x*+2x+5 oraz reszte r(x) = 5x—1. Wielomian w
mozna przedstawi¢ w postaci:

r*+2°+3° —1=(z°+2x+5)(z°—z)+ 5z —1

Przyktad 2
Wykonaj dzielenie (22° + 8z — 1) : (2* + z + 3).
(22° +02°+8x—1): (z°+2+3) =22 —2
—2x° — 22° — 6
—2x% + 22— 1
2x% + 2046
4x + 5

Otrzymalismy iloraz p(x) = 2o — 2 oraz reszte r(z) = 4x + 5. Wielomian w
mozna przedstawic w postaci:

2¢° +8x —1= 2z —2)(z* +x2 +3) + 4z +5

1. Wykonaj dzielenie wielﬂmiﬂnu w przez wielomian ¢. Zapisz wielomian w
W p{]atac:i w(z) = p(x)g(x) + rix).
a) w(x) =—-3x°>—2*4+3x—4, glz)=2°—4

) m(r) =22 — 32 —5x+2, qlz)=2°+=z

) w(z) =246, glx)=z*+x+1

d) w(z) =42* — 2z +3, ¢g(z)=xz*—1

=

3
~

)
)
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2.9. Twierdzenie Bézouta

Po podzieleniu wielomianu w przez dwumian x — a otrzymujemy iloraz p oraz
reszte r: w(x) = p(x)(x—a)+r(x). Reszta w tym przypadku jest wielomianem
stopnia 0 (dalej bedziemy pisa¢ krotko: reszta r).

Czasami interesuje nas tylko reszta z dzielenia — wowczas mozemy postapic
jak w ponizszym przykladzie.

Przykiad 1
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) = 2® +2* — 32 — 5 przez dwumian
& —4,
Wielomian w zapisujemy w postaci w(x) = p(x)(x —4) +r. Dla x = 4:
w(4) =p4)(4—4)+r=0+r=r
Obliczamy reszte z dzielenia wielomianu w przez x — 4:

r=w(d)=54"4+4—-3:4—-5=8+16—-12—-5=7
Twierdzenie o reszcie

Jesli r jest reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — a, to
r = w(a).

Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o reszcie, korzystajac z tego, ze wielomian w mozna
przedstawi¢ w postaci w(xz) = p(z)(x —a) + 7.

Przyktad 2
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = 2z° + 32* — x + 5 przez dwumian
xr + 2, nie wykonujac dzielenia.

r=w(-2)=2-(-2+3-(—-2)*—(-2)+5=—-16+12+2+5=3

Cwiczenie 2

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac dzie-
lenia.

a) w(z) =2>—-22°—2x—3, glz) =z — 3

b) w(z) =4x® —4z®* —x+1, qlz) =2—3

)

)
c) wlz)=z2"+z*+2°+z+1, glz)=z2+1

)

d) w

=z"4+z* -2’ —x+6, glx)=2+2

2.9, Twierdzenie Bézouta
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Rozwazmy przypadek, gdy reszta r z dzielenia wielomianu w przez dwumian
r — a jest réwna zeru (r = 0), czyli gdy wielomian w jest podzielny przez
dwumian x — a.

Twierdzenie Bézouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a.

Zwrot ,wtedy i tylko wtedy, gdy” w twierdzeniu Bézouta [czyt. bezu| oznacza, ze
jednoczesnie prawdziwe sa dwa zdania:

Jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny przez
dwumian r — a.

Jezeli wielomian w jest podzielny przez dwumian = — a, to liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu w.

Dowod
Zalozmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, czyli w{a) = 0. Jesli podzielimy
wielomian w przez dwumian r — a, to otrzymamy wielomian p 1 reszte r:

| wi{z) =plz)(x —a)+r
Podstawiamy x = a:
w(a) =pla)(a —a) +r=r

Ale w{a) = 0, wiec r = 0, co oznacza, ze wielomian w jest podzielny przez x — a.

Zalozmy teraz, ze wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, czyli istnieje taki
wielomian p, ze w(z) = p{x)(x — a). Woéwcezas w(a) = pla){a — a) = 0, czyli a jest
pierwiastkiem wielomianu w.

Przyktad 3

Ktéry z wielomianéw: w(z) = 2° + 222 —3x—10 czy u(x) = 2> —52%2+2x—6
jest podzielny przez dwumian x — 27

w(2) =2°4+2.-22-3-2—-10=8+8 — 6 — 10 = 0, zatem wielomian w jest
podzielny przez dwumian x — 2.
w(2)=2°—-5-2°42-2—-6=8—-20+4—6 = —14 # 0, zatem wielomian u
nie jest podzielny przez dwumian x — 2.

Cwiczenie 3

Sprawdz, czy wielomian w jest podzielny przez dwumian g.
a) w(z) =a*—22°+32*—3x+1, glzg)=z—1

b) w(z) =2z*—32°+62*+2x—9, qlx)=x+1

¢) wx)=—a*+2°+32°+ 11, ¢g(x) =z —3
d) w(z) =2*+82* +22+ 16, g(z) =z +

AW
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W pewnych przypadkach znajomosé jednego z pierwiastkéw wielomianu umoz- X
liwia znalezienie pozostalych pierwiastkow.

Przyktad 4
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w(x) = 2° — 42* + x + 6. Wyznacz
jego pozostale pierwiastki.

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w, wiec na podstawie twierdzenia
Bézouta wielomian ten mozna przedstawi¢ w postaci:
—4z* + 2+ 6 = p(z)(xz — 2)
Aby wyznaczy¢ wielomian p, wykonujemy dzielenie:
(2° —42*+2+4+6): (z—2)=2*—22x—3

—ip? e D
—22°+ 46
2x* — 4z
—3x 46
3r—6
0

Zatem x° —4x* +x +6 = (2% — 2z — 3)(x — 2).
Pozostalymi pierwiastkami wielomianu w sa pierwiastki tréjmianu kwadrato-
wego x° — 2x — 3. Sa to liczby —1 i 3.

Jesli liczba a jest pierwiastkiem

Cwiczenie 4 wielomianu trzeciego stopnia w,
Liczba a jest pierwiastkiem wielomia- to pozostale pierwiastki tego wie-
nu w. Wyznacz jego pozostale pierwiast- lomianu (jezeli istnieja) mozemy
ki i rozléz wielomian w na czynniki. wyznaczy€¢ w nastepujacy sposob:
t 1. Dzielimy wielomian w przez
a) w(z) =2>+52°"+2xr—8,a=—4 Ao s — i,
b) w(z) =23 +22*—22—1,a =1 2. Otrzymujemy trojmian kwadra-
s towy, ktérego pierwiastki (jezeli
c) w(z) =a" —2° —10x -8, a = -2 istnieja) sa pozostalymi pierwiast-
cl') w(z) = p? —4x* —3zx+ 18, a=3 kami wielomianu w. Wyznaczamy
te pierwiastki.
Zadania

1. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac
dzielenia.

a) w(z) =—-32°+112°+8x—6, g(z) =z +1
b) w(x) = —22*+ 10x* +x — 8, g(x) =2z —2
c) w(z) =8z°+42°+4z —4, qlz)=z—3
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2. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozl6z wielomian w na czynniki.

|
o

!
1]

[
e

ol
()

t
L

P~
N2

e

I
b=

e) w(x)=ux>—1Te+4, a=14

3. Sprawdz, ktora z liczb: —1, 1 czy 2 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wy-
znacz pozostale pierwiastki tego wielomianu.

a) w(z)=2°—2*—5x+6 ¢c) w(z) =2x° —2* —Hx+4

b) w(x) = 22% + 72% + 22 — 3 d) wlz) = —2® + 22?4 42 — 2

4. Dla jakich wartosci parametru m wielomian w jest podzielny przez g7
a) w(x)=a"+5x*+me+3, gle)=x+3
b) w(x) = 22 +m*x2*+2—6, glz)=x—2

¢c) wx)=m?z* +ma*+x+7, glx)=x+1

5. Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez
wielomian w.

a) w(x)=ax*+2° —42°+ 52— 3, u(z) =(x—1)(z+3)
b) w(x)=Te? —6x*+3x+1, ulx)=22*+2x—1
¢c) w(z)=4z* +2° —192° — 4z + 12, u(z) = (z+1)(z+2)(z — 2)

Powiorzenie

6. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) = 8x* — 4x° + 6x przez dwu-
mian gq.

a) glz) =x—1 Db)glz)=2z+1 c)glz)=2+2 d)gqlz)=z+3

7. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozl6z wielomian w na czynniki.

w() 5
¢c) wiz) =62"—192°+2+6, a=:
d) w(x) =42° +162*+ 92 —9, a= —3
e) wiz) =4z +52* —Tex —2, a=—3

2. Wielomiany



2.10. Pierwiastki catkowite wielomianu

Aby znalez¢ pierwiastki calkowite rownania wielomianowego o wspolezynni-
kach calkowitych, mozemy skorzystac z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych

Jezeli wielomian w(z) = a 2" +a, 12" '+ ...+ a2+ ao (ag # 0) o0 wspdl-
czynnikach calkowitych ma pierwiastek calkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

Dowod
Zalézmy, ze ag, a1, ...,0n € 4, ag # 0 oraz liczba calkowita x; jest pierwiast-
kiem wielomianu w(z) = a, 2" + @, 12"+ + ... + a1 + ag. Woéwczas:

Ot + Q2+ oot a1+ ag =0

_ ;) 11—1 r S n—1 1—2
Qg = —Qpd{ — Qp—1T4 —...—ﬂzl.ﬂl—.ﬂl( Ly — Ap—184 —...—!‘ll)
Liczba —a,x2" ' —a, 2! % —...—a, jest calkowita, wiec z, jest dzielnikiem ay.

Przyktad 1

Znajdz pierwiastki calkowite wielomianu w(z) = 22° + 32° — 8x + 3.

Zgodnie z twierdzeniem, pierwiastkow calkowitych wielomianu w szukamy

wsrod dzielnikow wyrazu wolnego ag = 3, czyli wsrod liczb: 1, —1, 31 —3.
( ) 243—-84+3=10 Liczba 1 jest plerwiastkiem wielomianu w.
w(— ) 243484350 Liczba —1 nie jest plerwiastkiem wielomianu w.
w(3 ) 54 +27—24+43 #0 Liczba 3 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.
w(—3)=-544+274+24+3=0 Liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu w.

Zatem jedynymi pilerwiastkami catkowitymi wielomianu w sa liczby 1 1 —3.
Uwaga. Wielomian w z przykladu 1. ma jeszcze jeden pierwiastek, ale nie jest
on calkowity — jest nim liczba % Sprawdzenie:

i =g (5] 48 (5 —8- 24 8=2 12 448=0

= L

Cwiczenie 1
Wypisz wszystkie dzielniki caltkowite wyrazu wolnego wielomianu w i sprawdz,
ktore z nich sa jego pierwiastkami.

a) w(x) =2x* —3z*+4x — 3 ¢) w(x)
b) w(x) = 32° 4+ 10x* — 9z — 4 d) w(z) =

2 _Br+6
— T2+ 10

2.10. Pierwiastk catkowite wielomianu
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Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie 5z° — 8z° — 5z +2 = 0.
Dzielnikami wyrazu wolnego ag = 2 sa liczby: 1, —1. 2, —2. Obliczamy wartosci
wielomianu w(z) = bz® — 82% — 5z + 2 dla tych liczb:

w(l)=—6#0, w(—1)=—6#0, w(2)=0, w(—2)=—-60+#0
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem calkowitym rownania.
Wykonujemy dzielenie:

(52° —82° —bx+2): (x —2) = 5x*+ 2z — 1

i wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 5z* + 2x — 1:

€Ty = _1_\/61 Ty = =.x.
0 D

ktore sa pozostalymi pierwiastkami rownania.
Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie. Zacznij od znalezienia pierwiastka calkowitego.
a) 2 — 622 +9x—4=0 ¢c) 2 +62°+10x+3=0
b) 32% 4+ 3x* —5x+2=0 d) 42° 4+ 162+ 13z + 3 =0
Przyktad 3

Rozwiaz rownanie z* + 22° — 62 — 6z + 9 = 0.

Wyraz wolny ay = 9 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 3, —3, 9, —9. Stwier-
dzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem calkowitym tego rownania. Zatem wie-
lomian w(z) = x* 4+ 22° — 6x* — 6z + 9 jest podzielny przez x — 1:

(2* 4+22° — 62 —62+9): (x —1) =2 +32* — 32z —9
Otrzymany wielomian rozkladamy na czynniki, grupujac wyrazy:

’+32° -3z —9=2*(x+3)—3(z+3)=(2*-3)(z+3) =
= (z—V3)(z + V3)(z+3)
Stad:
r* 4+ 22° — 622 — 624+ 9=(z—1)(z—v3)(z+v3)(z+3)

a zatem rozwigzaniami réwnania sa liczby: —3, —v/3, 11 /3.

Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.

a) x* —4a° +8x°* —20x +15=10 d) z*—2° —Tr* + 13z —6 =0
b) * +2° —112* — 92+ 18 =0 e) ot —4x* +62° —4de+1=0
c) 22* —8x° —9x° —4x—5=0 f) * +3x° —52* — 122 +4=0

2. Wielomiany



Zadania X
1. Rozwiaz réwnanie.

a) 2 +32° —9x+5=0 e) 32° + 112> —3z+4=0

b) 2° —7x—6=0 f) 62% —2¢=1 —6%"

c) 22° +92°+102+3 =0 g) x° — 6 =4a* — bx

d) 20° —32* — 3z +4=0 h) —32° +152° —20x+6 =0
2. Rozwiaz réwnanie.

a) 2zt — Tx° +22%+3x =0 d) 3z* +5z2° — 2> —52—-2=0

b) z*+ 2 —6x+4=0 e) z*+22° —82°—192—-6=10

c) 22* —6x°+ 5x*—3x+2=0 f) 4d*+122° +132°+6x+1=0

3. Wyznacz pierwiastki wielomianu w i rozldz go na czynniki.
a) w(z) =22 —5z*+2x+1 ¢) w(z)=x*+3x —120*— 132 —15
b) w(zx) =2°+3z*—x—6 d) w(z) =2* —22° — 22° + 52 — 2

4. Rozwiaz rownanie.

a) a® — %:1'.2 45— % =0 d) 0,42° —2°+0,22+04=0
b) 2a® — o —lo 4+ =0 e) 0,50° —2,522+352—1=0
c) 2 —sx*—2x—1=0 f) 0,52° —2,752° +2,52+2=0

5. Wyznacz pole powierzchni calkowitej prostopadioscianu o krawedziach
dlugosci x + 1, x + 2 1 3x — 4, jeshi jego objetos¢ jest rowna 24.

Powtorzenie

6. Wypisz wszystkie dzielniki calkowite wyrazu wolnego wielomianu w oraz
sprawdz, ktére z nich sa pierwiastkami tego wielomianu.

a) w(z) =z —x2°—4r+4 ¢) w(x) =2z*+ x> +42° —4x — 3

b) w(z) =x* — 6%+ 11z — 6 d) w(z) = 2z* — 3x° — 52° + 14z — 8
7. Rozwiaz rownanie.

a) 22° +2° —3=0 c) 23+ 622 = —6x —5

b) x° + 5x* +6x +2 =0 d) 3z° —z =12 — 10z*
8. Rozwiagz réwnanie.

a) x* +2x° —4x* —2x+3=0 ¢) x* +a° —4x* =3 —bx

b) 2* —2° —2x—4=0 d) 2* +2z2+6 =2° + 72?
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Pierwiastki wymierne wielomianu

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych

Jezeli wielomian w(zx) = a, 2" +a,_ 12" '+ ...+ a1z +ay (a, # 0, ag # 0)
o wspolczynnikach calkowitych ma pierwiastek wymierny x = -E oraz p1gq
sq liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wy-
razu wolnego ag, a g jest dzielnikiem wspolczynnika a,,.

Przyktad
Rozwiaz réwnanie 2x° + 3z + 7Tz + 3 = 0.

Wypisujemy dzielniki wyrazu wolnego: 1, —1, 3, —3. Zadna z tych liczb nie
jest pierwiastkiem wielomianu w(z) = 22° + 32* + 7z + 3 (sprawdz), zatem
nie ma on pierwiastkow calkowitych. Zgodnie z twierdzeniem pierwiastkami
1 3 3

2 2 T3
L
2.

; 3 2
Wy =2 (4 43 (4 T (4 3= drd-Faa=
Zatem —% jest pierwiastkiem wielomianu w. Wykonujemy dzielenie:
(22° 430 + Te+3) « (2435) =22%+ 2016

wymiernymi wielomianu w moga by¢ jedynie liczby: %,
Zauwazmy, ze w(3) > 0, obliczamy wiec wartos¢ dla —

Q% — p?
22% + 7z + 3
— D% —
bx + 3
—6x — 3
0

Réwnanie 22° + 32 + 7Tx + 3 = 0 jest rownowazne réwnaniu:
(€42 )22 22+ 6) =0
Trojmian 2x* + 2x + 6 nie ma pierwiastkow (A < 0), wiec jedynym rozwiaza-

niem réwnania jest liczba —3.

1. Wspolezynniki wielomianu w sa liczbami calkowitymi. Ktére z podanych
liczb nie moga by¢ pierwiastkami wielomianu w?

a) 42—l — —5 055 L %4 wE)=—42"+ —1

b) -3, -2, -5, -1, -%, —3,0,3, %, 1,5,2,3; w(z)=22"4+...43
2. Rozwiaz réwnanie.

a) 22° +3*+32+1=10 ¢) 20° +92° +2x—3=0

b) 22° +2*+3x—2=0 d) 92* +92° + 1122 + 92+ 2 =0

2. Wielomiany



2.11. Wielomiany - zastosowania

% Cwiczenie 1
Dany jest prostopadioscian o krawedziach dlugosci 5 em, 6 cm 1 8 cm. Kazda
jego krawedz zwiekszono o x ecm. Wyznacz x, jesli wiadomo, ze objetosc pro-
stopadlodcianu wzrosla o 320 ¢m?®.

Cwiczenie 2

Z prostokatnego arkusza kartonu o wymiarach

30 cm na 40 em wycieto w naroznikach kwadraty z Vo I
o bokach diugosci x cm, a nastepnie pozostala | :

czesc sklejono 1 otrzymano otwarte pudelko.

a) Wyznacz wielomian V' zmienne) x opisujacy
objetos¢ otrzymanego pudelka. Okresl dziedzine
tej funkc;ji.

b) Na rysunku obok przedstawiono wykres wielo-
mianu V. Na podstawie tego wykresu podaj przy-
blizone wymiary pudetka o najwiekszej objetosci.

¢) Sprawdz, czy spelniona jest nierownosc¢:

V(10) > V(2,5)

Cwiczenie 3

Z kwadratowego arkusza kartonu o boku 12 dm wycieto w naroznikach kwa-
draty o bokach x dm, a nastepnie pozostala czesc sklejono i otrzymano otwarte
pudetko.

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosc¢

I £
otrzymanego pudetka. Okresl dziedzine tej funkeji. & : : #
b) Przerysuj ponizszg tabele do zeszytu i ja uzupeinij. : :

z | |
BL | Rt e gt i
. 1 2 3 _,4 ’ lj_*r’ )
V() | 100 070777/ 20
. : ¢ B B B8 F 0
¢) Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- * T O
lomianu V. Odczytaj z wykresu przyblizone roz- £ | !

wiazanie nierownosci V(x) < 64 dla x € (0;6). 64 — ——__ ____ _
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Zadania

1s

Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosé prostopadlosciennego
klocka o wymiarach 2x ecm X 2x em X (7 — ) em. Okresl dziedzine tej
funkcji. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

\ i iY A
‘)

—

1

N, T [
g o g B ) [0
~3. "~ Ko
i
s
=

V() 1, V]

\
.:..IE]B i o e kg e
PN T
Oblicz pole powierzchni calkowitej ® 5

o - i ) o 5
tego klocka, jesli wiadomo, ze jego 5-..5_
objetosé jest réwna 0,2 dm?.

Domek dla lalek jest graniastoslupem prostym
(rysunek obok). Wysokosé domku w najwyz-

szym punkcie jest rowna 5 dm.

= dm

a) Wyraz objetosé domku V jako funkcje :
zmiennej x. Okresl dziedzine tej funkeji. 2zdm Q7

b) Dla jakiej wartosci x objetos¢ domku jest rowna 240 dm?’?

Z, tekturowego kola wycieto figure w ksztalcie
takim, jak pokazano na rysunku obok, i skle-
jono z niej otwarte prostopadloscienne pudetko.
Podstawa pudelka jest kwadratem o boku x cm, , L& e
a wysokos¢ pudelka jest rowna (22 — 1) cm. Ob- — ——
licz pole kola, jesli objetosé pudelka jest réwna
162 cm?.

Powtorzenie

4. W prostopadioscianie, ktorego podstawa jest kwadrat o boku x dm, suma

dhugosci wszystkich krawedzi jest réwna 40 dm.
a) Wyznacz wielomian V zmiennej x opisujacy objetos$é tego prostopadio-
scianu. Okresl dziedzine tej funkcji.

b) Dla jakich wartoSci x objetos¢ tego pros- . /
topadloscianu jest rowna 36 dm?? Ty

_ g 1%
Do akwarium (rysunek obok) wlano wode 2
do wysokosci (x — 0,5) dm. Podaj wymiary &
akwarium (pomin grubos¢ szkla), jesli wia- T (o
domo, ze wlano do niego 112 1 wody. Zy &

2z dm

2. Wielomiany



2.12. Zagadnienia uzupetniajagce

B Wykres wielomianu

Wykresem wielomianu stopnia pierwszego jest prosta, a wykresem wie-
lomianu stopnia drugiego jest parabola. Dokladne narysowanie wykresu
wielomianu wyzszego stopnia, bez korzystania z kalkulatora graficznego
lub komputera, zazwyczaj bywa bardzo pracochlonne.

Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianow trzeciego stopnia.

L ¥y f g I : y4 | & Vi ot iy}

glz)=—z(z+ 1)(z - 2) k(z) = —x(z — '."—3)2 n(z) = —-2(x + 1)2(1: —1)

1. Dla kazdego z przedstawionych powyze] wielomianéw podaj:
a) jego miejsca zerowe,
b) zbiér argumentow, dla ktérych przyjmuje on wartosci dodatnie,

c) zbiér argumentow, dla ktorych przyjmuje on wartosci nieujemne.

2.12. Zagadnienia uzupetniajace
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Ponizej przedstawiono kilka wykreséw wielomianow czwartego stopnia.

|

111

f(z) =z(z+2)(z+1)(z-1) hz)==z(z-1)(z+2)

IT

IV

ol

9(z) = —z(z+2)(z+1)(z 1) k(z) = —z(z - 1)(z +2)°

‘ﬁkf
¥
m(z) = z*(z — 2)°
VI
Y4

a
5
B
-
-
-
-
a
El
1
n

n(z) = —z2(z — 2)2

2. Podaj dla kazdego z przedstawionych powyzej wielomianow miejsca zerowe
oraz zbior argumentow, dla ktorych wielomian ten przyjmuje wartosci nie-

ujemne.

3. Ponizej przedstawiono szkice wy!

kresoOw wielomianow: f, g i h.

e 1
-1 |0 4 X

Dobierz szkic wykresu do kazdego z podanych nizej wielomianow.

2. Wielomiany

f(z) =z(x —1)*(z — 3),

g(z) = (x +1)*(xz — 4)%,

h(z)=z(x+1)(x—1)(x—3)



B Schemat (algorytm) Hornera

Schemat Hornera (William Horner — angielski matematyk, zyl w latach
1786 -1837) pozwala na zmniejszenie liczby wykonywanych operacji mno-
zenia podcezas obliczania wartosci wielomianu dla danego argumentu.

Rozpatrzmy wielomian:
w(z) = asx® + apx® + a1z + ag =
= Q3L T T+ QT T+a -+ as
Aby obliczy¢ wartos¢ tego wielomianu dla danego argumentu, nalezy wy-
konac szes¢ dzialan mnozenia i trzy dodawania.

Zauwazmy, ze: \ ,
w(x) = azx® + ayz* + a1 x + ag =

= (asx’ L ezt a,) -2t og=

=((as-x+az)) - x+a) x4+ ao
Korzystajac z otrzymanej postaci wielomianu w, mozemy obliczy¢ jego
wartosc dla argumentu x = a, wykonujac trzy dzialania mnozenia i trzy
dodawania.
Jesli wprowadzimy oznaczenia:

w(a) = ((,as-a+ay) -a+ta)- a+ay
bs = a3
by = abz + as |
| b = abs + a;

bo = aby + ao = wla)
to obliczenia mozemy przedstawic w postaci schematu:

(s (19 (1y (Ig

+ + +
)}/{Ibg /3/ abs /:1"/' ab,
b b, by

(i

V
b3

Przykiad 1
Dany jest wielomian w(x) = 42 — 5x* + Tx — 20. Korzystajac ze schematu

Hornera, oblicz w(2).

by = 4 Zapis w postaci schematu:

bp=2-4—5=3 4 5 7 20
+ 4+ +

b1=23—|—7=13 5

bp=2-13 —20=56 ?"// L

Zatem u:r(2) — 6. 4 ! 13 §
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4. Oblicz wartos¢ wielomianu w dla argumentu a. Skorzystaj ze schematu

Hornera.
a) w(x)=2x°—5x*—4x+7, a=3

b) w(x) =5x*—6x° —3z*+x—1, a

2

Schemat Hornera mozemy réwniez wykorzysta¢ do wyznaczenia ilorazu

1 reszty z dzielenia wielomianu przez dwumian & — a.

Rozpatrzmy wielomian w(x) = azx®+asx’+a;x+aq. Zgodnie z przyjetymi

poprzednio oznaczeniamil mamy:
wlz) = 62" a2 + a5 4 g =
= by’ + (by — l‘lbg)iﬂg + (by — aby)x + by — ab,
= (bsz® + by + b))z — (bsz® + bz + by )a + by
= (baz® + bz + b)) (x — a) + bg

Zatem bsx? + byx + by jest ilorazem, a b, reszta z dzielenia wielomianu w

przez dwumian x — a.

Przykiad 2
Wyznacz iloraz p i reszte r z dzielenia wielomianu w(x) =
przez dwumian x—2. Wielomian w zapisz w postaci w(x)

Sporzadzamy schemat:

& —

3

+  F 4+

o100, 6 o 18
:)‘/ 7~ /yr
57 37 97 15

—3

I~

Ze schematu odczytujemy iloraz p(x) = 52°+3x+9 i reszte r =

w(x) = (52% + 32 + 9)(x — 2) + 15.

Be® —Tr +3x—3
=pleilr—2)1r.

15. Zatem

5. Wykonaj w sposéb tradycyjny dzielenie (32* — 102° — 292 + 2) : (2 —4).
Porownaj zapis tego dzielenia z podanym nizej zapisem dzielenia wyko-

rzystujacym schemat Hornera.

o =10 U =28 2
4 12 & a2 12
3 2 8 3 14

a) (6x° —32*—10x+9): (z — 3)
b) (22° +4z2* — 102z —9) : (z + 2)

B 100 2. Wielomiany

¢) (z* —62° 4+ 622
d) (z* —52°—2—2): (z+2)

Zwroc uwage na
wspdlezynnik 0 przy z°.

Wykona] dzielenie wielomianow, korzystajac ze schematu Hornera.

—8): (x —2)



Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1.

Dane sg wielomiany w(x) = 2° — 11 p(x) = 22* + 42 + 1. Wyznacz wielo-
mian u 1 podaj jego stopien.

a) u(x) = 2w(x) + (1 — x)p(x) b) u(z) = [w(x)]* - I?q -p()
Wykonaj dzialania, korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia.

a) (z-+ 2)3 | (x4 2)? c) (3z+2)°+ (3z —2)°

b) (z+ ) (2 — —) d) (x* —2x)° — (2* + 2x)°

Podaj sume wspolczynnikow wielomianu w.
a) u(x) = (22 — 1)* — (2 — 1)* ¢) u(z) =(x—2)° — (x— 2)°
b) u(z) = (2> +8)(vV8 —x)(x +2v2) d) u(x)

Rozloz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = 3z* — 3a° d) w(z) = 5z° — 102° + 5z
b) w(x) = 2x° + 4x* + 2z e) w(x)=—3x" + 30x® — Thx
c) w(xz) = 2z®+ 72° + 627 f) w(z)=322°% — 162* + 22*

Dany jest wielomian w, dla ktérego w(—1) =4 i w(0) = 3. Oblicz a i b.

a) w(z) =23+ (a—b)r* —4x + 2 b) w(x) = —ax® + 32* + a — 6b
Rozwiaz rownanie.

a) bzt +2x*+2° =0 d) 20x° fa® = 3

b) —2z% — 62+ 8z =0 e) 4x° + x° = 4x*

¢) 2 —Te* +120° =0 f) @t =24% 4-5°

Zbior A jest zbiorem miejsc zerowych wielomianu u, zbior B — zbiorem
miejsc zerowych wielomianu v, zbior C' — zbiorem miejsc zerowych wielo-
mianu w. Wyznacz zbiér (AU B) \ C.

al uwlz) =" —2°, vlz)=2"+20" wln)=2"—1z

b) u(z) = z* — 32%, v(z) =2*+92%, w(z)= s2*+ 92°
Rozloz wielomian w na czynniki 1 poda] jego pierwiastki.

a) w(x) =z°—22° — 20+ 4 d) w(z) = 1252° — 27
b) w(z) = 2* + 2° —42* — 4x e) wx ) 27x* + tx
¢c) w(x) =52+ x* — 15z — 3 f) w(x)=—14z° + Tx

Zestawy powtdrzeniowe
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Vv

9. Rozwiaz rownanie. Ile pierwiastkow tego rownania nalezy do przedzialu

(_.l-ﬁ)‘?

2132/°

a) x° —2x*+x—2=0 e) 8lz® —92° — 92 +1=0
b) 2 +52° —x2—5=0 f) 2*+2° —8x—8=0

¢c) 22° +2° —8x—4=0 g) 8z*+2°+ 64z +8 =10
d) 2 —2°—-92+9=0 h) 42° — 2% — 42 4+1=0

10. Dla jakich wartosci m liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w?
a) wlx)=x*+2m—1)z?—3z+7, a=2
b) w(z) = —2°+mz®? —mx+5, a=3

¢c) w(z)=2°+32°+ (m*—-2m)z+2, a=—2
11. Rozléz wielomiany u i v na czynniki, grupujac wyrazy. lle réznych pier-
wiastkow ma wielomian u - v7
a) u(x) =2° —3x* +4x — 12, v(x) = a® — 3z —4x + 12
b) u(z) =2 —2x* — 92+ 18, v(z)=2"+2*— 92— 9

¢) u(z) =2°+22° —x — 2, v(z) =22% —2* — 82 +4

B Zestaw I

1. Wyznacz iloraz 1 reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — a.
a) wz)=2*+x+1,a=3 b) w{z) =*+2*+1,86=—5

2. Przedstaw wielomian w w postaci w(x) = (z + 2)p(x) + r(x).
a) w(x)=a"+2x+5 ¢) w(r) =4x* +8z° —x* — 2
b) wz)=2°+2z* 4z 4+1 d) w(z) =2° +32° — 92 — 2

3. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozloz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =2 —52*—2x+24, a= —2
b) w(z) =2*>—22°—-92+4, a =4

g wizg)=2z"+ta* +o—1, e=3

4. Rozwiaz réwnanie.

a) > —6x°+ 11z —6=0 e) 22° —92° —4x—-5=0
b) z° — 6z —5x—14=10 f) 152° +8x* — 92 —2=0
c) 2 +52°+8x+6=0 g) at 4+ —4dx* —2x+4=0
d) 2> —2°—32—9=0 h) z* —2° — 72 + 52+ 10 =0

B 102 2. Wielomiany



10.

11.

12,

&y
r dm <z Q}b

Rozwiaz réwnanie.

a) ° + 5x = 62 — 6 d) z* +22° —2* =6 —4x
b) 32° — 3 =Tz — Tx e) 2+ 2P+ a2*=x+2
c) (#°—1)(z+3)=z—1 f) —5x(22—z2—1)=6—x*

Dla jakich wartosci parametru ¢ wielomian w jest podzielny przez dwu-
mian g7

a) w(z)=(a+ 1)z’ —x+a°, glx)=2x—1

b) w(x) =2 — 6x —3a, g(z)=2x—a

Wyznacz wartos¢ parametru a, dla ktorej reszta z dzielenia wielomianu
w(x) = 2° + ax — 3 przez dwumian:

a) x — 1 jest rowna 4, b) x4 2 jest réwna 5. /,
|
I

Podaj wzor funkcji opisujacej objetosé prostopa- |

dloscianu przedstawionego na rysunku obok. Dla J‘_
jakie] wartosci x objetosc¢ tego prostopadloscianu e = -7
jest réwna 127 i 37

Dany jest prostopadloscian o krawedziach: z cm, (z — 3) em, (z + 5) ecm
i objetosci 30 em®. Uzasadnij, ze suma dlugosci wszystkich krawedzi tego
prostopadioscianu jest mniejsza od 56 cm.

Dany jest prostopadloscian o krawedziach: x m, (z + 1) m, (4z — 3) m
i objetosci 0,75 m”. Ktéra sciana tego prostopadlo$cianu ma najmniejsze
pole? Oblicz to pole.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego szeSciokatnego ma diu-
gos¢ (2x — 3) dm, a jego wysokosc jest rowna (x — %) dm. Oblicz pole
powierzchni calkowitej tego graniastoslupa, jesli ma on objetosc 94? dm®.

Drewniana belka ma ksztalt graniastoshupa (rysunek ponizej), ktérego ob-
jetosc jest rowna V. Oblicz dlugos¢ najdluzszej krawedzi tej belki.

a) V =24 dm® b) V =28 dm*

A x dm )
N o~ &

r dm r dm r dm

Zestawy powtorzeniowe
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@ Sposob na zadanie

Przyktad ¥
Dwa wierzchotki prostokata ABC' D o polu rownym 8
leza na osi OX, a dwa pozostale — nad osia OX i na-

leza do paraboli o réwnaniu y = 6—x*. Wierzcholki te
majq wspélrzedne: A(¢,0), B(t,6 —¢2), C(—t,6 —¢?),
D(—t,0) dla pewnego t € (0;v/6) (rysunek obok).
Oblicz obwoéd tego prostokata. /6

AB| =6 — t2. | DO

Zauwazmy, ze |[AD| = 2t oraz
Zatem pole prostokata:
P =|AD|-|AB| = 2t(6 —t?) = 12t — 2¢°
Pole prostokata jest réwne 8, wiec rozwigzujemy rownanie:
—2t° + 12t = &
—2t° 4+ 12t —8 =10 /: (—2)
t° —6t+4=20
Pierwiastkow calkowitych tego rownania szukamy wsrod calkowitych dzielni-
kow liczby 4. Takim pierwiastkiem jest liczba 2, gdyz:
22 —6:-244=8—1244=0
Wielomian w(t) = t* — 6¢ + 4 dzielimy przez dwumian ¢ — 2:

(B2 +0t2 —6t+4): (t—2)=1t*4+2t—2

—§3. PP
2t° — 6t + 4
—2t% + 4t
—2t + 4
2t — 4
0

Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego #% + 2t — 2:
A=22-4.(-2)=12, VA =/12=2V3
b= =228 = —1-3¢ (0;V6)
o = —zz:zaf:? =—1++/3 € (0; v6)

Pole prostokata ABCD jest réwne 8, gdy t = 2 lub t = /3 — 1.
Jesli t = 2, to |AD| = 4 oraz |[AB| = 6 — 2% = 2. Obwdd prostokata jest
wowczas rowny 12,

Jedli t = /3 —1, to |AD| = 2v/3 — 2 oraz |AB| =6 — (v/3 —1)? = 2 + 2/3.
Obwdéd prostokata jest woéwezas réwny 84/3.

Odpowiedz: Obwéd prostokata jest réwny 12 lub 84/3.

B 104 2. Wielomiany



Zadania testowe

W

Rozwiaz zadania 1 zapisz odpowiedzl w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

10.

Wielomian w(z) = —2z*+-ax®+2x—4 spelnia warunek w(v/2) = —w(—v/2).

Wynika stad, ze:
A. a =06, B. o0 =4, C. a=2, D. a= 2.

Dany jest wielomian w(x) = (2 — x) (\/— T — 1) Wspolczynnik przy
najwyzsze] potedze tego wielumlaml jest rowny:

A —84/2. B. —24/2, . %2 D. 8/2.

Jesli w(z) =22 —6iu(x) =—2*+4x+2, to f(2) =4 dla:

A. f(z) = w(ze) + 2u(z), C. flz )-—wr) u(x),

B. f(z) = 2w(z) — u(z), D. f(z) =w(z) - (u(z)+ 2).

Ktéra para punktéow nalezy do wykresu wielomianu w(z) = 2° — x? + 67
A. Al(_114)1 *4‘3(]-14) C. Cl(_%ﬂ 5%)* OE(%-.- 6%)

B. B(2,8), By(—2,6) D. Di(—2,2), Dy(2,7%)

Dany jest prostopadloscian o krawedziach: © —4, z+4, % —4, gdzie x > 4.
Objetos¢ tego prostopadloscianu jest opisana wzorem:

A. V(z) =2* - 16, C. V(x) =2z* — 16x° + 16,

B. V(z) = 2* — 64, D. V(z) = z* — 202> 4+ 64.

Reszta z dzielenia wielomianu w(x) = x* — 182* — 3x + 32 przez dwumian
x + /2 jest réwna:
A. —2, B. /2, 8 1 D. 3V2.

Pierwiastkiem wielomianu w(z) = 2* — (4 + 2v/3)z jest liczbas

A. —/3. B. /3, o l—4/8 D. 1-1-4/3.

Liczby —3, 1 sa jedynymi pierwiastkami rownania:
A. 2° + 22° = 3z, C. (z—1)*x*+6x+9) =0,
B. 23+322 —x—3=0, D. (z2 —1)(x+3)? = 0.

Ile rozwiazan ma rownanie z° — 2° = 2* — 17

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

[loczyn niezerowych pierwiastkéw réwnania 8x” + %;L‘S = 4x° jest rowny:

A L B. 1 C. 2, D. 4.

4 29

Przed matura
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz wartos¢ wielomianu w(z) = (z-+ \/g)(if— v 3) (2% + 322 +9)dlax = J9.

Zadanie 2 (2 pkt)
Objetosé szescianu jest réwna av/6+bv/3 dla pewnych a, b € Z. Wyznacz a i b,
jedli diugoéé krawedzi tego szeécianu jest réwna v/6 — /3.

Zadanie 3 (2 pkt)

Rozwiaz réwnanie z° + 2% + 8z + 8 = 0.

Zadanie 4 (2 pkt)
Ktore z liczb calkowitych o wartosci bezwzglednej mniejszej od 4 sa pierwiast-
kami wielomianu w(xz) = x° + 22* — 162 — 327

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (4 pkt)

Podaj wzor wielomianu opisujacego objetosc

pudelka w zaleznosci od x (rysunek obok).

Jaka jest dziedzina tej funkcji? Dla jakiej 2 —4

wartosci x objetosc pudelka jest rowna 327 T+ 4

Zadanie 6 (3 pkt)

Uzasadnij, ze trojmian kwadratowy, ktéry otrzymamy w wyniku podzielenia
wielomianu w(z) = 3z® — 32* — 162 — 6 przez dwumian z — 3, nie ma pier-
wiastkow wymiernych.

Zadanie 7 (3 pkt)

Wyznacz punkty wspélne wykreséw funkcji f(x) = s2° — 2 i g(x) = .

Zadanie 8 (5 pkt)

Kazdy z przedstawionych obok

prostopadloscianow ma obje- T
tos¢c rowna 120. Uzasadnij, ze S
prostopadlosciany te maja row- 2b
ne pola powierzchni caltkowi- q, N
X X
tych. N 0
3a b+ 2

Zadanie 9 (5 pkt)

Dwa wierzchotki prostokata leza na osi O X, dwa pozostale nalezg do paraboli
Yy = %rz + 2. Wyznacz wspolrzedne wierzcholtkow tego prostokata, jezeli jego
pole jest rowne 39.
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Czas potrzebny na przebycie pewnej usta-
lonej odleglosci jest tym mmniejszy, im
wieksza jest predkosc, z jaka sie porusza-

my. Na wykresie obok przedstawiono za-

leznos¢ miedzy predkoscia a czasem po-
trzebnym na pokonanie odleglosci 360 km.
Predkosé i czas (potrzebny do przebycia -
okreslonej drogi) to wielko$ci odwrotnie
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Warto powtorzycé

Proporcjonalnos¢ odwrotna

1

Funkcje postaci y = =, gdzie x > 0 oraz a jest staly dodatnig, nazy-
wamy proporcjonalnoscig odwrotng. Wielkosci x 1 y nazywamy odwrotnie
proporcjonalnymi, a stala a — wspolczynnikiem proporcjonalnosci.

Wielkosci z 1 y sa odwrotnie proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu
1 ja uzupelnij. Podaj wspolczynnik i wzor te] proporcjonalnosci.
- z 1 N, 4 6 9 10 V)

y Vs s U s V)

a) Na zakup gruszek przeznaczono 6 zl. Niech x oznacza cene w zlotych za
kilogram, a y — liczbe kupionych kilogramoéw gruszek. Na rysunku przed-
stawiono wykres zaleznosci y od x. Wpisz do tabeli wspolrzedne punktéw

B,C,DiE.
A|B|cCc|D|E|

NS o v e e e e e e

b) Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzu-
pelnij. Naszkicuj wykres zaleznosci y
od x, jezeli na zakup gruszek przezna-
czono 8 zl.

zfad]| 1 | 2 | 3 | 4
v kel 1 i

n
[

(3] 1 2 3 4 B 6 T 88X

Podaj wzor proporcjonalnosci odwrotnej y = £, do ktorej wykresu nalezy

punkt: a) A(3,6), b) B(3,8), ¢) C(3,3), d)LD(Z — /8,2 4 +/3).

Na rysunku przedstawiono wykresy pro- Y#|| ¥

porcjonalnodci odwrotnych: f(x) = =,

g(xz) = 2, h(z) = 2. Do ktérego z tych
wykreséw nalezy punkt:

b) B(3,2), e) E(V2,V2),
c) C(%,3), f) F(2,5,16)7 Ol 1 X
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3.1. Wykres funkcji f(x)=%

Rozpatrzmy funkcje f(z) = % — jest ona okreslona dla =z € R\ {0}. Spo-
rzadzamy tabele wartosci funkcji f, a nastepnie laczymy wyznaczone punkty
krzywa jak na rysunku.

r 1 9 1 1 1 1 1 9
o : E N E 1 E 1 4

Wykres funkcji f(x) = £, gdzie a # 0,
oraz kazda krzywa powstala z tego wykresu
przez przesuniecie nazywamy hiperbolg.

1

Wiasnosei funkeji f(x) = =
e Dla & < 0 funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne, natomiast dla z > 0 — prayjmuje

wartosci dodatnie.
e Funkcja f nie ma miejsc zerowych.
e Funkcja [ jest malejgca w przedziatach

(—o0;0) i (0;00).

Uwaga. Funkcja f(z) = % nie jest malejaca
w zbiorze (—oco;0) U (0;00).

Hiperbola skiada sie z dwoch galezi.

Zauwazmy, ze kazda z galezi wykresu funkcji f(x) = =
poziomej y = 0 oraz ,zbliza sie” do prostej pionowej x = 0. O takich pro-

stych méwimy, ze sa asymptotami wykresu funkcji — odpowiednio asymptota

wzbliza sie” do proste]

poziom3a 1 asymptota pionows.

Cwiczenie 1
Na rysunku obok przedstawiono jedna ga-
4

laz hiperboli f(z) = =.
a) Podaj brakujace wspoélrzedne punktow:
A B, C,DilkFE.

b) Sporzadz odpowiednia tabele i naszki-
cuj obie galezie tej hiperboli.

Cwiczenie 2
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj
wykres funkcji f.

a) fl@)==2 b) fz) =2

4 b 4

) fay=2 O 1

3.1. Wykres funkc) fix)=4%
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N
g osi OX wykres funkcji f(x) = .

I 110

Cwiczenie 3
Na rysunku obok przedstawiono wy-
kresy funkeji:
f(z) =5, 9(2)=
h(z) =2, k(z) =
a) Podaj wartosci kazdej z tych funkeji
dla g ="1.

Rl & |

b) Dobierz wzoér do kazdego wykresu.

¢) Do ktérych hiperbol naleza punkty:
A(2,3), B(3:3), C(4,3).

39

D(—4,~3), E(-35,-6)7

Aby naszkicowaé¢ wykres funkeji g(x) = —2, gdzie x € R\ {0}, mozna spo-

: T
rzadzi¢ odpowiednia tabele wartosci funkcji lub odbi¢ symetrycznie wzgledem

e et e e B S ™ o o e };M
‘)V}HJS]:[GE:E:E fU]-IkEji g(:—l:) — _%: “""""%"“""-é.“”I"IE“""IHEIH“.".E.“""T .%....
e Dla # < 0 funkcja g przyjmuje war- e e E ,ﬁ
tosci dodatnie, natomiast dla x > 0 — i t

- B
- [ '
- " i
& ¥ H
- 3 3
Itllﬂl“l-'lllll'lll FEFA R R TS
= "
r "
1
- "
- .

przyjmuje wartosci ujemne.

e Funkcja g nie ma miejsc zerowych.

e Funkcja g jest rosngca w przedzialach
(—o0;0) i (0;00), ale nie jest funkcja

rosnaca w swoje] dziedzinie.
« Prosta y = 0 jest asymptotg pozioma,
a prosta xr = ( — asymptota pionowa

wykresu funkeji g.

Cwiczenie 4
Sporzadz odpowiednia tabele 1 naszkicuj wykres funkeji f.

a) f(z)=- % h) Flg) = JE c) f(r) — Jﬁ d) Jlx) = %

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = 2, ktérej dziedzing jest zbiér D. Podaj
zbior wartosci tej funkceji.
a) D=R\ {0} b) D= (—o0;—1) ¢} D=({2:;8)

3. Funkcie wymierne



2.

Naszkicuj wykres funkecji f. Podaj jej] wartos¢ najmniejsza i wartoS¢ naj-
wieksza w przedziale (1;2).

a) fl)==2 b)) fla)=—= ¢ fla)=o  d) fla)=-2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkcji:

fl@)=—%, gle) =2, h(=)=—%

a) Dobierz wzor do kazdego wykresu.

b) Ktére sposréd punktéw: P(—v/2,v/2),
Q(—3,4) i R(33,—2) naleza do wykresu

3

funkeji g7

c¢) Dziedzing funkeji k(z) = —% jest prze-
dzial (—3;—1). Podaj zbior wartosci tej

funke;ji.
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = <. Oblicz a. Znajdz
wspolrzedne punktu, w ktérym hiperbola przecina prosta y = —3. Od-

czytaj z wykresu, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze od —3.
Ay

= ¥ 8 * i i & ¥ [
H ¥ H H H H ' H v H
- L " - L) ’ - L) - " "
W H ¥ H & H = i H v 5
H H H a s H a = H =
] L] L " - - - ) - " L]
M v " - = = ' = v =
H H H H H H H H H H
P T TP Pty F Py Ry A oy PR SRR P PRI, P TPt STy o S A P B . Sy W Y
* ¥ ¥ + ' N : = ® '
= v " * s A ' = v &
M H H r H = H M H H
Ll ¥ 4 L
H H = = H H a 5 H
. v " - = ' . M =
= ' ® = ' = r =
EnpdEiaEd e Erd RES RS R AR na Rt s el e resfanran s At e Rl RS AR R RN AR RN AR RN
H v v v = ' H v I

Powiorzenie

D.

Do wykresu funkcji f(2) = ¢ nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres.

a) P(4,1) b) P(—1,-3) ¢ P(®-%)  d) P(-L16)
Dla jakiej wartosci wspolczynnika a punkt P nalezy do hiperboli y = 27
a) P(—1,8) b) P(4,—16) ¢) P(—=,2) d) P(—5,—25)

Dana jest funkcja f(x) = 2, gdzie a > 0. Prosta x = 1 przecina wykres
funkcji f w punkcie P, a wykres funkcji g(x) = —f(x) w punkcie Q.
Wyznacz wzor funkeji f. Naszkicuj wykresy funkeji f i g.

2) |PQ| =2 b) [PQ| = 12 o) [PQ| =1

3.1. Wykres funkc) fix)=4%

N

111 .



3.2. Przesuniecie wykresu funkc
f(x)=< wzdtuz osi OY

Przyktad 1
Wykres funkcji f(z) = —i— + 2 otrzymu-
jemy przez przesuniecie hiperboli g(x) = +

0 2 jednostki w gore.

Zbiorem wartosci funkeji f jest zbior

(—o0; 2)U(2; 00). Prosta y = 2 jest asymp-
tota poziomy wykresu funkeji f, a prosta

r = 0 — Jego asymptota pionowa.

Twierdzenie

e« Wykres funkcji y = f(x) + ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(2) o g jednostek w gore wzdluz osi OY.

« Wykres funkcji y = f(x) — g dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o g jednostek w dét wzdluz osi OY.

Cwiczenie 1

Iy - .. - i ] : L i . 2 - ot - - . [,
N_ab%ku.ug W}-J'k]f'{-?.s funkeji f(:l,)"— =, & 11;?{5‘[.5;:1]111&, Stosu:]acc Dd}iamedme pI 3651_1
niecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbior wartosci funkcji g oraz réwnania
asymptot jej wykresu.

2) glx) =5 +3 b) gla) = 1 — 1 Q) gla) =13

x T

Cwiczenie 2
Ponizej przedstawiono wykresy funkeji: f(x) = % — 2. glg) = % — 1 oraz

h(x) = < — 2. Dopasuj wzér funkeji do kazdego wykresu.
A. C.
i 1 (Y4 : YA

= " " =
= = H a

| rE— S —  S—  E—
* ] [, #
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj zbior wartosci tej funkeji oraz réwnania

asymptot jej wykresu.

a) f(;r:)=—i7—1 c) f(:l:)=1—|—'§: e) f(;:::)=£‘:—3
b) f(a) =2 —2 d) f(z) =32 f) flao)=—5+1

2. Naszkicuj wykresy funkcji f 1 g. Podaj wzér funkceji g, jej dziedzine, zbior
wartosci 1 rownania asymptot, jesli wykres funkcji g otrzymujemy przez

przesuniecie wykresu funkeji:

a) f(z) =2 o2 jednostki w gore,

3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) =

b) f(z) =—2 o 2 jednostki w dél.

—< + a. Podaj wartos¢

wspolczynnika a oraz wszystkie punkty o obu wspolrzednych catkowitych

nalezace do wykresu funkcji f.

b)

H ‘l =i :
H }’ H H
: b :
tanbnann lisanmaniuiisinnguuas

4. Dla jakiej wartosci wspolczynnika g punkt P nalezy do wykresu funkeji f7

a) f(z) =7 +q, P(3,1)
b) f('i‘) — _% _I_QU P(_E':-_%)

Powtorzenie

1 . ;
c) flz)=—5+uq P(3,-3)

\/6 —I_Qa P(_\/}ja\/’g)

€T

5. Do wykresu funkeji f(z) =

funkeji f 1 podaj jej zbior wartosci.

a) P(1,4) b) P(2,—-3%)

6. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkc;ji
f(x) = 2. Wyznacz wspolezynnik a. Naszkicuj
f(x) + q, jesli jej miej-

L

wykres funkcji g(z) =

scem zerowym jest liczba: a) 1,

—i— + g nalezy punkt P. Naszkicuj wykres

¢) P(3,—1)

b) 3, ¢)—3.

3.2. Przesuniecie wykresu funkcii fix)=£ wzdiuz osi OY 113 Il
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3.3. Przesuniecie wykresu funkcji
f(x)=< wzdtuz osi OX

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —.
Wykres funkcji f(x) = — otrzymujemy

przez przesuniecie hiperboli g(x) = =

0 3 jednostki w prawo.

Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {3}.

Prosta x = 3 jest asymptota pionowa wy-

kresu funkcji f, a prosta y = 0 — jego

asymptota pozioma.
Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(x — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkeji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Poda] dziedzine i przedzialy monotonicznosci tej
funkeji oraz rownania asymptot jej wykresu.

) f@)=75 D=5 9f@=7 @)= 5

e ™

Przykitad 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = ——=.
Wykres funkcji f(x) = ——= otrzymuje-
my przez przesuniecie hiperboli g(x) = —i—

0 2 jednostki w lewo.

Dziedzina funkcji f jest zbior R\ {—2}.
Asymptota pionowa jej wykresu jest pro-
sta r = —2, a asymptota pozioma — prosta

y = 0.
Twierdzenie

Wykres funkeji y = f(x + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkeji y = f(x) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

3. Funkcie wymierne



Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine i przedzialy monotonicznosci te;
funkeji oraz réwnania asymptot jej wykresu.

a) flx) =1 Q) fl@) =~ ) fla)=—1]

241 r+3 -4
1 : 3 4
b) f(x) = — d) f(z) = —5 ) flz) = —
Zadania

1. Naszkicuj wykresy funkcji f 1 g. Podaj wzoér funkeji g, jej dziedzine, zbior
wartosci 1 rownania asymptot jej wykresu, jesli wykres ten otrzymujemy
przez przesuniecie wykresu funkcji:

a) f(xz) =2 o1 jednostke w lewo, «¢) f(z)= —2 o 3 jednostki w prawo,
b.) f(xz) = 2 03 jednostki w lewo, d) f(z) = —= o2 jednostki w prawo.
2. Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f.
a) f(z) = ==, P(2,—4) o) f(@) =35> P(3-3)
b) fla) = ==, P(43) d) f(x) = =7, P(-6,-})
3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = -% dla pewnego a.

Wyznacz wzor funkeji f. Oblicz f(12) 1 f(—4).
a) :oioiio¥tocoa N

4. Naszkicuj wykresy funkcji f 1 g. Podaj rownania ich asymptot.

a) f(a)=—5, g@)=—5+1 b) fla)=—=, gla)=—= 2

T+ x+1 -

5. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe punktow o obu wspoélrzednych
catkowitych nalezacych do jej wykresu.

a) f(z) = —= 3 ¢) fla)= - +1 e) flz)= —i.iz g
b) f(z) = ;3 — d) f(z) = mjl +3 f) f(z)= —f+4 )

3.3. Przesuniecie wykresu funkgji fix)=£ wzdiuz osi OX 115 I
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* 6.

Wyznacz réwnanie przedstawionej hiperboli na podstawie informacji po-
danych na rysunku.

EL) | I \AY C) AY

Powtorzenie

T

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji g, ktéry otrzymano przez prze-
suniecie wykresu funkcji f(z) = % wzdluz osi OX. Podaj wzor funkcji g,
je] przedzialy monotonicznosci oraz rownania asymptot jej wykresu.

&) 3 £ g £ F : E s B b)

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine i przedzialy monotonicz-
NoSci.

2) flz)=-= b)) f@==% o flo)=== d) flo)=-2

-1

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = %, jesli jego asymptota pionowa prze-
chodzi przez punkt Q.
a) Q(1,6) b) Q(-3,8) c) Q(3,0) d) @(—3,15)

3. Funkcie wymierne



Warto wiedziecé

Funkcja homograficzna

Funkcja homograficzna to funkcja, ktorej wykresem jest hiperbola.
Wykres kazdej funkeji homograficznej mozemy otrzymac, przesuwajac wzdiuz
osi OX 1 osi OY hiperbole y = =, gdzie r jest pewng stala r6zna od 0.

zC raliczne] mozemy zapisa¢ w postaci:
Wzér funkeji homograficznej mozemy zapisac ostaci

e kanonicznej: f(z) =
» ogllnej: f(x) = L& dL—L reR\{—2}ic#0.

1. Zapisz wzor funkc_]l homograficznej w pmwtam ogolnej.

: —3
) M@ =43 b f@)=+4 o fz)=% 6
Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = £=.

Dziedzina funkcji f jest zbiér R\ {3}.

Przeksztalcamy wzor funkeji:

2—2 _ {@—3)+1 —1 (. | 1

x—3 r—3 E—3 T—3
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- M - T
nigcie wykresu funkeji g(x) = 1 o 3 jed- T N A T
nostki w prawo i 1 jednostke w gore. A

2. Naszkicuj wykres funkcji f.

. o @kl RN o o Y — T+l
.Ei,) f(.f) o b) f(‘l’) 242 E) f(IT) 3—2
Przyklad 2
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = ;;

Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {—2}.
Przeksztalcamy wzor funkcji:
z—1 _ {z42)—-3 _ 1 3
z+2 r-+2 2
3

— |
x+2 -1

Wykres funkeji f otrzymamy przez przesu-
niecie wykresu funkcji g(x) = —% 0 2 jed-

nostki w lewo 1 1 jednostke w gore.

3. Naszkicuj wykres funkcji f.

) fiz) = £3 b) f(x) = &L ) fo) =25

Funkcja homograficzna
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3.4. Wyrazenia wymierne
| funkcje wymierne

Wyrazenie wymierne to wyrazenie arytmetyczne utworzone z liczb wymier-

nych i zmiennych, w ktérym moga wystepowaé¢ tylko dzialania dodawania,
6x+4 7 z°4+3 = x4

|

2 " ¢’ x4 22-17 241°
Dziedzing wyrazenia wymiernego jest zbior tych wszystkich liczb, dla kto-

odejmowania, mnozenia 1 dzielenia, np.:

rych wyrazenie ma sens liczbowy. Nalezy zatem pamietac, ze miejsca zerowe
mianownika nie naleza do dziedziny.

Przyktad 1

o Bz . . 22%—6a2+b
Podaj dziedzine wyrazenia S ; :

2x + 8 = 0 dla x = —4, wiec dziedzing wyrazenia jest zbiéor D = R\ {—4}.

Cwiczenie 1
Podaj dziedzine wyrazenia.

N 3 6 z—3 =g 40
a) 4 b) r—0D C) 2x+6 % —254-7

Cwiczenie 2

Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosci dla x = 1 oraz x = —1.
241 2x-4 i 4 3
a) 2 b) x—3 ) 22—9 d) 2243

Aby uprosci¢ wyrazenie wymierne, rozkiadamy wielomiany w liczniku 1 mia-
nowniku na czynniki. Nalezy jednak pamietac, ze dziedzina wyrazenia uprosz-
czonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszczeniem.

Przyktad 2
1;3 Y

- - - - - o i Ll - - .
Poda) dziedzine wyrazenia —s T & nastepnie je uprosc.
Le—

Dziedzing wyrazenia jest zbiér D =R\ {—2,2}.
23— 212 x2(x=27} x>

x°—4 (242) (=271 x+42

Cwiczenie 3
Poda] dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

EL) 172 —9 C-) E:IL‘E + 10z Ef) ;ITE -1 ) ;1:3 -—-3;1:2
3—a r2—-25 pd 3 S 2 —6ax+9
3z%—6x i 4—z? 2% +4x+4

b) r—2 d) 244 f) x2—2x R h) rt—16
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_ (@)
w(z)’

wielomianami (w nie jest wielomianem zerowym). Dziedzina takiej funkeji

Funkcja wymierng nazywamy funkecje postaci f(x) gdzie v i w sa

jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych w(x) # 0.

Przyktad 3
a) Funkcja dana wzorem f(xz) = 3:1"2"“.53:_4 jest funkcja wymierna, jej dzie-
dzing jest zbiér D; = R \ {0}.

:r“i—i—l

b) Funkcja dana wzorem g(x) = jest funkcja wymierna, jej dziedzina

jest zbior D, = R \ {—3,3}.

£2—9

Cwiczenie 4
Okresl dziedzine funkcji f. Oblicz f(0), f(—1)1 f(1).

o 2228 : S i 44
2) fla) =22 b) f(z) = Tt 0) fle) =
Przyktad 4
Okresl dziedziny funkeji: f, g i h, a nastepnie uprosc ich wzory.

Y — ‘I‘I’:E — » . : . T
)= e D; =R\ {0,1}, wzobr po uproszczeniu: f(x) =
oy Ea41) e X , ) PR W
g(x) T D,=R\{-1,1}, wzbr po uproszczeniu: g(x) =
hiz) = ‘“i"lj ; D, =R\ {1}, wzOr po uproszczeniu: hiz) = —

(x—1)= z—1
Zwroc uwage, ze funkcje: f, g, h nie sa réowne, gdyz maja rézne dziedziny.
Y
et b L

Cwiczenie 5
Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

" "E—I—E‘T . .3_|_4 ! T34
a) f(z) = L2 b) f(z) = £tz ) f(z) = £t

3.4. Wyrazenia wymierne i funkcje wymieme
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# M Dziedzina funkcji

(Gdy jest podany wzor funkcji y = f(x), ale nie zostala okreslona jej dziedzina,
przyjmuje sie, ze dziedzina jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych z, dla
ktorych wzor funkeji ma sens liczbowy (taka dziedzine nazywa sie tez dziedzing
naturalng funkeji).

Przyktad 5
Okresl dziedzine funkeji f(z) = VT

r—2°

Wzor funkeji f(z) = .L\/—IE ma sens liczbowy, gdy x > 0 (ze wzgledu na wyra-
zenie pod pierwiastkiem) oraz x # 2 (ze wzgledu na mianownik ulamka).

Zatem dziedzina funkcji f jest zbior D; = (0;2) U (2;00).

Cwiczenie 6
Okresl dziedzine funkeji f.

a) f(x)=vz—8 d) f(z) = %= 2) flz) ==

b) f@)=vE—7 € fz)= h) f(x) = At

¢) f(x)=—= 0 flz) = -2 ) f(2) = o
Przyktad 6 B ) 5

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = S—.

l.}
5 A

j ey . e o 18 =
Wzér funkcji f(x) —
funkeji f jest zbidér Dy = (—1; 00).

Réwnoéé z? — 4 = 0 zachodzi dla x = —2 oraz z = 2. Zauwaz, ze —2 ¢ Dy,
zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 2.

ma sens liczbowy, gdy x4+ 1 > 0, zatem dziedzina

Cwiczenie 7
Podaj dziedzine funkcji f. Czy funkcja f ma miejsca zerowe?
; LA A Loy i —ap N
&)afhﬂ)‘“ T G) f(I) V12 E) f(ﬂ)‘“f?;E

S | T1+5 r—1
b) f(z) = 2= d) f(z) = YL £) flx) = Hﬁim

Cwiczenie 8
Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkecji f.

a) f(z)= Tlﬁlf b) f(z) = j’;_’;g c) f(z)= ﬁﬁ:?
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Zadania

Czy liczba 2 nalezy do dziedziny wyrazenia?

r—2 2 2x—4 21
a) oo b) s ¢) 73 d) 773
Podaj dziedzine wyrazenia.

o 2

—3x“+1 5x—19 G+ 8 3r°—12
a') r—1 C) 3z+9 E) r2—16 g) 9x2—1

31261 5 —2x %43z 133
b) 22—6 d) 2245 S B 4229

Rozt6z mianownik wyrazenia na czynniki i podaj dziedzine tego wyrazenia.

&) 8x°+4x+1 E) — 4257 ) 9% — 6241
3 — 22 3492 £3—6x%4 9z
G5B - P Bl _ 215 W T
b) £ - € : € d) o i - d —I— f) b —I—.l- :;I—-L :
23494 % —9x 4t 4-4a° 42
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartos¢ dla x = —1.
a) 32° 422"+ ) 192*+482~—6 ) 62—9 ) 142* 482744
r2—9 r2—3x 7 2245246 2042722
6a=43x—7 6x%—5z+1 y Axd42241 524 —10:
b) @ —é— —1 d) a E < f) i2+ i h) = IE x
4p=—25 2r<4ox 2>—1E+0 x° —dx=+4x—20

Podaj dziedzine funkcji f. Oblicz: f(—3), f(1) i f(3).

r4—1 _ 242 = 2421
a') f(‘E) = J:—I—Q C) f(;r;) = :1:2_4 E) f(‘l) g 5‘:2—3

'T2—3’. | 6 "S—E—S“Tz
b) f(z) = T—= d) f(2) = = f) flz) = —=

Okresl dziedzine funkcji f.

a) f(2) = S b) fla) =2 o) flo) =YL ) f(2) = L=

Powtorzenie

i

Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc. Oblicz jego wartosci dla

i = % oraz dla x = —%
72 448 xl4ax r2—9

a) — C e .

) 182 ) 42 ) 2 g) r—3

162 2—5 z°— 4 2246

b} g8 d) 57— ¢ R o

Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

&) 224 {:) 2 —4 ) 2242 ) 22 a+1
r2—-16 x4 a+4 r3—4x S r3—1
4ap—2 % -9 222 +6x 2327

b) 4x2—1 d) r2—6x+49 1) x3—9x h) £24-32+9

3.4. Wyrazenia wymierne i funkcje wymieme
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Warto powtorzycé

Dziatania na liczbach wymiernych

1. Oblicz.
a) 3 % ¢) 3 * 1o e) 33+ (~25) g) (—13):13
b) 7 - 54 d) 71 * 56 f) (-55)-(-63)  h)65:(-45)
2. Oblicz.
a5 Pwns ¢ % B m d) % 2 3
3. Oblicz.
SERERS ) &+ ) §+%—3
b) 1344423 R D&% %
4. Dla jakiej wartosci parametru m wartos¢ wyrazenia jest rowna 07
a) 2 —=+m c) 13 — 23 —2m e) 12 —2m —0,75
b) 2—2+m d) 32 — 12+ Im f) 0,126m — 2 — 13

5. Zaokraglij liczbe p do liczby calkowite;.

a) p= (2 —0,75): (£ — 0,125) ¢) p=(8 — (—2%)): (13: & —2)
b) p=1025 — %) : (25 — %) d) p=3(25 —33): (% — 8)
6. Podaj najwieksza liczbe calkowita mniejsza od liczby p.
o S A 4 401 1
— 42 . (1T _ L T M A S (1
ﬂ) p 5 (15 1[}) L) P 1?1;_ _ﬁz ) P Uaﬁ_fﬁ' _é,
" 13 -2%4 1,5 35 — 3+ 3
) p 3(4 5) ) p e — 1 P %—1’534'1
7. Rozwiaz réwnanie.
SEREEE O U+a=2% O I-fke=}
b) x+ 32 =2 d) 28 —x=£ f) 12 + 12z = 242

8. Oblicz sume, réznice, iloczyn i iloraz liczb x 1 y spelniajacych warunki:
5 2\ p —L 2 3 (% _3Y(L __ P
(E_E)*E_z g 1 \3 2)(2 y) = R

9. a) Znajdz dwie liczby, ktorych suma jest réwna 1530, jesli wiadomo, ze
13
17

b) Znajdz trzy liczby, ktoérych suma jest réwna 134, jesli wiadomo, ze
s - TR . - 15 T o s o s oo . o
pierwsza liczba stanowi 52 drugiej liczby, a druga 3 trzeciej.

pierwsza liczba stanowi == drugiej liczby.
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3.9. Mhozenie | dzielenie
wyrazen wymiernych

3

Przyktad 1
4x*—]1 23

Wykonaj mnozenie <5 - 5—.

Zakladamy, ze * —9 # 012z — 1 # 0, zatem z € R\ {3, 3, 3}.

421 2-3 _'Q@e=1J(22+1)(x—38T" 2241
22—9  2z-1 | (2=8J(2+3)(22—1)"1 243

Cwiczenie 1
Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

(x—2)° 24z

4x—12 2244 —#% 452  4z°—1
EL) 1 2 - C) ir—i—IEu_ iq E‘) {
z+2  22—6 22+1 i x44+4r+4 x2—4
b) 3—x : 2x46 d) 22—9 _ D021 f) o2 —p3 _ :1?2—[—3::.-:—1—1
r  x2-9 r?—4  9-3x 22—6 x4 —x2
Przyktad 2
listercns oot ., _2 ., _10
Wykonaj dzielenie —= : ——=.
Zakladamy, ze £ +4 #0132+ 12 # 0, zatem z € R\ {—4}.
2 .10 _ & 3@yl o3
z+4 = 3412 ,;J:«FLT] . 5 D
Cwiczenie 2
Wykonaj dzielenie. Odpowiedz I}Udaj w najprostsze] postaci.
i) By B ) 9 e) T . =38
7/ x—2 " 4x-8 3— “JL " 4x—6 7 Bx+35 ' 24T
- 1 1 12 2 1
) et gt 4y = 4 s
20+1 6243 3r+1 Y9243 6x+9 4dxr+6
Przyktad 3 | a ¢ a d
Wykonaj dzielenie = 2]’"“ : ?"}% '3 3 a
Zakladamy, ze ;EE—]_ #0,c+2#0ix*—2x#0, dla b 7 0, ¢ 7 0,
zatem 2 € R\ {—2,-1,0,1}. g
244+2x 242 2’42z ‘ e —x M M‘}'
22-1 ~ zl-z ri—1  x42 ]_(,.I/'T)'{.l £51 ‘-\'}“\«1 | -1
Cwiczenie 3
Wykonaj dzielenie. Odpowiedz l}ﬂd:&tj w najprostsze] postaci.
N\ 22-6 -3 - 242 N 2z _ 6z?
) 2 - d52 b) _1:—i—1 * 221 c) 2-9 " 22—-6x49

3.5. Mnozenie | dzielenie wyrazen wymiernych
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% Cwiczenie 4
Wykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
EL) 125—x° -5 b) x3—1  z’4z+1 E) x4 44
z24+2x+1 = x4l r—1 = x241 22—3x+9 ~ 23427

Przyktad 4
Podaj dziedzine funkcji f(x) = -‘-f;j-rl- i naszkicuj jej wykres.

Dziedzing funkcji f jest zbior D =R\ {1}.
Upraszezamy wzor funkeji f:

N 2244 2 Nz42) pal 5
f(z) r—1 "~ 2-1  ja—t 2 B2
Wykresem funkcji [ jest prosta bez punktu

o wspolrzednych (1, 3).

Cwiczenie 5
Wyznacz dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.
=2 326 -z
a) f(z) =% ¢) f(z) = 25 e) flz) =1
IG 411- EII—B
b) f(z) = 5 d) f(z) = 5 f) flz) = —

Zadania

1. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz poda] w najprostszej postaci.

) 14 x4 &) @t  z—38 ) dz*—1 6
z+4-2 7 22-9 @ 4 22—1
24  z—4 2 x*—36 3242 12
b) r2—-16 3 d) x+6 s 1) 3 Qx:2—4
2. Dane sa wyrazenia A i B. Wyznacz dziedzine wyrazen A, B oraz A - B.
2 _i 2
_ A@T=2 x4 _ 6x—5H o 5x—6
a) A 22—9zx’ i3 2242z c) A= r3—4z’ = 23 —4x? 44
421 Qp—a3 5:1:2—2:-:4—4 3:1:'3—2;1:4—5
b) 4= B = d) A= B =
) p2—4 "’ 4p—x3 ) p3—2p2 242’ r24ar—2

3. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

i) z—2 3z d) et W ) 4¢2-16 z°
) 2% " 2z—4 1 i1 6—3z  4x+8
b) 3x+44,5 1-=x &) x—3  (2+1)° h) zo2x41  4—ul
x—1 r+1,5 Jox2o1 0 221 r2_4r44 x2-1
{3) 22 . 3xr—9 f) r2—4 ' xt 922 i) 22 +6x+49 . x3—-27
3—x xt 7 x343x2 2422 r2+3z+9 x2-9
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4. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

) 2*+6x+9 2°—22° b) ?-16 1-z” ) z°4+322+3x+1l  z+2
228 24 3x | x4 22492941 e |

5. Wykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

5 & _ 7 ¢) 18, =3 e) 52, 6
2x—9  4x—18 22—6  4x—12 2x+4 = 242

-8 2 -6 9 y 1022 5
b) d) 3—2x ~ 42—6 1) ‘

3r—2 ' 9z—6 z—5 * 10—2x

6. Wykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

3r—3 x—1 10x+2 bx+1 33 27
B) —— i ) —5— &
4z Ox @ iE 6x—2 1-3z
2x+4 | 3—x 4z | 2z— z+l1 | z?-1
b) L'|: ; i d) 6 ..LE: z—3 f) .L+.q:‘1‘}
r—3 = 42 (1—z) r—1 (x42)2  z2-4

7. Uprosc¢ wyrazenie.

I2—|—2:E—|-l r2+8x+16 4x2—1
_ xr—3 6x—9 N xi4de44
a) — 4 b) — e c) 422 —4a+1
r2-9 Hx—4x? x? -4
8. Pole prostokata wyraza sie wzorem P = :.-;26— e
P - ’ - o ﬂ.- b P
a dlugosc jednego z jego bokow jest rowna
2, gdzie > 2. Wyznacz dlugosé drugiego i ; /4
boku tego prostokata. 2+ st
g - — : : ; iy, 2 3x+6
9. Dany jest prostokat o bokach a, b oraz po- 7 ‘? £Te -
lu P. Przerysuj do zeszytu tabele przedsta- ' -
wiona obok i ja uzupeinij. Podaj odpowiednie Lg 111011/ 49:; 93
=— =

zalozenia.

Powtodrzenie

10. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Al S s _ o &
EL) 1 r<—9 b) iy o 25 E) Aa: 1_ xT

43 2 7245z T2 12 222 41

11. Wykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

:::L) 2*—6xr @ 1}) r ozt 'L") r2—-1 22-22+1
243 =42 6—x 22-36 It T A4
12. Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje stala wartosé¢ dla tych x, dla
ktorych jest okreslone.

a) de  22%+H4x b) 4-x* 6 ¢) (—1)* 241
242 €2 r—2 2242z 1-x2 -1

3.5. Mnozenie | dzielenie wyrazen wymiernych 125 IR
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3.6. Dodawanie i odejmowanie
wyrazen wymiernych

Reguly dodawania wyrazen wymiernych sa analogiczne do regul dodawania
utamkow. Szczegdlng uwage nalezy zwrécic na dziedziny dodawanych wyrazen.

Przyktad 1
. . 2 1 .
a) Wykonaj dodawanie = - = gdzie 2 € R\ {0}.
2 | 1 _ 3-2 | 1 6 | i S Wspdlnym mianownikiem
% 3 3@ 3z 3z 3x 3z obu nlamkoéw jest 3z.
" ; " 1 o€ ;
b) Wykonaj odejmowanie — ,odziex ¢ R\ {—21}.

Wspolnym mianow-
nikiem obu ulamkow
jest 2x + 4.

)| 36 2 S 2 o 2—3x

r+2  2z+4  2(x+2) 22+4  22+4  22+4  2z+4

Cwiczenie 1
Wykonaj dzialanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

d)g‘l—% C)ig—i— T E) 3:—|—1_+E:r—5

z—2 ' 224 z—3 | dz—12
4 3 T 1 2ip—1 x—1
b) — — — _ - f B
) 3x da d) 3r+3 r+1 ) 3r+6 r+2
Przyktad 2
; T T 2 - 1
a) Wykonaj dodawanie ey T gdzie x € R\ {—3,0}.
—4 | E B —4x | 2(2z+1) Wspdlnym mianownikiem
241 'z (2z4+1)x ' (2z+1)z - obu ulamkow jest (2z + 1)x.
—dr+dx+2 2
224Dz (2z+1)z
b) Wykonaj odejmowanie %_3 — ;2__2., gdzie z € R\ {—3,3}.
1 L—i 1 1
x—3 229 -3 (z—3) (xz+3) N
w45 o Wspdélnym !mi;-?a,nfm-'nikimn
— : —_ — . — obu utamkoéw jest
(z—3) (z+3) (z—3)(z+3) (z+3)(x—3).

r43—(1—x) 242
 (z-3)(x+3) x2-9

Cwiczenie 2
Wykonaj dzialanie. Odpowiedz podaj] w najprostszej postaci.

_ 2 4 :1:—5_ T 2 | 2 a4 |, —2
EL) r—3 | x+3 b) €T r+2 C) r x+3 d) 229 43

3. Funkcie wymierne



Cwiczenie 3
Wykonaj dodawanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
r+3 r—4 9 4 3 r+6
a c) — + e +
) r—+4 i r—1 ) 2 e ) r—2 1 r2—dr+4
41l -2 2 2 1 1
By = d f :
) r—2 r+1 ) 24 + 2 ) | - 7242041

Cwiczenie 4
Wykonaj odejmowanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
3 4 c) x—1 i E) 8 44 1

YT 42 z+4  z+1 22-16 24 |
g - - g

b) sz =g d) :i N ;:2 f) ::ifl N I;ru - “

Cwiczenie 5

Podaj dziedzine funkcji f i uprosc jej wzor. Oblicz f(—1) 1 f(1).

0 M= Y o = st es

Zadania

1. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

ﬂ,) 3 , 4 C) sa—8  bx—1 E) £ 2=3=
r+2 | z—3 7 -1 ' 2x42 r+5 = 3z—1

2 3 3r—1 r—7 2x+1 3—2x
b) r—4 —1 d) z 2x—4 t) b—a z+6

2. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostsze] postaci.

2—6 22—6 dx 1—3x° s o r+3
Ha ! | C 0] ——
) 2—1 = 22-—1 ) x—1 + 222241 ) 2 T
v 4z 4 2—1x 22 4-3r+4 r—1 z+1
b) — — d) — = f) —+ =
o 242 42 r<+4a44 7 i TE—

3. Wykonaj dziatania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Et) 3 , z+1 244 d) i B 2—3x2 n
7 ox—2 " x42 224 922 —62+1  3z—-1
4 11— a—1 2r—4 242 a1
b) 5 = _.|H e) = = al=
=01 2% 240 e —20-11 5 5 =]
) 2 | 22— 6 f) 6z—1 , 3—-2z 1
J 422-9 ' 22-3 32z 422-1 ' 222-2  2z41
4. Uprosé¢ wyrazenie. Oblicz jego wartosc dla x = —3.
2 -4
2+2—3 r+2 —3r—3 r+1 —i
22—62+9 226 22—16 4—xr = 2248

r+3 2z

2x—1 2x+1

b) 2% —4x: 2—1 3 d) 222 +a41

|
r24+dx44 | 42 421

3.6. Dodawanie | odejmowanie wyrazen wymiernych
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5. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

1, 2 , 2-3z 243 x—3 r4—9 | 2-3 1-=
a) - c) = - e) | - —
r—1 r+1 r2—1 r2—2x+1 es—1 r2—4 z+2 x-2
2 4 22—1 1 3 16—2% 2—4 2
b) = — — + d - f - -
) z x—3 L 4 —3z ) x—3 = x8-27 ) 45z % - r+
6. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
. . . B
Wyznacz R, ze wzoru - = 3~ + 7. =
Io=d y 1
R, o Hy Ha 1
L . f &
R R R i
L — AR R. jest oporem zastepczym
. ik ukladu dwéch oporéw Ri i Ro
Zatem R, = %%' polaczonych réwnolegle.
7 | A T
Wyznacz R, oraz R, ze wzoru - = - + &=
7. Wyznacz ze wzoru wskazana zmienna.
a) P=mr®+mrl, 1 e) F =mg—mw’R, R
b) P=22h b f) F=mg—mw*R, m
c) V. =2zmr?h, h g) W=GMm(:— =), m
_ 4.3 - m(i — L
d) V=zsmr’, r h) W = G’ﬂ»fm(,r R)" y
8. Podstawa prostopadloscianu jest prostokat o bokach a i b. Wysokos¢ tego

prostopadioscianu jest rowna h, jego pole powierzchni catkowitej wynosi P,

a objetosc — V. Uzasadnij, ze:

= P i | 1 |
=g +E)

Powtorzenie

9. Wykonaj dzialanie. Odpowiedz podaj w najprostsze] postaci.

3. Funkcie wymierne

1 2 3 1 4 1 2 3
a | b — — c) — — — d |
) ir = z2 ) 232 Bz ) 3 2z ) 322 223
10. Wykonaj dziatanie. Oblicz wartos¢ otrzymanego wyrazenia dla x = 2.
2 1 z—1 P T—3 10 2 r—1
a — b) — + C + — d) = —
) z+1  z+3 ) z—3 L 1—z ) 22—z i 5 ) r  x2—3x
11. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
a) 3 , &8 = C) ®  atl , 4 E‘) #-1 . #42
r44 = p—4 x4 L - | r—1 41 /o x243z | x2-Ax
b) E 4 4 1 d) z+3 | 13 ) r+1 oz
/ -3 3—2 @ 43 22422 @ 2xt4 T r242r41 R



3.7. Rownania wymierne (1)

Przykiad 1

Rozwiaz réwnanie

z(z+3) _ 0

Zakladamy, ze x —2 # 0, czyli x € R\ {2}. W wyznaczonej dziedzinie rownanie

r—24

z(x+3)=0dlax=0Iubz=-3

= () jest rownowazne rownaniu x(x + 3) = 0.

Przvrownujemy do zera licznik wyrazenia.

Rozwiazaniem rownania sa liczby 0 1 —3.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.

r+4 4x+2 r—2
EL) x+2 0 c) 2x—4 0 E) x{x—1) 0
6x—2 2x—3 3r4+6
b) & 0 d) 231 0 f) r{x+3) 0
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie — i S ]

r4—4

Zakladamy, ze 2 — 4 # 0, czyli 2 € R\ {—2,2}. W wyznaczone]j dziedzinie
wyjsciowe rownanie jest rownowazne réwnaniu x(x — 2) = 0, ktore zachodzi
edy x = 0 lub x = 2. Odrzucamy liczbe 2 jako nienalezaca do dziedziny.
Zatem jedynym rozwigzaniem réwnania jest liczba 0.

Rozwiazywanie réwnania wymiernego “{‘E = (0 sklada sie z etapéw:

w(
= wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu w i przyjecie zatozen,
= wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu w,

= uwzglednienie zalozen i stormulowanie odpowiedzi.

Cwiczenie 2
Rozwiaz rownanie.
(4z—3)(z—2)

EE Ly g el g Gsen
b) {31;}42;1: _0 d) (amgfji-?j) _0 [ G -2:.2{_2;-%3) 0
Cwiczenie 3

Rozwigz réwnanie.

a) T3t =0 b) 25 =0 c) S =0

3.7. Rownania wymierne {1)
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Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.

L ow(@3) _
EL) r{x+2) 0
b) (:r—i—:]j-)(m—}—al} _ 0

(z—3)(2z2+1)

Zadania

) x4z
z{x—6)

d) Et2@+3) _

9
r<—9

x%—-16
22248z

)
r+2r+1
f) 2= =0

1. Rozwiaz rOéwnanie.
) (z+1)(3z+6) _
r{2x+4)

(z+3)(2=1) _
b) {33—3:}{::114—1} 0

B{de—2)
) (22—1){(x2-2) 0

(3—2z)(6z2+1) .
d) (2+6)(4x—6) 0

2. Wyznacz dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.

K J r{dr+12
2) J(z) = (33:4—9 }

c) f(x)

ey (4e—10)(x+3)
b) j(l:) x{22-5)
3. Rozwigz réwnanie.
a) ;17.{;17—5}(.1:4—%)
(3z+1){x+2)
x(x42)(2—4) _
b) r(z—2){(xz+4)
22(x—-3)(x+2)
E) x{x+2)(4—x) 0

={

d) f(x)

_ (6x—2)(1—2x)

#{ Gx—3)

_ (2241){62+2)

gy EebiletEl g

2925

e) (42—9)*(22—3) 0

4229

f) (242)2(x—2)2 — 0

e |

(32+1)(62+3)

(e +16)(x+4)
e) 22—16 .

2%—9 .
f) (22+46)(x—9) )

A fL"E_l
e) flz)= 3;9{—2:1:4—)1

) rlr2—4
f) j(l’) - 1;(i4$+}4

-:r) (2z+1){x+3) =)
= z{4z%—-1)
23422442
) Grary =

: a3 —9x
) z<—62+9 .

4. Podaj dziedzine wyrazenia i okresl, dla jakich x przyjmuje ono wartosc

rOwna zero.
234322424

8) =
2243 +4r

Powtorzenie

224 —5x3—3x2

P 20t 44 42
c) xt—2x2-1

5. Rozwiaz réwnanie.
_a m(3m—4)
dr) I. r3_ U

(z—4)(5z+2)
b) 22+5 L

6. Rozwiaz rownanie.

o) 224+1)(6-2x)
&) z{x—3)(x+2) 0

B 130 3. Funkcie wymierne

{:) {21+8}{+ﬂ—]} - U

x{x+4)
x(3x—5H) B
) (6x—10)(6x—1) 0
b) z(@t)(3=-1) _

(dr—2)(x—1)

z%—16
) 2416 L
22416 .
t) z2-16 v

N (243)%(22—-3)%2
c) (22+6)(x—3 ) =



3.8. Rownania wymierne (2)

Przykitad 1 1

= = .l = b
Rozwigz roOwnanie = 4.
:l'l_

Zakladamy, ze x — 1 # 0, czyli  # 1.
=4/ (x—1)

— WEEE
6 =4x —4 -
10 =4z
p = 2
T=3
S 5 ’ D - - -
Liczba 3 speinia zalozenie, wigc jest Hiperbola y = =%~ i prosta y = 4 prze-
rozwijzaniem rownarmnia. cinaja si¢ dla = = 2.
Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.
6 3 (x5 P9
a =4 C == 1 e = —4 —2 =)
) 4 vig o | ) — 20T ) 1—3a g) 3x+1
3r+2 22 4—2a . 2r+4
b = d = f = —2 h 4 =
) % . ) 2—1 . ) 4—x ) #=% - ]

Cwiczenie 2
Ktére z podanych réownan nie maja rozwigzania, a ktoére maja nieskonczenie
wiele rozwigzan?

3x—3 6ax—2 ‘ 1-4x 3x+9
= 9 — = —0.5 =
L. x—1 = 11. 3a—1 2 11, 8 —2 0,5 Iv. 102430 0,3
Przyktad 2
i : 2
Rozwiaz rownanie —a 1.

Zakladamy, ze x — 2 # 0, czyli © # 2.
2
— =x—1f(2—2)
2=(x—1)(x—2)
2=2%—-3x+2
22 —3x =0

:L*(;!:‘ . 3) =0

Liczby U 13 S_pel_ma;m za&f:}zema wiec Hiperbola § = —Z; i prosta y = & — 1
sa rozwigzaniami rownania. przecinaja sie dla z = 0 oraz = = 3.

3.8. Rownania wymierne {2)
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Cwiczenie 3
Rozwiagz rOwnanie.

2 _ . N 2 65 _, S .,
a) ==z+1 c) =t e) — =&+ ) ek
b) 2 =242 d) ===z f) 2 =246 h) ——=2z+1
x 6—x r x—3
Przyktad 3
W
Rozwiaz rownanie e
Zakladamy, ze t +1#0iz —25# 0, czyli z € R\ {—1,2}.
2 3
- L 9
== et fE—2)
20 —2)=3(z+1)
2r—4=3x+3
xr=—7
Liczba —7 spelnia zalozenia, wiec jest rozwiazaniem rownania.
Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.
r+1 45 r—2 r—1 rT—3 r—3
b) =] 2x+43 d) 2 25-F1 f) 7 -1

* Przyktad 4

I 132

Wyznacz wspolrzedne punktow wspolnych wykresow funke;ji:
fla) = L glz) =z +1

:r

Zakladamy, ze x # 0. Aby wyznaczy¢
wspolrzedne punktow wspolnych wykre- T
sow funkeji f 1 g, rozwigzujemy réwna-
il o
i i : B £ z 3
" — 5 of i W B R L
2z +2=1%+2 =5 L

Otrzymalismy réownanie kwadratowe,
ktorego rozwiazaniami sa liczby —1 1 2. |

v
'
-
v
.
.
v
v

@
Dla £ = —1 mamy y = 0, R\ WO SO

a dla xr =2 mamy y = 3.

v - W " -
H H H H H
H H H H .
wiasbiasfsrsnninnifarsrraneifarrissariflovianssssdrasnranes
H H H H H
v & " W "

v
¥
v

Zatem punktami wspoélnymi wykresow funkeji f i1 ¢ sa punkty (—1,0) 1 (2, 3).
Zauwaz, ze wspolrzedne punktow wspoélnych wykresow funkeji f i g mozna

odczytac z wykresow tych funkc;ji.

3. Funkcie wymierne



X Cwiczenie 5

Wyznacz algebraicznie wspolrzedne punktéow wspolnych wykresow funkeji
f 1 g. Naszkicuj wykresy tych funkeji i sprawdz otrzymana odpowiedz.

1= —2p—2
a) f(z) =—, glz)=2—-1 c) f(r)=——, g(z)=—22—2
| r+3 xr—0 3
bl film) = —= glx)=3x+1 d) flz)= —, glz) =—sx41
2 : LN S O o - S |
Wskazéwka do podpunktu a). Zauwaz, ze f(r) = —= = = — 1.
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
> N € oxt+4
a) ;=4 ¢) 5or1 = 1 & g o
=t - —fi 4dap—2 1
— = 2 — =
b) =1 8 d) 22—9 - 1) 3—2m 2
2. Rozwiaz réwnanie.
4 2 I L .. B
a) L : b) e c) 6+ r+1 z+1
3. Rozwigz rownanie.
5 B8 A z4+1l 241
&) x 24 C) e—1 x E) € 2r+1
9 i -3 243 z+4 1 _
) 242 -3 . d) z—2 x-+2 f) 221 z L
4. Rozwiaz rownanie.
z __ —a | __2-2r 6x—4 = 45
a) w—tabowy: c) z+1 — e) — 22
. 2213 28—-2 @ - _ 2
b) v 2z d) t42 H—=1 f) 1 = :
5. Rozwigz réwnanie.
oy 2z441 N 248 —3x44+2z B
8) =g =3 o) g 8 — I 0
6 2% —10 2224 4x
b) 2249 : d) r2—9 : f) r4—3 }

Na rysunku obok przedstawiono hiper-
3, s o

E‘ET i = E‘E - ]-!

y=x+1, y =2 — 1. Rozwiagz rownanie

1 podaj jego interpretacje geometryczna.

bole y = 2- 1 proste: y =

. e
&);—2.1: c) —=z—1

B ey - —
b) —=z+1 d)E_B‘B 1

3.8. Rownania wymierne {2)
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[

Rozwigz rownanie.

1 1
a | = 2
) 1—22 ' 142

33—

Hha

b)
1—:x

) 2242241

2

r2—1

x—1

ArdtAgt1 2zl

0

=0

r4+4+62+9 = 9—x?

Osie ukladu wspolrzednych sg osiami symetrii
kwadratu ABCD (rysunek obok). Wierzcholki

A1 C naleza do hiperboli y = 2. Podaj wspél-

rzedne wierzcholkéw kwadratu i oblicz jego pole
dla a =4 oraz dla a = 3.

Naszkicuj wykres funkcji f(z)

o 2 g B
r+4 = x—4 r“—16
§ , B 4
f) r+2 ' 24 2 U
o7 a4 I 2 —4q
T 1 4
h) r+2  2—=x r2—4
}/’h
D C
0 X
A B
e S
r-+2

a) Odczytaj z wykresu rozwigzania rownania f(z) =a dla a € {—3,0, 1}.
Sprawdz algebraicznie otrzymane odpowiedzi.

b) Dla jakich wartosci b réwnanie f(x) = b nie ma rozwiazan?

Powtodrzenie

10.

11.

12.

13.

Rozwiaz rownanie.
4245
a) 12

b)

Dy

=

i

Podaj, ile rozwiazan ma réwnanie.

:3.) 41 - 2r+2

xr =1
4 4—3x
e s
) € ! = 0
2 A 3T
c) 2422
@ 2 L2

Rozwiaz rownanie.

b)

_ Tx—4
c) &= 2 —2 )
d) z4+2=== f)
o L
d) z+2 r—4 g)
2—1 _ atl
B) 42 3x+1 h)
v = 20—H :
f) r—3 _-I+1 0 1)
1222-9 x%4+8
i % c) 21241 .

2847 1
i1
pets = Po. B
—~1—3%
—@ 20—
23—1 2—4a
2¢—1  62—3
2—1 a—1
Z2—9 3x

— =0
r—D 3x—4

) 2x%—x 1
42243 2

W tym samym ukladzie wspolrzednych naszkicuj wykresy funkeji f i g.
Odczytaj z rysunku rozwigzanie rownania f(x)

g(x) i1 sprawdz jego

poprawnosc, przeprowadzajac odpowiednie obliczenia.
a) fl)=2+1, gla)=20+1

3. Funkcie wymierne

b) f(z)

_%_11 g(£)=_£+1



Hiperbola i hiperboloida

Ogdlna definicja moéwi, ze hiperbola to zbidr tych
wszystkich punktow P na plaszczyznie, dla ktdrych
wartosc¢ bezwzgledna réznicy odleglosci od dwdéch
konkretnych punktow F, i F,, zwanych ogniskami,
jest stata:

ry —r.| = const.

Obraot hiperboli

Hiperboloida to powierzchnia zakreslona w wyniku obrotu hiperboli wokdt jej osi symetrii
w przestrzeni tréjwymiarowse).

Po obréceniu pokazanej wyzej hiperboli Po obrdceniu tej hiperboli wokot osi OX
wokot osi QY powstanie hiperboloida otrzymujemy hiperboloide dwupowiokowa.
jednopowtokowa.

2

Y Y4

Chtodnie kominowe

Chtodnie kominowe maja najczesciej ksztatt
hiperboloidy jednopowlokowej. Pozwala to na
oszczedne zuzycie materialdw konstrukeyjnych.
Mimo znacznych rozmiaréw (wysokosc¢ chiodni
przekracza zwykle 120 m, a srednica podstawy
chiodni — 90 m) grubosé zelbetowego ptaszcza
W najcienszych miejscach wynosi zaledwie
12-18 cm. Taki ksztaft chtodni zwieksza
rowniez ich odpornosé na zginanie.




3.9. Rownania z wartoscig bezwzgledna

Wartos¢ bezwzgledna liczby a jest réwna

jej odleglosci na osi liczbowej od 0.

Ogélnie odleglos¢ na osi liczbowe] miedzy

liczbami a i b jest réwna |a — b).
L

la—b| = |b—a|
Odleglo$é miedzy liczbami a
i b na osi liczbowej jest taka
sama jak odleglos¢ miedzy
. liczbami b i a.

Przykitad 1

Rozwiaz réwnanie |z — 3| = 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktérych odleglosé od 3 wynosi 5.

5 5
r T : : . : )l -
-2 3 8
Szukanymi liczbami sa —2 1 8. Sprawdzenie:
dla z = -2: |-2-3| =|-5| =5,
dlaz=28: |8—=3| = |5 =05.
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie |x + 4| = 3,5.

Réwnanie zapisujemy w postaci: |© — (—4)| = 3,5 i szukamy na osi liczbowej
takich liczb x, ktéorych odleglosé od —4 wynosi 3.5.

3,9 3,5
' r : T . : : ; : : 1 -
B = 0.5
Szukanymi liczbami sg 7,51 —0,5. Sprawdzenie:
dlaz=-75 |[-754+4 =|-3,6| =35,

Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.

E'L) ‘;'11—2‘ — 5K L) ‘.’H = 6‘ —
b) [g—4/=35 d) |z+1]=1
Przykiad 3

Rozwiaz réwnanie |x — 4| = —2,

dla z=-0,5: |-0,8+4| = [3,5 =3.5.

e) 6 —z| =1
f) B42| =4

P N
‘L_|_4‘_

2+ x| =

g)

h) \2/:‘3;

a| = 0 dla dowolnego a € R.

Rownanie jest sprzeczne (nie ma rozwigzan ).

Cwiczenie 2
Rozwiaz rownanie.

a) lt+1/=—1 b) |lz—5/=0

B 136 3. Funkcie wymierne
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Rownania typu |ax + b| = ¢ mozemy rozwia- -
ypu | | i * Jeslia >0, to |z =a

zyvwac, korzvystajac odanej obok wlasnosci
i R 4 2 : wtedy 1 tylko wtedy, gdy

wartosci bezwzglednej. b
r= —a lub z = a.

Przykiad 4
a) Rozwiaz réwnanie |x — 1| = 6.

x — 1| =6 wtedy i tylko wtedy, gdy  —1=—6 lub z—1=6

x=—5 lub =7 Rozwiazania réwnania: =51 7.

b) Rozwiaz réwnanie |3z — 4| = 2.
3t —4=-2 lub 3x—4 =2
ar=2 lnb 32=056
r = % b =72 Rozwiazania rownania: =; 1 2

Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.
a) bz —3|=2 ¢) |92+ 5| = e) |224+4/=6 g) |6—iz|=1
b) 22 —1|=1 d)[3z+2|=4 f) [;z—3|=1 h) [54zz|=1
Przykiad 5

Rozwiaz rownanie |x — 5| + 2|z — 5| = 12.

Je—5H =12 /:3

z— 5| =4
r—5=—4 lub x—5=4
r=1 lub =9 Rozwiazania rownama: 11 9.

Przykiad 6

Rozwiaz rownanie 2x — 4| + |z — 2| = 12.

L. |a-b|=|al - ]
216 — 2|+ |x — 2| = 12

3z —2| =12 /: 3 b 5] = Ax B
‘;E == 2‘ =
t—2=—4 lub —2=4

pe==—2 lnb =28 Rozwiazania rownania: —2 1 6.
Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.
a) le—3|+2x—6|=9 c) [dr —8|+|12—z| =5
b) 3z — 6| — |z —2| =8 d) |52 — 20| — |22 —8| =15

3.9. Rownania z wartoscig bezwzgledna
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Przyktad 7

Rozwiaz réwnanie —— = 1.
o1

Zakladamy, ze x # 1.

Mnozymy obie strony réwnania przez |x — 1| i otrzymujemy:

z—1|=2
g—]l=-2libz—1=2
#=—1 hibx=3 Rozwiazania rownania: —1 1 3.

Cwiczenie 5
Rozwiaz rownanie.

3 2 o -5 1 B
) e b) 2Tk °) 1] ° d) bz o]
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
ﬂ,) ‘if—5|:]. C.) |I’——6‘: E) T — . g) T_if‘:

i
2

1 &

h) |3+ =3

Wl o=

1
3
b) |t —8/ =9 d) |[z+9 =2 f) |z+3

2. Rozwiaz rownanie.

a) Bz+1|=56 ¢) [2z+1|=2 e) 4d2+5=0 g |3z+5|=2

b) 22—3|=1 d)|2—2z|=3 f) |3z—6/=4 h) |[z+v3 =3
3. Rozwiaz réwnanie.

a) |4z + 6|+ [6x + 9| = 10 c) |z —6|+|dz—24|+ |22 —12| =7

b) |11x — 33| — |22 — 6| = 27 d) |6z+4| — |32+ 2|+ |92+ 6| = 8
4. Rozwiaz réwnanie.

N 7 6 2 1 A S

2) |lz—1] 2 b) |22-1] 0 ) |6—3x| 2 d) |[42—1| &
Powtorzenie
5. Rozwiaz réwnanie.

a) [x—3|=T7 ¢) [22—8 =4 e)|3z—1=3 g) 10—z =

b) l#+2|=6 d) |[4z+2|=6 f) (s2+4/=2 h)|[1-3z|=
6. Rozwiaz rownanie.

a) lx—1|+[3x—3| =16 c) 9z + 18| — |7z + 14| =10

b) |6z —9|+ [4x — 6| = 20 d) |62+ 10| + |9z + 15| = 25
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3.10. Nierownosci z wartosciag
bezwzgledng

Przykiad 1
a) Rozwiaz nieréwnosé |x — 2| < 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktorych odleglosé od 2 jest mniejsza

od 5.

-

L 4 —
T 1

_3 f 1 . ; 5 : ; } - *}“‘:
Zatem —3 <z < T, czyli 2 € (—3; 7).
b) Rozwiaz nieréwnosé |z + 4| < 3.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktorych odleglo$é od —4 jest mniejsza
od 3 lub rowna 3.

2+ ' i & i - + : : f : e

-7 —4 —1
Zatem —7 < x < —1, czyli x € (—7;—1).

Cwiczenie 1
Rozwiaz nierownosc.
a) lz—1| <3 b) lx+3|<1 c) |z —6|<2 d) [z+3| <3

Przyktad 2

Rozwiaz nieréwnosé |z — 4| > 2.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktéorych odleglosé od 4 jest wieksza
od 2.

4% G e e 1%

5 4 6
Zatem x < 2 lub x > 6, czyli € (—o00;2) U (6; 00).

Cwiczenie 2
Rozwigz nierdwnosc.
a) |[x —2| >3 b) lx+3| >4 c) lx—3|=>5 d |z+ % > 1

Przyktad 3
Wyznacz zbiér liczb spelniajacych warunek 1 < |z — 2| < 4.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb 2, ktorych odleglosé od 2 jest wieksza
od 1 i mniejsza od 4.

= )
el
]
amp -

i
T
)
—_—
=

Zatem x € (—2;1) U (3;6).

3.10. Nierdwnosci z wartoscia bezwzgledna
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¥  Cwiczenie 3
Wyznacz zbior liczb spelniajacych podany warunek.

a) 1<|z—1|<5 c) 2< |z —4| <6 e) 1< |z—3| <4
b)2< |z+3| <4 d :<|z+2/<3 ) 2<|z+5/<3
Przyktad 4

Jesli a > 0, to |z| < a
wtedy i tylko wtedy, gdy
—a < I < da.

Rozwiaz nierownosé |2x + 3| < 5, korzystajac

z podane] obok wlasnosci.
- 2+3L
—8<2<2 /2
—4 L <]
£€ (—4;1)

Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnosc.
a) 2z+5|/<1 b)[3z—2/<4 ¢) dz+1|<5 d)[2e—1 <8

Przyktad 5
Rozwiaz nieréwnosé |3x — 1| > 2, korzystajac
z podanej obok wlasnoseci.
8z — 1| > 2
3t—1<—2 lub 32—1> 2

Jedli a > 0, to || > a
wtedy i tylko wtedy, gdy
r < —a lubz > a.

3r<—1 lub 3z>3

pd—2 b 231

3

z € (—o0;—1) U (1;00)
Cwiczenie 5

Rozwiaz nieré6wnosc.

a) [3z+4/>8 b)[4z—2/>6 ¢) |jz+1|>3 d) |[fz—1|>}

Przyktad 6
Rozwiaz nieréwnosé 1/ (x — 2)? < 5, korzystajac z podanej wlasnoéci.
z—2| <5
Een— s Dla dowolnego a € R:
—3<zLT va? = |al
€ (—3;7)
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Cwiczenie 6
Rozwiaz nierownosc.

a) VrZ—6x+9<6

Zadania

b) vVz2 +8x+16 < 3

¢) vdzZ —4z+1 > 2

1. Rozwiaz nieréwnos¢, korzystajac z interpretacji geometryczne] wartosci

bezwzglednej.
a) lg—7 <3 ¢ |lz+4 <1
b) lz—3|<7 d)|z+1 <4

2. Rozwiaz nieréwnosc.
a) |x —5[>1
b) lx—2|>5

3. Rozwiaz nieréwnosc.

a) 3z —5/<2 ¢) |22+4| <8
b) [dz —2[ <8 d) |2+z <32

4. Rozwiaz nieré6wnosc.

e) 4—z|>1 g) x4+ 3| >1
f) [44+2z|>3 h) |[z— V7| > V7
e) 34+x/<6 g lzx—3 <3
f) 9—2|<7 h)|lz+3z <55
e) 6—3z|<9 g —%1?—#6[%0
f) |22—1|<7 h)|-3z—-2 <0

a) bz +2|>7 ¢) |[fz+2(>1 e) |22—-3|>5 g) |22—3|>0
b) [3z—%| >3 d)[6z+2/>1 f) [Bz—%>% h)[de—1|>0

5. Przeczyta) podany w ramce

N T
przykiad, a nastepnie rozwiaz HOZWIE TISLOWTIONS |z—3| > 1
nierownosc, Zakladamy, ze x 7 3.
a' 4 , = - >1/-|x—3 z—3| >0
8) mE =l 8 < = Ll
6 1 2> |z — 3
b) >3 d) — <32 | _ry
|2—5| lz+3| 2 —2 <8 —-8<8, stgd 1 <2 <.
Zatem x € (1;3) U (3;5).
Powtorzenie
6. Rozwigz nieréwnosc.
a) lx—1| <3 c) |lz—2| <1 e) lx—4|>5 g) |2—z|> 2
b) lz—3|<1 d)|z+2/<9 f) |z+5/>3 h)|z+4+z|>3
7. Rozwiaz nieroOwnosc.
a) 22+3/<5 ¢) [2z+%[>2 e) |22+10/>5 g) |2z —4|<0
b) 3z -9/ >6 d) |2—3z|/<1 f) %Jr%:r:‘ﬂii h) lz+11| >0

3.10. Nierownosci z warloscia bezwzgledna

141 I



3.11. Wyrazenia wymierne — zastosowania (1)

Przyktad 1
Licznik pewnego ulamka jest réwny 6. Jesli licznik tego ulamka zmniejszymy
0 2, a mianownik o 3, to wartos¢ utamka sie nie zmieni. Jaki to utamek?

Szukany ulamek mozemy zapisa¢ w postaci g? wowczas nowy ulamek bedzie
mial posta¢ 2=, czyli —=. Otrzymujemy wiec réwnanie:

C e _4_3,, gdzie x € R\ {0, 3}

- x
6(z —3) =4x

r=19

Zatem szukanv ulamek to .
: 9

Cwiczenie 1

a) Licznik pewnego ulamka jest réwny 10. Jesli licznik tego ulamka zwiek-
szymy o 20, a mianownik o 30, to wartos¢ ulamka sie nie zmieni. Jaki to
ulamek?

b) Licznik pewnego utamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mianow-
nika. Jesh licznik tego utlamka zwiekszymy o 9, a mianownik o 5, to wartosc
ulamka dwukrotnie wzrosnie. Wyznacz ten ulamek.

¢c) Dane sa dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby.

Cwiczenie 2

a) Obwod kwadratu jest réwny 52 cm. Jeden bok tego kwadratu wydluzono
o x c¢m, a drugi skrécono o x c¢m i1 otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dlugosci bokéw jest rowny 4:3. Oblicz pole tego prostokata.

b) Pole kwadratu jest réwne 324 cm?. Jeden bok tego kwadratu wydluzono
o (xz+1) cm, a drugi — o 2 ¢cm 1 otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dlugosci bokow jest réwny 5:6. Oblicz obwod tego prostokata.

Cwiczenie 3

a) Ola kupila cukierki A w cenie x zl/kg i zaplacila 24 zl. Ala kupila taka
sama ilos¢ cukierkow B, drozszych o 4 zl/kg, i zaplacila 30 zl. Ile kosztuje
kilogram cukierkow A, a ile — cukierkow B7

b) Cena winogron to obecnie = zl/kg. Tydzien temu, kiedy winogrona byly
o 4 zl/kg drozsze, Tomek wydal na ich zakup 20 zl. Gdyby obecna cena
spadia o 1 zl/kg, to taka sama ilos¢ winogron mozna by kupic¢ za 12 zl. Jaka
jest obecna cena winogron?
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Zadania

1. a) Mama Bartka jest o 6 lat mlodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy
1 taty jest jak 8 do 9. lle lat ma mama Bartka, a ile jego tata?

b) Wujek Stefana jest o 4 lata starszy od jego cioci. Stosunek podwojonego
wieku wujka do wieku cioci jest réwny 20:9. Ile lat ma wujek, a ile ciocia?

2. a) Magda ma 25 lat, a jej mlodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek
wieku Magdy 1 jej siostry bedzie rowny -j?
b) Babcia Krysi jest o 8 lat mlodsza od jej dziadka. 34 lata temu stosunek
wieku babci do wieku dziadka byl jak 2 do 3. Ile lat ma babcia, a ile
dziadek?

3. a) Boki prostokata maja dlugosci x em i 2x em. Gdyby jego krétszy bok

wydluzy¢ o 6 em, a dluzszy — o 5 c¢m, to stosunek dlugosci bokow bylby
réwny 2:3. Oblicz obwdd tego prostokata.
b) Dany jest prostokat o bokach 30 cm i 18 em. Jeden z tych bokow wydhu-
ZONno o x c¢m, a drugi — o 2x ¢m i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
diugosci bokéw jest rowny 5:9. O ile zwiekszyl sie obwod tego prostokata?
Rozpatrz wszystkie przypadki.

4. Przeczytaj podany w ramce przykiad.

Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie plotu wokél domu. Adam
te sama prace wykonalby w ciagu 8 godzin. lle czasu zajeloby 1m po-
malowanie plotu, gdyby pracowali razem, kazdy w swoim tempie?
Oznaczmy przez w prace, ktora nalezy wykonac. Wowczas:

< — praca wykonana przez Piotrka w ciggu godziny,

~ — praca wykonana przez Adama w ciaggu godziny,

w
1w B o : . ooty 1 -y 1
=+ T = sw — praca wykonana wspolnie w ciagu godziny.

Z tego wynika, ze na wspoélne wykonanie pracy chlopey potrzebowaliby:
PR - A . . - ¥ f
w: tw =% =2% [h]

czyl 2 godzin 1 40 minut.
Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobiiby

to w ciagu 6 godzin. lle czasu zajeloby im pomalowanie pokoju, gdyby
pracowali razem, kazdy w swoim tempie?
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5. Dwie koparki, pracujac razem, wykonuja wykop w ciagu 8 dni. Gdyby
w tym samym tempie pracowala tylko pierwsza z nich, wykop powstalby
w ciagu 12 dni. lle czasu zajeloby wykonanie wykopu drugiej koparce?

6. Pierwsza koparka wykonala polowe wykopu w ciagu 6 godzin, reszte wy-
kopu wykonata druga koparka w ciagu 9 godzin. lle czasu zajeloby wyko-
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowaly jednoczesnie, kazda w swoim
tempie?

7. W tabeli podano, ile czasu potrzeba na wy-
pompowanie wody ze zbiornika przy wykorzy-
staniu pompy: A, B lub C. Pompa 5 9 godzin
a) Ile czasu zajmie wypompowanie wody, jesli
wykorzystamy jednoczesnie pompy A i C'7

Pompa A 10 godzin

Pompa C 6 godzin
b) O ktorej godzinie zakonczy sie wypompowywanie wody, jesli pompy B
i ' zaczna pracowac o godzinie 9:007

8. Objeto$¢ wody przeplywajacej w ciagu minuty przez rure A jest o 3 m®
wieksza od polowy objetosci wody przeplywajace] w tym czasie przez
rure B, a stosunek tych objetosci (V4 : V) jest réwny 4: 5. Oblicz, ile czasu
zajmie napelnienie zbiornika o pojemnosci 360 m? jednoczesnie z obu rur.

Powtorzenie

9. a) Licznik pewnego ulamka jest o 6 wiekszy od jego mianownika. Jesli
licznik 1 mianownik zwiekszymy o 11, to otrzymamy ulamek réowny %
Znajdz wyjsciowy ulamek.

b) Licznik pewnego ulamka jest liczba dodatnia i jest o 3 mniejszy od jego
mianownika. Jesli licznik i mianownik zwiekszymy o 10, to otrzymamy
ulamek dwa razy wiekszy. Znajdz wyjSciowy utamek.

10. a) Boki prostokata maja dlugosci z emi (x+4) em. Jesli oba boki skrécimy
o 4 c¢m, to stosunek ich dilugosci bedzie réwny 3:5. Oblicz obwéd tego
prostokata.

b) Dany jest prostokat o bokach 32 ecm i 51 cm. Jego krotszy bok skrécono
o x cm, a dluzszy bok — o 3x cm 1 otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
diugosci bokow jest rowny 3:4. O ile zmniejszyl sie obwod prostokata?
Rozpatrz dwa przypadki.

11. Rodzice Roberta maja na dzialce truskawki. Zebranie truskawek zajeloby
Robertowi 4 godziny, a jego mlodszemu bratu — 6 godzin. lle czasu zajmie
im zbior truskawek, jesli beda pracowac razem, kazdy w swoim tempie?
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3.12. Wyrazenia wymierne -
zastosowania (2)

Przykiad 1

Dwa samochody wyruszyly jednoczesnie z Malborka. Po pewnym czasie pierw-
szy znajdowal sie w odleglosci 320 km, a drugi — 240 km od tego miasta.
Srednia predkoéé¢ drugiego samochodu byta o 20 km/h mniejsza od predkosci
pierwszego. Oblicz $rednie predkosci, z jakimi poruszaly sie te samochody.

Oznaczmy przez v, 1 vy Srednie predkosci samochodéw. Wowczas:

320 240 Korzystamy ze wzoru t = =, gdzie
V1 v1—20  f oznacza czas, s — droge.

320(v, — 20) = 240v,, stad v, = 80 oraz v, = 80 — 20 = 60

Srednie predkosci samochodéw wynosily odpowiednio 80 km/h i 60 km/h.

Cwiczenie 1

a) Samochod jadacy ze srednia predkoscia v pokonal odleglosé 195 km. Samo-
chéd jadacy ze $rednig predkoscia o 20 km/h wieksza pokonal w tym samym
czasie 260 km. Oblicz srednie predkosci obu samochodéow.

b) Droga miedzy miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyly row-
noczesnie naprzeciw siebie dwa samochody. Pierwszy z nich jechal ze srednia
predkoscia o 30 km/h wieksza niz drugi. Samochody minely sie, gdy pierwszy
pokonal % trasy miedzy miastami. Oblicz Srednie predkosci obu samochodéw.

Cwiczenie 2

a) Pociag ekspresowy jechal ze Srednia predkoscia o 30 km/h wieksza niz
pociag osobowy 1 przebyt trase dlugosei 360 km w czasie o godzine krotszym.
Oblicz srednie predkosci tych pociagéw.

b) Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wyruszyly
réwnoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi. Srednia predkoéé pierwszego byla
o 10 km/h wieksza niz $rednia predkos¢ drugiego. Pociagi spotkaly sie w od-
leglosci 270 km od miasta A. Oblicz srednie predkosci, z jakimi sie poruszaly.

3.12. Wyrazenia wymieme — zastosowania (2)
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Zadania

1. Pociag mial pokonac trase miedzy dwoma miastami w czasie okreslonym
w rozkladzie jazdy. Z powodu awarii zostal zatrzymany na pol godziny
na stacji posredniej. Pozostale 120 km przejechal z predkoscia wieksza
o 20 km/h i dzieki temu nadrobil powstale opéznienie. Oblicz, jaka po-
winna byc¢ Srednia predkoS¢ pociggu zgodnie z rozkladem jazdy.

2. Dwaj rowerzysci wyjechali réwnoczesnie na trase diugosci 36 km. Sred-
nia predkos¢ pierwszego rowerzysty byla o 6 km/h wieksza niz $rednia
predkosc drugiego, wiec pokonal on trase w czasie o godzine krotszym niz
drugi. Oblicz Srednie predkoSci obu rowerzystow.

3. Tomek przejechal na rowerze 32 km szosa 1 20 km polna droga w czasie
2 godzin 1 40 minut. Srednia predkosé jazdy po szosie byla o 20 km /h wiek-
sza od Sredniej predkosci jazdy po polnej drodze. Oblicz Srednia predkosc
na szosie i1 Srednia predkos¢ na polnej drodze.

4. 'Trasa rowerowa wokol jeziora ma diugosc 12 km. Dwoch rowerzystow wy-
ruszylo jednoczesnie z tego samego miejsca 1 okrazalo jezioro w tym sa-
mym kierunku. Srednia predkosé jednego z nich byla o 5 km/h mniejsza
niz srednia predkos¢ drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystow do-
szlo, gdy szybszy z nich wykonal 4 okrazenia jeziora, a wolniejszy — 3.
Oblicz srednie predkosci obu rowerzystow.

5. Samochod przejechal droge z miasta A do B o dlugosci 240 km ze Sred-
nia predkoscia v. W drodze powrotne] przez godzine jechal ze srednia
predkoscia v, a nastepnie zwiekszyl predkos¢ o polowe, w rezultacie droge
powrotna przejechal w czasie o godzine krotszym. Wyznacz Srednia pred-
kos¢ w.

Powiodrzenie

6. Droga miedzy miastami A i B ma 210 km. Z tych miast wyjechaly jed-
noczesnie naprzeciw siebie dwa samochody. Kazdy z nich jechal ze stala
predkoscia. Minely sie one w odleglosci 90 km od miasta A. Oblicz pred-
kos¢ kazdego z nich, jesli jeden jechal o 15 km/h szybciej niz drugi.

7. Trase o dlugosci 144 km samochod przejechal w czasie o godzine krot-
szym niz motocykl. Oblicz Srednia predkos¢ kazdego z pojazdéw na tym
odcinku, jesli srednia predkos¢ samochodu byla o 24 km/h wieksza niz
Srednia predkos¢ motocykla.
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3.13. Zagadnienia uzupetniajace

B Nieréwnosci wymierne

Przykiad 1
Rozwiaz nieréwnosc fz- < —1.

Zakladamy, ze x # 0.

Mnozymy obie strony nierownosci
przez kwadrat mianownika. Zwrot
nieroOwnosci sie nie zmienia, ponie-
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; : i i i ;
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Rozwigzanie nieréwnosci % < —1 mozna

rowniez odczytac¢ z wykresu.

waz kwadrat wyrazenia roznego od zera jest zawsze dodatni.

(3+2)r <0

Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zalo-
zenie, odczytujemy rozwigzanie nierownosci: x € (—3;0).

1. Rozwiaz nieréwnosc.

a)%}ﬂ

Przykiad 2

Rozwigz nieréwnosé <=2 < 3.

Zakladamy, ze x # 3.

Ty
o 5—3%0
r—3

S~ e
2x—5—3(x—3) <0
=3

— x4 .
——<0/-(z—3)°
0

(2 —
—(z—4)(z—3)<0 /- (-1)
(z—4)(x—3) =0

L

Szkicujemy odpowiednig parabole i, uwzgledniajac zalo-
zenie, odczytujemy rozwiazanie nieroOwnosci:

x € (—o0;3) U (4; 00)

e s

™ = - o E = I'!- — " -
Rozwiazanie nierownoscl :.;—35 < 3 mozna

réwniez odczytac¢ z wykresu.

3.13. Zagadnienia uzupeiniajgce
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2.

3.

Odczytaj z wykresu funkeji f rozwiazania nieréwnosci f(x) > 2 oraz

f(x) > —2. Sprawdz odpowiedzi, rozwiazujac odpowiednie nieréwnosci.

Rozwiaz nieré6wnosc.

_ 3 2 . — = 20+3
a) =36 ] c) = %3 ) — &4 o) = 5
2x+7T W dae—T 2a—2 v —Tx+42
£ 4 &
b) r—4 > d) r—2 f) r+1 = h) .L—I—-_]:; b

B Wyrazenia wymierne dwoch zmiennych

4.

Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartosé¢ dla x = 2 oraz y = —4.
; - i i :z:g—frgy :I'E—y2
a) o ) ——— c) 7 TN
2%y yr—y z2—2xy+y
Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartos¢c dlaa= —11 b = 2.
EL) a42abib? _ a—b3 b) at—pt _ a—b
a?—b? a?+ab+b? a’+b2—2ab ab+b?

Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

a) y+3 2 E) r?—4ry a4y E‘) 23—y ' x% —q?

S22 46y+9 5¢  20zy 7 x4ty x24oyty
4 2 i =2 4 E_:l,,ﬂ o 3 2 2

b) y~—8 g d) 2=v_ . T f) (z+y) oty

43 3—2Y r+2y  x2tdryt4y? 22 42zy+y?  at—yd

Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

1 1 y*—1 x%-1 % Y 22y
) 24y | z—y ) xy3 a3y e) x—Y I ety  x2—y?

e F 1 ’1 1 3, . 3, . 4, &
b) X i (¥} d) I 1 f) £L 4 | Loy

z+y = -y ry y: @l 2x—y 2xty dx2—y2

Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

&) a2+ab( a  a ) b) ({1— a’ )_l(a—l—l A )
a?b? \ a—b a-+b a—1 b b—ab
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1.

Podaj wzor proporcjonalnosci odwrotnej y = £, jeshi do jej wykresu na-
lezy punkt A. Podaj wspolrzedne trzech innych punktow nalezacych do
wykresu tej zaleznosci.

a) A(3,8) b) A(2,4) c) A(7,%) d) A(27,3)

4 7 28

Oblicz wartosci funkeji f(x) = 2 dla:
)we{-4-43}a=-2  uze{-9f1} a=1},

b) S {—2* '_1'; E}'* a = %1 d x € {%*\/g-r\/ﬁ_ 1}: a4 = \/ﬁ_l_l'

Na rysunku przedstawiono wykres funk-

cji f(x) = 2. Oblicz a

a) Ktére sposréd punktow: P(—8, —%).,
Q(%,12), R(v/2,/3) naleza do wykresu

funkcji f i

b) Odczytaj z wykresu, dla jakich argu-

mentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze od —3.

¢) Rozwiaz nieréwnoéé f(x) < 4.

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —:—3, ktorej dziedzina jest zbiér D. Podaj
zbior wartosci tej funkce;ji.
a) D=R\{0} b)D=(—00;—1) ¢ D=(1;5) d)D=(-1;1)\ {0}

Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzine funkcji g 1 rownania
asymptot jej wykresu.

2) f@) =2, ) =241 o fl@)=1, gla) =
b) f(z)= —;? g(x) = —% -2 d) f(z)= —f 9(x) = ——5

Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Podaj dziedzine i zbiér wartosci kazdej
z tych funkL _]1

a) flo)=2, gl@)=-=, h@)=-—-+1
b) f@)=2, g@)===, h@)=—F-1
o) f@)=—3, gl@)=-75 h@)=-75+3

Zestawy powtdrzeniowe
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Vv

7. Ktore sposrod liczb: —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie naleza do dziedziny wyra-

zenia?
rl) 15:1:24—;1‘.—;—5 b) ;rz—i—ﬁzr—l—ﬁl C') :r:5—3:1~.‘4:—|—;r d) 21*4—16;1?34—9
23 -9y rd—4p3 4422 ' r2—1—6 r3—g2—2p

8. Wyznacz dziedzine funkeji f. Oblicz f(—3), f(1)1i f(3).

- a2 42 r+0,5

a) f(z) =5 c) flz) =55
. 2421 312 _ B
b) f(z) = S5= d) f(z) = S5

9. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
&) 2 r2—1 {2) % —624+9 2248 E) 2—I175:r : e g
r—1 x4z 22482+16 -3 922 —-16 ~ 443

b) 42°—9 - 2x+1 d) t—z ozl f) 22 4224+4  ax+42
422—-1 3—2x r—1 224z+1 3-8 1 =2

10. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

_ 3 , 9 3, 1 I o
a) x+4 | x—4 ) r @ 43 €) A1 @l
6 B! % T 2 6
b — d f
) £—3 33—z ) z+2 T z+1 ) z—3 T %2—3x
11. Wyznacz pole trapezu o podstawach a, b i wysokosci h (x > 0).
A ! 2% 1 4 =1
a) a=—,b=— h==22  })g= b= S g 2xt
r+3 r+3 3 2e+1 2x+1 2042

12. Wyznacz dziedzine funkcji f.
\/ 22+3 —r—2 v +3
a) f(z) = Y— b) fla) = = c) f(z)= =

v r—3 VI+5H 6—x
W Zestaw I
1. Rozwiaz rownanie.
2 e 3 5.2 :
x40z o2 r-—22—8
) %o — G 0 E) 22 —4xr+4 0 E) Pé—g—2 0
2 2 2
r“—4 4x*—122+9 e i gl
b) — =0 d = () f . = ()
) 24 4-2: ) 3x—2x2 ) 22 —62+8
2. Rozwiaz réwnanie.
222 +52—3 22 —22—3 202 —32+1
a ={ C = () e =
) 432 —4r+1 ) 22 —5—0 ) 22 —32+2
9x+122+4 22 —br+d 62 +r—1
b) 3xt—x—2 0 d) r24x—-2 0 f) 3x2+45x—2 L
3. Rozwiaz rownanie dla a = 0 oraz dla a = 1.
N\ 248 z+9 4221 22 —2—2
a = b = i ¢ =" d =@
) 2x ) 2—x ) :1?+% ) z-+1

3. Funkcie wymierne



10.

Rozwiaz réwnanie.

T T r+4
.EL_) x—1 . d) x42 = g) x—1 r—2
-1 X 6—8x
— . = L — 22: —
B 5= =1 £ =g =2—0 h) 22 +1 ==
2x—7 : 22410 : 1
C =5 g = #—2 1) de —4 = —=
) x ¢ ) x+5 ) x
Rozwiaz rownanie.
ox—2 1 1 2~ 2 —3
a = d = = =
) Sx 2+1 ) x+2 #-+1 g) bx+10 x2—4
22  bx+2 i r—4 24+ 1
b) r+4 3x+6 €) x—2 o2 0 ) x2—-1 241
2r—9  2-1 r—8 , +6 N 22+1 3
C) 2z+1 r4-3 f) -z = z42 0 1) r2—9 z—3 L
Wyznacz ze wzoru podana zmienna.
b
a) P = “;ﬁf h, b c) P=mr®+arl, I &) V==imr?h, r
b) P=22.h b d) V = Lar2h, h f) V=>24m3, r
2 ¥ 3 3 3 3

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = *=*. Wyznacz wspolrzedne punktow,
w ktorych wykres tunkeji f przecina prosta y = 2 oraz prosta y = x.

a) a=2 b) a = -1 el g=1 d) a=—-2

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkeji f(z) = =5 i g(r) = ==,

i 3
= T

a) Dopasuj wzor do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkceji f i g.
b) Rozwiaz réwnania: g(x) = = oraz f(z) = —=x.
Rozwiaz réwnanie.
a) 20 —6|=4 c) [4—2z| =7 e) z—3|+3x—9| =8
b) |[4x + 8| =2 d) |[-4x—1/=9 f) 6x4+3|—|4x+2| =4
Rozwigz nierdwnosc.
a) 2z — 8| < 8 c) [3z+6|>6 e) dz—A|+|3x—3| <7
b) 4—2x| <6 d) [-9—3z| >3 f) 8x+4|—22+1| > 6

Zestawy powtorzeniowe
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@ Sposob na zadanie

Przyktad

Z miasta A do oddalonego o 640 km miasta B wyruszyl samochod jadacy ze
srednia predkoscia v km/h. Réwnoczesnie z miasta B ta sama droga wyruszyl
samochdd do miasta A ze srednia predkoscia o 20 km /h wieksza. Samochody
te minely sie w odleglosei 280 km od miasta A. Oblicz srednie predkosci obu
samochodow.

Zadanie to mozna rozwiazac, ukladajac 1 rozwiazujac rownanie wymierne lub
ukiad réwnan.

I sposob
" s Tl B @ o g B e -
Korzystamy z zaleznosci: ¢ = =, gdzie ¢ jest czasem, s — droga, a v — predkoscia.

Pierwszy samochod, jadac z predkoscia v km/h do momentu miniecia z drugim
280

U

Drugi samochéd, jadac z predkoscia (v + 20) km/h, w tym samym czasie

samochodem, przejechal 280 km. Zatem otrzymujemy réwnosc ¢ =

przejechal 640 — 280 = 360 km|. Zatem otrzymujemy réownosc ¢ = U‘TSD.
360 280
v+20 v

360v = 280(v + 20)
360v = 280v + 5600
80v = 5600

Bi= )

II sposob
Korzystamy z zaleznosci: s = v - {, gdzie s jest droga, v — predkoscia,
a i — czasemn.
Pierwszy samochdd, jadac z predkoscig v km/h, pokonal w czasie ¢ droge
280 km. Zatem 280 = v - ¢
Drugi samochéd, jadac z predkoscia (v + 20) km/h, pokonal w tym samym
czasie droge 360 km. Zatem 360 = (v + 20) - £.
Rozwiazujemy uklad réwnan:
<r 280 = vt
| 560 = vt + 20¢
360 = 280 + 201
20t = 80
f =+

Podstawiamy £ = 4 do pierwszego réwnania i otrzymujemy v = 70.

Odpowiedz: Srednie predkosci samochodéw wynosily 70 km/h i 90 km /h.
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Zadania testowe

W

Rozwiaz zadania 1 zapisz odpowiedzl w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Punkty P(1,2)1 Q(3,4) naleza do wykresu funkeji:

3x—06 =T
A. f(z) = —, C. f(z) =—,
x4 N 2246
B. f(z) — D. f(x) =
2. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = I__'/lp + g dla:
A.p=-3,qg=0, C.p=4,g=—39,
B.p=2¢g=—-1, o=, i =2
3. Funkcja rosnaca w kazdym z przedzialow (—oo; —2) 1 (—2; 00) jest funkcja:
N 12 N 2/3
A. f(r) 1.0 3 C' f(‘r) o2 !
_ b . L I
B. f(x) — D. f(x) =5 8.
4. Liczby —5 1 1 sj rozwiazaniami rownania:
A. —— = 3 C. s x -+ 9,
2—bx R {5 o L
B. — xr — 3, D. - T + 5.
S il v asi P {1'2_1}(11'2_2} — N?
5. lle rozwiazan ma rownanie =Dz )2 0
A. 1 B. 2 C.3 D. 4
6. Jesli & -2 — = =n, to
Aﬂ—m_l B a_m—l C GL—H+2 Dﬂ_n—?
' n+2 ) n—2 ' m—1" ) —1°
7. Wykresy funkeji f(x) = 2 i g(x) = bx prze- REERE L

cinaja sie w punktach P(3,1) i Q(—3,—1)
(rysunek obok). Wynika stad, ze a + b jest
rowne:

A, —22 B.0, C.8% D. 6.

8. Kajakarz plynie po stojace] wodzie z predko-
Scia 10 km/h. Plynac z pradem rzeki, poko-
nuje trase dlugosci 24 kin w czasie o godzine

krotszym, niz zrobilby to, gdyby plynal pod
prad. Prad rzeki ma predkosc¢:
A. 1 km/h, B. 1,5 km/h, C. 2 km/h, D. 2,5 km/h.

Przed matura
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkeji f(x) = "’f_f. Powstal on w wyniku
przesuniecia hiperboli y = —i. Oblicz wspol-

czynniki a 1 b.

Zadanie 2 (2 pkt)
Dana jest funkcja f(x) = 2. Oblicz a, je-

sli wzor funkeji f mozna zapisa¢ w postaci
flx)= = — 2.
Zadanie 3 (2 pkt)

Rozwiaz réwnanie [6x — 3

— |1 — 22| = 10.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f(z) == +0.

a) Podaj wartos¢ wspoélezynnika b i oblicz

najmniejsza wartos¢ funkcji f w przedziale

b) Wyznacz miejsca zerowe funkeji: MESEN e .
g(i) — f(.l‘) — g A I | I
Zadanie 5 (3 pkt)
ou il ) - 92> —2 . -
I i w oy 11 — & . ‘t b
Uzasadnij, ze funkcja f(x) o3 oaiT s WA tylko jedno miejsce zerowe

Zadanie 6 (4 pkt)

Pierwsza polowe trasy pociag przebyl ze Srednig predkosciag v, a druga po-
lowe — ze Sredniag predkoscia dwa razy mniejsza. Cala trasa ma dlugosc 140 km.
Wyznacz wzor opisujacy zaleznos¢ miedzy czasem ¢, w jakim pociag przebyl
cala trase, a Srednig predkoscia v. Oblicz ¢ dla v = 120 km/h.

Zadanie 7 (4 pkt)

Ze stacji A do stacji B, oddalonych od siebie o 100 km, wyjechal pociag. Po
przejechaniu 20 km zatrzymal sie z powodu awarii i stal 10 minut. Aby nad-
robi¢ opoznienie, pozostala czesc trasy jechal ze srednia predkoscia 1,2 raza
wieksza niz przed awaria. Oblicz Srednig predkosc, z jaka jechal pociag na
pierwszym odcinku trasy.

3. Funkcie wymierne



4 Trygonometria

Jedna z funkcji trygonometrycznych omawianych w tym
rozdziale jest funkcja sinus — slowo to po lacinie oznacza
zagiecie, zatoke. Jesli znamy wartosc sinusa kata o (w skro-
cie sin ) oraz dlugosé przeciwprostokatnej ¢ trojkata pro-
stokatnego, mozemy obliczy¢ dlugosé przyprostokatnej a
(rysunek obok), korzystajac z réwnosci a = csin a.

Na przykiad, chcac sie dowiedziec, na jaka wysokos¢ siegnie drabina strazacka
o diugosci 40 m podniesiona pod katem 657, wykonujemy mnozenie 40-sin 65°.
Poniewaz sin 65° ~ 0,9, wiec wysokos¢ ta jest réwna okolo 36 m.




4.1. Trojkaty prostokatne

Twierdzenie Pitagorasa

W tréjkacie prostokatnym suma kwadratow diugo-
sci przyprostokatnych jest rowna kwadratowi dlugosci c

przeciwprostokatnej.

a’ +b° = c* b <

Istnieje wiele dowodéw tego twierdzenia (patrz str. 193-194), tu korzystamy
z wlasnosci podobienstwa trojkatow.

Dowod
Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych a i b oraz prze-
ciwprostokatnej c¢. Prowadzimy w nim wysoko$¢ C'D (rysunek ponizej). Na
podstawie cechy KKK trojkaty: CBD, ACD i1 ABC sa podobne.
Z podobienstwa tréjkatow ABC 1 C'BD otrzymujemy:

Re2 B

C (L

o’ = cx e=%TY
7, podobienstwa tréojkatow ABC i AC'D
otrzymujemy:

y 0y 1

y
b
b? =
Y A b C
Zatem a* + b* = cx +cy = c(x +y), ale x + y = ¢, czyli a* + b* = ¢*.

Cwiczenie 1

Oblicz dlugosc przeciwprostokatne] trojkata prostokatnego o przyprostokat-
nych a i b.

a) a = 30,b=40 ey 6=2v2—-1,b=2v2+1 &) o= b=292/2
b) a=+5,b=2 d) a=vV5—v3,b=v54+V3 f) a=%=2

Cwiczenie 2

Oblicz z.
™
L

a)

o
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Aby sprawdzic, czy dany trojkat jest prostokatny, mozna wykorzystac¢ ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokéw trojkata jest réwna kwa-
dratowi dlugosci trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

Dowod

Rozpatrzmy tréjkat T o bokach dlugoéci a, b, ¢ takich, ze a* + b* = ¢?, oraz
trojkat prostokatny T, o przyprostokatnych diugosci a i b.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze przeciwprostokatna ¢; trojkata 73 speinia
warunek c? = a* + b*. Zatem c¢; = c.

Oznacza to, ze trojkaty T i T sa przystajace na podstawie cechy BBB. Zatem
trojkat T' jest trojkatem prostokatnym.

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy trojkat o danych bokach jest trojkatem prostokatnym.

a) 3,4, 5 b) 5, 9, 11 ¢) 9, 40, 41 d) =,

o1l Ry
W fo

?

Szczegolne znaczenie maja dwa trojkaty prostokatne. Jeden z nich to tréjkat

bedacy polowa kwadratu, czyli o katach 45°, 45°, 90°. o "

Przekatna kwadratu o boku dlugosci a jest réwna av/2. d

Cwiczenie 4 a
A a B

a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie.

b) Oblicz obwdd trojkata prostokatnego réwnoramiennego, ktérego pole jest
rowne 72 cm?.

Drugi wazny trojkat prostokatny to trojkat bedacy polowa trojkata réwno-
bocznego, czyli o katach 30°, 60°, 90°.

Wysokosc tréjkata réwnobocznego o boku diugosci a
av/3

jest réwna —

B

Cwiczenie 5
A La ) La B
2" ,

a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie.

b) Oblicz obwod tréjkata réwnobocznego, ktorego wysokosé jest réwna 6 cm.

4,1. Trgkaty prostokatne
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Zadania

1. Oblicz pole réwnoramiennego trojkata prostokatnego, ktérego:
a) obwdd jest réwny 6(1 + v/2),
b) przeciwprostokatna jest o 1 + V2 dluzsza od przyprostokatnej.

2. Oblicz z i y.

5ol 607

3. a) Najdluzszy bok tréjkata rownoramiennego ma dlugosé 15 cm, a jeden
z jego katow ma miare 120°. Oblicz obwod tego trojkata.
b) Katy ostre trojkata maja miary 30° i 45°, a wysoko$é opuszczona na
najdiuzszy bok jest réwna 3 ecm. Oblicz obwdéd tego trojkata.

4. Oblicz pole trojkata prostokatnego, w ktérym jeden z katéw ostrych
jest dwukrotnie wiekszy od drugiego kata, a suma dlugosci

C
przeciwprostokatnej i dluzszej przyprostokatnej
; g D
jest rowna 2v/6 + 6+/2.
30°
5. Oblicz obwdd tréjkata ABD (rysunek obok), jesli i
pole tréjkata BCD jest réwne 3+/3. P 5

6. Wysokosc trojkata A BC opuszcezona z wierzcholka €' ma dlugosé 4. Oblicz
obwod tego trojkata.

a) & b) ©
9}/}}
A 10 B A 3 B

7. a) Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 6 cm i 8 em.
Oblicz dlugosci srodkowych poprowadzonych z wierzcholkéw katoéw ostrych
tego trojkata.

b) Jeden z katéw ostrych trojkata prostokatnego ma miare 60°, a jego
przeciwprostokatna ma dlugosc 12 ecm. Oblicz dlugosci srodkowych po-

prowadzonych z wierzchotkow katow ostrych tego trojkata.
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8. a) Obwdd tréjkata prostokatnego jest réwny 30 cm, a jego najdiuzszy bok
ma dlugosé 13 cm. Oblicz dlugosci pozostalych bokow tego trojkata.
b) Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego ma dlugosé 2 em. Diugosé
jednej z przyprostokatnych jest srednia arytmetyczna dlugosci przeciwpro-
stokatnej i drugiej przyprostokatnej. Oblicz obwod tego trojkata.

9. Obwdéd rombu jest rowny 4v/41 cm, a jedna z jego przekatnych jest o 2 cm
dluzsza od drugiej. Oblicz diugosci tych przekatnych.

Powtiorzenie

10. Oblicz obwdd tréjkata ABC.
% bi £ g O

j i &

12. Jeden z katow ostrych trojkata prostokatnego jest dwukrotnie wiekszy od
drugiego kata. Oblicz pole tego trojkata, jesli wiadomo, ze:
a) jego obwdd jest réwny 6 + 2v/3,
b) réznica dtugoéci jego przyprostokatnych jest réwna 12 — 44/3.

13. Oblicz obwdd tréjkata ABC.

A x4+ 1 B

14. W trojkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma miare 60°, a dluzsza
przyprostokatna ma diugosé 18. Oblicz diugosci srodkowych poprowadzo-
nych z wierzcholkow katow ostrych tego tréjkata.
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Trojki pitagorejskie

Liczby naturalne: a, b, ¢, wyrazajace dlugosci bokéw trojkata prostokatnego
nazywamy trojkami pitagorejskimi.
Taka tréjke tworza na przyklad liczby: 3, 4, 5, gdyz 32 + 42 = 52,

Zauwaz, ze trojka pitagorejska jest tez dowolna trojka liczb
postaci: 3k, 4k, 5k, gdzie £ € N, np.:
o dla £ = 2 otrzymujemy: 6, 8, 10,

e dla £ = 3 otrzymujemy: 9, 12, 15.

i o i ) > i 17
Trojke pitagorejska a, b, ¢ nazywamy pierwotng, gdy liczby

a, b, c nie maja wspolnego dzielnika wiekszego od 1.

13 5

g
e

3 12 8

Jest 16 pierwotnych trojek pitagorejskich, w ktorych najwieksza liczba jest
mniejsza od 100:

3.4, 5 20, 21, 29 11, 60, 61 13, 84, 85
5, 12, 13 12, 35, 37 16, 63, 65 36, 77, 85
8, 15, 17 9, 40, 41 33, 56, 65 39, 80, 89
7. 24, 25 28, 45, 53 48, 55, 73 65, 72. 97

Twierdzenie

Jeshi x 1 y sa dodatnimi liczbami naturalnymi oraz x > y, to liczby:

ﬂ::{:z—yz,t bzziﬂy.ﬁ C:$E+y2

tworza trojke pitagorejska.

Dowod
a’+b° = (2° — y*)* + (2xy)* = z* — 20°y* + y* + 4oy’ =
=zt 4 22%% Lyt = (22 492 = &

Trojek pitagorejskich jest nieskonczenie wiele. Kazda trojke pitagorejska moz-

na otrzymac, korzystajac ze wzorow podanych w powyzszym twierdzeniu lub
jest ona wielokrotnoscia liczb tej postaci.

1. Korzystajac z podanych w twierdzeniu wzorow, wyznacz trojki pitagorej-

skie dla:
i) =d, y=8 bleg=b =32, e =0 =1L diaeg=8 p=2
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4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Stosunki dlugosci bokow tréjkata prostokatnego sa tak powszechnie stoso-
wane, ze otrzymaly wlasne nazwy.

Definicja

Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko

kata do dlugosci przeciwprostokatne] nazywamy
sinusem tego kata.

sina = = ' :
c A b C
Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do diugosci przeciw-
prostokatne] nazywamy cosinusem tego kata.

b

CoOs¥ = =
%

Stosunek diugosci przyprostokatnej lezace] naprzeciwko kata do dlugosci
przyprostokatnej lezacej przy tym kacie nazywamy tangensem tego kata.

(§ 8
tgr_’r.—g

Stosunki te nazywamy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego a.

Rozpatruje sie tez stosunek ditugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do dtugosci

przyprostokatnej lezace] naprzeciwko tego kata. Jest to cotangens kata: ctga = g.

Zwro¢c uwage, ze stosunki te nie zaleza od By
wielkoSci rozpatrywanego trojkata, a jedynie B/
od kata «. Z podobienstwa trojkatow: AB,C,.
AB,;C; wynikaja rownosci:

|B1C1| _ |BaCsl ; :
|AB; | |AB2)| A s

Sin @ =

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego o zachodza nierownosci:

sina <1 1 cosa<1

Przykiad 1

Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 45°.

Rozpatrzmy trojkat o katach 45°, 45°, 90° (rysunek obok). |
: : 2 /2

sin45° = % = ,—V;T cos 45" = v% = 1"?, tg 4" = % =1

4.2, Funkcje trygonometryczne kata ostrego
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Przyktad 2
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 30°.

Rozpatrzmy tréjkat o katach 30°, 60°, 90° (rysunek obok).
= ﬂd____'-:t}-d___]- _,_-.TJ____A*'}E___-V’E .L
sin 30 == s cos 30 =l o 2
- /3
o N
thU ) = T

Cwiczenie 2
Oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych kata 60°,

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono trojkat prostokatny o bokach 3, 4, 5.
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata c.

sina = % = 0,6 COS (v = % = 0,3

tga = 3 = 0,75

4 4

Cwiczenie 3

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych trojkata prostokat-
nego o bokach a, b, c.

a) a=05,b=12,¢=13 b)a=8b=15,¢c=17 ¢) a=71, b:ﬁ?ﬂ:%

Dla katow ostrych a 1 [ z nieréwnosci o < 3
wynika nieréwnosc sin o < sin 3. Aby to uzasad-
nic¢, rozpatrzmy trojkaty OB,C, i OByC, (rysu-
nek obok). Punkty C i C; leza na huku okregu
o srodku w punkcie O i promieniu 1.

Zauwaz, ze sina = | B (|, sin 3 = |B,C;| oraz
|B,C,| < |B2C5|, zatem sin o < sin 3.

D| Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze jesli a < 3 < 90°, to cosa > cos [3.

Zadania

1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéow ostrych tréjkata pro-
stokatnego o bokach dlugosci:

a) 6, 8, 10, ¢) 1,4, V17, e) V5, 2v/5, 5,
b) 7, 24, 25, d) 1,4, /15, f) /2, /8, 2.
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2.

Przerysuj tabele do zeszytu

i ja uzupelnij. Czy wiesz, ze...

Skrot sin pochodzi od tacinskiego stowa

8! 30° | 45° | B0° sinus — zagiecie, zatoka;
. L V4 cos to skrot od complement: sinus, czyli
Sin v s W . o
./ DL sinus dopelnienia;
Comee ?. Wiy / ? tg — skrot stowa tangens oznaczajacego
tea /Y 1 ? // styczng.

Przekatna prostokata o bokach dlugosei 1 dm i 2 dm dzieli prostokat na
dwa trojkaty. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katow ostrych
tych trojkatow.

Dla tréjkata przedstawionego na rysunku obok oblicz:
20

a) dlugodci przyprostokatnych,
b) wartosci: sina, cos a, tg a oraz
sin 3, cos 3, tg . o 14

Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katéow ostrych trojkata pro-
stokatnego, w ktorym jedna przyprostokatna jest trzy razy dluzsza od
drugie] przyprostokatnej.

Dany jest rownoleglobok (niebedacy prostokatem) o bokach dlugoseci 10 em
1 9 ecm. Jedna z przekatnych dzieli rownoleglobok na dwa trojkaty pro-
stokatne. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych tych
trojkatow.

Podstawy trapezu réwnoramiennego maja diugosci 6 1 10, a wysokos¢ jest
rowna 5. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata zawartego mie-
dzy dluzsza podstawa trapezu a jego:

a) przekatna, b) ramieniem.

Powtorzenie

8.

Oblicz wartosci tunkeji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata pro-
stokatnego o przyprostokatnych a i b.

a) g=2 b=6 b) a=2,b=+3 c) a=2 b=+5

Dany jest prostokat ABC'D o obwodzie réwnym 10 ¢m i krétszym boku
BC' diugosei 2 em. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katow
ostrych tréjkata ABC.

4.2, Funkcje trygonometryczne kata ostrego
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4.3. Trygonometria — zastosowania

Funkcje trygonometryczne wykorzystuje sie w wielu sytuacjach praktycznych.
Ich przyblizone wartosci odezytamy z tablic wartosci funkeji trygonometrycz-
nych na str. 295. Mozemy tez skorzystaé¢ z odpowiedniego kalkulatora.

Przyktad 1

Wierzcholek latarni morskiej znajduje sie 25 m nad poziomem morza i widac
go z jachtu pod katem a = 5°. Jaka jest odleglos¢ jachtu od podndéza skarpy,
na ktorej stoi latarnia?

I G

fd

Do wyznaczenia szukanej wartosci d wykorzystamy odczytana z tablic przy-
blizona wartos¢ tg5° =~ 0,0875.
29 25

20 .
tga ==, czyli d e e 86 [m]

Cwiczenie 1

Oblicz wysokosé¢ budynku, ktorego cien ma diugosé x
w momencie, gdy promienie sloneczne tworza z powierzch-
nia ziemi kat c.

a) £ =5 m, a= HE° b) z =12 m, a = 39°

Przyktad 2

Obserwator widzi czubek drzewa odleglego i

0d=65m pod katem a = 29° (oczy ma z

na wysokosci 1,5 m nad ziemia). Jak wysokie

jest drzewo?

tg29° = L
S §15)

Z tablic odczytujemy: tg29° ~ 0,5543, czyli z ~ 65 - 0,5543 ~ 36 [m].
Wysokos$é drzewa jest wiec rowna okolo 36 + 1,5 = 37,5 [m|.

Cwiczenie 2

Przyjmij, jak w przykladzie 2., ze obserwator ma oczy na wysokosci 150 ¢cm
nad ziemia 1 oblicz wysokos¢ drzewa, jesli:

8) a=40°, d= 22 11, b) a=14°, d = 100 m.
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Przyktad 3
Przekatna prostokatnej dzialki budowlanej ma diugos¢ 30 m i tworzy z krot-
szym bokiem dziatki kat a taki, ze cosa = 0.,6. lle metrow biezacych siatki
potrzeba na jej ogrodzenie, jezeli na brame wjazdowa nalezy zostawi¢ 3 m?

Obliczamy dlugosc jednego boku dziaiki:

¥y _— — 1 PR ; -

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
r? = 30% — y? = 900 — 324 = 576
x = /576 = 24 |m]

Zatem obwdd dzialki: 2x + 2y = 48 + 36 = 84 m)|,
czyli potrzeba 84 — 3 = 81 |[m] siatki.

Cwiczenie 3
Oblicz obwdéd prostokata, ktorego przekatna dhugosei d tworzy z jednym z bo-
kow kat o mierze .

a) d =15, cosa = b) d =8, cosa = X2

Znajomosc wartosci funkeji trygonometrycznych moze poshuzyc do znajdowa-
nia miar katow ostrych tréjkata prostokatnego.

Cwiczenie 4

Korzystajac z tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 295), podaj
przyblizona miare kata «, dla ktoérego:

a) sina = 0,4067, b)sina =0,4226, c¢)tga =0,5735, d) cosa = 0,9200.

Przyktad 4
Drabine diugosci 5 m oparto o sciane budynku tak, ze dotyka
jej na wysokosci 4,8 m. Jaki kat tworzy drabina z ziemia? 5 m 4.8 m

sin o = 453 = (,96. Z tablic odczytujemy: a ~ 74°.

Cwiczenie 5

Jaki kat tworzy z ziemia drabina o diugosci:
a) 6,5 m, jesli oparta o $ciane budynku siega na wysoko$¢ 5,5 m,

b) 4,5 m, jezeli je] koniec opierajacy sie o ziemie jest odlegly o 1 m od sciany
budynku?

4.3, Trygonometria — zastosowania
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Zadania

1. Budynek (rysunek obok) rzuca cien dlugosci 19 m w mo-
mencie, gdy promienie sloneczne tworza z powierzchnia
ziemi kat v = 55°. Oblicz wysokos¢ tego budynku.

2. Oblicz dlugos¢ cienia rzucanego przez budynek o wyso-
kosci 25 m w momencie, gdy promienie sloneczne two-

rza z powierzchnia ziemi kat 40°. B

3. Czubek drzewa widaé z odleglosci 80 m pod katem 257 (z poziomu ziemi).
Jaka jest wysokos¢ drzewa? Jaka jest dlugosé cienia rzucanego przez to
drzewo, jesli promienie sloneczne tworza z powierzchnia ziemi kat 70°7

4. Naciagniety sznurek dlugosci 20 m, na ktérego koficu zamocowany jest
latawiec, tworzy z poziomem kat 70°. Jak wysoko nad ziemia znajduje sie

latawiec?
Nachylenie drogi jest zwykle podawane w procentach:
Zauwaz, ze 5 = tga. g

5. Wyznacz kat a (rysunek powyzej), jesli nachylenie drogi jest rowne:

a) 10%, b) 30%, ¢) 50%, d) 100%.

6. Podjazd dla wozkéow jest nachylony do poziomu pod katem «. Wyraz
w procentach nachylenie tego podjazdu. Czy spelnia on wymog, ze na-
chylenie podjazdu ma byé mniejsze od 8%?7

a) a=3° b) & =4° ¢) a=25"

7. Drabina wozu strazackiego moze by¢ rozsunieta na dlugosé¢ 20 m i podnie-
siona pod katem 72°. Na jaka wysokos¢ siegnie drabina, jesli jest zamoco-
wana 2,4 m nad ziemia?’

8. a) Jaki kat z powierzchnia ziemi tworza promienie sloneczne, jesli drzewo
o wysokosci 20 m rzuca cien dlugoseci 17 m?

b) Drabine oparto o $ciane tak, ze dotyka jej na wysokosci 3,6 m i tworzy
z ziemia kat 54°. Jaki kat bedzie tworzyla z ziemia ta drabina, jesli zostanie
oparta o sciane na wysokosci 4 m?

9. Przekrdj poprzeczny strychu jest trojkatem réwnoramiennym o podstawie
dlugosci 9 m i ramionach dlugosci 6 m. Oblicz miary katow tego trojkata.
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10.

11.

12.

18.

14.

Pilot lecacy samolotem na wysokosci 50 m widzi poczatek pasa startowego
pod katem a = 30°, a jego koniec pod katem 5 = 10°. Samolot nadlatuje
wzdluz pasa startowego. Jaka jest dlugosc tego pasa?

Q &)
A B

Samolot zblizajacy sie do lotniska leci na wysokoseci 2400 m. Do ladowania
musi schodzi¢ pod katem 4°. Jak daleko od poczatku pasa startowego
powinien rozpoczac ten manewr?

Startujacy samolot wznosi sie pod katem 15° z predkoscia 80 m/s. Jaka
wysokosé osiggnie samolot po 2 minutach od momentu oderwania sie od
ziemi?

Dwaj obserwatorzy stojacy w punk-
tach A1 B (rysunek obok) w odle-
glosci 400 m od siebie widza nadla- a 3

tujacy wzdluz kierunku AB samolot A B

pod katami oo = 20° i = 8°. Na jakiej wysokosci leci samolot?

Wierzcholek komina widac z punktu A pod katem 26°, a z punktu B pod
katem 40°. Podstawa komina oraz punkty A i B leza na jednej proste;j.
Komin ma wysoko$¢ 20 m. Jaka jest odleglos¢ miedzy punktami A i BY
Rozpatrz dwa przypadki (pomin grubos$é¢ komina).

Powtodrzenie

15.

16.

17.

Jaki kat z powierzchnig ziemi tworza promienie stoneczne, jesli budynek
o wysokosci 30 m rzuca cien dlugosei: a) 20 m, b) 30 m, ¢) 60 m?

O ile wyzej siegnie szeSciometrowa drabina ustawiona pod katem 73° do
poziomu ziemi od takiej samej drabiny ustawionej pod katem 53°7

Oblicz wysokosé drzewa.
g a=15° 3=325, b} e =10° 8 =28°,

IAB| =20 m IAB| =40 m

4.3, Trygonometria — zastosowania
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4.4. Rozwigzywanie trojkgtow
prostokatnych

Rozwigzaniem trojkata nazywamy wyznaczenie diugosci jego trzech bokow
i wyznaczenie miar jego trzech katow.
Aby rozwigzac trojkat prostokatny, wystarczy znac:
— dhugosci dowolnych dwoch — dlugosé dowolnego boku 1 miare
; lub : ;
bokow jednego z katow ostrych.

Przyktad 1
Rozwiaz trojkat prostokatny, majac dane dlugosci jego przyprostokatnych:
4 c¢cm 1 10 cm.

Diugosé przeciwprostokatnej obliczamy, korzystajac z twier- A
dzenia Pitagorasa: ¢ = v/ 102 442 = /116 = 2v/29 [cm].
tg B = % = 0,4. Z tablic (str. 295) odczytujemy:

[~ 22°1stad a = 90° — 0 = 68°. .- :
B 10 ecm (]

= Przyktad 2

Rozwiaz trojkat prostokatny. jesli dlugosé przyprostokatnej

lezace] naprzeciwko kata 50° jest rowna & cm.

a = 90° — 50° = 40°

% = sin H0° ~ 0,766, stad ¢ ~ 10,44 cm.

-2— = tg H0° =~ 1,1918, stad a ~ 6.71 cm.

= Cwiczenie 1
Rozwiaz trojkat prostokatny, jesli:

a) dwa jego dluzsze boki maja dlugosci 9 cm i 10 cm,

b) diugosci przyprostokatnych sg rowne 5 cm i 13 cm,

c) przeciwprostokatna ma diugosc 15 ¢m, a jeden z katéw ma miare 37°,
d) dlugosé przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata 54° jest réwna 8 cm.

Jesli potrzebna jest wieksza dokladnosé, to miare kata mozemy podawac
w stopniach 1 minutach, a nawet w sekundach.

; B = !
1 minuta (oznaczana 1') jest réwna == stopnia. 1* =60
. # . 1! — 6[}”

1 sekunda (oznaczana 1") jest rowna % minuty. '+ aepad

Na przykiad 24,5° = 24°30'.
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Przyktad 3

Wyraz w minutach i sekundach —= kata 45°.
45° 45 " " 1" " LA
T AT 3600 162 120" 44 42
Cwiczenie 2
Wyraz w stopniach, minutach i sekundach ﬁ kata:
a) 360°, b) 4°, ¢j I5% d) 127, e) 42°.
Przykiad 4 C

Dany jest tréjkat prostokatny ABC' (rysunek obok).
Odcinek AD jest zawarty w dwusiecznej kata BAC.
Oblicz miary katéw tréjkata ADC, jesli |AB| = 8,
BC| =6,

tg IBAC = 2 = 0,75, czyli ¢ BAC =~ 37° F &

Zatem: SCAD ~ L .37° = 18°30/
JACD = 90° — 37° = 53°
JADC = 180° — 18°30' — 53° = 108°30'

Cwiczenie 3

W tréjkacie prostokatnym ABC' o kacie prostym przy wierzchotku A kat BC' A
ma miare 55°, a |CB| = 10. Oblicz dlugosé¢ odcinka C'D oraz miary katow
trojkata BC' D, jesli punkt D nalezy do boku AB oraz odcinek C'D jest:

a) zawarty w dwusiecznej kata BC'A, b) srodkowa tréjkata ABC.

Zadania

D C

1. W trapezie prostokatnym ABC'D (rysunek obok) kat
ADB ma miare 43°46'25", a kat ABC — miare 73°42'10". p

a) Wyznacz miary katéw trojkata BCD.

b) Wyznacz miary katow trojkata ABP, jesli punkt P

lezy na dwusiecznej kata ABC.. B
A B

2. Rozwiaz trojkat prostokatny o podanych diugosciach przyprostokatnych.

a) 4 cm, 6 cm b) 1 em, 7 ¢cm ¢) 8 cm, 10 cm

3. Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.
Rozwiaz ten tréjkat, jesli wiadomo, ze:

a) JCAB = 34°, |CB| =6, b) SCBA = 66°, |AB| = 10.

4.4, Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych
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4. Oblicz obwdd 1 pole trojkata réwnoramiennego:
a) o ramieniu dlugosci 4 i kacie przy podstawie 37°,

b) o podstawie dlugosci 10 i kacie miedzy ramionami 70°.

5. a) Trapez rownoramienny ma podstawy dlugosei 6 dm i 10 dm, a jego
obwéd jest rowny 32 dm. Oblicz miary katow tego trapezu.
b) Trapez réwnoramienny ma podstawy diugosci 4 cm i 8 ¢ oraz wyso-
kos¢ 8 em. Oblicz miare kata, jaki przekatna trapezu tworzy z jego pod-
stawa.
c) W trapezie rownoramiennym przekatna o dlugosci 13 ecm tworzy z ra-
mieniem kat prosty. Oblicz miary katow trapezu, jesli jego wysoko$¢ jest

rowna 5 cmn. D 15 C
. o . ~
6. Oblicz dlugosci bokéw AB 1 AD trapezu prosto- 7
katnego ABC'D oraz miare kata DC'A (rysunek
N 54
obok). ; 1

7. Przekatne deltoidu maja dlugosci 20 ecm 1 30 em. Punkt przeciecia przekat-
nych dzieli dluzsza z nich w stosunku 2:1. Oblicz miary katéw deltoidu.

8. Wyznacz katy rombu, jesli wysokos¢ poprowadzona

do jego boku podzielila go w stosunku 1: 3. g
9. W trojkacie réwnobocznym o boku 12 na boku C'B
obrano taki punkt D, ze 3|DB| = |CD| (rysunek D
obok). Oblicz dlugos$é odcinka E'D. Rozwiaz trojkat
ABD. A E B

Powiorzenie

10. Rozwiaz trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja dlugosci:
a) 5,12, b) 8, 15, ¢) 12, 16.

11. Rozwiaz trojkat prostokatny, jesli dlugosc jego:
a) przeciwprostokatnej jest rowna 12 cm, a przyprostokatnej — 10 cm,
b) przeciwprostokatnej jest réwna 7 cm, a jeden z katéw ma miare 43°,
¢) przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata 26° jest rowna 12,5 em,
d) przyprostokatnej lezacej przy kacie 69° jest rowna 15 cm.

12. W rownolegloboku o bokach diugosci 10 em 1 30 em krotsza przekatna
tworzy z jednym bokiem kat 90°. Oblicz miary katow tego réwnolegloboku.
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4.5. Zwigzki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi

Tozsamoscia trygonometryczna nazywamy rownosc¢ prawdziwg dla wszystkich
wartosci kata, dla ktorych jest okreslona.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

Dla dowolnego kata ostrego o prawdziwe sa ponizsze zaleznosci.
sin o

1. sina+cos?a =1 2. tga =
COS Y

2 2

Uwaga. Zapis sin“ a oznacza (sin a)?, analogicznie cos® a = (cos a)®.

Tozsamos$é sin® av + cos? @ = 1 nazywamy jedynks trygonometryczna. B

Dowdd jedynki trygonometrycznej

Przy oznaczeniach takich, jak na rysunku obok:

i G . b
SINy = — 1 COSY = -

- - . Korzystamy
. 9 9 a\? 5y a? | b2 a? + b2 ¢? S S
sma+cosfa=|-) +(=-) = . = = = =1 z twierdzenia

Pitagorasa.

Z jedynki trygonometrycznej wynikaja nastepujace tozsamosci:

sina =1 —cos?a oraz cosla =1 —sin®a

Cwiczenie 1

Udowodnij tozsamo$é trygonometryczna tg o = ——

COS ¥

Jezeli dana jest wartos¢ jednej funkcji trygonometrycznej, to — korzystajac
z podanych wyze] tozsamosci — mozna wyznaczy¢ wartosci pozostalych funkce;ji
trygonometrycznych.

Przyktad 1

Oblicz cos a, jesh sina = % oraz « jest katem ostrym.
Wartosc cos a obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometryczne;j:

3 ph
(g) a ﬂ(}SEEJf =1

oL PR T
cos‘a=1 5E

29
COS (¥ = 4 Wartodci funkeji trygonometrycznych
O  kata ostrego sa dodatnie.

Cwiczenie 2
Oblicz sin a, jesli cosa = :4@ oraz « Jest katem ostrym.
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Przyktad 2

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli

(0 - -—-J‘_
COS ¥ = 3"

Wartosc¢ sin av obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometryczne;j:

) I 3
Sin m+(—) == J

3
sina = =
9
: 2+/2  Wartosdei funkeji trygonometrycznych
ST G = _ :
3 kata ostrego sa dodatnie.
Obliczamy wartosc tg a:
sin o 2= \/—
tgo = = == =24/2
g COS ¥ 1

Cwiczenie 3
a) Oblicz cosa i tga, jesli sina = 0,8 oraz a jest katem ostrym.

12 ., T ,
<% oraz « jest katem ostrym.

: - oo = - FYom % . l : - = ;
¢) Oblicz sina i tga, jesli cosa = 5 oraz « jest katem ostrym.

b) Oblicz sin «v i tga, jesli cos «

Aby obliczy¢ wartosci funkeji trygonometrycznych, mozemy wykorzystaé od-
powiedni trojkat prostokatny.

Przykiad 3
Oblicz sina i cosa, jesli tga = % oraz « jest katem ostrym.
Rysujemy trojkat prostokatny o przyprostokatnych B
a="T1b=24. Dlugos¢ przeciwprostokatne] i
obliczamy, korzystajac z twierdzenia 5
Pitagorasa: Q

c=VT72+242 = 25 A : C
Zatem:

sing = =, CORG= =

— 250 YP® T 95

Cwiczenie 4
Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:
a) tga =2, b) tgﬂ:;‘;z, c) tgﬂf:;—;—,, d) tga = /2.
Cwiczenie 5

Narysuj odpowiedni trojkat prostokatny i oblicz wartosci pozostalych funkeji
trygonometrycznych kata ostrego o, jesli:
V2 V5

. 5
: b) sina = =, c) cosar= —, d) cosa = .

Ol B

a) sina =
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Rozwazmy trojkat prostokatny ABC' (rysunek obok).

W tym tréjkacie § = 90° — a. Zauwazmy, ze:

sin 3 = sin(90° — a) = E

= = . - b -
1 jednoczesnie cos a = -, zatem sin(90° — o) = cosa.

Twierdzenie

Dla dowolnego kata ostrego o zachodza réwnosci:

1. sin(90° — ) = cos 1

3. tg(90° — a) = -

2. cos(90° — a) =sina Gt

Cwiczenie 6
Uzasadnij podane wyzej tozsamosci trygonometryczne 2. i 3. Oblicz wartosci
funkeji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli:

a) sin(90° — a) = 2 b) cos(90° — a) = £ c) tg(90° —a) = 2.

10° 2

Zadania

1. Oblicz wartosci pozostalych funkecji trygonometrycznych kata ostrego a,

jedli:
a) cosa=0,8 «¢) sina=z, e) cosa = @, g) tga = 22,
b) cosa = £, d) shna=04, f) tga=3, h) tga = 2.

2. a) Oblicz sinus kata ostrego «, jesli jest on trzy razy wiekszy od cosinusa

tego kata.
b) Oblicz cosinus kata ostrego a, jesli jest on dwa razy wiekszy od sinusa

tego kata.

3. Czy istnieje kat ostry « spelniajacy podane zaleznosci?
a) sinazgﬁgg i cosa =3 ¢) tga =2 i Siﬂ[k=-@
b)tgazg—‘?imsa:% d)tgﬂleéﬁiccmsa:%

4. Oblicz dlugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego, jesli a jest jed-
nym z katow ostrych tego trojkata oraz:

a) tga = é—, a dlugosé przeciwprostokatnej rowna jest 10 cm,

b) tga = %,, a diugosc przeciwprostokatnej rowna jest 39 cm.

4.5, Zwigzki miedzy funkciami trygonometrycznymi
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5. Dany jest trojkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C'.

Oblicz obwod tego trojkata.

a) |AC| =12, sing BAC = = ¢) |BC| =3, sindABC = -3—

b) |AC| =4, sin JABC = & d) |BC| =6, cos Y BAC = 213
6. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:

a) sin(90° — a) = JEH c¢) cos(90° — a) = 1, e) tg(90° — a) = £,

b) sin(90° —a) = &,  d) cos(90° —a) =L f) tg(90° —a) = 2.

7. Przedstaw w prostsze] postaci.

a) (1 —sina)(l+sina) c) cosa-tga e) sina - tg(90° — a)

b) (1+4sin(90°—«))(1—cos o) d) sina - ?l&_ f) tga-tg(90° — a)

8. Korzystajac z tabeli wartosci funkeji trygonometrycznych (str. 295), wy-
znacz przyblizone wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata
ostrego .

a) sina = 0,91 b) cos o = 0,91 c) tga = 0,55 d) tga =4

Czy wiesz, ze...
Do oznaczania katow zwykle uzywamy liter alfabetu greckiego.

A a alfa H n eta N v ni T T tau

B 3 beta © 6 teta = £ ksi T v ypsilon
[ v gamma I ¢ jota O o omikron ¢ ¢ fi

A 0 delta K k kappa II = pi X x chi

E ¢ epsilon A A lambda P p ro W ) psi

Z ( dzeta M o mi 2 o sigma () w omega

Powiorzenie

9. Cazy istnieje kat ostry a spelniajacy podane zaleznosci?

d) sina=2 i sin(90° —a) =2

a) sinaz-"ﬁ,? i cosa = 1 :

3

b) tgﬂf=§ 1 Si]ﬁlﬂd=% e) cmaﬂf:-“f;—g 1 cos(90°—a) = 245@
c) sina=% i sin(90°—a)=1 f) tga=+v2 i tg(90°—a) =L

10. W trojkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma miare «v, a przeciwpro-
stokatna ma dlugos¢ c. Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego tréjkata.
a) tga =%, c=15cm b) tga =2, ¢ =39 cm
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Trygonometria i astronomia LR =

Odlegtosci dzielgce nas od stosunkowo bliskich gwiazd mozna obliczyc |

na podstawie obserwacji zmiany ich potoZenia na tle odleglych gwiazd. - -~ - -
Astronomowie w tym celu wyznaczajg kat, zwany katem paralaksy. 3
Ma on miare rzedu setnych czesci sekundy. Ee s A e o iy

odlegte gwiazdy

gwiazda widziana N N T gwiazda widziana
z Ziemi w grudniu " / Z Ziemi w czerwcu

~ potozenie gwiazdy wyznaczone
na podstawie obserwacji wykonanych

| w czerwcu i grudniu
kat paralaksy

potozenie Ziemi ; potozenie Ziemi
W czerwcu w grudniu

Do wyznaczenia kata paralaksy mozemy wykorzystaé obserwacje wykonane w czerwcu

| grudniu, gdy Ziemia znajduje sie w dwoch przeciwlegtych polozeniach na swojej orbicie
wokot Stonca (patrz rysunek). Oznaczmy przez r srednia odlegtoscé Ziemi od Storica, rowna
w przyblizeniu 150 min km (wielkos¢ ta zostata nazwana jednostka astronomiczna).
Odleglosc¢ x obliczamy, korzystajac ze wzoru tg o =£, gdzie o — kat paralaksy.

|-'--I !
’ = - N

1 Oblicz odlegtos¢ od Stonca najblizszej nam gwiazdy spoza Ukladu
Stonecznego — Proximy Centauri, dla ktorej kat paralaksy a=0,77".

Przyjmij tg 0,77" ~ 0,00000373.



4.6. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego (1)

W tej 1 kolejnych lekcjach bedziemy rozpatrywac katy umieszczone w ukla-
dzie wspolrzednych w ten sposéb, ze poczatek ukladu jest wierzcholkiem kata.,
a jedno z ramion kata, zwane jego ramieniem poczatkowym, zawiera sie w do-
datniej polosi OX. Drugie ramie bedziemy nazywa¢ ramieniem koncowym.
Kat odlozony jest od ramienia poczatkowego do koncowego w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazowek zegara.

Figure nazwamy wypukla, gdy odcinek 1aczacy dowolne dwa punkty nalezace
do tej figury jest w niej zawarty. W tym rozdziale rozpatrujemy katy wy-
pukle, ktérych miary naleza do przedzialu (0°; 180°). Przypominamy, ze kat
nazywamy rozwartym, gdy jego miara nalezy do przedzialu (90°; 180°).

YA VA YA
60° " 120° * \ 150°
0 X 0 X O X

Cwiczenie 1
Jaka jest miara kata, do ktorego ramienia koncowego nalezy punkt P7 Podaj]
wspolrzedne innego punktu nalezacego do ramienia koncowego tego kata.

a) VA b) YA oy c) VA
P(2,9) £l P(-2,2)
0 X O X O X
Przykiad 1

Dany jest trojkat POA, gdzie P(3,2) i A(3,0). Oblicz dlugosé odcinka OP
1 wartosci funkeji trygonometrycznych kata PO A.

Rysujemy trojkat prostokatny POA (rysunek obok). Y1} i, »
Oznaczmy miare kata POA przez a.
Poniewaz ‘OA‘ = 3.} ‘AP| — 21 7 twierdzenia P]tdgﬂ_ T, I M— W 48 ...........

rasa otrzymujemy:

OP| =22+ 32 = /13

= { 1 5
O 1 t+ 4 | X

- = [ i i I'Fi E
Zatem sin o = :%-31 =R = 7‘% = 38 | tga =2

Cwiczenie 2
Oblicz dlugos¢ odcinka O P i wartosci funkcji trygonometrycznych kata PO A.
a) P(3,4), A(3,0) b) P(6,8), A(6,0) ¢) P(v3,1), A(V3,0)
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Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, ré6znym od poczatku ukladu wspol-
rzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata ostrego . Wtedy:
z Y l L

COsS ¥y = teq = = (7 S -
3 ? E .

sinag = £
T

gdzie r = |OP| = /2% + 32

l

[

| -
O X
Podane powyzej wzory sluza rowniez do zdefiniowania funkeji trygonome-
trycznych dowolnego kata a € (0°; 180°).

Definicja
Niech P(x,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu

wspolrzednych, lezacym na ramieniu koicowym kata a € (0°; 180°). Wtedy:

’ x g ; >
Sin o = % cosa = —, gdzie r = /x? + y°,

tga =< (x#0, czyli a # 90°).

:1:

Zauwaz, ze kazdy ze stosunkow: £, £ L zalez lacznie od polozenia ramienia
y e y Wy

koncowego kata, a nie zalezy od wyboru punktu P lezacego na tym ramieniu.

Przyktad 2
Do ramienia koncowego kata o nalezy punkt P(—3,4).
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych tego kata.

Punkt P ma wspoéirzedne (—3,4), zatem z = —3, y = 4,
czyli:

_ ¥y _ _ 4
tga =2 =3

- = 4'__ 2 S — : - _;__'I: I 3

r=+x22+y?=+/(—3)2+42 =25 =5, zatem sina = %, cosar = —%.

Cwiczenie 3

Do ramienia koncowego kata a naleza punkty P i (). Przedstaw ten kat na ry-
sunku i oblicz wartosci jego funkeji trygonometrycznych, korzystajac ze wspol-
rzednych wybranego punktu.

a) P(—4,3), Q(—8,6) b) P(-3,3), Q(-2,6)

%] [

Cwiczenie 4
Wybierz dowolny punkt na ramieniu koncowym kata « 1 oblicz wartosci tych
funkeji trygonometrycznych kata a, ktére sa dla niego okreslone.

a) a=10° b) a = 90° c) a=180°

4.6. Funkcie trygonometryczne kata wypukiego (1)
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Jako wartosci funkcji trygonometrycznych C Y1
kata BAC w tréojkacie ABC przyjmuje-
my wartosci funkcji trygonometrycznych
przystajacego do niego kata « umieszczo- o} a

<

nego w ukladzie wspolrzednych. A B O

Dla a € (0°;90°) zachodza nieréwnosci: sina > 0, cosa > 0, tga > 0.

Dla « € (90°%; 180°) zachodza nieréwnosci: sina > 0, cosa < 0, tga < 0.

Cwiczenie 5
Okresl, czy liczba a jest dodatnia, czy ujemna.
a) a =cos110° +tgll5° b) a =cos130°-tg140° «¢) a=sinl60°-tgl70°

Cwiczenie 6
Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P(—3,1). Oblicz wartosci funkcji
trygonometrycznych tego kata. Sprawdz, czy dla obliczonych wartosci zacho-
dzi rOWNOoSC:

. SinN v
a) sin“a -+ cos?a =1, b) =¥,
COS

Poznane wezesniej tozsamosci trygonometryezne zachodza dla dowolnych ka-
tow wypuklych.

Cwiczenie 7 Dla kata o € (07 180°) prawdziwe

a) Uzasadnij podane obok twierdzenie. | 5% zaleznosci:

< 0 9 -
b) Uzasadnij, ze dla dowonego kata l. sin“a +cos*a =1

- 2 i S1N Cx :
wypuklego o zachodza nieréwnosei: 2. ——=tgo, gdzie a # 90°
sma<l i1 cosa<l
Przykiad 3
Oblicz cos a i tga, jesli a € (90°;180°) i sina = 1.
Korzystamy z jedynki
142 2 3 3 i
(E) +cos®a =1 trygonometryczne;.
D o s BB bl e V1D O VA -1
cosa = 1z, stad cosa =¥ lub cosa = —+7

Dla a € {(90°; 180°) cosinus jest ujemny, wiec cosa = —@.

s 1
o PR R 37 . oo Biney o E oo F o AflD
Obliczamy wartosc tga: tga - E L %

COs e

Cwiczenie 8
Oblicz cos® ar, cosar 1 tgav, jesli o € (90°; 180°) oraz:

W N ; 2 : 5
a) sina = g, b) sina = £, c) 5111c:r=%.

I 178 4. Trygonometria



Cwiczenie 9
Oblicz sin® e, sina i tga, jesli a € (90°; 180°) oraz:

a) cosq = —% b) cosa = —= ¢) cosar = —¥10

4

5 ? 37 10

Zadania

1.

Podaj wartosci funkeji trygonometrycznych A N U B
podanego kata (rysunek obok). E{ N - —

&) #AOP b) ﬁAOQ C) ";[AOR ........ ......... ......... ........ ... ,,,,,,,,

= s B
llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
1 [ "

Punkt P nalezy do ramienia koncowego ka- . S -
ta o, a punkt Q — do ramienia koNCOWEEO  ivwmiiromeifiosdumimccdins

kata (3. Oblicz sin o — sin j3. O 1 xj_lf
a) P(—2,4), Q(4,2) b) P(—9,3), Q(2,6) A S

Punkt P nalezy do ramienia koncowego kata «, a punkt ) — do ramienia
koncowego kata 3. Oblicz cosa -} cos 3.

a) P(3,1), Q(—1,3)  b) P(-2,4), Q(—4,2) <) P(-2,v?2), Q(*Z,1)

) v 70 ) . .~ .
Oblicz: sin® a, sina 1 tga, jesli a jest katem rozwartym oraz:

a) cosa = —+ b) cosax = —£ c) cosa = —

V5
47 37 5

Przeczytaj podany w ramce przykiad.

W ukladzie wspolrzednych narysowano
kat o € (0% 180°), taki ze tgav = —3.
Oblicz sin a.

r=|0OP| = +/(—2)% + 32 = /13, stad:

PE5.3);
ng =¥ 3 _ 3B
AT TR T BERRCERE

W ukladzie wspélhrzednych narysuj odpowiedni kat a € (0°;180°) oraz
2 12

oblicz sina 1 cosay, jesli: a) tga = —5, b) tga = — c) tga = —=.

5

12?2

Powtorzenie

6.

Do ramienia koncowego kata « nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkc;ji
trygonometrycznych tego kata.

a) P(5,12) c) P(—5,12) e) P(V/5,2) g) P(—v3,1)
b) P(1,%) d) P(—5,10) f) P(v2,1) h) P(—+/3,v/6)

4.6. Funkcie trygonometryczne kata wypukiego (1)
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4.7. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego (2)

Rozpatrzmy punkt P(xz,y) nalezacy do ramienia koficowego kata a oraz punkt
P, (—x,y) nalezacy do ramienia koncowego kata 180° — o (rysunek ponizej).

Zauwazmy, ze |(OP,| = |OP| = r, zatem:
sin(180° — a) = £ =sina

T
cos(180° — a) = — = —cosa

?-'I

tg(180° — av) = —3”'—; = —tga

YR

Przyktad 1
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw a i 180° — a, jezeli punkt
P(4, 3) nalezy do ramienia konicowego kata a, a punkt P,(—4,3) — do ramienia
koncowego kata 180° — av.
|OP,| = |OP| = 5, zatem:

, cos(180° — ) = —2

tga =2, tg(180° —a) = —

e L

Cwiczenie 1

Narysuj w ukladzie wspolrzednych kat o, do ktorego ramienia koncowego
nalezy punkt P(4,2), oraz kat 180° — a. Oblicz wartosci funkcji trygonome-
trycznych katow a 1 180° — a.

Dla kata a € (0°; 180°) prawdziwe sg wzory:
1. sin(180° — ) = sina

3. t 180{; — V] = t EE, dZi‘E (Y 90&
2- GDS(ISUD — {1’) = —COSY g( ) g g 7&

Przyktad 2
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 120°.

sin 120° = sin(180° — 60°) = sin 60° = 4
cos 120° = cos(180° — 60°) = — cos60° = —3
tg 120° = 1g(180° — 60°) = —tg60° = —/3

Cwiczenie 2
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata: a) o = 135° b) a = 150°.
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Zadania

1.

Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Q 0° 30° 45° 60° 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
sina ? V) ? -"Qj ", W) %E I i
COS Y 5 VIR s Iy
s ga VI 1 W x| =B VI

Oblicz.

a) sin 120° + sin 60° ¢) sin 135° - sin 150° e) 4cos150° — 3tg 135°
b) cos 150° — cos 30° d) cos 1207 - cos 150° f) 8tg120° + 6tg150°
Oblicz.

EL-) sin 120° —cos 150° E) tg 150°—tg 120° E) cos 135" 4cos 150°
3tg 150° cos 120" sin 120°4-sin 135°

b) tg 1207 —cos 30" d) tg 135° +cos 45° f) tg 120° —cos 30°
sin 120° sin45° - cos 135° cos 150°+4-cos 60°

Przeczytaj podany w ramce przykiad.

Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 295),
oblicz przyblizone wartosci sin 125° 1 cos 168°.

sin 125° = sin(180° — 55°) = sin 55° ~ 0,8192
cos 168° = cos(180° — 127) = —cos 12° =~ —0,9781

Korzystajac z tablic wartosci funkeji trygonometrycznych, oblicz przybli-
zona wartosc:

a) sin 105°, b) sin165°, c¢) cos130°, d) cos175°, e) tg142°, f) tg163°.

Korzystajac z tablic wartosci funkeji trygonometrycznych, sprawdz, czy
prawdziwa jest podana nieréwnosc.

a) sin 160° + cos 130° < 0 b) sin 105° + cos 145° > 0
Korzystajac z podanych obok informacji, oblicz: sina = 1
a) sin(180° — ) + cos(180° — 3), tgy =3

b) 2sin(180° — ) — cos(180° — B) +tg(180° —~). €osB =3

Korzystajac z tablic wartosci funkeji trygonometrycznych, wyznacz przy-
blizona miare kata rozwartego (3.

a) sin 8 = 0,9397 ¢) cos 3 =—0,9613 e) tgfB = —0,7265

b) sin g = 0,4695 d) cos 3 = —0,4226 ) tg 8= —2,9042

4.7. Funkcje trygonometryczne kata wypukiego (2)
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D| 8. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 150°.

Zauwazmy, ze 150° = 90° + 60°.

Rozpatrzmy tréjkat rownoboczny PO A (ry-

sunek obok) o boku diugosci 1, wowczas:
OP|=3, |[PP|=¥

Zatem punkt P nalezacy do ramienia konco-

Plz,y

r " B e e 431 () E
wego kata 150° ma wspolrzedne ( =, 2),
a stad:
: p o . : - 0 3
sin 150° = E)yﬁ = %j cos 150° = ;Jp| = ;’ tg150° = £ = \?f
Uzasadnij, ze punkt P(—V% %E) nalezy do ramienia koncowego kata 135°

1 oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych tego kata.

Na rysunku obok przedstawiono przyporzad-
kowanie katowi z przedzialu (0°; 180°) warto-
sci sinusa tego kata. Zauwaz, ze dla dowolnego

x € (0°;180°) zachodzi rownosé:

sin(180° — 2) = sinx
Na rysunku obok przedstawiono przyporzad-
kowanie katowi z przedzialu (0°; 180°) warto-

Sci cosinusa tego kata. Zauwaz, ze dla dowol- 7

nego x € (0° 180°) zachodzi réwnosé:

cos(180° — z) = —cosx

Powtorzenie

307 60°

BREn P PP P BERAE
H H H
- -

= =
SRR PR E YRR PN AR E AR R
- -

—————— >
9N 20°150°180° X

9. Jakie miary kata mozna wpisa¢ w miejsce | ? |, aby, korzystajac z tablic war-
tosci funkcji trygonometrycznych (str. 295), mozna bylo podac przyblizong

wartos¢ funkcji? Podaj te wartosc.

a) sin111° = sin(180° — 7)) ¢) cos123°
b) sin 132° = sin(180° — | 7)) d) cos 107°

—
Frem——

—cos(180° —
— cos(180° —

i?

d)

'?

d)

10. Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, oblicz przybli-

zona wartosc:

a) sin 160°, b) sin 95°, ¢) cos 100°, d) cos147°,
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Warto wiedziecé

Wspoétczynnik kierunkowy prostej

a> 0

(] L]
rll-lll'|llr'|l'|'ll lll'|l'|'lll=l s renemi e i L

. : :

i PRy P

Niech punkt P(z,y) nalezy do proste] y = az, gdzie a # 0, 1 lezy w 1 lub 11
¢wiartce ukladu wspélrzednych. Wowcezas zgodnie z definicja funkeji tangens:
i— =tga, czyh y =tga - x

Zauwaz tez, ze dla dowolnego wspoélczynnika b prosta y = ax + b tworzy
z osig OX taki sam kat jak prosta y = ax. Wynika stad ponizsze twierdzenie.

Wspolezynnik kierunkowy a prostej y = ax + b, gdzie a # 0, jest rowny
tangensowi kata a, jaki ta prosta tworzy z osia O.X:

a = tgo

1. Wyznacz miare kata, ktory dana prosta tworzy z osig OX.
a)y=l“;—§m b) y = V3z c) y+x =0

2. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz miare kata miedzy prostymi:
.f'u_. - L3
y=—-Lriy=—3z

Prosta y = —lf;r tworzy z osia OX kat «
taki, ze tga = —N:-?ﬁ czyh o = 150°.
Prosta y = —/3x tworzy z osia OX kat 3
taki, ze tg 3 = —/3, czyli § = 120°.

Kat miedzy tymi prostymi jest wiec rowny:
¥y=a—F=150°—120° = 30°

Wyznacz miare kata miedzy prostymi:

a) y=—/3z i y=uz, b)yz-‘é—gm—kliy:—x—kl

Wepdiczynnik kierunkowy proste)
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4.8. Pole trojkata

Pole trojkata jest rowne polowie iloczynu diu-
eosci boku 1 wysokosci opuszcezonej na ten bok.

P = zah

Cwiczenie 1
Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego o obwodzie rownym 28 cm, jesli:
a) jego ramie jest o 4 em krétsze od podstawy,

b) cosinus kata przy podstawie jest réwny 2.

Pole trojkata prostokatnego jest rowne polowie
lloczynu diugosci jego przyprostokatnych.

1
P—Eﬂb

Cwiczenie 2

Oblicz pole trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dlugosci 26 cm, jesli:
a) sinus jednego z jego katoéw ostrych jest rowny '1%

b) tangens jednego z jego katéw ostrych jest rowny 2.4,

c) jego katy ostre a i 3 speliaja warunek sin v + cos 3 = /3.

Cwiczenie 3
a) Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o polu 4,5 cm?.

b) Oblicz pole tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o obwodzie rownym

(30 + 15v/2) em.

Cwiczenie 4
D| a) Wyprowadz podany obok wzor.

Pole tréojkata rownobocznego

_ | B i o boku a wyraza sie wzorem:
b) Oblicz pole tréjkata réwnobocznego 2./3
p_2g 3

o obwodzie réwnym 30v/3 cm. 1
Cwiczenie 5

a) Oblicz pole trojkata rownobocznego, ktorego wysokosé jest rowna 4 cm.

b) Oblicz obwéd tréjkata réwnobocznego o polu réwnym 108v/3 em?.
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Twierdzenie

Pole trojkata jest rowne polowie iloczynu diugoseci dwoch
jego bokow i sinusa kata zawartego miedzy nimi. b

1 .
e — ;ﬂb sin o a

Dowod

Mozliwe sg trzy przypadki ze wzgledu na kat a zawarty miedzy bokami a 1 b
tréjkata. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz ¢wiczenie 6).

1° Kat a jest katem ostrym (rysunek obok).
Niech h bedzie wysokoscig opuszczona na bok a. b 7
Wowczas % = sin v, wiec h = bsin a.

L B
Zatem P = 1ah = zabsin a. a

2° Kat a jest katem rozwartym (rysunek obok).

Niech h bedzie wysoko$cia opuszczona na przediuze-
nie boku a.

Wowezas £ = sin(180° — ), wiec h = bsin(180° —a).

i - | .. | . S No
Zatem P = ah = 5absin(180° — «).

Korzystamy ze wzoru sin(180° — a) = sina 1 otrzymujemy P = %ab sin av.

Cwiczenie 6
Uzasadnij prawdziwosc wzoru na pole trojkata P = %ab sin @ w przypadku,
gdy kat « zawarty miedzy bokami a i b jest katem prostym.

Cwiczenie 7

Oblicz pole trojkata ABC, gdy:

a) |AB| =6, |[BC|=10 i 94ABC = 30°,

) |[AB| =10, |AC|=12 i JCAB = 120°,

) |AB| =43, |AC|=+/3, SABC =35° i SACB = 100°,
) |AB| = |AC| =3v2 i JABC =15°

-

£

0.

Cwiczenie 8
W tréjkacie ABC o polu 12 em? bok AB ma dlugosé 4 em. Oblicz dlugosé
boku AC, jesli kat C AB ma miare:

a) 30°, b) 45°, c) 120°.

4.8. Pole trojkata
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Zadania

1. a) W tréjkacie ABC: |AB| =17, |AC| =51 <CAB = 120°. Oblicz pole
tego trojkata.
b) Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, ktérego ramie ma dlugosé 8 cm,
a kat przy podstawie ma miare 22°30'.

2. Obwod tréjkata réwnoramiennego ABC (rysunek obok)
jest réwny (12 + 8v/3) em. Punkt P jest érodkiem
boku BC', a punkt R dzieli bok AB w stosun-
ku 3:2. Oblicz pole trojkata:

a) APC, b) ARC, c¢) PRB. A R B

C

3. a) Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest cztery razy dluzsza od wyso-
kosci opuszczonej na te podstawe. Oblicz obwod tego trojkata, jesli jego
pole jest réwne 36 cm?®.

b) W tréjkacie réwnoramiennym o polu 12v/3 cm? stosunek wysokoéci
opuszczonej na podstawe do dlugosci te] podstawy jest réwny %ﬁ . Oblicz
miary katow tego trojkata oraz jego obwaod. D ®

4. W kwadracie ABCD o boku 8 cm punkty £ i1 F
sa Srodkami odpowiednio bokéw AD 1 AB (rysunek
obok). Oblicz pole tréjkata EFFC oraz jego obwod.

5. Ramie trojkata réwnoramiennego ma diugosé 12
1 tworzy z podstawa kat o mierze 45°. A F B

a) Oblicz wysoko$¢ tego trojkata poprowadzona do podstawy.

b) 7 wierzchotka tego trojkata poprowadzono do podstawy odcinek dzie-
lacy kat miedzy ramionami w stosunku 2:1. Oblicz pola powstalych tréoj-

katow.

6. Stosunek dlugosci ramienia tréjkata réwnoramiennego do jego obwodu
wynosi 0,3. Pole tréjkata jest réwne 8v/5. Oblicz dlugoéci bokéw tego
trojkata. e

7. Oblicz obwdd i pole tréjkata BC' D (rysunek %ﬁ)
obok), jesli wiadomo, ze |BC| = |BD)|.

A 10 B D

8. Rozpatrzmy tréjkaty o dwoch danych bokach a 1 b. Jaka powinna by¢
miara kata miedzy tymi bokami, aby pole tréjkata bylo najwieksze?

I 186 4. Trygonometria



9. Dany jest tréjkat, w ktorym kat miedzy bokami o dlugosciach x i 22 ma
miare 120°. Uzasadnij, ze pole tego trojkata jest dwukrotnie wieksze od
pola trojkata rownobocznego o boku diugosci .

Czy wiesz, ze...
Jezeli dane sa dlugosci bokow a, b, ¢ trojkata, to mozna obliczyc jego pole,
korzystajac ze wzoru Herona (Heron z Aleksandrii, I wiek n.e.):

P=\plp—a)p— b
jest polowa obwodu trojkata.

a+ b+ e
9

i

gdzie p =

Trojkatami Herona nazywamy trojkaty, ktérych
dlugosci bokéw oraz pole wyrazaja sie liczbami
naturalnymi.

Przykladem trojkata Herona jest trojkat o bokach
5, 5, 8 (ktory powstal przez zlaczenie dwéch troj-
katow prostokatnych o bokach 3, 4, 5) oraz tréjkat
o bokach 4, 13, 15 (ktory powstal przez odciecie
z trojkata prostokatnego o bokach 9, 12, 15 troj-
kata prostokatnego o bokach 5, 12, 13).

10. Oblicz pole trojkata o podanych bokach, korzystajac ze wzoru Herona.
Czy trojkat ten jest trojkatem Herona?

a) 3,4, 5 ¢) 5, 5,6 e) 9,10, 17
b) 4, 5, T d) 4, 6, 8 f) 7,15, 20

Powtorzenie

11. Dany jest trojkat ABC, w ktorym SABC = 105°, < BC A = 45°. Oblicz
AB| =6+ 6v3. C

pole tego trdjkata, jesli |[AC| = 6.

12. W trdojkacie rownobocznym ABC o boku diugosci 6 M
punkty M 1 N dziela bok BC na trzy rowne czesci.

Oblicz pola tréjkatéw BAM i NAM. -

13. a) Boki tréjkata rownobocznego wydluzono o 50%. A B
O ile procent wzroslo pole tego trojkata?

b) O ile procent nalezy wydluzy¢ boki trojkata rownobocznego, by jego
pole wzroslo o 69%7

4.8. Pole tréjkata
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Warto powtorzycé

Czworokaty wypukte

Wielokat nazywamy wypuklym, gdy odcinek 1a-
czacy dowolne dwa jego punkty jest w nim zawarty.

A
B

Wszystkie katy wewnetrzne wielokata wypuklego ¢y worokat ABCD nie jest
sa wypukle. Wielokat, ktory nie jest wypukly, na-  wypukly.

zywamy wklestym.

czworokaty

Czworokatami wypuklymi hrapezy
sa m.in.: kwadraty, romby, T‘?’W"‘:‘leg}”b”ki

ks . : romby 3
Pmsmk@ty,. rownolegloboki [ acteaty prostokaty
1 trapezy. _
Kwadrat Prostokat
e Wszystkie katy sa proste, %

. . i v

wszystkie boki sa réwnej dhu-
goscl. .
e Przekatne sg rownej dlugo- \\“

sci, sa do siebie prostopadte,
a punkt ich przeciecia dzieli
je na potowy.

Romb

e Wszystkie boki sa réwnej dlugosei,
przeciwlegte boki sa réwnolegte, przeciw-
legte katy sa réwne.

e Przekatne sa do siebie prostopadie,
a punkt ich przeciecia dzieli je na potowy.
e Suma katow wewnetrznych przy jed-
nym boku jest rowna 180°.

Trapez

e Ma co najmniej jedna pare bokow
rownolegtych.

e« Suma katoéw wewnetrznych przy kaz-
dym z ramion jest réwna 180°,
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e Wszystkie katy sa proste, przeciwle-
gle boki sa rowne 1 rownolegte.

e Przekatne sa rownej dtugosci, a punkt
ich przeciecia dzieli je na polowy.

Rownoleglobok

e Przeciwlegte boki sg rowne i rownole-
gte, przeciwlegle katy sa rowne.

e Punkt przeciecia przekatnych dzieli je
na polowy.

e« Suma katow wewnetrznych przy jed-
nym boku jest rowna 180°.

Trapez rownoramienny

e W ftrapezie rownoramiennym, ktory
nie jest rownoleglobokiem, przekatne
sg rownej dlugosci, a punkt ich prze-
ciecia dzieli je w tym samym stosunku.



4.9. Pole czworokata

Aby obliczy¢ pole dowolnego czworokata, mozemy podzielic go na dwa tréj-
katy, a nastepnie obliczy¢ pola tych tréjkatow i je dodac¢. Do obliczania pdl
szcezegolnych czworokatow, takich jak rownoleglobok, romb i trapez, mozemy
stosowac odpowiednie wzory.

Rownoleglobokiem nazywamy czworokat majacy dwie pary bokow rownole-

glych.
Pole réwnolegloboku jest rowne iloczynowi dlugo- b /)
sci boku 1 wysokosci opuszczonej na ten bok. |
P=a-h a\ 1

Cwiczenie 1
Boki rownolegloboku maja dlugosci 6 cm 1 10 cm, a kat ostry ma miare 60°.
Oblicz wysokosci tego réwnolegloboku 1 jego pole.

Cwiczenie 2

Uzasadnij podany Pole rownolegloboku o bokach a 1 b oraz kacie

T ostrym o wyraza sie wzorem F = absin a.
Cwiczenie 3
Oblicz pole rownolegloboku, ktorego boki maja diugosci 8 1 12, a kat:

a) ostry ma miare 45°,  b) rozwarty jest pie¢ razy wickszy od kata ostrego.

Cwiczenie 4

a) Uzasadnij, ze przekatne réwnolegloboku dziela go na cztery tréjkaty o réw-
nych polach.

b) Oblicz pole réwnolegloboku, ktorego przekatne maja dlugosci 5 em 1 10 em
oraz przecinaja sie pod katem 30°.

Rombem nazywamy czworokat majacy wszystkie boki rowne.

Aby obliczy¢ pole rombu, mozemy zastosowa¢ wzor na pole rownolegloboku
lub skorzystac¢ z tego, ze przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym,
a ich punkt przeciecia dzieli je na polowy.

Cwiczenie 5

Udowodnij podany Pole rombu o przekatnych diugosci d,, d; wyra-

" - ]_
; za sie wzorem P = =d.d,.
obok wzor. € 2 12
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Przykiad 1

Ile jest rowna wysokosé rombu o przekatnych dlugosci 6 cm i 8 cm?

Diugosc boku rombu obliczamy, korzystajac z twier- D C
dzenia Pitagorasa: a* = 3% + 42, czyli a = 5 cm. 3 A
Pole rombu: P = %d]_dz = % .68 =24 [em?].
Ale jednoczesnie P = ah, czyli h = %1 zatem: -
J= g; = 4,8 [cm]
0 A a B
Cwiczenie 6

Oblicz pole i wysokos¢ rombu o boku:

a) 13 em i dluzszej przekatnej rownej 24 cm,

1

b) 6 cm 1 kacie ostrym « takim, ze cosa = 3.

Trapezem nazywamy czworokat majacy co najmniej jedna pare bokow row-
noleglych.

Pole trapezu o podstawach dlugosci a, b

b
i wysokosel h wyraza sie wzorem: /i L \
pP— atb 5 :‘\
i)

2

Uzasadnienie wzoru na pole trapezu

Pole trapezu ABC'D jest rowne sumie pol trojka-
tow ABD i BCD. Trojkaty te maja taka sama wy-

sokosc h, a ich pola sa rowne:

1 1
Prapp = Eﬂrhv Prpep = ;bh

Zatem pole trapezu P = ah + 3;bh = (a + b)h.

Cwiczenie 7

Oblicz pole i obwéd trapezu réwnoramiennego, jesli:

a) jego podstawy maja dlugosci 10 1 6, a przekatna ma dlugosé 9,

b) jego ramie ma dlugoéé 7, krétsza podstawa 5, a wysokosé jest réwna 3+/5,

¢) jego krétsza podstawa ma dlugoéé 3v/3, dluzsza podstawa 7v/3, a miara
kata rozwartego wynosi 150°,

d) jedna z jego podstaw jest trzy razy dluzsza od drugiej, przekatna ma diu-
g0éé 9, a wysokoéé jest réwna 3v/5.
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Zadania

1. a) Oblicz pole rownolegloboku, w ktérym kat rozwarty ma miare 150°,
a boki maja dlugosci 4 em 1 9 cm.
b) Pole réwnolegloboku wynosi 8 cm?, a jego obwod 24 em. Oblicz wyso-
kosci tego rownolegloboku, jesli sinus jego kata ostrego jest rowny 0,25.

2. a) Wykaz, ze jesli przekatne réwnolegloboku o dlugo$ciach p i ¢ przecinaja
sie pod katem «, to pole réwnolegloboku wyraza sie wzorem:
P = 2 pgsina

2
b) Przekatne réwnolegloboku o diugosciach 6 cm i 10 em tworza z jednym
z bokéw odpowiednio katy 12° 1 33°. Oblicz pole tego réwnolegloboku.

3. Przekatne réwnolegloboku o polu réwnym 16v/2 em? przecinaja sie pod
katem, ktorego sinus wynosi 24{—5 Jedna z przekatnych tego rownolegloboku
jest trzykrotnie dluzsza od drugiej.

a) Uzasadnij, ze krotsze boki tego réwnolegloboku sa prostopadle do jed-
nej z jego przekatnych.
b) Oblicz obwod tego réwnolegloboku.

4. a) Przekatne rombu maja dlugosci 12 em i 16 ¢m, a jego kat ostry ma
miare «. Oblicz sin a.
b) Pole rombu o obwodzie rownym 48 ¢cm wynosi 108 cm?. Oblicz wysokosé
tego rombu.

5. W prostokacie o przekatne] diugosci 12 em polaczono odecinkami srodki
sasiednich bokéw. Otrzymany romb ma pole réwne 12v/3 ecm?. Oblicz war-
tosci funkeji trygonometrycznych kata ostrego tego rombu.

6. W trapezie prostokatnym o polu 90 cm? i kacie ostrym 45° dluzsza prze-
katna tworzy z podstawami kat o taki, ze tga = é Oblicz obwod tego

trapezu.
D C
7. W trapezie prostokatnym (rysunek obok) sinus kata DAB
jest rowny —"é-—f’-1 a boki AD 1 AB maja odpowiednio /
dlugosci 10 em i 14 em. Oblicz pole tego trapezu. 2 d 7

8. a) Oblicz pole trapezu réwnoramiennego, ktérego kat ostry ma miare 30°,
a podstawy maja dlugosci 4 em 1 10 cm.
b) Trapez réwnoramienny o podstawach dlugosci 2 ¢cm i 4 em ma pole
réwne 18 em?. Oblicz sinus kata, pod jakim przecinaja sie przekatne tego
trapezu.

4 9. Pole czworokata 191 I



D| 9. a) Na rysunku obok przedstawiono deltoid o prze-

katnych d; i dy. Uzasadnij, ze jego pole wyraza do
\ 1 ) —:\1 dl

sie wzorem P = sd;dy.

b) Krétsza przekatna deltoidu o bokach 3v21i5

ma diugosc 6. Oblicz pole tego deltoidu.

10. Dzialke budowlana w ksztalcie trapezu o bokach dhigosci: 50 m, 25 m.,
20 m 1 25 m podzielono linia rownolegla do podstaw tak, ze obwody kazde]
z nowo powstalych dzialek sa réwne. Ile metréw biezacych siatki potrzeba
do ogrodzenia obu dzialek (siatka miedzy dzialkami jest wspodlna), jezeli
beda one mialy furtki o szerokosci 1,5 m? Oblicz pola tych dzialek.

D[ 11. Przekatne AC i BD trapezu ABCD o podstawach AB i C'D przecinaja
sie w punkcie E. Wykaz, ze trojkaty AED 1 BEC maja rowne pc}la.

D|12. Udowodnij, ze odcinek taczacy srodki ramion

AD i BC trapezu ABCD (rysunek obok) ma / \
4 a—l—b

13. Ramiona trapezu maja dlugosci 3 emi4 cm, krotsza. podstawa ma dlugmse

7.9 c¢m, a odcinek laczacy srodki ramion — 10 cm. Oblicz dlugosé dluzsze]
podstawy tego trapezu i jego pole.

Powtiodrzenie

14. Oblicz pole i obwdd rownolegltoboku.

a) b) 3 c) R
A 5
sv 5/

15. Oblicz pole i obwéd trapezu.
a) 4

b) 5
/A
60° Lo 60°

6

16. a) W prostokacie o przekatnej dlugosci 24 em polaczono odcinkami Srodki
sasiednich bokow i otrzymano romb o kacie ostrym 60°. Oblicz obwod
1 pole tego rombu.
b) W rombie o boku dlugosci 4 ecm i kacie ostrym 60° polaczono odcinkami
srodki sasiednich bokéw i otrzymano prostokat. Oblicz jego pole.
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4.10. Zagadnienia uzupetniajace

B Dowody twierdzenia Pitagorasa

1.

Znanych jest wiele dowodow twierdzenia Pitagorasa. Autorem pierwszego
z przedstawionych ponizej dowodow jest 20. prezydent Stanow Zjednoczo-
nych James Abram Garfield [czyt. dzejms abram garfild| (1831-1881).

Dowod 1
Rozpatrzmy tréjkat prostokatny ABC' o przyprostokatnych a i b oraz prze-
ciwprostokatnej c. Rysujemy trapez prostokatny ABDFE o podstawach a
i b oraz wysokosci a + b (rysunek obok). Kat ACE jest
katem prostym (uzasadnij). Pole P trapezu jest suma pol
trojkatow ABC, CDE 1 ACE:

P = zab+ zab+ 2¢?

E a D
=

Korzystamy teraz ze wzoru na pole trapezu:
P=:(a+b)(a+D)

i otrzymujemy rownosc:
(a+ b)* = 2ab + ¢*

Zatem a* + b® = 2. A 7 B
Dowaéd 2

Rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej c. Rysujemy kwadrat o boku a + b 1 wewnatrz niego kwadrat
o boku ¢ (rysunek ponizej).

a b
Duzy kwadrat ma bok rowny a - b, wiec jego pole:
P=(a+b)? , .
Pole duzego kwadratu jest rowne sumie pola ma-
lego kwadratu i pdél czterech trojkatow: b
P=c*+4-za-b a
Zatem a* + 2ab 4+ b% = ¢? 4+ 2ab, czyli a? + b* = . b a
a b a
Udowodnij twierdzenie Pita- 2 » '\
gorasa, korzystajac z przed- A
stawionych obok rysunkéw.
b b
a
b a b

4,10, Zagadnienia uzupetniajace
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le duzego kwadratu przedstawionego na rysunku obok.
b) Przyjmij, ze bok duzego kwadratu ma dlugosé¢ 8, ¢
a bok malego — diugosc 2. Oblicz dlugosci przyprosto-

katnych a 1 b.

Dowod 3

Rozpatrzmy dwa kwadraty o bokach a i b po-
lozone jak na rysunku obok. Suma ich pdl jest
rowna a* 4 b.

Trojkaty prostokatne o przyprostokatnych a
i b oraz przeciwprostokatnej ¢ sa przystajace
(rysunek ponizej).

Trojkat niebieski
obracamy wokol

o boku c.

D| 2. a) Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, wyznaczajac po-

punktu P, a zolty —
wokol punktu @, az
otrzymamy kwadrat

Zatem a? 4+ b? = 2

P

Twierdzenie Pitagorasa mozna sformutowac nastepujaco:

Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej trojkata prostokat-

nego jest rowne sumie pol kwadratéw zbudowanych na jego przyprosto-

katnych.

Szkic dowodu 4

» Trojkaty FAC 1 BAFE sa przystajace.

s Pole trojkata F'AC jest rowne polowie pola
kwadratu AFGB.

= Pole trojkata BAFE jest rowne polowie pola
prostokata AEPR.

» Pole kwadratu AF G B jest rowne polu pro-
stokata AEPR.

= Pole kwadratu C'BH I jest rowne polu pro-
stokata DCRP.

Przedstawione powyzej rozumowanie pochodzi
z 1 ksiegi ,,Elementow” Euklidesa.

I 194 4. Trygonometria

F G

D| 3. Podaj uzasadnienia kolejnych etapow szkicu dowodu 4.



Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = 4v/3 em,
AC| = |BC| =4 ¢cm. Punkt P jest srodkiem odcin-
ka AB. Oblicz wysokosci trojkata APC.

2. Oblicz obwdd trojkata ACD (rysunek obok), jesh
wiadomo, ze krotsza przekatna trapezu BC'DE ma
dlugosé réwna 5 v/41.

3. Przekatna prostokata ma diugosc 10, a obwod kazdego z trojkatow po-
wstalych przez podzial prostokata przekatna jest rowny 24. Oblicz pole
prostokata.

4. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych
katow a1 3 w tréjkacie ABC
(rysunek obok).

A b D B

5. a) W trojkacie prostokatnym, ktérego obwod jest rowny 60, tangens jed-
nego z katéw ostrych wynosi 2,4. Oblicz dlugosci bokow tego trojkata.

b) W tréjkacie prostokatnym o polu réwnym 4v/2 sinus jednego z katéw
ostrych jest réowny % Oblicz obwdd tego trojkata.
c) W trdjkacie prostokatnym o przeciwprostokatnej 16 i katach ostrych «

i 3 zachodzi réwnosé sin a cos 3 = %. Oblicz pole tego trojkata.

6. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych tréjkata ABC.
a) A(0,0), B(3,0), C(0,2) c) A(—6,1), B(6,—4), C(6,1)
b) A(0,0), B(6,0), C(6,4) d) A(—1,-5), B(4,5), C(—4,1)

7. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a,
jesli wiadomo, ze:

a) sina=0,1, ¢) cosa= =z, e) tga = =, g) tga

._, f) tga = /5, h) tga

ol 2~

I
@

b) cosae =0,9, d) sina =

| 8. Rozwiaz trojkat rownoramienny ABC o podstawie AB, jesli:

a) SACB = 40°, a wysoko$¢ C'D tréjkata ma 6 cm,
b) jego obwdd jest rowny 34 em, a wysokosé C'D ma 13 cm,

c¢) jego pole jest rowne 12 em?, a SCAB = 40°.
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Vv

9.

—

10.

a) Obserwator widzi wierzcholek 70-metrowej wiezy stojacej na plaskim
terenie pod katem 12° do poziomu. Jaka jest odleglos¢ obserwatora od
podstawy wiezy? Pomin wzrost obserwatora.

b) Line podtrzymujaca maszt przymocowano do niego na wysokosci 110 m
nad ziemia i zakotwiczono w ziemi w odleglosci 40 m od podstawy masztu.
Oblicz miare kata, jaki lina tworzy z poziomem.

Turysta idzie prosta droga wznoszaca sie pod katem 5°.

a) Jaka réznice poziomoéw pokona po przejsciu 0,5 km?

b) Jak dlugo musialby i8¢ ta droga z predkoscia 4,5 km/h,

aby pokonaé roznice pozioméw réwna 130 m? S

Z punktéw A 1 B odleglych od siebie o 800 m widac
szczyt gory S pod katami a = 29° i 3 = 50°. Oblicz

wysokos¢ SC' tej gory. ! o
A B C

B Zestaw I

1

W trojkacie ABC kat AC'B ma miare 75°, bok AC ma dlugos$é 4v/3 cm,

a wysokoS¢ opuszczona z wierzchotka C' jest réwna 6 em. Oblicz pole tego
trojkata.

Dany jest trojkat rownoramienny o ramieniu diugosci 6 ecm 1 kacie przy
podstawie 30°. Oblicz odleglosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego trojkata od jego wierzcholkow.

a) Obwéd rombu jest réwny 52 cm, a jedna z jego przekatnych ma diu-
gos¢ 10 cm. Oblicz pole tego rombu oraz sinus kata ostrego.

b) Pole rombu o obwodzie réwnym 48 e¢m wynosi 108 cm?. Oblicz sinus
kata ostrego tego rombu.

Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych réownolegloboku ABC'D.
Kat BAD ma miare 60°, a przekatna BD ma dlugo$é 6v/3 i jest prosto-
padla do boku AD. Oblicz sinusy katéw ostrych trojkata ABP.

W rownolegloboku o obwodzie 32 e¢m jeden bok jest trzy razy dluzszy od
drugiego, a kat rozwarty ma miare 120°. Oblicz dlugosci przekatnych i pole
tego rownolegloboku.

Dluzsza podstawa trapezu rownoramiennego ma diugosc 6 cm, a kat mie-
dzy przekatna a ta podstawa ma miare c. Oblicz pole tego trapezu, jeslh

jego wysokosc jest rowna 2 cm, a sina = if
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10.

11.

D|12.

13.

D|14.

*195.

Vv

Dany jest trapez prostokatny o kacie ostrym «, dluzszej podstawie a, krot-
szej podstawie b 1 wysokosci h. Oblicz obwod 1 dlugosci przekatnych tego
trapezu, jesli:

a) a = 60° a =8 cm, h = 6+/3 cm, b) a = 30°, b =10 ¢cm, h = 4 cm.

Przekatne trapezu rownoramiennego ABC'D przecinaja sie pod katem
prostym w punkcie P. Podstawy trapezu maja dlugosci |AB| = 12 e¢m
i |CD| =4 cm. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata PAD.

Podstawy trapezu maja dlugosei 10 i1 4, a jego ramiona tworza z dluzsza
podstawa katy 45° 1 60°. Oblicz pole tego trapezu.

Dany jest trapez rownoramienny o kacie ostrym 30° 1 podstawach diugosci
16 1 12. Oblicz obwod i pole tego trapezu.

Narysuj w uktadzie wspolrzednych kat «, do ktorego ramienia kofnicowego
nalezy punkt P. Oblicz wartosci tunkeji trygonometrycznych tego kata.

a) P(1,4) b) P(—1,4) c) P(—3,2) d) P(-2,3)

Uzasadnij, ze nie istnieje kat a € (0% 180°) spelniajacy podane réwnanie.
a) %EGS&—F%:%CDSQ b) Vhsina=5—5 c) 3cosa+ V3 =6

Oblicz.
a) sin 30°(cos 0° — 2 cos 135°) e) cos135° - sin 90° — sin 135° - cos 90°
b) (cos 30° + cos 150°) - tg 75° f) sin15°- (tg135° + 1) + cos® 0°
sin 150°—2s8in 30° S tg 60° Ve D o
C) cos 45° iglag g) sin 30°—cos 150° L
sin 45°+cos 150 & tg 120°4+tg 150° . 6
d) = cos 180 h) — : sin 90

Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje wartosc 1.

a) sin®37° + sin” 53° ¢) sin20° - cos T0° + cos? 20°
b) sin® 18° + sin? 72° d) sin®26° + sin 64° - cos 26°
Wskazéwka. Skorzystaj z zaleznosci cos a = sin(90° — a).

Ekierki majace ksztalt polowy kwadratu o boku 20 cm
sq produkowane z drewnianych listew o szerokosci 2 cm
i grubosci 2 mm. Jaka jest objetosc drewna zuzytego do
wyprodukowania 1000 takich ekierek? Pomijamy obje-

tos¢ odpadéw. Jaka bylaby objeto$¢ drewna zuzytego
do wyprodukowania z takich samych listew 1000 ekie-
rek majacych ksztalt polowy trojkata réwnobocznego o boku 24 cm?

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposob na zadanie

Przyktad

Dany jest trojkat rownoramienny o podstawie 4 ¢m i ramio-
nach diugosci 6 cm. Oblicz wysokosc tego trojkata opusz-
CZOna na jego ramie,

Aby rozwiazaé¢ to zadanie, mozemy postapi¢ na réozne
sposoby.

I sposob
Mozemy skorzystac¢ z podobienstwa trojkatéw APB

i CDB (cecha KKK): :j:gl = Eg: X

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: |CD| = /6% — 22 =

zatem: |AB|-|CD| _ 4-4/3 _ 832
AP| = cBl 6 3 cm]

I1 sposob

Kat 3 jest katem ostrym tréjkata C'DB:

DB| _ 2 _ 1

iIcCB| 6 3

2 P
Zatem sin 3 = /1 — cos? [ = \/1 — (%) — B o BV

9 3
Kat (3 jest rowniez katem ostrym trojkata ABP, wiec:

AP| | o an _ aplsin g — 4, 2VF _ 82
= sin 3, stad |AP|= |AB|-sinf3 =4 e = lcm)].

cos 3 =

ITI sposob
Obliczamy wysoko$é C'D tréjkata ABC: |CD| = v/62 — 22 = 4y/2 [em].

Pole trojkata ABC' obliczamy na dwa sposoby:
P=1AB|-|CD|=1-4-4v/2 = 8V2 [em?]

P=z|BC|-|AP|=%:6-|AP| = 3|AP| [cm?]

2

Porownujemy wyznaczone wyrazenia 1 otrzymujemy:

3|AP| = 8v2, stad [AP|= 22 em

IV sposob
Oznaczmy |PB| = &, wowczas |PC'| = 6 — x. Korzystamy z twierdzenia Pita-
gorasa dla trojkatow APB oraz APC i otrzymujemy uklad rownan:

(|AP|? = 42 — 22
AP* =6*—(6—z)*

\

. . , : . . 4
Rozwiazujemy réwnanie 42 —x* = 6 — (6 —x)? i otrzymujemy: & = — cm oraz
)

8v/2
|AP| = W Odpowiedz: |[AP| = 8;@ cm
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Zadania testowe

W

Rozwiaz zadania 1 zapisz odpowiedzl w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1

Trojkat prostokatny, ktorego przeciwprostokatna ma dlugosé ¢, moze miec
pole rowne:

1.9 1.3
A. IE \ B. EC y C.

=c?, | B R o

Dany jest trapez rownoramienny, ktoérego ramiona sa tej samej dlugosci co
krotsza podstawa, a dluzsza podstawa jest dwa razy dluzsza od krotszej.
Przekatne tego trapezu przecinaja sie pod katem:

A. 90°, B. 60°, C. 45°, D. 30°.

Jezeli a jest katem ostrym oraz sina = %1 to cos a jest rowny:

A. &, B. L& C. 28, D.

1
T
Jesli a jest katem ostrym oraz cosa = —;:ﬁ to cv nalezy do przedzialu:
A. (0°;30°), B. (30°;45°), C. (45°;60°), D. (60°; 90°).

Jezeli w trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dlugosé 50 cm,
a sinus jednego z katow ostrych jest rowny % to:
A. pole tego trojkata jest rowne 300 cm?,
B. obwdd tego tréjkata jest rowny 112 cm,
Lk n | =7 A —~ ) “ : : il T l
C. cosinus jednego z katow ostrych tego trojkata jest rowny =,

D. tangens jednego z katow ostrych tego tréojkata jest réwny %.

Dla a = 60° prawdziwa jest roGwnosc:

A. V3sina + Lt = tg30°, C. cosa +cos(90° — @) = =,
B. sin® a — cos? a = 1, D. 2sina+cosa = 32+1'

Wskaz wyrazenie, ktorego wartosc jest réwna 1.

A. sin40° — cos H0° C. 2sin® 30° — 2 cos? 3(°

B. sin 29° + cos61° D. sin® 30° + cos® 45° + -}l-tg 45°
Wskaz wyrazenie, ktérego wartosé jest rowna 1.

A. sin61° + cos 151° C. sin151° - cos61°

B. sin 151" — cos61° D. sin151" : cos61”

Wartos¢ wyrazenia (sin 150° + tg135°) - ;illz;; jest liczba przeciwna do
liczby:

R =l B. 1. C. V3, D. —/3.

Przed matura
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokat-
nych v/2 i 2v/2 oraz katach ostrych a i 3. Oblicz
sin « - sin /3.

Zadanie 2 (2 pkt)

Dany jest okrag o srodku O i promieniu 6 (ry-

sunek obok). Oblicz dlugosé cieciwy AB, jesli
sin o = (,8.

Zadanie 3 (2 pkt)
Punkt P jest spodkiem wysokosci trojkata A BC opuszczonej z wierzchotka C.
Oblicz dlugosci odecinkéw AP i BP, jesli |[BC| =61 |[AB| = |AC| = 8.

Zadanie 4 (2 pkt)
Oblicz cosinus kata rozwartego, jesli kwadrat odwrotnosei sinusa tego kata
jest rowny 5.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (4 pkt)
Oblicz obwdd trojkata ABC (rysunek obok) oraz
wartosci tunkceji trygonometrycznych kata a.

A 2x B
Zadanie 6 (4 pkt)

Diugosci bokow trojkata prostokatnego o katach ostrych a1 3 sa kolejnymi
liczbami parzystymi. Oblicz warto$¢ wyrazenia (sin« + sin 3)°.

Zadanie 7 (4 pkt)
Dany jest trapez o podstawach dlugosci 4 ecm i (7 + 3v/3) cm oraz wysokosci
3 cm. Jego katy ostre przylegaja do dluzsze] podstawy, a jeden z nich ma
miare réwna 45°. Oblicz iloczyn cosi- E
nusow katow rozwartych tego trapezu.

Zadanie 8 (4 pkt)

Aby obliczyc szerokos¢ rzeki (diugosc
odcinka C'E na rysunku obok), doko-
nano pomiarow w terenie: @ = 32°
B = 8°, |AC| = 120 m. Oblicz szero-
kos¢ rzeki.
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Planimetria

Z regularnym podzialem plaszczyzny mozemy mie¢ do czynienia w praktyce,
np. przy ukladaniu kafelkow lub bruku.

Bardzo ciekawe przyklady sposobu podzialu plaszczyzny znajdziemy w pra-
cach holenderskiego malarza i grafika Mauritsa Cornelisa Eschera [czyt. eszera)

(1898-1972). Inspiracje matematyka wida¢c w wielu jego pracach.




5.1. Okrag

Okregiem o srodku O i promieniu r > () nazywamy zbior wszystkich punktéw
plaszczyzny, ktorych odleglosé od punktu O jest réwna 7.
stosunek dlugosci okregu do jego srednicy jest staly. e

Oznaczam o grecka litera . OZIl&EZEﬂiE to zo- 5 =
y 8o grecka 9 srednica okregu

=7
stalo wprowadzone przez brytyjskiego matematyka

Williama Jonesa [czyt. liliama dzonsa| w 1706 roku. Liczba m jest niewymier-
na, w obliczeniach czesto wykorzystujemy jej przyblizona wartosc: = ~ 3,14.

Dlugosc okregu o promieniu r wyraza sie wzorem: [ = 277.
Przyktad 1

Oblicz dtugosci okregdéw o promieniach: r; = 0,5 cm,
ro = 1cm, r3 = 1,5 em (rysunek obok).

Diugosci okregow wynosza odpowiednio:
[, =27-05 =7 [cm]
lo =27+1=27 [cm]

3 =2m-1,5=3m [cm]

Dowolne dwa punkty A, B nalezace do okregu dziela ten okrag na dwa luki.
Jesli nie sa one poélokregami, to méwiac ,Juk AB”, bedziemy mie¢ na mysli
krotszy z nich, chyba, ze jest powiedziane inaczej. Luk taki oznaczamy AB.
Czasami, by uniknaé¢ niejednoznacznosci, stosujemy oznaczenie trzyliterowe,
np. czerwony tuk na rysunku ponizej to tuk APB.

Kat, ktorego wierzcholek jest srodkiem okregu,
nazywamy katem srodkowym.

Na rysunku obok ramiona kata a przecinaja okrag
w punktach A1 B — kat ten wyznacza luk AB.

Dlugos¢ huku okregu o promieniu r wyznaczonego przez kat sSrodkowy
Y

= 27T,

O mierze o wyraza sie wzorem L =

Cwiczenie 1
Jaka miare ma kat AOB, jeshi punkty A, B lezace na okregu o srodku O

3
L]

1 promieniu r = 12 ecm wyznaczaja tuk dlugosci 37 cm?
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Cwiczenie 2

W okregu o srednicy 24 cm poprowadzono cztery promienie tak, ze stosu-
nek miary katow pomiedzy kolejnymi promieniami wynosi 1:3:5:7. Oblicz
dlugosci lukow wyznaczonych przez lezace na okregu konce tych promieni.

Okregi majace tylko jeden punkt wspdlny (zwany punktem stycznosci) nazy-

wamy okregami stycznymi. Promienie okregow stycznych poprowadzone do
punktu stycznosci leza na jednej proste;.

Okregi styczne zewnetrznie Okregi styczne wewnetrznie

010, =711+ 13 0,0;| = |ry — 13
Odleglosé miedzy srodkami okregow Jesli i > ry. to odleglos¢é miedzy
g edz] €g , g €az]
jest rowna sumie ich promieni. srodkami okregow jest rowna r; —rs.

Dwa rozne okregi moga tez miec dwa punkty wspolne (okregi przecinajace
sie) lub nie mie¢ punktéw wspélnych (okregi rozlaczne).

Okregi przecinajace sie

¢

|T‘1_ = ?‘2‘ < |O]_Oz‘ o Ti 15

Okregi roziagczne zewnetrznie Okregi rozlaczne wewnetrznie

10,0 > 11+ 15

Cwiczenie 3

Cztery okregi o rownych promieniach sa od-
powiednio styczne (rysunek obok), a ich
srodki leza na jednej prostej. Oblicz sred-
nice tych okregéw, jesli |0,0,| = 48.
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Zadania

1. Punkty A, B leza na okregu o §rednicy 10 cm oraz |[AB| = 5 em. Oblicz
dlugosé tuku AB.

2. Oblicz dlugosé luku okregu o Srednicy d wyznaczonego przez kat Srod-
kowy «.

a) d=12¢m; =75 b)d=30ecm;, =15 ) d=5cm; a=330°

3. Luk okregu wyznaczony przez kat srodkowy o mierze 20° ma dlugos¢
2w cm. Oblicz srednice tego okregu.

4. Oblicz miare kata srodkowego wyznaczajacego na okregu o srednicy 18 cm
tuk o dlugoseci 47 cm.

5. Wyznacz wartosci z, dla ktérych okrag o srodku w punkcie P(x,0) i pro-
mieniu r; = 5 oraz okrag o srodku w punkcie Q(—1,0) i promieniu r, = 3
sg styczne: a) zewnetrznie, b) wewnetrznie.

6. Narysuj w ukladzie wspolrzednych okrag o srodku O; i promieniu r; oraz
okrag o srodku O, i promieniu r,. Podaj odleglos¢ miedzy srodkami tych
okregow. lle maja one punktow wspolnych?

a) 0:(—2,0), r1 =4, O5(—1,0), r5; =2
b) 01(05 _2)1 ] = 41 02(013)1 1g = 1
C) 01(113)7 B 21 02(41 3): rg = 5

7. Punkty O, Oz i O3, bedace $srodkami odpowiednio

stycznych okregéw (rysunek obok), leza na jednej pro-

stej. Dwa mniejsze okregi maja rowne promienie. Ob-

licz sSrednice kazdego z tych okregéw, jesli |O,05| = 18.

Powtodorzenie

8. Oblicz promien okregu, w ktorym kat srodkowy a wyznacza tuk dlugosci L,
jesli: a) a=40°, L=6x, b)a="730, L=r.

9. Odleglos¢ miedzy srodkami okregéw o promieniach 3 i 5 jest réwna n,
ogdzie n € N. Podaj mozliwe wartosci n. jesli okregi te maja dwa punkty
wspolne.

10. Konce przekatnej prostokata o bokach dlugosci 4 ecm 1 8 em sa srodkami
dwoch okregow stycznych zewnetrznie. Punkt stycznosci dzieli przekatna
prostokata w stosunku 1:3. Oblicz dlugosci tych okregéw.

N 204 5. Planimetria



5.2. Koto

Kolem o srodku O i promieniu r > 0 nazywamy zbiér wszystkich punktow
plaszczyzny, ktorych odleglosé od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Zwroc uwage, ze punkty nalezace do okregu ograniczajacego kolo naleza do
tego kola.

Wzor na pole kota zostal udowodniony Pole kota o promieniu r wyraza
przez Archimedesa. sie wzorem: P = mr?

Cwiczenie 1
a) Oblicz pole najwiekszego kola zawartego w kwadracie o polu 36 ¢m?.

b) Oblicz diugosé okregu ograniczajacego kolo o polu 2,257 e¢m?.

Czesc plaszezyzny ograniczona przez dwa wspolsrodkowe
okregi (wraz z tymi okregami) nazywamy pierscieniem
kolowym.

Opisujac pierscien kolowy, podajemy jego promien ze- .

wnetrzny i promien wewnetrzny. Roznice tych promieni
nazywamy szerokoscig pierscienia. Dla pierscienia na ry-

sunku obok jest ona rowna R — r.

Cwiczenie 2

a) Oblicz pole pierscienia kolowego o promieniu zewnetrznym 25 cm i promie-
niu wewnetrznym 24 cm. Podaj promien kola, ktorego pole jest réwne polu
tego pierscienia.

b) Pole pierscienia kolowego o szerokosci 1 em wynosi 177 cm?. Oblicz pro-
mien zewnetrzny i promien wewnetrzny tego pierscienia.

Czesé kola o srodku O (wraz z jej brzegiem) ograniczona tukiem AB i pro-
mieniami OA 1 OB nazywamy wycinkiem kola lub wycinkiem kolowym.

Pole wycinka kola wyznaczonego przez kat srodkowy
O mierze @ wyraza si¢ wzorem:

_ o 2
P=gee ™
Cwiczenie 3
Oblicz pole wycinka kola o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy av.
a) r=12, a=T75° b) r =2, a=22°30 ¢) r=x3, a=81p

5.2. Kofo
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Cwiczenie 4
Pole wycinka kola o promieniu 6 wyznaczonego przez kat a jest réwne 27.
Oblicz miare kata a.

Czesé kola (wraz z jej brzegiem) ograniczona hukiem APBi cie- P
ciwa AB nazywamy odcinkiem kola lub odcinkiem kolowym.

Przyktad 1 A

Oblicz pole odcinka kola o promieniu 4 wyznaczonego przez
cieciwe AB i kat AOB o mierze 45° (rysunek obok).

Obliczamy pole wycinka kola AOB:
Plz;ﬁfgu-?r-f:?ﬁ \ B
Nastepnie obliczamy pole trojkata AOB: <3
P,=1%-4-4-sin45° =42
Zatem pole odcinka kota:

P=P — P, =21 — 42

A

Cwiczenie 5
Punkty A, B nalezace do okregu o $§rodku O i promieniu 12 wyznaczaja kat
AOB. Oblicz pole odcinka kolowego wyznaczonego przez ten kat, jesli:

a) <AOB = 90°, b) <AOB = 60°, c) SAOB = 30°.

Zadania

D| 1. Bok kwadratu ma diugosc 6. Wykaz, ze pole zacienio-

wanego obszaru jest mniejsze od 9 (rysunek obok).

2. Cieciwa laczaca punkty A 1 B lezace na okregu o promie-
niu 5 ma dlugoéé 5v/3. Oblicz dlugosdci tukéw wyznaczo-

nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinkow.

3. W kole o srodku O i promieniu 4 poprowadzono cieciwe AB. Oblicz pola
figur, na ktére cieciwa podzielila kolo, jedli pole AAOB jest réwne 44/2.

4. Oblicz pole zacieniowanego obszaru,

a)

6(}'-'}
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5. Wierzcholki osmiokata (rysunek obok) naleza do
okregu o promieniu 3. Sposrod kolejnych katow

srodkowych: a4, ..., ag kazdy nastepny jest o 10°
wiekszy od poprzedniego.

a) Oblicz pole wycinka kola wyznaczonego przez
k@t (tg.

b) Oblicz sume pdl odcinkéow kota wyznaczonych

przez katy as 1 ag.

6. Dany jest wielokat foremny, ktorego wierzcholki leza na okregu o promie-
niu 2. Oblicz dlugosé czerwonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru.

a) b) c)
Ly ' 4

7. Uzasadnij, ze pole odcinka kola o promieniu r wyznaczonego przez kat

srodkowy o mierze 60° jest réwne 51%(27 — 3v/3).

Czy wiesz, ze...
Do uzasadnienia wzoru

na pole kota wykorzy-

stuje sie ustawienie

wycinkow kola w figu-
re taka jak na rysunku
obok.

Dolna linia sktadajaca sie z tu-
kow ma dtugosc 7.

Powtorzenie

8. Oblicz promien kola, ktéorego wycinek wyznaczony przez kat a ma pole P.

a) a =45°, P=10,Tbn b o=140°, P =Tnx c) o= 300° P =187

9. Punkt A lezy na okregu o srodku w punkcie S
(rysunek obok). Odleglosé od punktu P do srod-
ka okregu jest rowna 2 c¢m, a do punktu A jest

£ B
rowna v 3 cm. Oblicz pole:

a) trojkata PS A, b) wycinka kola BSA.
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5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej

D| Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze najkrotszy odcinek laczacy dany punkt P z punktem lezacym
na prostej [, gdzie P ¢ [, jest do tej prostej prostopadly.

Odlegloscia punktu P od prostej [ nazywamy dlugosc¢ naj- P
krotszego odceinka taczacego punkt P z punktem na prostej { *
(odcinek ten jest prostopadly do prostej l). Jesli punkt P

lezy na prostej [, to przyjmujemy, ze jego odleglosc od te]
proste] jest rowna zero.

Okrag 1 prosta moga mie¢ dwa punkty wspolne, jeden punkt wspolny lub nie
miec¢ punktow wspolnych.

Niech |OP| bedzie odlegloécia srodka okregu od proste;j.

OP| <1 | | |
Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspol-

- ne, nazywamy jego sieczng. Odleglosé siecznej od
srodka okregu jest mmniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspolny,
OP|=r to mowimy, ze jest styczma do okregu (wspdlny

ap punkt nazywamy punktem stycznosci). Promien
okregu prowadzony do punktu stycznosci z prosta

jest do niej prostopadly. Odleglos¢ stycznej od

srodka okregu jest réwna jego promieniowd.
IOP| >r _ _ _
Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
L4 P téw wspdlnych (sa rozlaczne). Odleglo$é prostej
od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.

Cwiczenie 2

a) Prosta [ jest styczna do okregu o promieniu 6 cm w punkcie P. Punkt A
lezy na prostej [ i |[PA| =4 em. Oblicz odleglosé punktu A od srodka okregu.
b) Prosta AB jest styczna do okregu o srodku w punkcie O. Punkt styczno-
sci P jest §rodkiem odcinka AB. Oblicz promien okregu, jesli |AO| = 20 em
i |[AB| = 32 cm.
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Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jesli styczne do okregu w punktach Ai B
przecinaja sie w punkcie P, to:

|PA| = |PB|

Dowod powyzszego twierdzenia wynika z twierdzenia Pitagorasa zastosowa-

nego dla trojkatéow PAO 1 PBO.

Cwiczenie 3

a) Dany jest okrag o srodku w punkcie O
1 promieniu 6 cm. Z punktu P odleglego od
punktu O o 10 ecm poprowadzono dwie proste
styczne do okregu w punktach A i B. Oblicz
obwdéd czworokata PAOB.

b) Obwod czworokata PAOB (rysunek obok)
jest rowny 34 cm. Oblicz promien okregu, jesli

odcinek PS ma dlugosé 8 cm.

Liczba wspolnych stycznych dwoch okregow zalezy od polozenia tych okregow.

Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi styczne zewnetrznie
cztery wspolne styczne trzy wspolne styczne
Okregi przecinajace sie Okregi styczne wewnetrznie

dwie wspoélne styczne jedna wspolna styczna

(=< G

Okregi rozlaczne wewnetrznie nie maja wspolnych stycznych.

5.3. Wzajemne polozenie okregu | proste
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Cwiczenie 4
Dany jest okrag o srodku O, i1 promieniu r; oraz okrag o srodku O, 1 promie-
niu ry. Okresl liczbe wspolnych stycznych tych okregow.

a) ry =32, ry =43, [0,0,] =52 c) =3z, =13z, 0,0 =z

b) ™" = ].]..J. Ty = 13, ‘O]_Og‘ = 24 d) Ty = \/i, Ty = \/gj ‘OLOE‘ = 4

Przyktad 1
Dany jest okrag o srodku O(0, 0) 1 promieniu 3.
lle punktow wspolnych z okregiem ma prosta

r = m w zaleznosci od parametru m?

Prosta x = m z danym okregiem: .
e ma jeden punkt wspolny dla m € {—3,3},
e ma dwa punkty wspélne dla m € (—3; 3), A
e nie ma punktow wpélnych dla m € (—oo; —3) U (3; 00).

Cwiczenie 5
Dany jest okrag o srodku $(0,2) i promieniu 4. Ile punktéow wspolnych z tym
okregiem ma prosta y = m w zaleznosci od parametru m?

Przyktad 2
Oblicz dlugosc cieciwy wyznaczonej przez punkty wspolne prostej [: x = 3
i okregu o srodku O(0,0) i promieniu 5.

Niech |OP)| bedzie odleglodcig $rodka okregu od prostej [, 4 .
a punkty A, B niech beda punktami przeciecia okregu z ta

prosta. Wowcezas |OP| = 3, zatem:

AP| =52 —32=16=4 Q X
Trojkaty OPA 1 OPB sa przystajace, wiec dlugosé cieciwy:
AB| =2 |AP| =8 =
Cwiczenie 6
a) Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej y = —3

i okregu o srodku w punkcie (2,0) i promieniu 4.
b) Cieciwa dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej © = 1
i okregu o §rodku w punkcie (—3,2). Oblicz promien tego okregu.

Zadania

1. Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag o srodku w punkcie (0,0)
i promieniu 10 w punktach A i B. Wyznacz réwnanie tej prostej, jesli:

a) |[AB| = 12, b) |[AB| = 10v/2, ¢) |AB| = 10, d) |[AB| = 20.
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2. Dany jest okrag o srodku w punkcie (0, 0) i promieniu 11. Cieciwa AB tego
okregu jest rownolegla do osi OX 1 ma dlugosé 20. Wyznacz wspolrzedne
punktu P nalezacego do tej cieciwy, jesli jego odleglos¢
od srodka okregu jest réwna 5.

3. Z punktu P poprowadzono wspolne

styczne okregow o srodkach w punk- P
tach O, i Oy (rysunek obok). Oblicz

promien 7 okregu o srodku w punk-
cle Ol, ]Eé]_l |OgB‘ =8 1 ‘OEPI = 13.

4. Punkty A1 B leza na okregu o Srednicy 12 c¢m, a odleglosé miedzy nimi jest
rowna promieniowi tego okregu. Styczne do okregu poprowadzone w punk-
tach A 1 B przecinaja sie w punkcie P. Oblicz pole tréjkata APB.

5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

lle punktéw wspélnych ma prostay =3 ¥t . @
z okregiem o srodku S(3,1) w zaleznoéci : :
od promienia r tego okregu?

Prosta y = 3 z okregiem:
e ma jeden punkt wspoélny dla r = 2,
e« ma dwa punkty wspodlne dla r € (2;00),

e nie ma punktéow wspélnych dla r € (0; 2).

lle punktow wspolnych ma prosta & z okregiem o srodku S w zaleznosci
od promienia r tego okregu?

a) k:y=3,583,-1) b)kz=-1,8(—24) ¢) kz= V2, 5(—1,1)

Powtorzenie

6. Punkty Ai B leza na okregu o srodku O i promieniu r. Oblicz pole tréjkata
AOB, jesli:

a) |AB| =4 cm, r =2v10 cm, b} |AB| =14 em, =125 cm.

7. Dwa okregi o srodkach O, i O, oraz pro-
mieniach odpowiednio 1 1 2 sa styczne ze-
wnetrznie (rysunek obok). Prosta AB jest
ich wspolna styczna. Oblicz dlugos¢ od-
cinka C'O, oraz pole trapezu ABQO, ..
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Konstrukcja stycznej do okregu

Aby skonstruowac styczna do danego okregu o srodku O, przechodzaca przez
punkt P lezacy na zewnatrz okregu, postepujemy w nastepujacy sposob.

e Wyznaczamy srodek odcinka O P — punkt S na rysunku ponizej.

e Rysujemy okrag, ktorego promieniem jest =

odcinek SO — okrag ten przecina dany ok- ’
rag w punktach A i B.

e Prosta P A jest styczna do danego okregu.
Zauwaz, ze PA 1 OA (aby to uzasadnic,
mozna rozpatrzy¢ katy tréjkatow réwno-
ramiennych PSA i OSA). Druga styczna
jest prosta PB.

1. Opisz konstrukeje styczne] do danego okregu przechodzacej przez punkt
nalezacy do tego okregu.

Konstrukcja wspolnej stycznej do dwoch okregow
roztgcznych zewnetrznie

Rozpatrzmy okrag L; o srodku O; i promieniu r; oraz rozlaczny z nim ze-
wnetrznie okrag L, o $rodku O, i promieniu r, (rysunek ponizej).

e Rysujemy okrag L o srodku w punkcie O, i promieniu réwnym r; + rs.

« Rysujemy prosta O, A — styczna do okregu L przechodzaca przez punkt O,.
e« Wyznaczamy punkt B — punkt przeciecia odcinka O, A z okregiem L.

e Rysujemy styczna do okregu L, przechodzaca przez punkt B. Jest ona row-
niez styczna do okregu L, (uzasadnij).

*2. Opisz, jak skonstruowac pozostale wspolne styczne dwoch okregéw roz-
lacznych zewnetrznie.
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5.4. Katy w okregu

Kat srodkowy a przedstawiony na rysunku obok jest

wyznaczony przez zaznaczonony kolorem czerwonym

luk AB. 5
Mowimy tez, ze kat srodkowy a jest oparty na tuku AB b
lub na cieciwie ADB.

P 5

Cwiczenie 1
Punkty: P, Ps, ..., P> dziela okrag na 12 lukow o row- Fs P
nej dlugosci. Podaj miare kata srodkowego opartego na P P,
luku: |

i e s P P
EL) Pngpg., b) P,;LP?PLE, E—) PEP]__P’}'. - =

A
e P,
P, P
9 p 1
P

Definicja

Kat wpisany w okrag to kat wypuktly, ktorego wierz-
cholek lezy na okregu, a ramionami sa polproste
zawlerajace cleciwy tego okregu.
B
O kacie wpisanym 3 (rysunek obok) moéwimy, ze jest
oparty na luku AB. A

Twierdzenie

Kat srodkowy w okregu ma miare dwa razy wieksza od miary kata wpisa-
nego opartego na tym samym luku.

Dowdd — patrz ¢wiczenie 4. na nastepnej stronie.

. Y
Cwiczenie 2

a) Podaj miare kata 3 (rysunek obok). A
b) Narysuj w dowolnym okregu kat srodkowy o = 120°

1 trzy rézne katy wpisane oparte na tym samym huku @
co kat . Podaj miare tych katow. “
- . A B
Cwiczenie 3
Kat wpisany [ jest oparty na tym samym luku co kat srodkowy a. Wyznacz
miare kata o + 3, jesli:

a) a = 110°, b) a = 45°, o) = 175, d) g = 105°.

5.4, Katy w okregu
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D| Cwiczenie 4
Przeczytaj informacje w ramce oraz dowod przypadku I, a nastepnie przepro-

wadz dowody przypadkow 11 i 111

Aby udowodnic, ze kat srodkowy o w okregu jest dwukrotnie wiekszy od
kata wpisanego 3 opartego na tym samym luku, wystarczy rozpatrzyc trzy

przypadki.

I. Srodek okregu O I1. Srodek okregu O ITI. Srodek okregu O
lezy wewnatrz kata lezy na ramieniu kata lezy poza katem wpi-
wplisanego. wplsanego. sanym.

*

A

Dowod przypadku I
Z punktu P prowadzimy promien PO. Wowczas 3 = 31 + 3.
Wyznaczamy miare kata srodkowego:

a = 360° — (180° — 2;) — (180° — 282) = 2(BL + B2) = 28

Wskazowka do przypadku III. Rozwaz katy a + a1 1 5+ 5.
Ponizsze wnioski wynikaja z twierdzenia o katach srodkowym i wpisanym.

Twierdzenie

D
ﬁ A B
AX B
' \ /
B 8,

Katy wpisane w okrag  Kat wpisany w okrag opar-  Suma miar katéw a 1 J wpisa-
oparte na tym samym  ty na pélokregu (nasredni- nych w okrag, jak na rysunku
tuku maja réwne miary.  cy) jest katem prostym. powyzej, jest rowna 180°.

D| Cwiczenie 5
Uzasadnij kazdy ze sformulowanych powyzej wnioskow.
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Cwiczenie 6
Promien okregu jest rowny r. Wyznacz miary katow: a, 31 7.

a) b) c) T
D EE

Cwiczenie 7

Wyznacz miary katow: a, 81 7.

>8

B Kat miedzy styczna a cieciwag okregu C
Kat zawarty miedzy styczna a cieciwa okregu popro-
wadzong z punktu stycznosci (zwany katem dopisa-
nym do okregu) jest rowny katowi wpisanemu opar- Y B
temu na luku wyznaczonym przez konce tej cieciwy. /

D| Cwiczenie 8
Uzasadnij powyzsze twierdzenie.

Zadania

1. Punkty: A, B,C, ..., P dziela okrag na 16 lukéw
o rowne] diugosci. Punkt A lezy na jednym z ra-
mion kata Srodkowego (3. Ktory z punktéow lezy
na drugim ramieniu tego kata?

a) B =45° ¢) 1§ =225°
hi B =112.5° d) 8 =315° L p N

2. Dany jest okrag o promieniu 6. Podaj miare kata wpisanego opartego na
luku tego okregu, jesli luk ten ma dlugosé: a) 2w, b) 3w, ¢) Lw, d) Z.

5.4, Katy w okregu
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3. Wyznacz miary katow a1 3.

4. Kat 3 jest katem wpisanym w okrag, opartym na tym samym luku co kat
srodkowy a. Wyznacz miary katow a i1 f3.

a) a+ = 111° b) a = B+ 56°30 c) ta+if =48°

5. Wyznacz miary katow a i (3.

a)

7. a) W okregu o srodku O poprowadzono cieciwe AB. Jeden z katéw troj-
kata AOB ma miare 96°. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwg
AB a styczna do okregu poprowadzona w punkcie A.

b) W okregu o promieniu 6 cm poprowadzono cieciwe AB. Dhigosé tuku
AB jest réwna m ecm. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwg AB
a styczna do okregu poprowadzona w punkcie B.
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8. Udowodnij twierdzenie o cieciwach. D
Jesli w okregu dwie cieciwy AB i C'D przecinaja \
sie w punkcie P, to |PA|- |PB| = |PC|-|PD|. A \ B

Wskazowka. Uzasadnij najpierw, ze trojkaty PAC i1 PD B sa podobne. C)

9. Oblicz =.
a)

;

10. Dany jest okrag o promieniu 11 ecm. Przez punkt P, odlegly od srodka
okregu o 5 cm, poprowadzono cieciwe o diugosci 20 em. Oblicz dlugosci
odcinkéw, na ktore punkt P dzieli cieciwe.

11. Oblicz promien okregu oraz pole trojkata ABC.

b) C c) C
B
B

12. Wierzcholki trojkata rownoramiennego ABC o podstawie AB leza na
okregu. Kat miedzy bokiem BC' a prosta styczng do okregu w punkcie B
ma miare 40°. Oblicz miary katow tego trojkata.

Powiodrzenie

13. Wyznacz miary katéw: o, 31 v.

5.4, Katy w okregu
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5.5. Okrag opisany na trojkacie

Okrag nazywamy opisanym na trojkacie, jezeli wszystkie wierzcholki tréjkata
naleza do okregu. Mowimy tez, ze trojkat jest wpisany w okrag.
Na kazdym trojkacie mozna opisac okrag — méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Symetralne bokow trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.

A
Srodek okregu opisanego  Srodek okregu opisanego na tréj-  Srodek okregu opisanego na
na trojkacie ostrokatnym kacie prostokatnym jest srod- trojkacie rozwartokatnym le-
lezy wewnatrz tréojkata. kiem przeciwprostokatnej. zy na zewnatrz tego trojkata.

D| Cwiczenie 1
Udowodnij, ze symetralne bokéw tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Wskazowka. Rozpatrz najpierw odleglosci punktu przeciecia symetralnych dwaoch bo-
kow trojkata od jego wierzchotkow.

Promien okregu opisanego na trojkacie réwno-
bocznym o boku a wyraza sie wzorem:

_ av3
=

D| Cwiczenie 2
Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Mowimy, ze kolo jest opisane na tréjkacie, gdy opisany jest na nim okrag
ograniczajacy to kolo.

Cwiczenie 3

a) Oblicz pole kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o polu 64v/3 cm?.
b) Oblicz wysokos¢ oraz pole tréjkata réwnobocznego, na ktérym opisano
okrag o promieniu 6 cm.
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Przyktad 1
Na trojkacie prostokatnym o jednej z przyprostokatnych dlugosci 6 opisano
okrag o promieniu 5. Oblicz pole tego trojkata.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest érod-
kiem jego przeciwprostokatnej (jest ona srednica tego okregu),
zatem przeciwprostokatna ma diugos¢ e = 2R =2 -5 = 10.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: b* = 10° — 6% = 64,
skad b = 8, wiec pole tréjkata P = 5 -6-8 = 24.

Cwiczenie 4

a) Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym, ktorego przy-
prostokatne maja dlugosci 7 em 1 12 cm.

b) Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 18 em?. Wysokosé poprowadzona
z wierzcholka kata prostego jest rowna 4 cm. Oblicz dlugosé okregu opisanego
na tym tréjkacie.

¢) Pole tréjkata prostokatnego jest rowne 24v/2 em?. Wysokoéé tego trojkata
opuszczona na przeciwprostokatna dzieli ja w stosunku 1:2. Oblicz pole kola
opisanego na tym trojkacie.

Przyktad 2

W trojkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 30°, a pod-
stawa ma diugosc¢ 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie oraz
odleglosc srodka tego okregu od podstawy trojkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Wow-
czas kat AOPB jest katem Srodkowym, opartym na
tym samym luku co kat wpisany AC' B, zatem:
JAOB =24ACB = 60°, czyli trojkat AOB jest
réwnoboczny, wiec R = |OA| = |OB| = |AB| = 2.
QOdleglos¢ srodka okregu od podstawy trojkata jest
rowna |OD|, a odcinek OD jest wysokoscia trojkata
réownobocznego:

opD|=32 =3

Cwiczenie 5

a) W trojkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 45°, a pod-
stawa ma diugosc 4 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.
b) W okrag o promieniu 5 cm wpisany jest tréjkat rownoramienny o podstawie
dlugosci 6 ecm. Oblicz dlugosci ramion tego trojkata (rozpatrz dwa przypadki).

5.5. Okrag opisany na trékacie 219 IR



Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznoS¢ laczy ze soba diugosci bokéw
trojkata, jego pole oraz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Twierdzenie

Pole trojkata o bokach diugosci a. b, ¢ wpisanego w okrag o promieniu R
wyraza sie wzorem:

abe
Feos

Dowaod

Dany jest trojkat ABC o bokach diugosci a, b, ¢
(rysunek obok), wpisany w okrag o srodku O i pro-
mieniu K. Odcinek C'D jest wysokoscia trojkata,
a odcinek C'E — $rednicg okregu. Katy CABiCEB
sa réwne (dlaczego?). Zatem trojkaty ACD i ECB
sa podobne, czyli:

h a ab

3~ g A b=og
. S P
Fapo=3ch =3¢ 5p = 1x

Cwiczenie 6
a) Oblicz pole trojkata o bokach 4 em, 13 em 1 15 cm wpisanego w okrag
O promieniu rownym % cIm.

b) Dany jest tréjkat o bokach 13 ¢m, 14 cm i 15 em i polu réwnym 84 c¢m?®.
Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Zadania

1. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, jesli:
a) jego pole wynosi 8 cm?, a wysokosé opuszczona na przeciwprostokatna
jest rowna 2 cm,
b) krétsza przyprostokatna ma dlugos¢ 5 ecm, a jeden z katow ostrych
trojkata jest dwa razy wiekszy od drugiego,
c) jest on rownoramienny, a jego obwod wynosi 6 cm.

2. Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego wpisanego w okrag o promieniu 3,
jesli:

a) jest to trojkat rownoramienny,

b) jedna przyprostokatna jest trzy razy dluzsza od drugiej.

3. Oblicz pole trojkata prostokatnego, jesli odleglosci srodka okregu opisa-
nego na tym trojkacie od jego przyprostokatnych sa rowne 4 1 6.
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4. W okrag o promieniu 4v/3 wpisano tréjkat réw- D
noboczny ABD i trojkat réwnoramienny AC'D
(rysunek obok). Oblicz pole czworokata ABCD.

5. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie
rownoramiennym o podstawie 8 cm, jesli:

a) jego ramie ma dlugoéé¢ 4v/5 cm,
b) sinus kata przy tej podstawie jest rowny % A

6. Do podstawy trojkata rownoramiennego poprowadzono wysokosé h. Oblicz
obwod tego trojkata, jezeli opisany na nim okrag ma promien réowny 13 cm.
a) h =20cm b) h =6 cm

7. Oblicz pole trojkata rownoramiennego o kacie
miedzy ramionami rownym 120°, jesh trojkat
ten jest wpisany w okrag o promieniu 4.

8. Oblicz stosunek pdl przedstawionych na rysun-
ku obok tréjkatow rownoramiennych wpisanych \ /
w okrag o promieniu 8. _

9. Oblicz pole trojkata ABC oraz promien okregu opisanego na tym trojkacie.
a) C

A 4

I
Sy

Powiorzenie

10. Oblicz pole tréjkata prostokatnego, jesli wiadomo, ze pole kola opisanego
na tym trojkacie jest rowne 257, a stosunek diugosci przyprostokatnych
wynosi 1:7.

11. Oblicz diugos¢ okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym o polu row-
nym 45, jesli wysokos¢ tego trojkata opuszczona na przeciwprostokatna
dzieli ja w stosunku 1 : 4.

12. W trojkacie réwnoramiennym ABC podstawa AB ma diugosc¢ & em. Oblicz
promien okregu opisanego na tym trojkacie, jesli wysokos¢ opuszczona na
podstawe ma dlugosé: a) 10 em, b) 3 cm.
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5.6. Okrag wpisany w trojkat

Okrag nazywamy wpisanym w trojkat, jezeli wszystkie boki trojkata sa stycz-
ne do tego okregu. Mowimy tez, ze trojkat jest opisany na okregu.
W kazdy tréjkat mozna wpisac¢ okrag — méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Dwusieczne katow wewnetrznych trojkata
przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

D| Cwiczenie 1
Udowodnij, ze dwusieczne katow wewnetrznych trojkata przecinaja sie w jed-

nym punkcie.

Wskazowka. Rozpatrz najpierw odlegtosci punktu przeciecia dwusiecznych dwoch ka-
tow wewnetrznych trojkata od jego bokow.

Twierdzenie

Promien okregu wpisanego w trojkat row-
noboczny o boku a wyraza sie wzorem:

av/3

FE"%

Dowod
Odcinek AO (rysunek powyzej) jest zawarty w dwusiecznej kata BAC, czyli

JOAD = 30°. Zatem — = tg SOAD = tg30° = xf? stad r = % ‘f = ﬂ’f.
2

Cwiczenie 2
a) Oblicz diugosé¢ okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny o boku 18.

b) Oblicz obwdéd tréjkata rownobocznego opisanego na okregu o diugosci 107.

Zwro¢ uwage na okrag wpisany w trojkat rownoboczny
i okrag opisany na tym tréjkacie — maja one wspolny
srodek (punkt O na rysunku obok). Punkt ten dzieli wy-
sokos¢ trojkata rownobocznego w stosunku 2:1, gdy li-
czymy od wierzchoika.

Cwiczenie 3
Oblicz sume diugosci okregu wpisanego w trojkat réwnoboczny o obwodzie
rownym 36 c¢m 1 okregu opisanego na tym trojkacie.
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Przyktad 1

Oblicz promien okregu wpisanego w troj-
kat prostokatny o przyprostokatnych diu-
goscl H 1 12.

12 —7r

Obliczamy dlugos¢ przeciwprostokatnej:
c=+/b? +122 = /169 = 13
Przy oznaczeniach jak na rysunku obok:
AD|=5—r i BD|=12—r

Zatem (5 —7) 4+ (12 —r) = 13.
Stad otrzymujemy r = 2.

Cwiczenie 4
Oblicz promien okregu wpisanego w tréojkat prostokatny, ktérego przyprosto-
katne maja dlugosci: a) 3i4, b) 7i 24.

Cwiczenie 5

a) Na okregu o promieniu 4 cm opisano trojkat prostokatny o jednej z przypro-
stokatnych diugosci 10 em. Oblicz diugosci pozostalych bokow tego trojkata.
b) Na okregu o promieniu 2 ¢m opisano tréjkat prostokatny o przeciwprosto-
katnej diugosci 10 cm. Oblicz diugosci pozostalych bokéw tego trojkata.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznosc¢ laczy ze soba obwod tréjkata,
jego pole oraz promien okregu wpisanego w ten trojkat.

Twierdzenie
Pole trojkata jest rowne iloczynowi polowy

obwodu tego trojkata i promienia okregu
wpisanego w ten trojkat.

P — ﬂ.-}-b+c‘r

2

i

Uwaga. Jesli przez p oznaczymy potowe obwodu trojkata: p = %( a+b+c),to P =p-r.

Cwiczenie 6

Uzasadnij podany wzor na pole trojkata, korzystajac z powyzszego rysunku.

Cwiczenie 7
Oblicz pole tréojkata o bokach 5, 5 i 6 opisanego na okregu dlugosci 3.

5.6. Okrag wpisany w trojkat

223 I



Przyktad 2

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dlugosci 9 1 12.

Oznaczmy a = 9 1 b = 12. Obliczamy dlugos¢ przeciwprostokatnej:

c=vVaZ+ b2 =+/92+122 =+/81 + 144 = 15
|

Obwaod tm-]kadtf* Jeitlgﬂwny a+b+c =36, Promien r okregu wpisanego

a pole P = <= = == = 54. Przeksztalcamy w trojkat o bokach a, b, ¢

wzér na pole tréjkata P = 222+ . ¢ gdzie r | oraz polu P wyraza sie wzo-

jest promieniem okregu wpisanego w ten troj- rem: op

kat: h_ 2P _ 254 108 _ 4 S
a+b+c 36 36 '

Cwiczenie 8
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dlugodci: a) 12116, b)1i1, ¢)10i24, d) 2i /5.

Mowimy, ze kolo jest wpisane w trojkat, gdy wpisany jest w niego okrag
ograniczajacy to kolo.

Cwiczenie 9
Wysokosc¢ opuszezona z wierzcholka kata prostego trojkata
ABC dzieli jego przeciwprostokatna na odcinki o diugo-
sciach 9 1 16.

D| a) Uzasadnij, ze trojkaty ABC, ACD i C'BD sa podobne.

b) Oblicz promien i pole kota wpisanego w trojkat ABC.

c) Oblicz promien 1 pole kola wpisanego w trojkat ACD

oraz promien i pole kola wpisanego w tréojkat CBD.

Zadania

D| 1. a) Uzasadnij, ze pole tréjkata rownobocznego o boku a wyraza sie wzorem
P = sar, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w ten tréjkat.

b) Oblicz stosunek pola kota opisanego na tréjkacie réwnobocznym o bo-
ku a do pola kola wpisanego w ten trojkat.

2. a) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 8, a jeden z ka-
tow ostrych ma miare 30°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat.

b) W tréjkacie prostokatnym krotsza przyprostokatna ma dlhugosé 6, a je-
den z katéw ma miare 60°. Oblicz dlugosc okregu wpisanego w ten trojkat.
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Uzasadnij, ze promien r okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przy-
prostokatnych a, b oraz przeciwprostokatnej ¢ wyraza sie wzorem:
r=z(a+b—c)

Podstawa trojkata rownoramiennego ma diugosé x, a jego ramie — dlu-
goS¢ y. Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.
a) & =12 9= 10 b) £ =10, %= 13

a) Na okregu o promieniu 3 opisano tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy
ramionami réwnym 120°. Oblicz dlugosci bokéw tego trojkata.

b) W tréjkat réwnoramienny o kacie przy podstawie rownym 30° wpisano
okrag o promieniu 2. Oblicz pole tego trojkata.

W trojkat rownoramienny o podstawie dlugosci 6 cm 1 wysokosel 4 ¢cm
wpisano kolo oraz w tréojkat rownoramienny o podstawie dlugosci 8 cm
i wysokosci 3 em wpisano kolo. Oblicz roznice pol tych kol.

W trojkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 4 em i ramieniu dlugosci
6 cm wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz odleglosci srodka
okregu od wierzcholkow tego trojkata.

W tréjkat wpisano okrag o promieniu 4. Jeden z bokéw tego tréjkata
zostal podzielony przez punkt stycznosci okregu na odcinki o dlugosciach
4 i 4/3. Oblicz dlugoéci pozostalych bokéw tego trojkata.

Powtorzenie

9.

10.

i

12.

Pierscien kolowy ograniczony okregiem opisanym na trojkacie rownobocz-
nym i okregiem w niego wpisanym ma pole réwne 167. Oblicz obwéd tego
trojkata.

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny, jesli:

a) jego przyprostokatne maja dlugosci 7 em i 1 cm,

b) miara jednego z katéow ostrych wynosi 30°, a dlugosc¢ przyprostokatne;
léiz}cej naprzeciwko tego kata jest rowna 8 cm.

c) $rodkowa poprowadzona z wierzcholka kata prostego ma dhugosé 5 cm,
a stosunek dlugosci przyprostokatnych wynosi 1: 2.

W tréjkat rownoramienny, ktorego podstawa ma dlugosé 12 em, a pole jest
réwne 24 em?, wpisano okrag. Oblicz obwdd trdjkata i dlugosé okregu.

W trojkat réwnoramienny, ktorego obwaod jest réwny (12 + 6\/5) cm, a kat
przy podstawie ma miare 30°, wpisano okrag. Oblicz dlugosc tego okregu.

5.6. Okrag wpisany w trojkat
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Problem mostow krolewieckich

W XVIII w. w Krolewcu, miescie nad Pregofa, bylo az siedem mostow.

Czy mozna bylo przejsc kolejno przez wszystkie mosty tak, aby kazdy z nich
przekroczy¢ tylko raz i wréci¢ do miejsca, z ktorego sie wyruszylto?

Na to pytanie odpowiedzial w 1736 r. Leonhard Euler [czyt. leonard ojler],

a zaproponowane przez niego rozwigzanie zapoczatkowato rozwdj teorii grafow.

C C

A | D A D

B B
Uktad mostow w XVill-wiecznym Krolewcu: jeden Uklad mostow przedstawiony
most taczy dwie wyspy (oznaczone A i D), szesc¢ za pomoca grafu. Czesci miasta
mostow taczy te wyspy z reszta miasta (litery B i C). oznaczone na mapie jako A, B,

C i D sa wierzchotkami, a mosty
— krawedziami grafu.

Stopniem wierzchotka grafu nazywamy liczbe krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.
W powyzszym grafie stopien wierzchotka A jest rowny 5, a stopnie wierzchotkow B, CiD sa
rowne 3. Jest to przykiad grafu spéjnego, w ktorym miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami
wiedzie droga prowadzaca po jego krawedziach.

Euler wykazal, ze w spojnym grafie ,,spacer” po wszystkich krawedziach, zaczynajacy sie i konczacy
w tym samym wierzchotku, wykorzystujacy kazda krawedz dokiadnie jeden raz, jest mozliwy wtedy

| tylko wtedy, gdy kazdy z wierzchotkdw ma stopien parzysty. Taki graf nazywamy grafem
eulerowskim [czyt. ojlerowskim]. Graf z zadania nie jest grafem eulerowskim. Odpowiedz na pytanie
dotyczace spaceru po mostach w Krélewcu brzmi ,nie”.

B} Wyszukaj w dostepnych Zrédtach informacje o grafach.

E Znajdz informacje o grafie poteulerowskim [czyt. potojlerowskim].

Kaliningrad,
niegdys Krolewiec




5.7. Wielokaty foremne

Wielokatem foremnym nazywamy wielokat, ktory ma wszystkie boki réw-
ne oraz wszystkie katy réwne.

Cwiczenie 1
Narysuj czworokat oraz szeSciokat niebedace wielokatami foremnymi, ktore
maja rowne wszystkie: a) boki, b) katy.

Cwiczenie 2
Ile osi symetrii ma przedstawiony wielokat foremny?

a) trojkat ¢) pieciokat e) siedmiokat ¢) dziewieciokat
b) kwadrat d) szesciokat f) odmiokat 1) dziesieciokat

O O O

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisa¢ okrag. Jego srodek jest punk-

tem przeciecia symetralnych bokéw tego wielokata.

Mowimy, ze kolo jest opisane na wielokacie, gdy opisany jest na nim okrag
ograniczajacy to kolo.

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O
opisany na pieciokacie foremnym. Oblicz miare kata
wewnetrznego tego pieciokata.

Kat « ma miare %ﬂ = 72°. Zatem:
B= 5(180"3 — 72°) = 54°

czyli kat wewnetrzny ma miare rowng 2 - 54° = 108°.

g \

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze kat wewnetrzny n-kata foremnego ma miare rowng === - 180°.
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Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O opi-

sany na szesciokacie foremnym o boku a. Zauwaz, ze
diuzsze przekatne szesciokata dziela go na szes¢ przysta-

jacych trojkatow rownobocznych. Zatem promien okregu \ A /

opisanego na szesciokacie foremnym ma diugosé¢ rowna
diugosci boku szesciokata: R = a.

Cwiczenie 4
a) Oblicz dlugoéé okregu opisanego na szesciokacie foremnym o polu 150v/3.

b) Oblicz pole szeSciokata foremnego wpisanego w kolo o polu 32.

W dowolny wielokat foremny mozna wpisa¢ okrag. Jego srodek jest punktem
przeciecia dwusiecznych katow wielokata.

Mowimy, ze kolo jest wpisane w wielokat, gdy wpisany
jest w niego okrag ograniczajacy to kolo.

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O wpi-
sany w szeSciokat foremny o boku a. Promien tego okre-
av/3
2

gu wyraza sie wzorem:

Cwiczenie 5

a) Oblicz pole kola wpisanego w szesciokat foremny o obwodzie 54 cm.

b) Oblicz dlugosci przekatnych szesciokata foremmnego opisanego na okregu
o dlugosci 127 cm.

pD| Cwiczenie 6

Dany jest n-kat foremny o boku dlugosci a opisany na okregu o promieniu 7.
Uzasadnij, ze pole tego wielokata jest réwne in-a - r.

Zadania

1. Oblicz miare kata wewnetrznego:

a) osmiokata foremnego, b) dziesieciokata foremnego.

2. lle bokow ma wielokat foremny, ktérego suma miar katéow wewnetrznych
jest réwna: a) 720°, b) 900°, c¢) 1260°, d) 1440°, e) 1620°7

3. Wyznacz roznice miedzy polem kola opisanego na danym wielokacie oraz
polem kola wpisanego w ten wielokat.

a) kwadrat o boku a b) szesciokat foremny o boku a
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4. Dany jest szesciokat foremny o boku a 1 polu P. Promien okregu opisanego
na tym szesciokacie jest rowny R, a promien okregu w niego wpisanego jest
rowny r. Przerysuj tabele do zeszytu 1 ja uzupelnij.

a R T P
| ) / 6 cm _;' ‘? 1/ ' ?
‘? /// 7/ /1711171111 11/ ’f’ 16 em?
I, I 12 em I/

5. a) Podaj liczbe przekatnych szesciokata foremnego.

b) Uzasadnij, ze liczba przekatnych dowolnego n-kata jest réwna ;n*—sn.
C

6. Przekatne osmiokata foremnego poprowadzone D
z jednego wierzcholka podzielily ten osSmiokat na
szes¢ trojkatéw (rysunek obok). Wyznacz miary ’
katow tych trojkatow. &

7. Uzasadnij, ze pole osmiokata foremnego wpisanego 2t
w okrag o promieniu 1 jest rowne 2/2. G

8. Uzasadnij, ze promien okregu opisanego na osmiokacie foremnym o boku a
jest roéwny %{1\/4 + 24/2.

9. Uzasadnij, ze promien okregu wpisanego w osmiokat foremny o boku a
jest rowny ”‘“;";Ej.

10. Dany jest n-kat foremny o boku dlugosci 2 em. Uzasadnij, ze réznica mie-
dzy polem kola opisanego na tym wielokacie i polem kola wpisanego w ten
wielokat jest réwna m cm?, niezaleznie od liczby bokéw wielokata.

Powtodrzenie

11. a) Pole szeciokata foremnego jest réwne 12v/3 cm?. Oblicz réznice diugosci
okregu opisanego na tym szeSciokacie 1 okregu wpisanego w ten szesciokat.
b) Promien okregu wpisanego w szesciokat foremny jest réwny 1 em. Oblicz
obwaod 1 pole tego szesciokata.

12. Punkty A 1 B s3 kolejnymi wierzchotkami n-kata foremnego. Styczna do

okregu opisanego na tym n-kacie poprowadzona w punkcie A tworzy z bo-
kiem AB kat a. Wyznacz ten kat, jeSli: a) n =8, b)n=10, ¢) n =12,

5.7. Wielokaty foremne
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Konstrukcje wybranych wielokgtow foremnych

Nie wszystkie n-katy foremne mozna skonstruowac, korzystajac tylko z cyrkla
i linijki. Carl F. Gauss udowodnil twierdzenie mowiace, dla jakich liczb n jest
to mozliwe. Na przyklad dla n < 20 sa to: n € {3,4,5,6,8,10,12,15,16,17}.

Konstrukcja szesciokata i dwunastokata foremmnego wpisanych w okrag
= Na okregu wybieramy dowolny punkt A
1 zaczynajac od tego punktu, odmierzamy
luki o promieniach rownych promieniowi

okregu. Wyznaczone w ten sposob punkty
A, B, C, D, EF i F sa wierzcholkami sze-
Sciokata foremnego.

» Konstruujemy symetralna odcinka AB.
Przecina ona okrag w punkcie A;. Odcinek
AA, jest bokiem dwunastokata foremnego

wpisanego w ten okrag.

s Nastepnie, zaczynajac od punktu A,. odmierzamy luki okregdéw o pro-
mieniu |AA;|. Punkty przeciecia tych lukéw z okregiem sa pozostalymi
wierzchotkami dwunastokata.

Skonstruuj kwadrat i oSmiokat foremny wpisane w dany okrag.

Konstrukcja pieciokata foremmnego wpisanego w okrag

= Rysujemy dwie prostopadle srednice AC' i BD.

= Wyznaczamy punkt M — srodek odcinka OC, C P~
gdzie O jest Srodkiem okregu.

= Rysujemy luk okregu o srodku M i pro-
mieniu |BM|. Luk ten przecina $rednice AC

w punkcie N. D

= Odcinek BN ma dlugosé¢ boku szukanego
pieciokata — odkladamy go kolejno na okregu

1 otrzymujemy pozostale wierzcholki piecio-

kata: P, P, P53 i Ph. R et

2. Powyzej opisano konstrukcje pieciokata foremnego wpisanego w dany
okrag. Opisz, jak za pomoca cyrkla i linijki skonstruowac pieciokat fo-
remny, gdy dany jest bok tego pieciokata.
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5.8. Twierdzenie sinusow §

Przypomnijmy, ze rozwigzaniem tréojkata nazywamy wyznaczenie dlugosci
jego trzech bokow i miar jego trzech katow. Jednym z twierdzen wykorzy-
stywanych do rozwiazywania trojkatow jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie sinusow

W dowolnym trojkacie stosunki diugosci bokéw do
sinusow przeciwleglych katow sa rowne srednicy

okregu opisanego na tym trdéjkacie:

a b =
— = —— = —— =2R
sin o sin (3 sin -~y
[ = L L-. Fa Fa -
Dowéod. Udowodnimy, ze — = 2R. (Réwnosci —
S111 7y S1T11 O

dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat ~.
1° Kat ~ jest katem prostym (rysunek po prawej). B
Mamy ¢ = 2R oraz siny = 1, stad ==— = 2R.

sin -y

2° Kat ~v jest katem ostrym (rysunek po
lewej).

Prowadzimy srednice AD i rozwazamy
trojkat ABD. Kat ABD jest katem A C
C

prostym, zatem 5E = S

Katy v 1 ¢ sa oparte na tym samym fuku, czyli sg rowne,

wiec 7= = sin<y. Stad otrzymujemy:

£ =9R

sin -~y

3% Kat v jest katem rozwartym (rysunek ponizej).
Prowadzimy Srednice AD i rozwazamy trojkat ABD.
Kat ABD jest katem prostym, zatem:

C_—92R

Sin

Suma katow v i ¢ jest réwna 180°, stad:

B
siny = sin(180° — ) =sing /
Zatem zachodzi réwnoé¢ — = 2R.
sin ~y A #

Uwaga. Jezeli nie zostanie powiedziane, ze jest inaczej, bedziemy przyjmowac, ze boki
trojkata: a, b, ¢ leza odpowiednio naprzeciw katow: «, 3, 7.
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r Jesli dane sa dwa katy i bok trojkata, to do jego rozwiazania mozemy skorzy-
stac z twierdzenia sinuséw. Tam, gdzie jest to potrzebne, odpowiednie wartosci
mozna odczytaé z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 295).

Przyktad 1
Rozwiaz trojkat ABC (rysunek obok), w ktérym dane
sa katy a = 50° 1 3 = 67° oraz bok ¢ = 4.

Obliczamy miare kata ~:
v = 180° — (50° 4 67°) = 180° — 117° = 63°.

Diugosci bokéw a i1 b obliczamy, korzystajac z twier-

dzenia sinusow:

& C € - sin a 4 sin 0"

- = ——, zatem a = — = — = 3,44,
sin o sin vy sin -y sin 63° |

b ¢ ¢ - sin 4sin 67

— = —— . zatem b= — g = — 413,
sin 3 sin vy sin sin 63°

Cwiczenie 1
Rozwiaz trojkat o danych katach i boku.
a) a=45° B=60°,c=6 c) o =40° v=250° b= 10
b @=30° §=105", ¢ =8 d) f=069% vy=35",a=25

Twierdzenie sinusow pozwala rowniez rozwiazac trojkat, gdy dane sa dwa boki
i kat lezacy naprzeciw jednego z tych bokow.

Przyktad 2
Rozwiaz trojkat ABC' (rysunek obok), w kté-
rym dane sa diugosci bokow a = 516 = 4

oraz kat a = 30°.

Na podstawie twierdzenia sinusow:

a b
sin a sin 3
. bsin a 4 sin 307
sin 3 = s B 0,4
7 tablic odczytujemy, ze 3 ~ 24°, sin # = 0,4 réwniez dla [ ~ 156°, ale te moz-

liwos¢ odrzucamy, gdyz 156" + 307 > 180",
zatem v ~ 180° — (30° 4 24°) = 126°.

€L C

7, rGwnosci obliczamy diugosé boku ¢:

SN Qv sin 7y

asiny __ 5sinl126° __ 5-0,81
Pt ot
sin o sin 30° 0,5

= 8,1 sin 126" = sin(180° — 54°) = sin 54° =~ (,81
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gisl

Cwiczenie 2

Rozwiaz tréjkat o danych bokach i kacie.

g 6=Y,b=0h, o= 8F g) b= e=10, v=4%

b) a=3,b=06, a= 30° d} b=5,e=4, §=60°

Przyktad 3

Uzasadnij, ze nie istnieje tréjkat o bokach a = 3, b = 9 i kacie o = 30°.
Zalozmy, ze taki trojkat istnieje. Wowezas na podstawie twierdzenia sinusow
prawdziwa jest TOWNosc¢: 3 9

sin 30° sin

Stad otrzymujemy: -
sinf=09- 5111330 iy % S 1

Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze taki tréjkat nie istnieje.

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze nie istnieje tréjkat spelniajacy podane warunki.

a) o= 3,0=2, o= 60F b) g =2,p=4, a=45°
Przykiad 4
Rozwigz tréjkat o bokach a = 51 b = 8 oraz kacie o = 30°.
Wyznaczamy miare kata [3: = b _ ol
‘ — Korzystamy z twierdzenia sinusow.
sin a sin 3

: bsin o & sin 30° .

Sl {5 = == = - = 1,8
Z tablic odczytujemy, ze sin 3 = 0,8 dla kata ostrego (3, =~ 53°. Zauwazmy, ze
sin # = 0,8 rowniez dla kata 3, = 180° — 3; ~ 127°. Kat (3, spelnia warunki
zadania, gdyz 127 + 30° < 180°.
Zatem warunki zadania spelniaja dwa trojkaty:
e trojkat o katach: a = 30°, B; = 53°, e trojkat o katach: a = 30°, B, =~ 127°,

11 = 180° — (30° + 53°) = 97° vo &~ 180° — (30° 4 127°) = 23°

Z réwnania —— = —— obliczamy: Z roOwnania —— = —— obliczamy:
Sl Y] S11 " 311 Yo sin o -,
ﬂElI] 1 H.Elﬂ )
¢, = L ~9,9 Cy = 2 ~ 3,9
Elﬂl‘l EII]CE

5.8. Twierdzenie sinusow
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Rozpatrzmy dwa odcinki a i b oraz kat ostry «, z ktorych chcemy zbudowac
taki trojkat, ze kat o bedzie lezal naprzeciwko boku a. Moze woéwczas
zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji:

I\ / I\

s | & ff I "‘\

e F T a a 1p\a

lh = bsina | ; 1

P % P

1| e -] i “"'-.:.L--:l_-.-] -
a < bsin o a = bsin o bsina <a <b a>b

Taki trojkat Trojkat jest Istnieja dwa Istnieje jeden
nie istnieje. prostokatny. takie trojkaty. taki trojkat.

Cwiczenie 4
Rozwiaz trojkat o danych bokach i kacie.

8) 6d=38,b=9, =380 ¢} §=9 0= 10 8 =60
b) & =8, b= 10, o= 45° da=1,b=12, =45
Zadania

1. Oblicz miary pozostalych katow trojkata ABC.
a) |AB| = /6, |BC| =3, IBAC = 60°
b) |AC| = 3v/6, |BC| =9, IBAC = 120°

2. a) Bok tréjkata polozony naprzeciw kata o mierze 120° ma dlugosé 10.
Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.
b) Kat rozwarty trojkata wpisanego w okrag o promieniu 6 ma miare 135°.
Oblicz diugosc boku tréjkata polozonego naprzeciw tego kata.

D c) Kat przy podstawie tréjkata rownoramiennego ma miare 15°. Uzasad-
nij, ze promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny dlugosci
podstawy trojkata.

3. Rozwiaz tréojkat o danych bokach i kacie.

g) g=4,b=86, a=380 g) b= 1l,e=12, §=80°

b) a=9, b= 10,05 = 45° d) @ =10, e=20, =150
4. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie ABC, jesli:

a) o =4, a=135° d) 8 =7, a=120°,

b) & =7, 8=107°, v= 45°, g) =23, 0 =30, a =1y,

¢) B=10, = 135%, fl g=11. == 45",
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= 5. W momencie, gdy promienie sloneczne tworza z po- N
wierzchnia ziemi kat 30°, cien drzewa jest o 12 m
dluzszy niz wtedy, gdy tworza one kat 4(°.
Oblicz wysokos¢ drzewa.
= 6. Rozwiaz trojkat ABC, jesli: 12 m
a) b= 10, & =37, § =75, d} b=8, e =5, § =20,
b) b= 6, = 45", v = T§°, gl =6, 0=T,9 =110,
¢)] a=12, b=186, e@=3", t) a =6, =3,y =40°

i 7. Dane sa katy a i ( trojkata wpisanego w okrag o promieniu 6 cm. Oblicz
obwod trojkata, jesli:
8 i=48% o=60° b a=30. =135,

D| 8. Polprosta C'P jest dwusieczna kata v w troj-
kacie ABC (rysunek obok). Korzystajac

z twierdzenia sinusow, udowodnij rOwnosc:

£ =Y
a b ' b A
D| 9. Dany jest tréjkat o bokach a, b, ¢ oraz katach a, 3, v. Wyprowadz wzor:
a b s
sin o sin 3 sin -~y

korzystajac z tego, ze pole dowolnego trojkata wyraza kazda z rownosci:

P = zabsiny, P=zacsinff, P = bcsina

D| 10. Uzasadnij, korzystajac z twierdzenia sinusow, ze
pole dowolnego tréjkata o bokach a, b, ¢ wyraza
sie za pomocy wzoru:

abe
F=7r
gdzie R jest promieniem okregu opisanego na tym

trojkacie.

Powtorzenie

# 11. Rozwiaz tréjkat ABC, jedli:
a) f=120° b=6, c=2/3, c) a=30° B=60°, a=12,
b) 8 =120° b= 43, c = 42, d) a=30°%a=5V3b="T.

12. Oblicz dlugosc okregu opisanego na trojkacie ABC', jesl:
%) B = 150° b=4, b) a= =75 =05
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5.9. Twierdzenie cosinusow (1)

Twierdzenie cosinusow
Dla dowolnego trojkata (oznaczenia jak na rysunku) prawdziwe B
sa nastepujace zaleznosci:

a’ = b? + ¢* — 2becos o

b*° = a? + c¢? — 2accos B

¢ = a® + b* — 2abcosy

Dowod. Udowodnimy zaleznosé ¢? = a® + b* — 2abcos~y. (Pozostale dwie za-
leznosci dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na
kat v. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz ¢wiczenie 1.).

1° Kat v jest katem prostym, czyli trojkat ABC' jest prostokatny.
Wowezas cosy = 0 i réwnos$é przybiera postaé¢ ¢ = a? + b? — jest ona
prawdziwa na podstawie twierdzenia Pitagorasa.
2° Kat v jest katem ostrym (rysunek ponizej).
Dowdd przeprowadzimy przy zalozeniu, ze <t BAC jest ostry.
Z wierzcholka B opuszczamy wysokosé h. Punkt D) dzieli B
bok AC' na dwa odcinki o dlugosciach:
IDC| =acosy, |[AD|=b—acosvy

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkatow

CBD oraz ABD i otrzymujemy odpowiednio: a
hE = q° 2 A*!' 2 i-c
=" — ey b — acosvy a cos y
oraz:
h* =c¢* — (b— acosvy)*?
Zatem:

c? — (b—acosv)? = a® — (acosvy)?

c® — b* 4 2abcosy — a® cos®* v = a* — a® cos® v

i ostatecznie ¢* = a* + b* — 2abcos .

D| Cwiczenie 1
Udowodnij, ze ¢ = a® + b* — 2abcos~y w przypadku,

gdy v > 90° (rysunek obok).

Wskazowka. Zauwaz, ze |CD| = a cos(180° —~), a nastep-
nie wyznacz h?, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata BC'D oraz dla trojkata BAD.
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Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze z twierdzenia cosinusow wynika twierdzenie odwrotne do twier-
dzenia Pitagorasa.

Przykiad 1
Rozwiaz trojkat o bokach a = 2v/3 i b = 6 oraz kacie v = 30°.
Aby obliczy¢ dlugos¢ boku ¢, korzystamy z twierdzenia cosinusow:
c® = a* + b* — 2abcos
¢ =(2v3)2+62—2-2v3-6-cos30° = 12+ 36 — 24V/3 - % =12
Stad ¢ = V12 = 2v/3.

Zatem jest to trojkat rownoramienny o katach:

o = 30°, B = 120°, v = 30°.

A & B
Cwiczenie 3
Oblicz dlugosé trzeciego boku trojkata ABC, jesli:
pl =8 b=, v=6F, ¢) B =38, c=22 B=45
b)a=5,b="7, v =150° d) b=3, ¢c=2v2, a =135,

Twierdzenie cosinuséw pozwala rowniez wyznaczy¢ katy trojkata, gdy dane
sa dlugosci wszystkich jego bokow.

Przyktad 2
Wyznacz miary katéw tréjkata o bokach: a = 6, b = 3v/2, ¢ = 3V 10.

Wyznaczamy miare kata ~:
Korzystamy z twierdzenia

c® = a® + b* — 2abcos~ S5
COSINUSOW,

Stad: .
a’+b*—c? _ 36+4+18-90 V2

36 1
COSY = = o e iy T et
L 2ab 361/2 361/2 V2 2
Zatem v = 135°.
Wyznaczamy miare kata o

a® = b 4 ¢ — 2bccosa

Korzystamy z twierdzenia

cosSinusow.

Stad:

b°+c’—a® _ 18490-36 _ 72 _ 2 _ 2v5
2bc 18+/20 36v5 /b 5 -’

COS ¥ =

Z tablic (str. 295) odczytujemy: o = 26°30'.
Wyznaczamy miare kata [3:
8 =180° — (e 4+y) = 18°30

5.9. Twierdzenie cosinusow (1)
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Cwiczenie 4
Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.

a)ﬂ.=1,b=1,ﬁ=\/2+\/§ b)a=\/§,b=2}c=1+\/§

Zadania

1. Oblicz dlugosé trzeciego boku trojkata ABC.
a) a=4,b=+3,7=30° ¢)a=2b=6,v=120°
b) =5, e =32, a =45° d) a =2v3, c =4, f=150°

2. Dane sa dlugosci a, b dwoch sasiednich bokéw rownolegloboku oraz kat ~
zawarty miedzy tymi bokami. Oblicz dlugosci przekatnych tego réwnole-
globoku.
a) a=2,b=43, v=30° g) @& =0, b= g, 3 =6
b) a =4, b=2v2, v=45° d) a=6,b=8,v=120°

3. Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.
a) a=2V3,b=43,c=6 b) a=+v6,b=2v3,c=+v34+3

= 4. Wyznacz miary katéw tréjkata o podanych bokach.

8l =2 k=3, é=i bl 8=@,0= 5, 8=7F

5. a) Jeden z bokéw tréjkata jest trzykrotnie diuzszy od drugiego boku, a kat
miedzy nimi zawarty jest rowny 60°. Oblicz diugosci tych bokow, jesli trzeci
bok tego tréjkata ma dlugosé 7.
b) Jeden z bokéw tréjkata jest czterokrotnie dluzszy od drugiego boku,
a kat miedzy nimi zawarty jest réwny 120°. Oblicz dlugosci tych bokow,
jeshi trzeci bok tego trojkata ma dlugosc 21.

6. Oblicz cos~, sin~ 1 pole trojkata ABC.

|
;EI
0
[
™

a)azB,b:\/icz\/g b)a=2,0b

Powtorzenie

T

Oblicz miare kata 3 trojkata ABC.
i) a=08b=y18,6=3 b) a =2, b=+/10, ¢ = 2

W trojkacie ABC' dane sa dlugosci dwoch jego bokow a = 6 1 b = 10.

Oblicz dlugosé boku ¢, jedli wiadomo, ze siny = =

= oraz kat v jest:

a) ostry, b) rozwarty.
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5.10. Twierdzenie cosinusow (2)

Aby rozwiazac trojkat, gdy mamy dane dlugosci jego dwéch bokéw 1 miare

X kata polozonego naprzeciwko jednego z nich, mozemy skorzystac z twierdzenia

E sinusow lub postapic tak, jak w przykladzie ponize].

Przykitad 1

W tréjkacie ABC' (rysunek obok) dane sa |[AC| =4
i |[BC| =5 oraz < BAC = 60°. Oblicz dlugosc

boku AB.

Korzystamy ze wzoru a* = b* + ¢* — 2be cos v
25=164+¢*—2-4-¢- cos60°
Otrzymujemy rownanie kwadratowe:
¢ —4c—9=0
A =164 36 =52, VA =213

Stad:

= 4_?@ =2 — /13 < 0 (sprzecznosc)
lub

. 4+E.:/13 — 94 +/13

Zatem bok AB ma dlugos¢ rowna 2 + v/ 13.

Zauwaz, ze rOwnanie a® = b* + ¢* — 2bc cos a, gdzie nieznany jest bok ¢, moze
mie¢ dwa rozwigzania, jedno rozwiazanie lub nie mie¢ rozwiazan.

Cwiczenie 1

Oblicz dlugosc trzeciego boku trojkata ABC, jesl:
a) |[AC| =8, |BC| =7, <BAC = 60°,

b) |[AC| =5, |AB| =8, ABC = 45°.

] Cwiczenie 2

W tréjkacie ABC dane sa dlugoéci bokéw [AC| = 2v/6 i |[BC| = 2v/3 oraz
miara kata BAC' réwna 30°. Rozwiaz ten tréjkat.

: Cwiczenie 3

Rozwiaz trojkat ABC, jeshi:
a) b =6, ¢c=6+2,8=45° ¢) & =3+ v3,b=3v2, B =60,
b) a =4, b=2+2V3, v = 30°, d) a =27, ¢ =2, a = 120°.

5.10. Twierdzenie cosinusow (2)

239 I



K

Twierdzenie

| W trojkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dluzszy bok.

* Dowod
Niech o bedzie katem ostrym. Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat /3.
1° Kat 3 jest katem ostrym (rysunek obok). Zalézmy, ze

a < 3, woéwezas sin a < sin 3, czyli zizg < 1. Na podsta-
a

wile twierdzenia sSinusow:

a b
: = ——. zatem a=0b-—
sin cy sin 3 sin 3 1

2° Kat 3 jest katem prostym. Wowcezas 3 jest najwiekszym katem trojkata,

a przeciwprostokatna jest jego najdiuzszym bokiem. £ o

"

3° Kat /3 jest katem rozwartym (rysunek obok). Rozwazmy
trojkat prostokatny ABC taki, ze |BC\| = |BC|. Wéw-
czas a < |AC, | oraz z twierdzenia cosinuséw wynika,
ze |AC:| < b (gdyz cos 3 < 0). Zatem a < b.

Cwiczenie 4

a) Oblicz dlugos¢ najdiuzszego boku tréjkata, ktorego dwa krétsze boki maja
dlugodei 2 em i 2v/3 cm, a jeden z katéw ma miare 150°.

b) Suma miar dwoch katow tréjkata ostrokatnego jest rowna 135°, a jego dwa
dtuzsze boki maja dltugodci 3v/2 em i (3 4+ v/3) ¢m. Oblicz dlugoéé trzeciego,
najkrotszego boku tego trojkata.

* |D| Przyktad 2
Dany jest trojkat o bokach 2. 3 1 4. Kat a jest najmniejszym katem tego
trojkata, a kat 3 — najwiekszym. Wykaz, ze dla katow tego trojkata zachodza
zaleznosci: sin 3 = 2sin « oraz cos 3 = —% COS (.

Kat a lezy naprzeciwko najkrotszego boku trojkata, a kat [ — naprzeciwko
najdiuzszego. Na podstawie twierdzenia sinusow:
2 4

—

) _ sin a sin 3
zatem sin J = 2 sin a.

Korzystamy z twierdzenia cosinusow:

4243292 59
COS ¥ = + — =

2:-4-3 24
3242242 3 1
cos 3 = = ——=—=
j 2.-3-2 12 4
Zatem cos 3 = —2 cos a.

i
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Cwiczenie 5
Dany jest trojkat o bokach 4, 51 6. Wykaz, ze sin 3 = 2sina cos a, gdzie a
jest najmniejszym katem tego trojkata, a [ — najwiekszym.

Przyktad 3
a) Wykaz, ze trojkat o bokach diugoscia = 4,b =61 ¢ = 9 jest rozwartokatny:.

Bok ¢ jest najdluzszym bokiem trdjkata, zatem kat v jest jego najwiekszym
katem. Obliczamy cos~y, korzystajac z twierdzenia cosinusow:
a4 b= 4246292 -9

2ab 2:4.6 48
Otrzymalismy cosy < 0, wiec v € (90° 180°). Oznacza to, ze tréjkat jest

CoSy =

rozwartokatny:.

b) Wykaz, ze tréjkat o bokach dlugoscia =9, b =7 1 ¢ = 6 jest ostrokatny.

Bok a jest najdluzszym bokiem tréjkata, zatem kat a jest jego najwiekszym
katem. Obliczamy cos a, korzystajac z twierdzenia cosinusow:
b®+e®—a®?  T246°-92 4 1

2bc 2:7-6 84 21
Otrzymalismy cosa > 0, wiec o € (0°,90°). Najwiekszy kat tréjkata jest

COS ¥ =

katem ostrym, co oznacza, ze trojkat jest ostrokatny.

Cwiczenie 6
Oblicz cosinus kata lezacego naprzeciw najdiuzszego boku tréjkata o bokach
a, b, c. Czy trojkat ten jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny?

a) a=8.b=1T, =5 ¢) a=10,b=11,¢c¢=4
b a=25,b=T,¢6=24 d) ¢ =6, b= 20, ¢= 21
Zadania

1. Oblicz cosinus najwiekszego kata trojkata o bokach a, b, c. Czy srodek
okregu opisanego na tym trojkacie lezy wewnatrz trojkata?

8) ¢g=6,b="T,¢6=8 c) a=2,b=2v2,c=1
b) a=9b=6, =4 d} & =d. b= s, =1

2. Boki tréjkata maja diugosci 5, 61 7. Oblicz:
a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najdhuzszego boku,
b) dlugosé srodkowej] poprowadzonej do boku o diugosci 6,

c) promien okregu opisanego na tym trojkacie i promien okregu wpisanego
w ten trojkat.

5.10. Twierdzenie cosinusow (2)

241 I



3. Dane sa dwa boki a 1 b pewnego trojkata oraz jego pole P. Oblicz cosinus
kata wyznaczonego przez te boki, a nastepnie oblicz dlugosé¢ boku ¢.

a) a=4,b=10, P=12 b) a=5, b=6, P =102

4. W trapezie ABCD dluzsza podstawa AB ma dlugoéé 8v/3, a kat BAD
jest rowny 60°. Przekatna AC ma dlugosc 6 i1 zawiera sie w dwusiecznej
kata BAD. Oblicz obwéd tego trapezu.

5. Na stoku o kacie nachylenia 10° ustawiono V
stup XY wysokosci 14 m. Jakiej dlugosci sa
odciggi poprowadzone z punktu P, polozo-
nego w srodku wysokosci stupa, do punktéow

A 1 B znajdujacych sie 6 m od podstawy

shupa (rysunek obok)?

D| 6. Przeczytaj podany w ramce szkic dowodu twierdzenia mowiacego, ze kat

lezacy naprzeciwko dluzszego boku trojkata jest wiekszy od kata lezacego
naprzeciwko krétszego boku.

Rozpatrzmy tréjkat ABC, w ktérym |BC| < |AC|.

Na boku AC wyznaczamy punkt D taki, ze |CD| = |CB|.

1. Zauwazamy, ze a < 0.

2. 9CBD < B orazd =q4CBD
(trojkat BC'D jest réwnoramienny),
wiec a < [3. A B

Uzasadnij spostrzezenie, ze w powyzszym szkicu dowodu a < 0.

Powiodrzenie

7. Rozwiai tréjkat ABC, jesl

a})ﬂ,=2\/1_3,c=8.,ﬂ=60‘3, c)b=\/5,,c=2\/§,()’=453,
b) b=1, e=+/3, B=30°, d) & = 14, ¢ = 2T, a = 120°.

8. Oblicz cosinus najwiekszego kata trojkata o bokach:

a) a=3,b=2v3,¢c=2, b) a =3v2,b=3,c=4.

9. Kat rozwarty réwnolegloboku jest dwukrotnie wiekszy od jego kata ostre-
go, a jeden z jego bokow jest trzykrotnie dluzszy od drugiego boku. Oblicz
dlugosci przekatnych tego rownolegloboku, jezeli jego obwod jest réwny
16 cm.
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5.11. Zagadnienia uzupetniajagce

B Symetria osiowa

1.

Niech punkt P nie nalezy do prostej [. Punkt P’ nazywamy punktem
symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli punkty P 1 P’ leza
na prostej prostopadlej do prostej [ i srodek odcinka PF’
nalezy do prostej [ (prosta [ jest symetralna odcinka PP’).
Punktem symetrycznym wzgledem prostej [ do punktu na-
lezacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B

na rysunku obok).
Symetrig osiowa wzgledem prostej [ (lub symetria wzgledem prostej /)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi plaszczyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej [. Prosta [ na-
zywamy 0s1g symetrii.

Narysuj w zeszycie szeSciokat foremny, a nastepnie jego M/
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok): :“\
PN
d‘) gl? b) 521 '['-) 123. p | \\
/ | \
Dany jest kwadrat K; o wierzcholkach: A(0,0), g ' \
B(4,0), C(4,4) i D(0,4). Lt Ez: E;\

a) K, jest obrazem kwadratu K; w symetrii wzgledem prostej y = = + 2.

Oblicz pole czesci wspolnej A N K.

b) K3 jest obrazem kwadratu K; w symetrii wzgledem prostej y = x — 3.

Oblicz pole czesci wspolne] Ky M K.

Figura jest osiowosymetryczna, jesli istnieje taka prosta [, ze figura ta
jest swoim wlasnym obrazem w symetrii wzgledem tej prostej. Prosta [
nazywamy wowczas osig symetrii tej figury.

= = B
1] =]
] ] = .
Figura osiowosymetryczna, Figura nie ma osi Figura osiowosymetryczna,
ma jedna os symetrii. symetrii. ma dwie osie symetril.

3. lle osi symetrii ma odcinek, prosta, pélprosta?

4. Podaj przyklad figury, ktéra ma: a) trzy osie symetrii, b) pie¢ osi symetrii.

5.11. Zagadnienia uzupetniajace
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5. Podaj, ile osi symetrii ma ponizsza figura.
a) b) c) d)

B Symetria srodkowa

Punkt P’ nazywamy punktem symetrycznym do pun- 4

ktu P wzgledem punktu O, jezeli punkt O jest srod-

kiem odcinka laczacego punkty P i P’. Punktem sy-

metrycznym do O jest on sam. O

Pary punktow symetrycznych wzgledem punktu O na g

rysunku obok to P i1 P oraz Ai A'. Al

Symetrig srodkowg wzgledem punktu O (lub symetria wzgledem punk-
tu O) nazywamy przeksztalcenie, ktére kazdemu punktowi plaszczyzny

przyporzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O.
Punkt O nazywamy srodkiem symetrii.

6. Dany jest trojkat ABC, gdzie A(1,1), B(5,1), C(1,6). Narysuj obraz tego
trojkata w symetrii wzgledem punktu S.

a) S(1,1) b) S(2,2) ¢c) S(2,0)

7. Figura F, jest obrazem figury F| w pewnej symetrii sSrodkowej. W jaki
sposOb mozna wyznaczy¢ srodek tej symetrii?

b) )

8. Czy odcinek DC jest obrazem odcinka AB w pewnej symetrii Srodkowej?

B
a) A B b)A/ c) C D
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9. Narysuj w zeszycie obraz tamanej] ABC D w symetrii wzgledem poczatku

10.

? [

ukladu wspolrzednych.

deslfaas s s pRBEEaTd

w - - " ' " = £l [l [l -

i + L] # * L i # * & L] L]

B E B a 1 " = a a s "
L] L] - " [l " " " '] " " "

] ® = B i 5, H 3 a It

= - = = 1 = = = a a

- - n = ' = = El El -

- - = . = = El El

= = = B 5 H ~ B & H

(LT Trs P Fy T T B SRR F N ERE-EEE Bl F R R S S R TS P o P W A ST R gy B TR

Ll - 1 * L] L] L]

H a 3 - a a a4

n r n 1 v a a n

Ll L] - i & L] L]

= = - 3 = a a

.un..:éi."u.;.uu
okregu w symetrii wzgledem punktu: a) O(0,0),

rysu] obraz tego czworokata w symetrii wzgledem

Narysuj okrag o $rodku w punkcie (3,3) 1 promieniu 2 oraz obraz tego

b) A(3,0), ¢) B(2,2).

Dany jest czworokat ABC D, gdzie A(0,2), B(4,—2), C(2,2), D(4,6). Na-

punktu:

a) 0(0,0), b) A(0,2), o

Figura jest srodkowosymetryczna, jesli istnieje taki

punkt O, ze figura ta

jest swoim wilasnym obrazem w symetrii wzgledem tego punktu. Punkt O

nazywamy wowczas srodkiem symetrii tej figury.

12. Ktora z wymienionych figur ma srodek symetrii:

13.

14.

15.

trojkat, rownoleglobok, prosta, kwadrat, odcinek,
polprosta?

Czy przedstawiony obok rysunek karty krol karo
jest osiowosymetryczny czy srodkowosymetryczny?!

Ktora z ponizszych figur przedstawiajacych litery
jest srodkowosymetryczna, a ktora jest osiowosy-
metryczna?

ABCDEFGHIJKLM
NOPRSTUVWXY Z

W jaki sposob nalezy do szeSciokata ABC'DEF dorysowac D C
kwadrat o boku 1, aby otrzymac figure:

a) majaca o$ symetrii i érodek symetrii, F__E

b) majaca o$ symetrii, ale niemajaca srodka symetrii, 1

c) majaca Srodek symetrii, ale niemajaca osi symetrii? 4 B
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B Obrét

Obrotem dookola punktu O o kat o (obracamy w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéwek zegara) nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punk-
towi P plaszczyzny (réznemu od punktu O) przyporzadkowuje punkt P’
taki, ze:

1. kat POP’ ma miare «,

2. [OP| = |OP!|

Punkt O nazywamy srodkiem obrotu. Obrazem punktu O jest punkt O.

Aby narysowac¢ obraz dowolnego wielokata w obrocie o kat av dookola da-
nego punktu, wystarczy znalez¢ obrazy wszystkich wierzcholkow danego

wielokata, a nastepnie polaczy¢ je odpowiednimi odcinkami.
Cr‘

A=A B
Obrét trojkata ABC' do-  Obrét kwadratu ABC D do-  Obrét deltoidu ABCD do-
okola punktu A4 o kat 45°.  okola punktu O o kat 60°. okota punktu O o kat 907.

16. Wyznacz wspolrzedne srodka obrotu, jesli odcinek C'D jest obrazem od-
cinka AB w tym obrocie. W przykladzie b) podaj dwie mozliwosci.
c) Y1

= " =
" B a H ' " " "
El » " " ' " " "

L] LR L] l I'IllIIFI-Il-lI=lllﬂllll=+lllﬂllFIlllllilI‘ llI'IrlI-IlI'Ilil:rill'illIll'ill'lit1ll1il'I1 'l
El - Bl = . " " =
[ H q B ¥ F ¥ B

. - H H
i H H H
' H H H
' v ' .
. - - -
v v H H
swsrranifanierar srEE R g EEErn wawrs
: ® W "
3 H H H
q H - - -
H H H =
H H = =
- . B - G = B
O L L T L T T T T T
' v © " ' - v
' ¥ [ ' - = +
H H H H - H v
H v - H - - -
H H H = = = =
' ' v = = -

17. Na rysunku obok przedstawiono tréjkat ABC. Y4 ¢ | | [ 1 [
Przerysuj ten trojkat do zeszytu, a nastepnie f
narysij jego obraz w obrocie dookota punktu: D0 S e WO S
DAoW, WO, oDowr. iy y
G __F ol 1i:i:ii: X

H E
/ 18. Dany jest osmiokat foremny ABCDEFGH (rysunek

A 4 D obok). O jaki kat nalezy obréci¢ tréjkat ABO dookola

X i punktu O, aby otrzymac trojkat FGO?
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1.

Oblicz pole zacieniowanego obszaru, jesli |AB| = 2 oraz:

a) |[AB| = |BC| i luki sy pélokregami, b) figura ABCD jest rombem.

D C
/ ; \ /Q/
A B C A B

Wyznacz miary katéow a i .

Odcinek AC jest srednica okregu o promieniu 2. Cieciwa AB tego okregu
ma dlugoéé¢ 2v/3. Wyznacz miare kata miedzy cieciwa AB a styczna do
okregu w punkcie B oraz miare kata miedzy cieciwa B(' a styczna do
okregu w punkcie C.

Punkty: A;, A, ..., As dziela okrag na 8 lukow
o réwnej dlugosci (rysunek obok). Wyznacz mia-
re kata miedzy cieciwa:

a) A1 A, a styczna do okregu w punkcie A,

b) AsAs a styczna do okregu w punkcie As.

Oblicz promien okregu opisanego na rownoramiennym trojkacie prostokat-
nym, ktorego obwod jest rowny:

a) 4+ 2v/2, b) 4, c) 1.
a) Pole kola opisanego na trojkacie rownobocznym jest réwne 277w, Oblicz
pole kola wpisanego w ten trojkat.

b) Suma pdl kola wpisanego w tréjkat rownoboczny i kola na nim opisa-
nego jest rowna 60m. Oblicz pole i obwod tego tréjkata.
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7. Oblicz sume obwodow trojkatow rownobocznych
przedstawionych na rysunku obok, jesli suma diu-
gosci okregdow jest rowna 127,

8. Jeden z bokéw trojkata wpisanego w okrag jest

jego Srednica i ma dlugosé 5 cm. Oblicz pole tego
trojkata, jesli:
a) stosunek diugosci jego pozostatych bokéw jest réwny =,

b) jest on rownoramienny.

9. Rownoramienny trojkat ABC' o kacie miedzy ramio-
nami 45° jest wpisany w okrag o promieniu & (rysunek ¢
obok).

a) Oblicz dlugoéci lukéw AB i BC. A @
b) Oblicz pole zacieniowanego odcinka kota.
¢) Oblicz obwdd tréjkata ABC. B

B Zestaw Il

D| 1. Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym suma dlugosci przyprostokatnych jest

rowna sumie srednic okregu wpisanego w ten trojkat i okregu na nim
oplsanego.

2. Oblicz stosunek pola kola opisanego na tréjkacie prostokatnym do pola
tego trojkata, jesli symetralna przeciwprostokatnej dzieli jedna z przypro-
stokatnych w stosunku 1:2.

3. Oblicz promienn okregu przechodzacego B
przez punkty: A, B, DD oraz promien '
okregu przechodzacego przez punkty: 3
A, B, C (rysunek obok). Oblicz odle- 4 £ 6
oloé¢ miedzy érodkami tych okregéw. A D C

4. W trojkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z przeciw-
prostokatna podzielil ja na odcinki dlugosei 6 1 9. Oblicz pole tego tréjkata
oraz promien wpisanego okregu.

5. Wyznacz promien okregu opisanego na tréjkacie réwnoramiennym:

a) o ramieniu b i kacie o przy podstawie,

b) o wysokosci h opuszczonej na podstawe i kacie 2a miedzy ramionami.
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10.

11.

12

13.

14.

15.

Vv

Okrag o promieniu 1 c¢m jest wpisany w trojkat réwnoramienny o podsta-
wie 4 cm. Oblicz dlugosé ramienia tego trojkata.

Oblicz diugos¢ okregu wpisanego w tréjkat prostokatny rownoramienny,
ktorego wysokosc opuszczona na przeciwprostokatng 4
ma dlugosé 3.

W tréjkat o bokach: a = 16, b = 13ic =9
wpisano okrag (rysunek obok). Oblicz dlugosci

odcinkéw: AP, BQ i CR.

Dany jest rownolegiobok o bokach a i1 2a oraz kacie ostrym 30°. Wyznacz

dlugosci przekatnych tego rownolegloboku. P
F

Bok kwadratu BC'DE ma dlugoécé 6 (rysunek obok), /
a przekatna prostokagta ACDF ma diugosc 10. Ob- g
licz promien okregu, ktorego lukiem jest BE.

E

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat, jesli:
a) dwa boki trojkata maja dlugosci 4 ecm i 8 em,
a miara kata miedzy nimi wynosi 60°,

b) boki tréjkata maja dlugosci 3 cm, 5emi6 ecm. D

W trojkat rownoramienny A BC wpisano okrag o srodku O. Punkty D i E
sa punktami stycznosci okregu oraz odpowiednio podstawy AB i ramienia
BC'. Uzasadnij, ze trojkaty BC'D i OCFE sa podobne. Oblicz promien
okregu, jesli:

a) |AB| =4, |BC| =210, b) |CD|=3, |BE|:|EC|=1:2

Oblicz pole odmiokata foremnego:
a) opisanego na kole o polu réwnym 4x ¢m?,
b) ktérego najkréotsza przekatna ma dhugosé 2 em.

Oblicz obwdd i pole tréjkata ABC, jesli:
a) a=10, =8, v = 60°, bl b=4, § = 380", 5= db”°.
Dzialka budowlana ma ksztalt nieregularnego czworokata. Wyniki pomia-

row wykonanych przez geodete sa przedstawione na rysunku. Oblicz pole
powierzchni te] dzialki.

5’) b) 40 m
4 N>
0 ©
% 150° 1502 > 3"
50 m 60 m
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@ Sposob na zadanie

Przyktad
Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |[AD| = |AC|, |BD| = 1,
ICD| =51 |BC| = 4v/2. Oblicz obwéd trojkata ADC.
Aby rozwiazac to zadanie, mozemy postapic na roézne sposoby.
I sposob
Aby obliczy¢ cos 3, korzystamy z twierdzenia
cosinusow dla trojkata BC D:

52 = (44/2)? +12—-2-4v/2-1-cosf3

25 = 33 — 8v/2cos 3
8v/2cos 3 = 8
cos 3 = VE A b D1B

Obliczamy b, korzystajac z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC:
b2 = (b+1)24+ (4v/2)2 —2-(b+ 1) -4y/2-cos 3
b'=b"+2b+1+32—8b—8
6b = 25
b= 45
Obwéd tréjkata ADC jest réwny 2 -4= 45 = 132,

II sposob
Aby obliczy¢ cos o, korzystamy z twierdzenia
cosinusow dla tréjkata BCD:
(44/2)2 =52 4+12—-2-.5-1-cosd
32 =26 —10coso
10cosd = —6

cosd = —32
' |

Zatem:
cos SADC = cos(180° — §) = —cosd = 2

Prowadzimy wysokos¢ AFE tréjkata rownoramiennego ACD. Tréjkat ADE
jest prostokatny oraz [ED| = 2, wiec:

cos YADC = cos JADE = 22

1AD]

Stad:

a g [V
o pafen

, czyll b = -§=4

= 13

1
6

L S N [

Obwod tréojkata ADC jest rowny 2 - 4= +

S|
L=

Odpowiedz: Obs spc = 13%
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Zadania testowe

W

Rozwiaz zadania 1 zapisz odpowiedzl w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Dany jest okrag o promieniu av/2. Pole szeéciokata foremnego wpisanego
w ten okrag jest rowne:

A. i‘zﬁiﬁ, B. 6a?, C. 3v/3a?, D. 6v/3a?.

2. Pole wycinka kola o promieniu 4 wyznaczonego przez kat 54° jest rowne:

A. 0,6, B. 1,27, C. 1,8m, D. 247.

3. Katy tréjkata réwnoramiennego maja miary: «, « i 4, a jego ramie ma
dlugosc 2. Promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny:

A. 2/3—3, B. 2/3 -2, C. 3v/2 — 3, D. 3429

4. Dane sy trzy okregi o srodkach A, B, C
parami styczne zewnetrznie (rysunek
obok). Promienie tych okregow sa od-

powiednio rowne 3, 6 1 10. Cosinus naj-
wiekszego kata trojkata ABC wynosi:
A 1 B. - C. D. 0.

T gt T 1G? T 3099

5. W tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy ramionami 120° wpisano okrag
o srednicy 12. Podstawa tego trojkata ma diugosc:

A. 6+ 43, B. 12v/3, C. 24+ 12v/3, D. 36 + 243.

6. Sinus kata przy podstawie trojkata rownoramiennego jest rowny 0.6, a jego
ramie ma dlugos¢ 30 cm. Promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest
réwny:

A, 25 cin, B. 28 cm, C. 30 cm, D. 32 cm.

7. W tréjkacie ABC sa dane: JBAC = 120°, |AB| = v2—1i |AC| = vV2+1.

Wskaz dlugosé boku BC' tego trojkata.
A. /5 B. /6 C. V7 D. 2v/2

8. Dany jest tréjkat o bokach: 2, 2v/2 1 v/2 + /6. Suma miar dwéch najwiek-
szych katow tego trojkata jest rowna:
A. 135°, B. 150°, . 1357, D. 165°.

9. Boki réwnolegtoboku maja dlugosci 4 1 2 + 2v/3, a jego kat rozwarty ma
miare 150°. Jedna z przekatnych tego rownolegloboku ma dlhugosé:

A BL /D, B. 24 /3, C. 24/2, D. 2/3.
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Pole wycinka kola o promieniu r wyznaczonego przez kat a < 180° jest
rowne P. Ile jest rowne pole wycinka kola o promieniu 2r wyznaczonego przez
kat 2a7?

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz réznice miedzy polem kola opisanego na kwadracie o boku v/2 + 1
a polem kola wpisanego w ten kwadrat.

Zadanie 3 (2 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O
1 promieniu r. Wyznacz kat a.

Zadanie 4 (2 pkt)
Oblicz dlugos¢ okregu opisanego na tréjkacie ABC,
jesli < ABC = 150° oraz |AC| = 4.

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (5 pkt)
Dane sa dwa okregi o Srodkach O, 1 O, styczne
zewnetrznie (rysunek obok). Okrag o srodku O,
ma promien K = 5 oraz wiadomo, ze
PB| = 12. Oblicz sinus kata O, PA

oraz promien r okregu o srodku O;.

Zadanie 6 (4 pkt)
Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramienny,
ktorego przeciwprostokatna ma diugosc 8 cm.
Oblicz pole kola wpisanego w ten trojkat.

Zadanie 7 (4 pkt)
Wyznacz miary katow rombu o boku a
1 jednej z przekatnych dlugosci a\/ 2 —f2.

Zadanie 8 (5 pkt)
Odcinek DC' na rysunku obok ma diugosc

V6 + /2. Oblicz obwéd tréjkata ADC.
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

e

1.1. Wykres funkcji kwadratowej — 5. a) D) =3;00), g{D)) = {0;00)
powtérzenie b) £(D) = (=005 —1), g(D) = (=00;0)
a)8 b)3 ¢) & d) i c) f(D) = (—o0;3), g(D) = (—o0;0)
A, B 6. a) maleje w (—o0;4), rosnie w (4; 00)
5. a) W(0,1), f(D) = (1; ) b) maleje w {—2; o0), rosnie w (—o0; —2)
b) W (0, =2), f(D) = (=2; ) ¢) maleje w (—o0; —1), rosnie w (—1; 00)
c) W(0,4), f(D) = (—o0;4) d) maleje w {2; ), roénie w (—o0; 2)

6. a )JW(STUL maleje w (—00;3), 1.2. Posta¢ kanoniczna funkcji
rosnie w (3;00) kwadratowej — powtorzenie
b)ﬂ (—1,[])1,*11’13,1939 w (—o0;—1), 1. a) f(z) = 4(x —3)2 +2 = 42® — 24z + 38
SRR W lee) b) f(z) = —3(x+2)*+5 = 32>~ 1207
c) W(-2,0), maleje w (—2;00), ¢) flz) = lz +32 —6=1z2 + 923
rosnie w (—oo; —2 3 o B e 4t
( ) 2.a) 16 b) —47 ¢) =7 d) 0 ) 6 f) —1

1. a) o 3 jednostki w dél
b) 0 8 _:}'EdﬂGEtEk W gﬁr@ 3. ﬂ) W(l 2) f(;]';") p— (T — 1) + D 0y
b) W(2, -2), f()z—(m—?) -2

¢) W(2,-5), f(z) =3(z—2)* -5

¢) o 7 jednostek w lewo
d) o 5 jednostek w prawo

9 ﬂ) W((LE); maleje w (—DG;U}, Z| 1. ::l) f(.;{:) = ‘?‘(;t'. — 1) —, .2‘: 2r® — dx,
roénie w {0; 00) maleje w (—?c::l; 1), rzsme W (11; Dfl)
b) W (0, —6), maleje w (0; 00), b) f(z) = —3(z+2)"+4=—z2° —2+3,

rosnie w (—r::x:u —2), maleje w (—2; 00)

rosnie w (—o0; 0) i ;
c) W(-5,0), maleje w (—o0; —5), c) f(z)=35(z+3)°—4=32"+3z+ 3,

roénie w (—5; 00) maleje w (—Gr.:n, —3), ro$nie w (—3; 00)

d) W (6,0), maleje w (6; ), 2. a) f(z) = (z—2)° -3, f(D) =(-3;0)
rosnie w (—o0; 6) b) f(z) = (z+1)* — 4, f(D) = (—4;0)
e) W(z,—4), maleje w (—o0; 5), ¢) f(z) = —(z+3)*+3, f(D) = (—o0;3)
rosnie w {5; ) d) f(z) = —3(x—2)*+4, f(D) = (—oc;4)
f) W(—2,2), maleje w (—2;00), e) f(z) =3z —2)* -3, f(D) = (-3;x)
rosnie w (—o0; —2) f) f(z) = —5(z—1)* + 3,

3. a) f(D) = (—1;00), W(-2,-1) f(D) = .—m;%>
b) f(D) = (- g_m) W(-1,-2) Jd.a)b=—12,e=19 b)b=§,e=4
c) f(D) = (—00;2), W(2,2) ¢) b=4, 6 =5
d) f(D) = (—o0;2), W(1,2 4. a) f(z) = (z—2)° +1,

4. a) f(D) = (2; m], f maleje w (—o0; 3), maleje w (—oc; 2), rosnie w (2;00)
rosnie w (3;00), b) f(z) = —(z — 3)* + 6,
g(D) = (—2; 00}, maleje w (3;00), ro$nie w (—oc; 3)
g maleje w (—o0; —2), c) f(z) =2(z+ %)2 - 2,
rosnie w {(—2; 0o) maleje w (—o00; —%), ro$nie w (—3; )
b) flz) = (z-3)" + 2, d) f(z) = —3(z +2)?%,
g(z) = (z +2)* = 2 maleje w (—2;00), roé$nie w (—o0; —2)
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2. a

Obliczanie wartosci trojmianu kwadratowego
a) 4,
a) 3,

1.
2.
3.

e) f(z) =3(z +1)° -

maleje w (—oo; —1), lDSI]iF w (—1;00)

f) flz) =

maleje w <— ij) rosnie w (—oc

a) W(2,3)

x——) -|-§,

12 b) 41,13 ¢) —17, —34

22 b) -5, —% c) 3, -1

a) g(—2) = -17, f(-2) = —15,

M—2) ==7 b) g(-=2)==10%,

h(—2) = =103, f(—2) = -8
.a)e=T7 b)e=20 c) c=—-5/2
. A B, E
ca)z=~—1, W(-1,-32)

b)x = -1, W(-1,4)

a) z =3, W(3,-3)

b)z =3, W(3,-%)

1.3. Rownania kwadratowe (1)

] |

b
.

é Ii

Réwnanie kwadratowe moze mied

wiazania, 1 rozwiazanie lub 0 rozwiazan.

a) {~2,0} b) {0, 3} ¢) {0,3} d){0,16}

.a)r

b) z

¢) =

e) r

g) x
h) z

——2 r2=2 br=—%1=1
= —4 b):{'z%
o} W
—&". f).-;L':—EE2

, & = /3 b) sprzeczne
= -‘5_: d) sprzeczne
6

— 0 o8 B ek, 20
20,$=é—d)i‘:—%1i‘-"“ﬂ
=0 =2 f):ﬂz—"—f,m:{]
_ 9 .9
_.-—-Z-J]_E._nzii-ﬁ

= ~"mT=3

=—-5 d)z=28

=12 f)z = -3

= D B

B N T

=3 =6
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£
1

b) W (=2, —4) .-,-) W(—2

‘)

C—

6.

= EI) (010)1 (410)

c¢) (0,12), nie przecina osi OX

d) (0,0); (—g25:0)
e) (0,4), nie przecina osi OX

f) _%*0)1(151 0), (0, 4)
a)2 b) -4 ¢)3

- B =0,5=1 Ble==3 =0
c)z=5 d)z=6 e)z=4 f)z =2

a)2 b)0 c)2

1.4. Réwnania kwadratowe (2)

|}
3. a)

o

= b)z=—-= ¢)z =

a) =3 5

b..rl |

ol e R

c) = —

. a) A =4 >0, 2 rozwiazania

b) A = —8 < 0, 0 rozwigzan
c) A =35> 0, 2 rozwiazania
d) A =49 > 0, 2 rozwigzania
e) A =0, 1 rozwiazanie

f) A= -12 <0, 0 rozwiazan
g) A = -2 < 0, 0 rozwiazan

h).ﬂ:——-lx/_}[] 2 rozwiazania
i) A =9>0, 2 rozwiazania

. a) 1 =-3, 22=—%

b) 21 = -1, 22 = 2
¢)rzi=—-3,22=2 d) 20 =

e) 21 =3 —10, z2 =3+ V10

f):ltlzﬁ—vﬁ,:rz:z—i—\/—

g) sprzeczne h) z; = 1—ﬁﬁ

y L2 =
i) sprzeczne

l.a)z1=—5,22=7 b)z1 =%, 22 =3
c) 1 = 2, z2 = —= d) sprzeczne
3 3
E)iEl:-ﬁ-,;’Eg:l f):rgz—§
g) sprzeczne h) z; = —3, z2 =1
. 2
i) zo = 3
2. a) 1 = —3, I:;;=—%
b) z; =—§,ﬂfg=2 c) i,ﬂz—%E
~1—/19 —14+/10
d) 31 = ==, 83 = —%5
E) T = _1_5m1 To = —1:_]—5m
f), g) sprzeczne
. 337 34+/37
h) o iy — 5 y L2 5
. 73T T+v37
1) 31 = ——, 22 =

b) (_210)1 {21 U‘), ([}:

p=—], =3 b):r—-—4 B = =

1—:—1.*'?

*

—12)



. ﬂ) r = y L9 =

a) (0,-1), (=1,0), (5.0
b) (0,3), (=58 U) (4
ﬂ) (013]! (] U)! (
d) (0,12), (—6,0)
f) (0,1), {\/_, 0), (

,0)
5)

1
5

)
E)(
2\/_

) =__1‘12_
c}m1:5—\/_3 :132—54—\/—

d) 1 =6, I'2=12

e) 2, = V3T oy — T+v37
L 7 2

f) sprzeczne

a)2 b)0

a) xg = 2 b) sprzeczne

c) z1 = 34‘4& To = 3—"# d) sprzeczne

e) z1 = —8, 12 = —4

f) 21 = —6 — 2V/17, 32 = —6 + 2/17
1

7. a) =5, 3 b) —53

8. a) 21 = -3, 22=0
b) zy = -4 — V17, 23 = -4+ V17
c) $1:—%,$2:—1

— o=y 105 B 105
Q) 1 = S4B g, = 24y

1.5. Postac iloczynowa funkcji

kwadratowej (1)

a)y=—32°+2c+9
b)y=4da” — Lz +2 ¢)y=+2"+ iz
.A)21=3,22=5 b))z = -6, 22 =2

c)z1=-8 x2a=-4d) 21 =0,22=9
e)so=2 f)zo=—T

.a)mlz—v’ﬁ,mgz\/ﬁ

b)Iflzl—\/g,iEgz—l—]-\/E

a) y = bx(z — )

b) y = 16(z — 1)(z + )

¢) y=9(z — B2)(z+ 12
a)y=(zx-3)(z—-5) b)y=(z+7)(z—4)
c) '21:3(2"-') T — ?‘)

d)y=12(z + 3)(& + 7)

e) y = -2(:1:-3)(_3:+4)

f) y=—-4(z+ ;)(z—-1)

g) nie ma postaci iloczynowe;]
h)y=(z+v3-1(z-v3-1)

i) y:‘.Z(m—l—_‘";—ﬁ)(T—l—t‘—E)

— —

. 8) =10, =20, y—m — 10z — 200

b)z=20=3%,y= 6z — 5z + 1
c);r:—?;,m:i;,y—bfr + 10z — 24

. a) (—6,0), (0,0)

d)mz%,mzz,y:4 — 10z +4
e)xz—%,$:~% y = 62> + 5z + 1
f')x:%,x:%,y:z{]mz—ﬁ&{,-’-ﬁ
glr=-3,z2=0,y=—2° -3z
Wes=0 =3 p=9"—3z
1):1*=[},3:=§,y=—3:1?'3—|-7:r

a) y=(z—3)(z+2)
b)y=—-(z-3)(z+2)

¢) y =2z + 3)(z—2)

i) y=—z(z+2)(z - 14)

a) f(z)=4(z+ %) (z - %),

o — —%11;:%

b) f(z)=9(z+ ) (z — %)

iy = —%1 jj:%

¢) f(e) =2z(z+3),z2=—-5,2=0
d) f(z) =—9= m—:é)*mzﬂ‘ﬂﬁzé
e) flz) =9(z+ % o z=—1

f) fz)=4(z- %), z=2

)
d) f(x) = —%(I-l- 2)(x —2) = —%:1'*2 + 2
e) f(z) = —(z+1)(z+3) = —(z+2)° -*r-l
f) f(z) = 3(z+1)(z-4) = 3(z—-3)* - %

ca)z==-1l,c=6,y=(c—6)(z+ 1)

=1, &=3,H=2E—1)[E—3)
E)T-——%m' 5 ¥=—6(z+3)(z - 3)
d)z=2 —_:1:—2)2

e) h1:=ﬂ,$=ril,y=m(m-4)

fla=1, a=8 = -~ -3)

. a) y= (z+ 2V3)(z — V3)

b) v = v3z(x + 2V/3)

¢) nie ma postaci iloczynowej
b) (0,0), (3,0)
c) (=2,0), (4,0), (U —8)

d) (~1,0), (6,0, (0,~3)

¢) (=2,0), (4,0), (0,12)

f) _'i_* 0), (%,ﬂ'), (0, —15)
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1.6. Postac iloczynowa funkcji
kwadratowej (2) @

Cjl. a) b= -8, ¢=15
b)b=-1,¢c=-12
e} b=17,e=1D
d)b=3,¢c=-1

1

e) b=0,c= -3
2. a) =3, W(3,-9)
b) z =5, W (5, 25)
c) = -2, W(-2, —8)
&)z =} W(k2u3)
e) ¢ =3, W(3,—-4)
f) e =2, W(Z4) ;
3.a)y=2"—-2x-3
b)y= -2z — 2z
) y=—%2"— L+ F
d) y = %.I,E — 4z

Z)1. a) f(z)=(x-1)(z—-3)=2* -4z +3
b) f(z) = 3(z+1)(z—3) = 32° -~z — 3
c) flz) = —z(z+4) = —2° — 4z

2. a) y=2(z—1)(z —4) =22 — 102 + 8
b)y=3@&+6)(z—-2)=32"+22-6
c) y=—(z—-2)(z+5) =—-2*-3z+10
d)y=-3(z—1)(z—-3)= =32+ 122 -9

8 a)r—l f:[')—(:r—l)(i'.—f;"u],

f(z) = (z-3)" -4
b) =0, f(:zr)———it( x+4),
fz) =—3(z+ 3‘)

g) =B, flg)= (:1:—|—1){1:—5)
flz) = 5(z —2)* -3
4. a) f(z) =22° + 82 +6=2(x +2)* =2
b) f(z) = 22° — 42 = 2(z — 1)% = 2
c) f(z) =22° — 0z +42 = 2z - 5)°> -8
5. a) (0,0), (=6,0), W(-3,9)
b) (1,0), (5,0), (0,5), W(3, —4)
¢) (=3,0), (1,0), (0,3), W(-1,2)

6. a) y = -(.:r'+ 2(x—4) = gﬂ:z—%ﬂ:u—lé@ =

-—2(?:-—1) — 6
b)y = -—-—*{:(m—l—ﬁ) = —-—J_IE — %I“"
9(1.+3) + 8

c)y=—5(@-1)(z-7)=

o D H:m 14__
—_ '_{']'T+ e =

5$—® 42
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1.7. Nierownosci kwadratowe
1. a) z € (—o0; —3) U (1; )
b) 2 € (~1; 1)
¢) z € (1—v5;1+5)
2.a)z€R b)zeR\ {1}
¢) sprzeczna
3. a) x € R bh) sprzeczna c¢) z € R
4. a) z € (—3;1)
b) x (*—m;l—}/—ﬁ) U(%ﬁ;m)
¢) r€R d) z e R\ {1}
e)z€ (0;3) f) z€(-3;3)
1. a) x € (—o0; —5) U (5; 00)
b) z € (—4;4)
c) z € (—o0; —3) U (3; 00)
d) z € (—o0; —2) U {3; 0)
e) z e {—1;4) f)xze(-1;5)
g) £ € (—%;5)
h) z € (—o0; —3) U (3; )

i) sprzeczna j) z € (—oo;—=) U (3; )

k) z € (—2;8) 1) sprzeczna

2. a) 13 b) nieskonczenie wiele ¢) 5 d) 2

3.a) 1,2 3,45

b) 0, 1, 2
O I N

4. a)z€ R\ {3} b)zeR

c) mE(—m;—ﬁ)U{%;m)
dzeR e)zecR\ {5}
f) 2 € (—o0; —4) U {3; )
g) sprzeczna h) x = %
i) sprzeczna
5. a) f(x) > 5 dlax € (—00;0) U(6;00)
flz) < =3 dla z € (2;4)

b) z € (1;2) U (6;7)

o S
b) & € (~o0;— 41y U{—6+ V41; 00
c)rE(—m,Q—&f’-)Ll{Q—l-E)\/-

d) z € (—m, — 1T> ¥ < S?’K_, m)
e)zeR f)ze (-1;—-%)
7. a) (—o0; —2) U (1; 00)
b) (—o0; —5) U (1;00)
¢) (=4 —/10; -4 + /10)

)



i~

8. a) (—oo; —2) U (2;00) b) {(—2v/2;2/2) 2. a) 2 =—2, 2 =2
¢c) R d) (—o0;—1)U (4; 00) b)z=-v5 z2=vb
e) (—o0;—3) U (2;00) c)m:—%,m:ﬂ? d) sprzeczne
0 (—oci—4v8) U (2vF00) ) 5= 48, 5= o8

9. a) AUB = (0;2+V/3), ANB = (2—/3; 3), f)m:—u—%é,m:%
A\Bz(d,2+\/_) 3. b) 2
b) AUB=R, ANB=(1;2) U(3;4), La)g=—q4 zg=4 b)g=—3 g=12
A\ B = (—o0;1) U {4; 0) c)z=—-62=26

10. f(z) = —4(z+3)(z+ 1), 5. a) T = — B,ax=-2 ax=2 =15
flz) £ 0dlax € (—o0; —3) U (—1;00) b)z=—4,z=4

11. a) :*.:E{—Qﬁ;‘z]ﬁ) c)mz—m,m: 10
b) x € (—o0; —=3) U (3; o0) d)z=—V2,z=-3,z=3%, =2
c) z € (—oo;0) U (1;00) e)r=—3, =53
d)z€R e)z=2 f)mz—?ﬁ,m:—%,mzé,ﬁ:%
f) z € R\ {3} 6. a) z = -3,z = 3 bje=-1, =1
g) z € (—o0; —T) U(3; o0) __ AAE L A1+E
h) z € (—=3;5) i)z e (—%;2) )z =5 o= "5

d) sprzeczne

12. a) zaden b) wszystkie 0=l D=1

)1 d) =19, =6, ~i =8, ~% ~1 & 12
e) —12, —6, —4, -3, 1, 2, 3, 4, 6, 12 1.9. Uklady réwnan
f) =12, —6, —4, =3, =2, 1, 2, 3, 4, 6, 12

€|, a)s=—1 y=1Iab 2=0, =10

1.8. Rownania sprowadzalne
do rownan kwadratowych
2 H, a) == =18 =1 0=32

2.3)33 _3 1_3 h)‘f:—l1y:11ubm=2*y=4
Mm—ﬂff—V’ I\ YR

N . | N ._l —
dlp =2 2= T=735,T =2
21

Tk
[) g==3, 5= 5, z=+5,2=3
3 a)zg==b, z=0,z=6 b) =10

e) z=—=%, =

!mh—lf

.

E I
. . -
. = =
. - -
i = - o
H : : -l
I B = 4 ﬁ
: H §
: H .
=
3

0

¢)z=-20=0 =2 V)
4.2)3 b)1 ¢)2 d)4 €)0 f)2 ﬂ)-=jlg:;1m§5—2u~ —4
5, 8} b=1,8=3 b)s=—1, o2 .

¢)z=—1,z= 92

L alad=-8 2=-2,8=2,=2
b), ¢) sprzeczne

d) z = -2, = =8, B=908,%=2
)r=—VBz=—ha=} =3

flz=—-3% 2=

i
3
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2.a)2 b)2 ¢)2 d) 1

-4

2,y

Ly = =9 Ilub x

3

1. d)

. . ¥ - " . . . - . . . . - - . - a . 5 - - . a
' = v - " = ' " - = = " " - - = - 1 " = = " =
' - " - ' - - - - - - - k - - = " -
3 H H 5 4 - H = H H H H = H - b H = H - H
I " 1 - n " P & " H . B " - " ) 1 P o a " n i B ¥ " " .
4 B P - 5 L i * * 2 " E 8 = B = + i i + = - 4 & # e * 4
H H H H H v H ) a H H H - arrrmsmEmErrtan renmmenrnn R R TE AR EEEEETSEIGEEOEEEEEEREIE RS
" v " v " ' v . = v " " " - w v . * = - I . H ' 11 v 1
reprany mranmngssnnannpanennan franannn punsnannn TTLLL sasvaflosrrnnranssnnanjannan T ErEmLEEEEE AEmAEEEEEREEGEAEEA R RN PRI R RN R AR AT R RS R NN R PR EEE = H a . = H H i i H - H - 3
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Uklady rownan kwadratowych
l.a]1l b)2 <}l d)2

2.a)z=-3, y=-2lubz=0,y=1

mqmaasnnbpensassfenunnensntdanraniaping
- H H H
H H H H H
H ! H i i
H H b}q H H a
. H H H .
P ieny :
- H a H H

b)z=-4,y=0lubxr=2,y=3
: £ 2 I ¥ & i o

c) =4, y=6lubzr=0,y=-2
Rl BERE . BN I

1.10. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1)
C|1. a) 361 b) = ¢) 3
2. 162

3. a) wartos¢ najmniejsza: 4,

wartosc najwieksza: 13
b) wartos¢ najmniejsza: —49,
wartosé najwieksza: —1
¢) wartos¢ najmniejsza: —11,
warto$é najwieksza: —2

b2 | =1

d) wartos¢ najmniejsza: —
wartos¢ najwieksza: 1
4. ¥ = 10 em, P = 800 cm?

B 260 Odpowiedzi do cwiczen | zadan, str. 40-46

Z)1. a) f — najmniejsza: —1, najwieksza: 3,
g — najmniejsza: —3, najwieksza: 9
b) f — najmniejsza: —13, najwieksza: —1,
g — najmniejsza: —-E-, najwieksza: —3
¢) f — najmniejsza: —33, najwieksza: 3,
g — najmniejsza: — <, najwieksza: 21
2. a)8 b) 32
3. 21 mx21lm
4, Tmx 14 m
5. 3cm X3 cm
6. a) P(z) = —22° + 4z, z € (0;2), 1 x 2
b) P(z) = —3z° + 24z, z € (0;8), 12x 4
7. a) najmniejsza: 1, najwieksza: 9
b) najmniejsza: —2, najwieksza: 10
8. 60 m x 60 m
1.11. Funkcja kwadratowa — zastosowania (2)
C|1. b) cena lalki: 55 zl, wielkos¢ sprzedazy:
1400 sztuk, zysk: 49000 zi
2. a) z(z) = —50x> + 2250z — 17 500,
z € (10; 35)
b) cena misia: 22,50 zl, wielkos¢ sprze-
dazy: 625 sztuk, zysk: 7812,50 zi
3. 010 zt
4. 18 zt
5. a) 12mx18m b)9m X 24 m
6. 1.om
Z]1. £ =23
2. a) 10 cm b) 20T 6 [em)|
3. w obu przypadkach 1,5 m
di &> 2
5. Jesli przez x oznaczymy szerokosé pokoju
w metrach, to z € (v/17 — 1;6).
6. 40 cm
7. &£ '€ {2;8)
8. 15
10 a) y = —2(z—6)° +4=—22"+ 22
b)y=—2(z—6)(z+6)=—zz"+4
11. nie
12. 1.5 em



13. a) Ob =30 m, P = 30 m* T.a)x=-2,2=3

b) Ob =56 m, P = 84 m* b)z=-2,2=3
14. 200 m c)z=-l,z=g¢
dz=-1,z=3
1.12. Zagadnienia uzupekiajace 8. a) (0,0), (—4,0), W(=2, —4)
1. a) 44,1; 29.4; 4.9; Dy = (0; v/10), miejsce b) (0,0), (2,0), W(1,1)
zerowe: \/10 b) okolo 26 m ¢) (0,0), (4,0), W(2, —8)
2. a) h =~ 9,3 m, okolo 16,6 m b) ¢t =2 d) (-2,0), (2,0), (0,1), W(0,1)
3. a) z1 + 23 =9, z12 = T e) (0,8), (—2,0), (4,0), W(1,9)
b)xi 4+ 22 = &, 21ma = —1 f) (0,8), (—4,0), (-2,0), W(-3,-1)
c) 71+ T2 =3, T172 = 3 9. a) f(D) = (—16; 0),

d) Réwnanie nie ma pierwiastkow. rosngca w (4; 00), malejaca w (—o0;4)

e) 1 + o = —12, El;rg:—% b) f(D) = (—00;9),
f) 21+ 22 = —6, T120 = __% rosnaca w (—oc;3), malejaca w (3; co)
c) /(D) = (=5;00),
Zestaw powtorzeniowy | rosnaca w {—1; 00), malejaca w { —oo; —1)
1. ) f(z) = 2* +4 4) J(D) = (~o0;3). |
) f(a) = ~(e+ 1) +1 rosnaca w (—oo; 1), malejaca w (}; o)
¢) f(@)=(&+1)* =2 e) f(D) = (—00;19),
d) f(z) = (1 ~3)? -4 rosnaca w (—oo; —3), malejaca w (—3; 00)
e) f(z)=—(2—-2)°+1 f) f(D) = (-8;),
f) f(:r] —(:r +3)° +8 rosnaca w (—6; o), malejaca w (—o0; —6)
2. a) f(x) = ——m—2)2+f§- 10. a) 2=2—-2v2, e =2+ 2V/2
b) f(@) = —}(z~1)* +§ W=l <ol a=-d+ed
3. a)mz—?,rz?' b) z = —12, 2 = 12 o =il m e _
E)m:—%,;ﬂ:%d)m:—%,m:% d)IT:‘?'_\/guiT=3+V3
—_ 3 s =8 — 5 ._5
Gl g=—pE=g H@=—58=5¢ Zestaw powtorzeniowy Il
i B G e 9
o B f‘/_’ 3 5‘{_ L ) f(@) = 2@~
b) x = —a\/ﬁ} o — E\/ﬁ
o f G b) f(z) = zz(z +6)
c) z=-2/2, =22
S e - RN A E)f()z—($+5)($-3)
d) z=—-3v2,2=3V2 = gl
1 1 d) f(z) =2(z +2)(z - 1)
e) = —-3—\/5 & &= \/_ 6 f) sprzeczne i
g S g t; g e) f(;zr)=3(1:.— 3)(z —3)
. A =10,% 0§ symetrii: f) f(z) = —2(z + 1)(z — 2)
b) x = —6, x = 0, 08 symetrii: z = —3

¢z =0= E, 08 symetrii: z = %
1
3 6

d)mﬁ_‘ r =0, o8 symetrii: x = — ]
e) x = —7, of symetrii: z = -7 ¢) = -2, f(:tf):~% r-—%) 49

f) ;1:-——- 08 symetrii: r---li- d):r_::—%, f(x):—%(:r:—%)z-l—ﬁ
6.a)z=-7,2=3 b)z=-3,2=2 9 E)TE(_WJ_%E>U<§@)

=8 z=4dz=-3 2=} b)z € (—-22) ¢) z € (~3;4)

e)r=—32=75 f)z=3 d) z € (—o0;—5) U {1; 00)

g) o= 24, o = 250 ¢) z € (—o0; —3) U (3;0)

h)z = _5;@,:1:: 5+F i) sprzeczne f) z € (—35;2)
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4, a) z € (—1;5)

b) z € (—o0; ~£/T) U (=4 o0)
) BE (—DC‘; —-é-_> L {5; 00)
d)z=6 e)zec (_ 1+2v3, _lf“@)

e 3=18 . 14523
f).rt.’:< oS, Ay >

g) x € (—o0; —3) U (0; 00)

h) z € (=4 — V17, -4 + V17)
i) z€(-5;-1)

a)10 b)1 ¢)4 d)1 e 5 f) 1
a) 7 b)0

7. XUY = (—00; =2 — vV2) U (-2; ),

10.

11.

12.

XNY = (-24+2;3),
X\Y = (-2;-2+2)

. 8) x=—-2, g =2
b)z=-V3,z=-2,z2=2,2=13
¢) ==l z=1djz=0
e) r=—-4,2=0,z=4 f) sprzeczne

. A) B==2, =2

b) x = -2, r=—V2, x=V2 =2
c) sprzeczne

d) 2= — ws+ 105 1;’3+ /105

e) 9\/" :1*—2\/_
f)r.z —V14+ V6, 2=vV1+V6
gl x=-2, =2 h) g=— 3. =13

i) sprzeczne
a)z=-2,y=1lubz=1,y=14
b)e=1,y=-2lubxr=2,y=1

¢ =1, =l abae=§ g=4
dae=-2,y=0lubz=1, y=—4
el =~ y=-—33lhbar=3, y=5
fe=-4,y=-4lhbae=2 g= -1

a) najmniejsza: —2,

najwigksza: 6

b) najmniejsza: —8,
najwieksza: 1

¢) najmniejsza: 1,
najwieksza: 9

d) najmniejsza: —12,

najwicksza: =

4
a)a=>b=2
bya=3,b=-3

c)a—g,b:%
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13. 62,5 m X 62,5 m

14. a) o 100 zl, zysk zwiekszy sie o 10000 zl
b) o 280 zl, zysk zwiekszy sie o 3920 zl

Zadania testowe

1.D 2.A 3.B 4B 5 A 6.C T7.C
8. C 9.B 10.D

Przed obowiazkowa matura z matematyki
L z2=—VT7,2=+T

5 2= y=0lhbz=4,y=38

3. 12

4, g= =), B=—=3. 2 =3
5. 1

7. 96 cm”®
8

. a) P(zo) = —2a3 + 4z, 7o € (0;6)
b) 0(0,0), A(3,0), B(3,2), C(0,2)

2.1. Stopien i wspolezynniki wielomianu

>|1. a) tak, stopnia 7

b) tak, stopnia 1
c), d) nie e) tak, stopnia 3
2. a) w(z) =2 —2*+2° —2* + 2 -1,
st{w) =5
b) w(z) = 22° ——I -|--$ —z% -z,
st (w) =6
c) w(z) =22+ 2" +3z* — 2% + 62 — 2,
st (w) =8
d) w(z) = 22" —2° +32% — 52 + 5,
st (w) = 10

3. a) es = —2, gy = a3 =ag =0, 61 =1,
ap =0, st(w) =5
b)a‘ZIﬁ:l,ﬂa ]z,ﬂfa;c:l i?a:U

az=1,a1 =0,a0=1,st(w) =6

c) ap = 2%, st (w) =0
4. a) w(z) = —-3z° —-3:1* -3
b)w(z)=z* -z +2° -2 +1
a) w(0) = —4, w(2) = 10, w(-2) = —
b) w(0) =1, w(2) =21, w(—2) = 13
¢) w(0) = =2, w(2) = 32, w(~2) = —44
d) w(0) = 3, w(2) = —47, w(-2) = —
6. a) w(—3) =6, w(3) =-24

b) w(-4) = 43, w(3) = 132}

()



rd -ll

a) v(z) = a° — 62° + 4,
_6.1 ar =0,as=4

ﬂ3=11ﬂ2=

b) w(z) = —z2° + 32 — %mg + sz — 1,
a5=—%,a4—i as = —3z, az =0,

(i &= é, ap = —1,

as + a4 + a3 + a2 —}*{114—{10:“%

a) w(0) = -3, w(z) = -3,

w(—-2) = —-19, w(—-3) = —69

b) w(0) = 2, w(3) = —3, w(-2) = 32,
w(—3) = 80

c) w(0) = —4, w(z) = —-33,
w(—2) = —-34, w(-3) = —-76
d) w(0) = ~10, w(3) = —111;,
w(—2) = =58, w(—-3) = -214

i =1, =3, gl g

a)Q b) P

a)a=1 b)a=-T72

c)a=4 d)a=-1
a)a=62,b=7% b)a=3b=1
a) B,C' b) A

ala=3 b)a=3

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianow

2]

a) u(z) + w(z) = 17z* + 62° — 3z% 4 2z,
st (u) =4, st(w) =3, st(u+w) =4
h)u{:c)-l—w(*t')—ﬁm — 132° — 22° + 5,

st (u) =7, st(w) =7, st(u+w) =4
. Na przyklad:
a) u(z) = z*, w(z) =2*+1
b) u(z) = z* + 2°, w(z) = —2* + 1
c) u(z) =z* +2*, w)=-z* -2 +1

d)u(z)=z*+2z+1, wz)=—-z*+1

e) u(z) =z* + 1, w(z) = —a* + 1
Wspolczynniki wielomianu w sa liczbami
przeciwnymi do odpowiednich wspél-
czynnikow wielomianu wu.

a) u(z) — w(z) = 5z° + 42° + 10z* +

+ sz + 3, st(u) =9,

st (w) =8, st(u—w) =9

b) u(z) — w(z) = $2* — s2° + 1,

st (u) =6, st(w) =6, st(u—w) =4

=i

. a) h(z) = —10a° + 82 + 7, h(-1) =5
b) h(z) = -14%%—15z° +4, h(-1) = —
. a) tak b) = 5

. a) u(z,y) +wl(z,y) =4z°y° + 32°y° +

—9z%y® — day — 1,

. iy s A2 3 3
u(z, y) — wlz, y) = 42°y* - 32%y° +
+32°y* + 8xy + 5

b) ulz,y) + wlz,y) = — iy + 1—”.1:3?;-|—
= -é;ryz -+
u(z,y) —wiz,y) = 32y + 32°y+
—2zy* +x— 3

. a) u(z,y,2) +w(z,y,2z) =
= 5:1:3;233 — 6z%y*z + 627y + i?yzgﬂ
u(m, Y, "‘) - ('I: U! “") —
= 3zy’2® — 62y 2z — 62°y2® — 3xy2®
b) LL(:I:! Y, "i) o 'i'.U(_LIT_, Y. ‘“) —
= 8z’y + 14z2® — 4yz° + 2°,

(:E y.,x:-)-i'.U( y,z)—

= 8z%y — 2xz° — 8y°z + 2yz® — 2°

. a) f(;r)+g(£)—.1:ﬁ—|-.1*3—|— r2 — 2z 46,

flx)—glzx) = —:r —4zt =g —|—3.1‘2—|—):r—|—2
b) f(z) + g(z )——3:1:: o
flx)—g(z) = —22°+32° —52° + 9z + 2
¢) flz) +g(x) =2+ 3™ + x — 3,

flz)—glx) =42 —2° +32* + T - 7

. a) w(z) = 22° + 6z*, st (w) =5, Sy =8,
u(z) = —za° — 2%, st (u) =5, Sy = -3

b) w(z) = 122° — 18z, st (w) = 2,

S = —6, u(z) = —2z° + 3z, st (u) =2,
Su. =1

a) f(5) =3, g(5) =20

b) u(—4) = —4, w(-3) = -2

a) st(p+4q)=5

b)st(p+¢g) <5lubp+g=0
c¢) Jedli m # n, to st (p+¢q) = max(m,n).
Jesim = n, tost (p+q) < nlub p+q = 0.

. a) st(u+w)==6dlaa #0,

st(u+w)=4dlaa=20

b) st (u + w) =5 dla a # —6,
st(u+w)=1dlaa= -6
¢)st(u+w)=4dlaaec R\ {—-1,1},
st(u+w) =3 dlaa=1,
st(u+w)=1dlaa=-1
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6. a)st(u+w)=2dlaa=11b=0, 2. a) Vi) =2 -2, 2> 1

st(u+w)=3dlaa=0ib=0, b) V(z)=2"+62+ 112+ 6, z > —1
st(u+w)=5dlaaec{0,1}1b=3 c) Viz) =22 +4a® — sz -1, 2> 3
b)st(u+w)=1dlaa=11ib=3, d) V(z)=z*+62" —542 —-81, 2> 3
st(u+w)=2dlaa=11ib=0, 3. a) (u-w)(z,y) =
st(u+w)=T7dlaa=01be {0, 3} = —4a* 4+ 22%y - 22° + 62 y* + 2’y — 3xy°
c) st{u+w)=1dlaa=11b=3, b) (u - w)(z, y) = 327%y° — 22y +
st (u+1w) = 4 w pozostalych przypadkach +62%y° — 32y — 31{; + dzy — y

7. a) v(z) = 22° — 42 = 2(z — 1)* = 2 ¢) (u-w)(z,y) = day” — 122%° +
) aeh = -|-3$3y4—11$3y3+1011?3y2+3l'2y3—211?2’9'2

o 4. a) (v w)(x,y, )_ZIQE-J-ZT yz® +
— 2y’ z — 2?y2® + 2yt — P2

8. a) u(z,y)+w(z,y) =
1.4
- b) (u-w)(z,y,2) =3z y*z — 4z yz* +

u(z,y) — w(-.r,y) = = ’y+ im ’y = 4$’y25
ﬁya—:i‘y—lﬁy oo il i 3 2.2 <

’ c) (u-w](:t?,y,z) = y”g + 2x yz" +
“’(i”y) w(z,y) = 52Ty +37Y° 57V, —ztyz + 22y 2? + day’ 2 - 2yt 2 +

(u+w)(—2,3) = ~52.,5,
(u —w)(-2,3) =255

+ 3zy®2* + 62yz* — 3zy2®
Z]1. a) 22* — 72" + 172° —= Tz, a0 =2, a0 = 0

9. P(z,y) = 2zy + 2y° b) 4z* —323+1222 —62+8, as = 4, ag = 8
10. a) @ b) P ¢) P c) 22°% — 22° — 2% + 22% — 2, ag = 2,
11. a) v(z,y, 2) = —x2yz? + 6x%yz — 2yt + ap =0 |
— 3zyz d) —2z° —32° +8z* + 162" — 32° — 24246,
b) ¥{z,y,2) = driy? s — 2oy 2® — 9y + ag = —2, a0 =6 3 1
‘|‘5$y3+ 63;2:2 E) 2:1'? - 23_‘ - —:17 == EI =
i, =— 2 g — —L

f) —42° — 2° j 5v 22 — V22° + 622 +
—I-?.;Ii-i—?.\/g, g = =4, ao = 22

2. a)st(w) =3,a3 =1, ap = —1
b) st (w) = 3, a3z = 6, ap = —6

12. P(z,y,z) =4day + dxz + dyz + 10z +
+ 8y + 62 + 22

13. a) v(z) = 102° —2° + 3,5
b) v(z) = 62° + 52° — 3,5

14. a) v(z) = —5z* + bz” — 6z, ¢) st (w) = 5 as = —4, ag = 1
'U(l) = —0, U('—l) =6, v(—2) = —48 d] st (L{?) L az =1, ap = —6
b) U(I") o -é;.‘lil._, E) st ('M) —- 4 g = =8, dg = 2
v(l) = 3, v(=1) = -5, v(-2) = -1 f)st{w)=5a5s=12 a6 =06
15. a) w(-2,3) = 66 3. a) v(z) = 2° —8z° + 162" +62° — 242" +9,
b) w(2,—4) = 60 st (v) =6
b) v(z) = 22* +2v22% — 722 — 422 + 8,
2.3. Mnozenie wielomianéw st (v) = 4
C]1. a) u(z) - wlz) = 2" +22° — z* — 2%, 4. a) f(z) = 2° — 325 — 21z* + 222,
st(u-w)="T g(z) = 122% + 92 — 6z + 1
b) u(z) w(z) = -2’ -+’ -1, b) f(z) = —6x" 4 22° + 62° — 3z* —62°+
st(u-w) =7 +:832% —1,
c) u(z) wlx)=z" -1, st(u-w)=3 g(z) = z® — 225 4+ 32* + 62° — 42% + 2
d) w(z) - w(z) = z* — 32° + 42° + 3z - 5, ¢) f(z) =3z> — ba* +62° —x + 1,
st (u-w) =4 g(z) = 2° — 22° + 3z* — 42* + 4=z
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8.

10.

. a) P(z) =102 + 22 — 20, z > 2

b) P(z) = 2z* + 42° + 142* + 6z + 4,
z € (-2, —-1)U(1;c0)

. a) v(z,y) =42* — 1227y — dx’y +

+ T2y® — 2

b) v(z, v) = —dz*y* + z*y® + 627y° +

+ 4x2y* + 2yt

a) 223y + 22y — 8y — 3xy” — 1229°
b) —2%y + 2% + 22%y° — 2%y + 27 +

— 2xy? — 2

[‘.') Eﬁ+m5g+$4.yi+2$3.y3+$ﬂyni+$y5+yﬁ
d) 2v/22* — 3/3y°

a) 8z — 12z%; —20, 0, —4

b) —62° + S2%; £, 0, -5

¢) z° 4+ 3z% —4a; 6, 0, 0

d) 22° — 62* — 2° + 32; —6, 0, -2

e) x° — ba® + Tx —2; —15, =2, 1

f) 6% + 2 — 122° — 202 — 3; 10, -3, —28

. a) 52° +42% — 92 — 8

b)z? +2z° - Tz — 6

¢) —62° + 52 — 16z + 16

d) z* — 827 + 172° + 8z

a) —2z%y + day® — 2x2? — 2t + Ay +
+dx%z - Toyz

b) z* — y* — 2yz — 2°

c) 36x7y” — 1627 2% — 9™ + 49”27

d) z? +3:2’y -+ ;r.gyz +~T+TY— .-?:yzz — ryzaz

2.4. Wzory skroconego mnozenia

1]

a) o> + 3z° + 3z + 1

b) z? — 322 + 3z — 1

c) o7 + 9z° + 27z + 27
d) 27 — 122° + 48z — 64
e) 8z° + 362 + 5dx + 27
f) 82% — 122° + 62 — 1
g) 27z +272° + 9z + 1
h) 1 -9z + 272% — 272°

. a) 20+ 14v/2 b) 85 — 16

c) 54 — 30v/3 d) 50v/2 — 88
e) 46v/5 + 61 f) 783 — 135
g) 11v/2 +9v/3 h) 21V/3 - 15V6

.a)z°+8 b)z® -1 ¢)2° +1

d) 2 + 216 e) 2° — 512 f) 82° —1

10.

.ayzf -1 b) —=z%+ 729

¢) z° +64 d) 16z* — 2002 + 625

.ayz* =1 b)z® -1

¢) @ -1 d) ¥ —g*—a* £ 1

a) z* — 81 b) 2° — 32

. a) % 4+ 1222 + 48x + 64

b) 2% + 152° + 75z + 125
c) z° —62° + 122 — 8

d) z° — 92® + 2Tz — 27

e) 8z° + 122° + 6z + 1

f) 1252% — 752° + 152 — 1
g) z® — 3222 + 62 — 22
h) 27 4+ 3v/3z* + 9z + 3V/3

. a) 5v/2 -7 b) 45+ 292

c) 46v/5 — 61 d) 12/6 + 20V/2

3. a) 14 b) 100v2 ¢) —74 d) 225

. a) 8z° + 122°y + 6zy° + y°

b) z° — 62°y + 122y* — 8y°

¢) 27z° + 54z%y + 36zy” + 8&y°
d) 82° — 3627y + 5dxy” — 27y°
e) z° + a2’y + %Iyz i %ya

f) z° —22%y + %myz - %ya

g) 3v/32* + 92%y + 332y + ¢
h) ¥227 — 2y + VBay® — 4

. a) 162° + 60z y + 78zy” + 35y°

b) 2627 + 182y — 18zy° — 26y°

. a) % 4+ 52° + 1252 + 625

b) 2* — 52° — 1252 + 625
c) 8l2* —272° -3z +1 d) z° -1

a7 b)-1 ¢j2 d)B

8. a)x =27 byz=-8 ¢)z=3
d) z = -2V17

9.a)a’—1 b)a+1

11.

12.

13.
14.

a) 22° — 6z° + 102z — 98

b) 1927 — 392° + 3z — 2

¢c) 2z° + 3z d) 722° + 54

a) 2¢° + 9622 b) 22* + %

¢) 16z° + 10822 d) 62° + 22°
a) 25 —z* b) 1 —2°
a)x=-2 b) = —-E—
¢) z=1 d) s =3
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Trojkat Pascala f) w(z) = z*(z — ‘é‘)(-‘f_ ‘3‘)

1. a) a” +7a%b +21a°b? + 35a%b° + 35a°b* + g) w(z) = 2 (m ~ 2 (g 2+;’5)
ol Xt = ) w(z) = dr*(z — 3+ V(@ -~ § - VD
b) a” — 7a®b +21a°b” — 35ab° + 35a°b" + 5o

3125 6 7 z]1. a) w(z )_“437(33_3](17‘]'3)
—21a”b” + Tab” — b b} () = 163w — )0 L
c) a® +8a’b+28a°b* + 56a°b” + T0ab* + P 2 ,
+56a°b” + 28a*b° + 8ab” + b* ) vl = Ae Y~ + V)
d) a® — 8a7b+28a°h? — 56a°H° +T0atbt + 2 ®) w(@) =27 (2" — 2z + 5)

— 56a3b° + 28a%6® — 8ab” + b° b) w(z) = *(z - 3)(x +2)
0 9 83 i ap T 6.3 ¢c) w(z) =2z (17"1)2

2. (a+b)" =a” +9a°b+ 36a'b” + 84a’b” + d)w(m) 622(z — 1)(z + 1)

+126a°b* + 126a*b” + 84a°b° + 36a°b" + g

8 , 190 e) w(z) = 6z( T’—E)(m—l)
il f) w(z) = 22°(@ + $)(@— 2
(a + b)'" = a' + 10a”b + 45a°b* + : £
1200760 +210a5b4+ 252077 4210040 + 3+ @) w(z) =¥z - 2)(z - 3)
11200307 4 45a20° + 10ab® + b1° b) w(z) = 2z(x + 5)(x — 5) 1

3. a) 122+ 17 b) 28 — 16v/3 ;)) zg; B ;ﬁ(i (i ;m_j_(j)_ 2)
c) 7T0v/2+ 99 d) 208 — 120V/3 &) whel =als® 4vFs+ 1

2.5. Rozklad wielomianu na czynniki (1) f) w(z) =(z—-3)(z—2)(z - 1)(z+1)

¢|1. a) w(z) =2 (z - 7) g) w(z) = (2 - 4)(-’3"3 +1)*(z+4)
b) w(z) = 62%(3z + 5) h) w(z) = 4(1’- =~ silo+2)le—8)°
¢) w(z) = —22%(z + 4) i) wiz) =z%(z — 3)(:1* —1)(x+ 2)(x + 5)
d) ’EU(.'I-')=6I(I-|-1)2 J) wiz )—TE(T_J)(I‘I‘S){T + 2z + 3)
e) w(z) = —3z*(z — 2)* a) S(n) = zn(n+1)(2n + 1)
f) w(z) = —-32*(3z — 1)° 5. a) w(z) = 18z%(x? — zo + %)

2. a) w(z) = 3z(z® + 4), b) w(z) = 4% (z — 3)(z + }]
z°+4>0dlazeR c) w(z) = 4x (:I—%)(:E—FQ)

b) w(x) = tat(a? + 3), d) w(z) = 2%z + 1)(z - 2)
>+3>0dlazeR e) wiz) = —)*1: (.1?2—%:5+%]
c) w(z) = -6z (2 + 1), f) w(z) = 2°(2° — 22 + V2)
>4+ 7>0dazeR 6. a) w(z) = z(z — )(:1:— 2)(z + 2)(x + 3)
d) w(z) = —v22°(2* + V3), b) w(z) = z*(z — 4)*(z + 4)
r®+vV3>0dlazeR ¢) w(z) = &*(z — 2)(z + 2)°
) w(z) = 2°(7a® - 5z + 1), d) w(z) = 2*(w— (@ —1)3z+1)(z* +1)
A=-3<0
£) w(z) = ( 22 4+2+2), A=-1<0 2.6. Rozklad wielomianu na czynniki (2)

g) w(z) = —z°(dz® - 3z 4+ 7), ¢J]1. a) w(z) =22%(z + 1)(z® —x + 1)
A=-103<0 b) w(z) = -2 (z + 2)(z® — 2z + 4)
h) w(z) = z3(3v22° — 23z + V6), ¢) w(z) =22z —1)(4z* + 22+ 1)
A=12-24,/3<0 d) w(z) = ::_:2(1 {}lm)(l-r{] lz+0,01z°)

3. a) w(z) =z*(z - 3)(z+1) e) w(z) = 2”(2x — 3)(42” + 62 + 9)

b) w(z) = 223 (x + g).m_l) f) w(z) = 2.1:(0 3z +1)(0,092° — 0,32+ 1)
¢) wiz) = —E.L(I - -JET - 2) 2. a) u(z) = (z° + 1)(z +5)
d) w(z) = 202°(z + 3)(z + ) b) u(z) = (z - 1)(z + 1)(z + 3)

e) w(z) = —2x(x— 5-|-2\/_)(.T 5—2+/5) c) u(z) = (z—-2)(z+2)(4z + 1)
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2. d) u(:r) = z(z* + 1)(z + 3)
e) u{x) = (x — 5)(z+ 5)(x + 4)
f) u(z) = (z — )z + 1)(vEz - 1)

g) u(z) = 2z —1)(42* + 22+ 1)(2* + 2

h) u(z) = 22(2* + V3)(z - V2)
1. a) w(z) = z(z + 3)(z” —3$-|-9)
b) w(z) = 2*(z — 2)(z° -|—3;1:+4)
c) w(z) = —z(z +4)(2* — 42 + 16)
d) w(z) = — =2 T“S)(Tq'}“g’l‘*l-ﬁil)
e) w(z) =27z (z + 3 ]:r — 2z + %)
f) w(z) = 1252°(z — £)(2° + % m-l—r,ﬁ)
2. a) w(z) = (z+ 2)(z — 2)(z* + 2z + 4)
b) w(z) = (22 — 1)(7z* + 2)

¢) w(z) = (z — 3)(2z” + 5)

d) w(z) = 5(3z — 1)(z — V6)(z + V6)
e) w(z) = 5(2z — 9)(z — 3)(z + 3)

f) w(z) = (x— vz)(:t'z—k\/ﬁ-)

3. a) w(z) = (& +1)*(z - 1)°

b) w( m)=4($—3]($—32—5)2($+"§)2

) () =3z + §)(z = V)@ + V).

4. a) w(z) = 205’(1—-)(I-1)(_m+ﬁ){f+2]

b) w(z) =
(z+4)°

—-J: 2z =Tz -2)(z+2)

¢) w(z) = 72°(z—-2)(z—1)*(z+2)(z+3) -

(2 +z+1)

d) w(z) =622 (2 — 1) (z - §)(2? +2)
5. a) w(z) = 6x*(x — 1)(z* + 2+ 1)

b) w(z) = 2z°(z — 2)(z* + 2z + 4)

¢) w(z) = 'z - 4)(z ? + 4z + 16)
6. a) w(z) = (z + 3)(z* + 6)

b) w(z) = (x — 2) (3-1*.2 - r;l)

c) w( 3;) =9z -1

d) w(z) =5(x + 3

#
T T

2.7. Rownania wielomianowe

2]1. a) z2=—-%,2=0
bl =—2 =1, B=7
g) &= 2 x=0 =2
d):ﬂzﬂ,m:%
6) &z =—0, g=1
f) =0, 2=

.« A) =

c e =—2am =)

I
=
=
|
2
=
|
=

b)m:—%,mzﬂ,m:Ep

¢) g=—L, a=—5 =0 d)p=0
e)r=—-1—-v5,z=0,z=-1++5
f) ;T—-l-_—Y-E a=10 m—m

—

-z = 3, wykres C;

e ==3, 0=0,r=4, wykres B;
w:z=—4, £ =0, z = 2, wykres A

cayg=9 bjag == s=—%5=2

¢) t==p, r=10
d)#=—3y23 2 =1, .’IT=\/§.‘1‘I=§
e)z=-2, =2 f)z =32

)=l p=2

blg=-3, =0, =3

g) g==2,s=0d)z=0,z=2
elp=-3 o=l =2
f)e=—V5,2=0 =5

) =—18=208=1

blg=-2 =100
¢l g =~ =0, =8

=1, F5=08=8

gl =G =l;8=3

flea=—2.2=02=
g) &=z =

W) ==, =108 =2

1} =—diis=—12=90

I =4, 8=

Ky =62 =0.28=8 1] =0

caye=8 bz =8 g=3¢ s=3

¢l =8 =1 d)yg=:51, 5]

!

lre==l =2 =9 t=1
g)z =~ E,.r:%,_zx/ﬁ
h]m-—-—ﬂ,m:—%,mzﬂ

i) @ —%,mzé,rzg
a);trzl'F, =—l,m=“’F
hlg==4 &=

5. (—2,—7), (2,1), (3,3)
. a) (—3,-10), (

0,2), (3,14)
) (V31— 3V, (3.1, (V31433
)( 11_7)!(111)!( )

.4 (0. —3) 13.—8)

b) (-3, %), (0, -3), (2, -3)
{:) (_2!_T)! (2! _3)
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10. H)IZ—};—E.JI:[}jI:% 5. a) x° — z — 3, reszta 2
b)z=—-=,2=0 b) z° — 2° + 22 — 1, reszta —4
E)$=—"?,$=U 6. a) w(z) = (z*® + 5z +9)(z — 2) + 23
d)g=-2,2=0,2=2 b) w(z) = (22> - 22+ 7)(z+3) — 23
g z=—-2, 2=0,z=2
) » B g Dzielenie wielomianu
).I.——-:"E*_t:l?—ﬂ se s

przez trojmian kwadratowy

11. a) z=-5,z=-1,2=10 . _ 10 58
b)z=-2,2=-%,2=0 " Mwie = (}3T_5)E_)_ m]I]8 9
c)-t::—l—\/z,r:f},m:-lwl—\/j b) wiz) = {m_I+)$+£) i
b P — ¢) wz)=(z-1)(2*+2+1)+7
13);;0‘11m2 d) w(z) = (42* +4)(2* - 1) =22+ 7
f) =0, 2= v2 2.9. Twierdzenie Bézouta

12. a) 2 =-3,2=3 b) z =3 [€]2. a), b),d) 0 c) —1
c) z=-2V2, z=—-1, =22 o 5

3. a), b) jest c), d) nie jest

2.8. Dzielenie wielomianow 4. a) w(z) = (z+4)(z+2)(z - 1)

Gl1. a} 2z —1 b) 4z —1 b) w(z) = (2~ 1)(z + 25 (2 + 25
¢c) z—2 d) 9z + 12 c) wiz)=(x+2)(z+1)(x —4)

2. a) x — 7, reszta 3 d) w(z) = (z + 2)(z - 3)*

b) 2z + 3, reszta 5 z]1. a) 0 b) 2 ¢) 0
¢) r — 3, reszta 4 2. a) w(z) =(z—T)(z—-1)(z+ 2)
d) 4o 4+ 4, reszta 5 b) w(z) =2(z+ 2)(z+ 3)(z + 1)
3. a) z° + 3z — 5, reszta 4 ¢) w(z) = (z+5)(z? — 3z +4)
b) 2 — 2z + 1, reszta 1 d) w(z) =2(z+1)(z - 2) (z — 3)
) 20"+~ 2 ¢) w(z) = (z-4)(z+v5+2) (- V5+2)
d) 3z° + 3z° — 6z — 6, reszta —2 3. a) 2, —l—zv’ﬁ} —H;;"ﬁ
4. a) ”{L’($) — (;}32 -+ l)(:lf = 2) + 2 b) -1, =3, %
b) w(z) = (—22° + 9z — 27) - ¢) 1, —1?@5T -H;lvﬁ‘i
x+3)+ 85 d) 3 -5 &
c) w(z) :(;1{':3'+2:£2 —z)(z—1) 4. a) m =T
d) w(z) = (32 —62°+112—13)(z+2)+25 b) m = —v5, m =5

Z)1. a), e) podzielny b), ¢), d) niepodzielny o) mmis=ay mr= 3

2. a) w(z) = (a* — 3z + 12)(z + 3) — 29 B :)’ ¢) P“jz?ellﬂy
b) w(z) = (32° + 322 + 22+ 2)(z — 1) + 2 } vacpodziring
E) T_U(il‘-) — ($2+2$_ 1)(1, —I—ﬁ) 4 6. -':l) 10 b) 6 E) 148 d) -2
d) w(z) = (227 + 62)(z + 1) — 2 7. a) wiz) = 2z +4)(z - 55).

3. a) poprawnie , (:c Ll L:I:rj@)

b), ¢) niepoprawnie b) w(z) = 2z — (@2 +z+1)

4. a) w(z) = (22° + 3z + %](211 +1) - 9% c) u,(T) = ﬁ (x — 3)(x + -é-)(x - -;’-)
b) w(z) = (22° —2)(3z +4) — 1 d) w(z) = 4z +3)(z— 5)(@ + 3)
c) w(z) = (22° — 4z + 2)(zx +3) —4 e) w(z) = 4(:1: 2)(z— 1)(z + é)
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2.10. Pierwiastki catkowite wielomianu e) z =328 =2 g— 34v5
. 2 3

a) dzielniki: —1, 1, -3, 3; flz=-35,2=2 2=4
pierwiastek calkowity: 1 5 59

b) dzielniki: —1, 1, =2, 2, —4, 4;
pierwiastki calkowite: —4, 1

c) dzielniki: -1, 1, -2, 2, =3, 3, —6, 6;
pierwiastki catkowite: —2, 1, 3

d) dzielniki: —1, 1, =2, 2, =5, 5, =10, 10; -3 z=1

6. pierwiastki:
a)—2,1,2 b) 1, 2,3
¢) 1 d) —

brak pierwiastkow calkowitych b):I?‘—‘—E-—-\/E, pe=i—], =2 \/E
2 8) #=1, =4 h)iEH=——2 3):17“—‘—5 4
A = v=-3,z=-4 =1
c) z=—3, =235 5 =348 )T & g &
d)z=-3, z=—3 8.a)z=-3, z=-1, =1
Soa)a=1.48=23 blg==1.8=2
g g, e, g ¢) =3, a=1

¢) z=—1, =735 dijg=—2 =1 28=12=3

Pierwiastki wymierne wielomianu

i —azf"%ﬂ —_— | _;3. —'2 0, 23,4
l.a)z=-52z=1 b) A
byt =-2 2=-1, =3 2'ﬂ)$::%
c)r=-3, z=-1,0=—3 b)x =3 -
d]$=1_433,m=1,m=1433 ¢) == 5~.f13!$:—5-|_—;'ﬁ!$:%
E)E::—ril f)fu"z—]_,.f:—%,iﬂ:% d)-I?_—§ IZ—%
g) z=3 s :
hip =1~ f! 1:1+33§! — 2.11. Wielomiany — zastosowania
2 A o=—34=0,4=1,0=18 ¢l z=2
byze=1c¢ca=1z=2 2. a) V(z) = 42° — 140z* + 1200z,
d)ﬂ_'::—l,f:—%,:ﬂ:l D=10:15)
E)mz_gg"@,:{r:—?,m:_ggﬁ,mzﬁ b) 5 em x 20 ecm X 30 cm
f) :rr=—1,:r=—-:1§ c¢) nie jest
3. a) w(z) =2z — 1)(3; s 3—417') ; 3. a) V(z) = 42> — 48z? 4 144z, D = (0; 6)
* (I 3 LT) b) kolejno uzupelni&my: 128, 108, 64
: ¢) z € (0;3) U (4;6)
b) w(z) = (z+2) (= + 252 d) =14 -3, 8 =4
*(1:+-1:-—"’~1-_-5‘~) Z)1. V(z) = —42° + 2822, D = (0;7);
¢c) w(z)=(z—3)(z+5)(z>+z+1) 280 cm® lub 56(1 + 1/11) cm®
d) w(z) = (z — 1) .r—2)(z—|— J:L) 2. a) V(z) = —22° + 62° + 80z, D = (0;5)
(o+ ) =i
£ a)armd = 1, 5= 3. 110,1257 cm
h)j:::_l,m:_é_!m:g 4. a) V(z) = —-22° + 102°%, D = (0;5)
¢) &= b)x=3, c=1++V7
dg=—2,¢=18=2 5. 4 dm x 8 dm x 4dm
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1. a) wlz] =

2.12. Zagadnienia uzupelniajace

lIa)—IUL

b) (=1;0) U (2;00)
c) (—-L0)U <—1 50)
II. &) —1,0; 2

b) (—o0; —1) U (0; 2)
c) (—oo; —1) U (0;2)
[II. a) 0, 2

b) (0;2) U (2; 00)

c) (0;0)

) {~1} U (1; )
VL a) -1, 1

b) (—o0; —1) U (—-1;1)

c) (—o0; 1)

: Lofig) =s0dlag=<2 &= ~-1,5 =0
= 1,

f(z) 20dlaz € (—o00; —=2) U {-1;0) U
U {1; c0)

IL otz =0 dlag =<3 g=~1, g=1;
z=1, g(z) 20dlaz € (-2;-1) U (0; 1)
L. hlg)=0dla p=—=2 9 =0,% =1,
hiz) > 0dla z € (—o0; 0) U (1;00)

IV, %zl =0Ddlag=-2 =0 z=1
k(z) 2 0dlaxze {-2}U(0;1)
Vimig] =l dlag=10, g=2,

m(z) 20dlaz e R

VL #me) =0dls s =10, 5=2,

n(z) > 0dla z € {0,2}

3. A-h B-f C-

a) w(3) =4 b) w(2) =21

a) 62° + 15z + 35, reszta 114

b) 22° — 10, reszta 11

¢c) z° — 4z — 2z — 4, reszta —16
d) z° — 22% — z + 1, reszta —4

Zestaw powtorzeniowy I

—22% 4+ 32 — 1, st (u) =2

b) u(z) = —22° — s2* —22°+1, st (u) = 5

B °70 Odpowiedzi do ¢wiczen | zadan, str. 97-102
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. a) w(:r)

. a) 2 +T72°+16z+12 b) e’ +a2°+ Sz — =

c) 54z° + 72z d) —12z° — 162°
a)) b)63 ¢) -2 d) 3
323z — (z+1)
b) w(z) = 22(z + 1)°

¢) w(z) = z*(x + 1)(z +6)
d) w(z) = 5z(x — 1)*(z + 1)°

e) w(z) = —=3z(z — V5)*(z + VB)*
f) w(z) = 322z — 3)*(xz + 3)°

.a)a=4,b=6 b)a=-2,b=-2

a)z=0 b)z=-4,2=0,z=1
g)z=0,v=3, =94
d) x=— -

glp=l.p=2 D=1 2=0 2=

oy

4,1:—0 B =

tull—'

7. a) {1} b) {—V/3,V3}
8. a) w(z) = (z+ V2)(z — V2)(z — 2),

pierwiastki: —v/2, v/2, 2

b) wiz)=z(z+ 2)(z+ 1)(z — 2),
pierwiastki: —2, —1, 0, 2

) w(@) = 5z + VI (z + ) - V3)
pierwiastki: B \/§

d) w(z) = 5(x — —)(3’51‘, + 15z + 9),
pierwiastek: = 2

e) wix) = .273;'($
pierwiastki: —— , 0

f) wiz) = —14.1?(;1:+ %)(I B %)
pierwiastki: —Yg—] 0, i;

)z’ — s+ 52),

9.a)z=2; 0
bjz=-5,z=-1,z=1; 1
¢)z=-2,z=—-3,2=2; 0
dleg=—d. a=1, =3 1
e r=—-z,z=z,2=135; 3
£) =1, g=1d 1)
g);r:—?.,;r:—%; 1
hjz=—5,2=%2=1 2

10. a)mz—% h)-;r'ﬂ.zl—a1
B #t=~1. M=3

11. a) u(z) = (z — 3)(z* +4),

v(z) = (2—-3)(z—2)(x+2), 3 pierwiastki
b) u(z) = (z - 2)(x — 3)(z + 3),

v(z) = (z+1)(z—3)(xz+3), 4 pierwiastki
) u(x) = (z + 2z — )z + 1),

v(z) = 2(z - 3)(z — 2)(z +2),

5 pierwiastkow



Zestaw powtorzeniowy 11

1

2.

10.

11.
12.

a) z° + 3:1: + 10, reszta 31

5 5
b) z® — 1z® + 22 — 5| reszta 2

a) w(z) = (z+2)(z2° —22+6) =T
b) w(z) = (x + 2)(z* +1) - 1

c) w(z) = (z + 2)(4z° — z)

d) w(z) = (z+ 2)(z* + 2z —11) + 20
a)r=3,x=4

b)z=-1-vV2, 2=-1+2

¢) nie ma wiecej pierwiastkéw

s a)Eg=1,8=28=3 b)Eg=T

c)z2=-3 d)z=3 e)z=5
f)i‘=—1,17=—%,;t:=§
g)i[:=—2;l?=—\/§,;lr=1,;lr=\/§
he=-vV5z=-1,=2 =5
a) z=2—VT,2=22=2+T
bYa=1
c]m=—2—\/§,m=—2+\/§,:ﬂ=1
dja=—3 =1 eji=—L =]
flad==1. =1 2=2 =3
a)a=0 bla=-3,a=0,a=3
a)a=6 b)a= -8

V(z) = 2° + 32* — 4z, D = (1; ),
Viz)=12dlag =2

§ciana o krawedziach: (2v/3—3) m, '”—3 m;
P:(‘—i)m ~ 0,4 m*

(9 + 3v/3) dm”
a) 6 dm b) 14 dm

Zadania testowe

1.A 2.B 3.C 4D 5D 6D 7.D
8. C 9.B 10. A

Przed obowiazkowa matura z matematyki

i I
2.
3.
4.
5%

54

a=15,b=-21

z= -1

-2

V(z) = 22% + 42% — 162, D = (2; ),
Viz) =32dlaz =22

. (0,0), (-3,-3), (3,3)
9. (-3,0), (3,0), (3, %), (-3, %)

Proporcjonalnosé odwrotna
L.ag=18, y= ]-;T‘_E
2. a) B(2,3), C(3,2), D(4,3), E(6,1)
b) kolejno uzupeiniamy: 8, 4, 2%1 A 1%—
d ) = f h)yz—i‘—
Jy=g5 dy=3

4.a)g b) f c)h d)g e)g f)h

3.1. Wykres funkcji f(z) = -

2]1. a) A(3,8), B(1,4), C(2,2), D(4,1),

E(8,4)

b) Pl i i i iyp N E

b) § L b E gyt

Jonh
vl 1B
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2. ¢c) PoiYe 3.2. Przesuniecie wykresu funkeji f(xz) = =
;.. €)1, a) g(D) = R\ {3},
. asymptoty: z =0, y = 3
b) g(D) =R\ {—1},
asymptoty: =0, y = -1
NEa N ¢) g(D) =R\ {-3},
] > asymptoty: z =0, y = —3

.;.%.. 2. A = h-., B = 91 C — f

Z)1. a) f(D) =R\ {1},
asymptoty: x =0, y = —1

i B) f(D) =R\ {2},
.. asymptoty: x =0, y= -2

c) f(D) =R\ {1},
asymptoty: t =0, y=1

d) f(D) =R\ {3},

3. a) f.{_l) =g,-g(‘1] -2, h.‘(l)l —d, Lk(i) — 6

b) niebieski — f, zielony — g,

czerwony — h, brazowy — k
¢l A~k B—g,CGC—F,D~qg BE—h

- a) f(D) =R\ {0} b) f(D) = (-4;0)

c) f(D) =4z;2)

. a) warto$¢ najmniejsza: 3,

wartos¢ najwieksza: 6
b) wartos¢ najmniejsza: —4,

wartos¢ najwieksza: —2
¢) wartos¢ najmniejsza: é,
wartosc najwieksza: %

d) wartos¢ najmniejsza: —5,

wartosé najwieksza: —%

. a) czerwony — f, zielony — g,

niebieski — h

b) P, @ c) (2;6)

. a) a=—3, P(1,-3),

flz) > -3 dlaz € (—o0;0) U(1;00)
b) a = —6, P(2,-3),
f(z) > =3 dla z € (—o0;0) U (2; 00)

. a) f(e)=2 b) flz)=%x

) flz) = —% d) fla) = -2

. H) f(*ﬂ):%1g($):_%

b) f(z) =2, g(z) = -2
¢) f(z) =5+, glz) = —5=
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.a)g=-1 b)g=—3

. 8) F(z)

3.3. Przesunigcie wykresu funkcji f(x) =

2]1. a) D =R\ {2}, maleje w (—oc; 2

asymptoty: z =0, y = 3

e) f(D) =R\ {34,
asymptoty: z =0, y = —3

f) f(D) =R\ {1},
asymptoty: =0, y=1

. a) 9(3’)2%‘{‘21 Dg =R\ {0},

9(Dgy) = R\ {2}, asymptoty: =0, y = 2
b) g(z) = —% -2, D, =R\ {0},
Q(Dﬁ’) = R\ {_2}1

asymptoty: x =0, y = —2

.a)a=1,(-2,2), (-1,3), (1,-1), (2,0)

h) a = 21 (_2!3)! (_114)! (1!{])1 (211)
c)a=-2,(-2,-1), (-1,0), (1,-4),
(_23 _‘3)

5

c]q:—l-lf’g d) g =2v3

-5 +5, f(Df) =R\ {5}
b) f(z) = —L -3, f(Ds) =R\ {-3}
¢) f(z) =~z +3, f(Ds) =R\ {3}

|

: B =3 a) g(m)=%—3

b) glz) =2 -1 ¢) glz) =2 +1

Big

wzdhiz osi OX

j —

iw (2;00), asymptoty: z =2, y =0
b) D =R\ {4}, maleje w (—00;4)

1w (4;00), asymptoty: z =4, y =10

N



L. e) D=R\1{1l}, 5. a) 6 punktéw b), d), f) 4 punkty

rosnie w (—o0;1) i w (1;00), c) 8 punktéw e) 2 punkty
asymptoty: z =1, y=0 ﬁ_a)yzmiﬂ.|_2 h)'yzng—aT_l
d) D =R\ {2}, ) y=—sem +1 &) y=—gz575 2
rosnie w (—o0;2) i w (2;00), 7. a) g(z) = =25, maleje w (—o0;2)
asymptoty: x =2, y =0 iw (2;¢), asymptoty: z =2, y=0

2. a) D =R\ {1}, b) glx) = %7, maleje w (—o0; —1)
rosnie w (—oo; —1) 1w (—1; 00), iw (—1;¢), asymptoty: = -1, y =0
asymptoty: = -1, y =0 8. a) D=R\ {4},
b) D =R\ {-2}, maleje w (—o0;4) i w (4;00)
maleje w (—o0; —2) i w (—2; 00), b) D =R\ {-1},
asymptoty: r = —2, y =0 ro$nie w (—ox;—1) 1 w (—1; )
c) D =R\ {-3}, ¢) D=R\ {-3},
roSnie w (—o0; —3) i w (—3;00), ro$nie w (—o0; —3) 1 w (—3;00)
asymptoty: x = =3, y =10 d) D=R\ {2},
d) D =R\ {-2}, maleje w (—o0;2) 1 w (2;00)
maleje w (—oc; —2) 1w (—2; o0, _ 2 _ 2
asymptﬂtj,(f: = —‘2), Yy =(D ) 5-a) f(T) : E_gl 1:1) ) __ a:+2
e 0) f(x) = = ) fla) = =5
rosnie w (—o0; —4) 1 w (—4; 00), Funkcja homograficzna
asymptoty: x = —4, y =0 1. a) f(z) = % b) f(x) = &2=22

f) D =R\ {4},

¢ 5) = =Bx—15
maleje w (—o0; —4) i w (—4; 0), ) f(z) o

2. a) f(z)= =2 +1, D; =R\ {1}

" [ " ® a
" [ " " " u " "
E 5 ] 3 B = 4
= [ a = a " a s = 3
» " n - " " u - El = 1
= " El - El " Bl - El - '
= ® s = a B a = a - a
SEbiaEpREs sid speasassageenssnngrisssnaflassiansflacnn i s prannEEAFLl i E AR B LIRS BN EEEAE R R

asymptoty: x = —4, y =0

z)1. a) Q(m):%ﬂ’ﬂgzﬂ\{_l}’ St ong uad ne 13 S e e
g(D,) =R\ {0}, I

asymptoty: x = -1, y =0 T T e o

b) 9(z) = 235, Dy = R\ {~3},

9(Dg) =R\ {0},

asymptoty: x = -3, y =10 |

c) g(z) = =325, Dy =R\ {3}, |

g(Dg) = R\ {0}, |

asymptoty: x =3, y= 0 = F = 3 | ! P

d) g(z) = -5, Ds = R\ {2}, b) f(z) = =5 + 1, Dy =R\ {-2}

g(Dg) = R\ {0}, asymptoty: z =2, y =0 5 S I | e

2. a), ¢) nie nalezy b), d) nalezy

3. a) f(z) = =%, f(13) = ~12, f(~4) =
b) f(z) = =%, f(13) =8, f(-4) =3

4. a) asymptoty wykresu funkcji f: z = 2,

1
2

y = 0, asymptoty wykresu funkcji g:
=@ g1
b) asymptoty wykresu funkcji f: z = —1,

y = 0, asymptoty wykresu funkcji g:

r=-=1,y=-2
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2. e) flz)= E% +1, Dy =R\ {2} 3.4. Wyrazenia wymierne i funkcje wymierne
B ' t FE 1 & ]1. a) D=R\ {0} b) D=R\ {5}
| c) D=R\{-3} d) D=R\ {3}
2. a) =R\ 40},
dlaz= 1 2. dlaz=-1:0
b) D =R\ {3},
dlax=1: -3, dla x = —1: _E
¢) D=R\{—3,3;};
dla =1 —%,dl&:ﬂ‘:—l:%
d)D=R,dlaz=1:1,dlaz=-1: 3
3. a) e R\ {3}, —z—3 b)zr € R\ {2}, 3z
¢) z€ R\ {-5,5}, 2= d)zeR, =
e) 7€ R\ {0,1}, =5
f) ze R\ {0,2}, —“‘f
g) = € R\ {3}, 2

h) T e R\ {_2'.- 2}! [:c—ﬁ:g?;:gﬂ-l-fl}

4. a) D=R\ {4}, f(0) =2, f(-1) =&,
f(1)=2
b) D=R\{-2,2}; f(0)=—
f(-1)=f(1)=-3
T 9 D=RARL SO =L f(-D) =3
e 5. a) D =R\ {0}, f(z) =2 +2
b) D=R\{-4}, f(z) ==
¢) D =R\ {0}, f(z) =2" -4
6. a) (8;) b) (—00;3) ¢) (—00;0)
d) (0;00) e) (2;00) f) (=2;00)
g) (1;6) h) (—6;0) L (0;3)
i) (—2;2) U(2;4)
- » T7.a) D=(-2;2)U(2;00), nie ma
x b) D = (—o0; —V2) U (—=v/2;0), f(0) =0
c) D=(-21), f(1) =0
- o SE e e d) D = (3; ), nie ma
HEE SIS SEE DL &) D = RA {0}, nie ma
c) f(:a-:) ~=22 =1, Dy =R\ {2} ) D=A41}; f1) =0
L] bbdodiden B D=R f(-0)= @) =0
‘ T B)D=R\{-55}
A .. nie ma miejsc zerowych
. 9 D=R\(-33}, /0 =
_ —r — — —=zl a), d) tak b), ¢) nie
. ORV{-3} ¢ RA\{~44)
g) R\ {-% 1} h)R\{-£ %}

+——————-

" -
v [ "
5 B -
v " -
v " -
It B =
_1_|‘l-i'_l'_‘.-‘_ —
H =
v ¥ -
4 1]
¥ r
. " -
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3.a) D=R\{0,2} b)D=R\{-9,0)

c) D=R\ {0} d) D=R\{-3,0,3)}
e) D=R\{0,3} f) D=R\{-3,0}

ES T

& D—R\ { 3,0}11
h) D =R\ {5}, -3

) D =R\ (4], H-3) = -
£(1) = -1, £(3) =0
9 D=R\{-2.2} /(-5) =4

fil)=~L J3] =
4) D =R, f 3) =

e) D :R\ {~—\/§, V3}, f(=3) =5,
f(1) = -11, f(3) =5
f) D=R\{-2,2}, f(~3) =0,
f(1)=-3 f8) =%
. a) {1;00) b) (—3; 0)

c) (—=1;5) d) {—4; 2)

a) D= R\{C’} -
dla:r-— 78 dlaﬁ‘——% —‘_3:‘-32—
b) D = R\{U} o
dla z = 1 + 18, d]ar——%: —%

¢c) D= R\{—?} 4,
('ﬂafl?—-l’t——
d) D =R\ {5}, &
dla:r—-—1:r~
e) D =R\ {0}, 2
dlaa:%*i,dlﬁtr——%: —&
f) D =R\ {0}, z - 3,
dlai——:[} dlai——g -2
g) D= R\{%} T+ 3,

dla z = = Bi,dla.r—"—%: 1%
h) D = R\{ 8.3}
EHEI:F—‘
a) D = R\{ 4.4, =

h)D R\I_- % 2&2—|—1

-4

mlt.w-

|
mll‘.a
(] B

_3!
.dlaxr = —=:

i

(3] [
] [1e%

¢) D=R\{-2}, =2
d) D =R\ {3}, &2

e) D=R\{-2,0,2}, =2

T

f) D=R\{-3,0,3}, -
g) D=R\ {1}, -~ h) D=R, z -3

1

N L
Lo ks

Dzialania na liczbach wymiernych

1.a)1 b) 5 ¢) = d)4s
e) —8 f) 36 g) —1+ h) —13
2.a) 5 b) 5 ¢) 55 d) 3
3. a) 2 h)élu c) 2 d) —= e)%—— f)
4.3)?}1:—% b)m-—% c) m é—i
d)?ﬂ:-]_ E)‘?ﬁ_ = ) :’:ﬂ
5. a) 11 b) 11 ¢) =147 d) 1
6.a) 11 b)16 ¢c)0 d)1 e) 3 f)4
7T.a) 2=+ b)z== E):E:.{—E
d)z=% e)z=2% flo=3
8. T+y—i,ﬂ,‘-—y—1l my:—%‘%:
9. a) 663 1 867 b) 30, 321 72

—i
60

tajoo

3.5. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

o]

- 4.0=R\ {0 1l

a) D=R\{-2,3}, 4
b) D =R\ {-3,0,3}, -2

¢) D=R\{-4},0}, ~&=—1=2
d) D=R\{-2,2,8}, —si5
) D= R\{ 2}! [1,-_|_£]2

:c-1—1

f) D=R\{-1,0,1,3}, -2l

c) D=R\{3} 3 d)DZR\ -3

) D=R\{2},8 b) D= R\ {~3}, -3

gl

e) D =R\{-7}, -5 f) D=R\{-3}

. a) D=R\ {0, 3}, 8£

b) D=R\{—-2,—-1,1}, :1:—*3‘](.-1?—]_)
¢) D=R\{-3,0,3}, 3“%]

a) D=R\ {—1,5_}, -2 ﬁ‘fﬂ

by D=R\ {1}, 2 +1

¢c) D=R\{-4,-3,0}, =2

r) = —2

LAY

" v v v
- 0 2 E 0 *
H H = - H
= " " = v
i + - - . -
r 1 . " r 1 -
¥ i ! ¥ ¥ +
H a H H H
r v . " v -
a H a -
a . a = v -
L L R Y e T T R
H H H H v
i B - v
i 8 ®
H H H - H
a

b DR\, )2

Y

Fo
b

- . - . . .
= r - = " =
» H - H a H
H v . n 11 "
. P v 4 1 s
. ¥ ® & 5 l
H - - H - = = H
® a - . - a & a
. . " = ' - n " n
q g - ¥ - 2
H a H - § i a H .
" a 1 v v * . " .
H a H a B = a H a
T L L I L. T ey
. = - r - =
1 8 = " - =
H H v H H H
Tl H v v H .
¥ * 4
" - .
" = .

o[ 1
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5.9 D=R\{0.2}, /(@) =3 3. a) D=R\{0,2}, £
EENNERCEEEREE . b D=R\{-3,1} -3

"F’ )

N E R\{lylﬁwﬁﬂ
ol 1 X ) D=R\{-1,351} 555
‘ £} D=R\{-3 <2 0} =R
d)D:R\{-—E}, f(;t):.fﬂm ) . \ o }Ez -
Pl b A P A g)DZR'\{*"E*‘z}ﬁ_'ﬁ"’, :
i , h) b o R\ {__11 1. 2}1 . Lmﬂ—l}[m—i—LB}

) D=R\{-3.3}, 2+3
> 4.a) D=R\{-3,-2,0, z}, 35;735
b) D=R\{-4, -1}, —2® + 5z —
c) D=R\{-1,1}, 22
.a) D=R\ {3}, 2 b) D=R\ {2}, —-12
¢c) D=R\ {3}, =12 d) D=R\ {3}, 3
‘ e) D=R\{-2}, 3z
o f) D =R\ {5}, —4z°
6. a) D=R\{0,1}, 2
e BP=miia, —;L
- dD=R\{1 3}~
X aﬂzﬂxwéh—ﬁ
f) D= R\ {_2! =15 2}! [:.:+:2£)_(i—1]
7. a) D=R\ {-3,-1,3}, (z+ 1)(z + 3)

b) D =R\ {~4,0,3,4}, ~ &=t

Ix—4)

: ‘ 2x (x—2
7 9 D=R\{-232} &5,
R, =

x+2

;
&1

S R\{ﬂ} f(

_ 9. kgle_]‘ﬂﬂ w wierszach: -—gT-, gdzie z > —1;

= +4‘ gdzie z > —2; 53_2—4:‘333, gdzie © > 3

Z]1. a) z e R\ {-2}, 22 — 4 10. a) D =R\ {-3,0}, &=
b) z € R\ {—4,4}, =5 b) D =R\ {-5, -2, (}}, 1:-|—2
¢) € R\ 1{—3,0;3}; =33 ¢c) D=R\ {—3, 0}, 2~
d) z € R\ {-6,0}, 212 11. a) D =R\ {3, 2,0}, =212
e) zeR\ {3}, 3z +3 b) D =R\ {~6,-1,0,6}, — 8
f) ze R\ {-5, 5}, = ¢) D=R\{-1,0,1}, L
2. a) Da =R\ 40,9}, D =R\ 1—2,0},
Das =R\ {-2,0,9} 3.6. Dodawanie i odejmowanie
b) Da = R\{-2,2}, D = R\{~2,0,2}, wyrazen wymjernyr:h
Dap =R\ {-2,0,2} ClJ1. a) z € R\ {0}, 3 b) z € R\ {0},
c) Da =R\ {-2,0,2}, D =R\ {0, 2}, c) z € R\ {2}, 5‘:‘;
Dap =R\ {-2,0,2} d)zeR\ {- 1}1 3x+s
d) Dy = R\{~- 112.} Dg =R\{-2,1}, e) e R\ {3}, =% — 13
Das =R\ {-2,-1,1,2} f) ze R\ {-2}, =—= 376

B 276 Odpowiedzi do ¢wiczen | zadan, str. 124-126



a) z € R\ {-3,3)}, EE:S .
b)z € R\ {-2,0}, 2553
c) z € R\ {-3,0}, 3=t8
d)z R\ {-3,3}, 3=

z(x+3)

a) D =R\ {—4,1}, ?;ﬁj]ﬁ
b) D =R\ {-1,2}, ;ifﬁf;
¢c) D=R\{-1,0}, T"'f;fl}

d) D =R\ {-1,0, 1}

e) D =R\ {2}, 5
f) D=R\ {-1,1},

a) D =R\ {-2,0},

Lr 1}Lm+1]3

:a:;,.:+ x(z+2)
b) D =R\ {2}, ==
¢) D =BR\{~4,~1}, 28D
d) D =R\ {-2,4}, - (:-:—f;:{;rz]
e) D =R\ {-4,4}, —z25t2
f) D =R\ {-1,0}, -

a) D =R\ {-2}, f(z) =3

f(-1) = f(1) =3
b)ﬂ_R\{?-} flz) = =3,
f(=1) =3 3, f(1) =2

a) D=R\{-2,3}, (I_'TEE}EJ:1+2]
b) D =R\ {1,4}, —=F="p

) D=R\{-1,1}, S5t
d) D =R\ {0,2}, 3t

_ = 1 — 142410
e) D=R\ {-5, 5}1 [_5:4—5}:?3:1:—1}

f) D =R\ {-6,6}, &=L
a) D=R\{-1,1}, £=5z-12

b) D =R\ {-2,2}, -£

o= —d

¢c) D=R\A{1l}, =57
—222—3x
d) D =R\ {-2}, =2

e) D =R\ {-1,0}, ==
f) D=R\ {-1,0,1}, -ﬂ-ﬂ-ﬂi-}-]i
a) D=R\{-2,2}, 3%

b) D =R\ {—6,0}, 3z°43x42

2o (x+6)
i (-3, 8}, =ijamen
) D= R\{ } 5?33:—?5"5
)D R\ {0, 1} —2“"';""{}5*’
f) D—R\{ 21 !E 1 J;:if:;ij

4. a) D =R\ {3}, =818 g
b) D = R\ {-2}, =225, 31
C)_D R\{44}:r:-{‘35:18 33

[

10.

11,

.R2:H1

. a) | = &=

16) °?
d)D R\{ zsz}ﬂﬁ%’_zﬁ

.a) D=R\{-1,1}, -rr

b) D =R\ {0,3}, ———

r<—3x
= . H:L
0 £ =Rt~k g r=1)2(z+1)
ﬂ:—|—3
d) D =R\ {3}, Lx s

E)_D R\{ 2‘}} 32—-425
fy D=R\ {-5,0,5}, —Ex +224-312—20

z(x2—25)
R} Ry
RC  Ri+Hao

b)b=32% —a c) h= 325
R—= D4 F

Tridat =

_ _ _WrR
g) m= GM(R—7)

2

T

d) = -ﬁ% e) R

f) TH:'_—EEE

g
h)r:Wiigﬂfgm
a)ﬁeﬂ\{ﬂ},ﬁ%a-

b) z € R\ {0}, &&=

c) x € R\ {0}, -BE

d) z € R\ {0}, "”H]

a) z € R\ {-3,—1}, {E+Tﬁi+3]! 1T5
b) z € R\ {1,3}, -

¢c) z € R\ {0, 1},
d)z € R\ {0,3}, 2%, 3
a) z € R\ {—4,4}, —=icts

b) z € R\ {-3,3}, Lgt2r

z4-1 oF
(z—3)(z—1)" 3

1le—18 -7
z(z—1) 2

Jfts

¢) z € R\ {-1,1}, - fi”’
d)z R\ {-2,0}, —=

- ) 2
E) ¢ A R\ {_'53 014}! n;fazzfﬁlil_ﬂ]fl-a}

f)ze R\ {-1,0},0

3.7. Rownania wymierne (1)

|

a)z=—-4 b)z=4% c)z=—3
d)z=3% e)z=2 f)z=-2
a) =2, 2=0 h)a—=0
c)z=1d)z=-2

gz =12, o=/
f)mz—%,;r.—%

ajx=0 b)z=0

¢) z=~—1, 8=
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4. a) =3 h)z=-—4 ¢) z=-—4
d) z= -2 e) =4 f{) sprzeczne
Zzll. a)j z=-1 b)z=-3, z=1
c) =0 d);r.:—-%
e) s=-16 f)z =3
2. a) D=R\ {-3}, 2=0
b)D=R\{0,2}, 2 =-3
¢) D=R\{0,3},z=3
d) D=R\{-3,-3}
brak miejsc zerowych
e) D=R\{l}, e=-=1, =0
f) D=R\{=2}, 2=0,2=2
. a) 6=0,2=5 bla=-2,2=4
el z=3 djz=—862=10
Y =2 fle=—2, =2
gl t=—3 R Z=01)2=-3, =0
4. a) D=R\ {0}, z = -2, 2= -1
b) D=R\ {-%,0,3}, z=4

f) sprzeczne

6.a) z=-5 bje=-1,6=0,z=2

c) sprzeczne

3.8. Rownania wymierne (2)

Cll.a)z=% hlz=1¢c)z=2 d)z=3

e] 2=9 f)o=3 ge==z hje=0

2. Nie ma rozwiazania: I; maja nieskoncze-

nie wiele rozwiazan: II, IIL, TV.
3. a) r=-2,z=1 b) z= -1
c)z=-5,z=-1d)z=3
e) p—= =6, =1
f) a
glz=-3,z=1
W) = 1, e %
4. a)z=-8 b)z=—-3 c)z=4
d) x = —3 e€) sprzeczne
fle=-=8 =10
o #) 1—1,-2), (1.0} b)i—1, =2}, 4)
¢) (—1,0), (1,—4) d) (=2,4), (2,-2)

I’:—‘)

el

l
|
e~

1
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10.

11.

12.

13.

.a)z=5 bla=24 ¢Jz=~15
, 8)z=~—8 b)zr==8 e)z=2

d)z=0¢e)z=-1 f)z=-1

. 8) 3==8, 23=3

bjz=—-3,2=3 ¢) z= -3

d)$:3—ﬁ,$:'¥+ﬁ e) x=1

f)i?=—%,:l?-—'%

,A)g=—1, =1 b) g=-3

e) g=—4, =4 d)z==1,z=1
e)z=—6 flz=-3, z=-1

s A =8 F=2 Blg=—q g =2

glx=—20=3 d)r==3,2=56
a);:r:={},;1:=%

_a_./33 - e
b) z = S, g = I
c) sprzeczne d)z=0,2=7 e) z =2
f) ;I?=% g] p=~=12 h) p=-1
D(-2,2), P=16;
dla a = 3: A(~V3,-V3), B(v3,-V3)
C(v/3,V3), D(=/3,/3), P = 12

. a) f(z) =-3dlaz=-1,

f(z) = 0dla z = —4,
flo) = 1 dlae = —3

b)b= -1

a)z=2 b)ox=-3, =5

d) za=n, =4
d)z=-2—-v6,z=—2+V6

g g—=—2, g=—=4 f)gp=1{
a), f), h),i) 1 b), d), e) 2

c) 0 g) nieskonczenie wiele

a)r=—-3, =73 lt))i::—gd'g 7= 32

3
&) =1, =1 d):ﬁz—%

gl eg=~1, w=1

. dla g = 4: A(-=2,-2), B(2, =2), C(2,2),

]




13. b)z=—-1,2=3 . a)z=-4,z=10 b)z= -8,z =

) w=Fw=86 e =<2 g=1
¢)F=—d =8 £)F=—0 =3
g) &=0,%=14 h):t::—%,m:-.g

3.10. Nierownosci z wartoscia bezwzgledna

Cll. a) x€(—-2;4) b) xz € (—4;-2)
¢) .-J:E(-i;B} d) z € (—2;1)

2. a) z € (—o0;—1) U (5; x0)
b) x € (—oo0; —T) U (1;c0)
¢) x € (—oo0;—2) U (8; 00)

3.9. Rownania z wartoscia bezwzgledna

d U (0
.1,3):{3:—111::5 b)if:[}ﬁm:?ﬁ )i?l'E( XD } ;DC']

E)i‘::—&m:—d d)i?——%1j_‘:—_—i- 3. ﬂ)fr-E(—'fl;[])U(Q;ﬁ)

E):I::P =17 f)iIT:—?1f[-'_1 b);IE(_—?;—S)U(—];l)

gl z=-3 =141 c) € (—2;2) L {6;10)
1 4

Wy = —2— /B, = =24 45 d) z € (-5 -5)U(-5;1)

e)z e (—1:2)LU(47)

2. a), d) sprzeczne b))z =5 ¢) = -9 |
\ f) z € (-8 -7) U(-3;-2)

3.3)m=%,m=1b*=0,m=1 ‘ "
E):]J:—l,.l.:—% ﬂ)$=—31.’r=% 4. a) z € (-3;-2) b)z € —5;2)
=15, =8 f)p=d, g=8 ) ze({-5;1) d)ze(-51)
gz=2L, =5 hY)e=—-4,z=-2 5. a) z € (—o0; —4) U (%;00)

4. a)s=0,c=06 B z==2 o=0 b) z € (—o0;—1) U (2;00)
)z=1,z=3 d)z=-1,2=9 ¢c) z € (—o0; —8) U (4;00)

5. a)z=-5,z=1b)z==,0=2 d) z € (—00;2) U (6; 00)
¢), d) sprzeczne 6. a) x € (—3;9) h)IfE( 7;—1)

7)1. a) 2=4,2=6 b)z=—1, z=17 ¢) ¥ € (—o0; —3) U (5;00)
c) z=-10, x = -2 Zz]1. a) z € (4;10) b)me(— ; 10)
d)z=-11, x = -7 c) x € (=5;-3) d) x € (-5;3)
e)r =% 0=73% e) z € (—o0;3) U (5;0)
fle=-2, =% f) 2 € (—o0;=7) U {—1;0)
g) x =65, x="Ts g) € (—o0;—1) U (—%; 00)
h)yg=~1, =z h) z € (—00;0) U (2¢/7; 00)

2. 8)z=-2 z=35 Bo=18=2 2. a) x € (—o0;4) U (6;00)
Jz=-5z=3 dz=-32=3 b) 2 € (—00; —3) U (7; 0)
eJz=-3 flz=352=3 ¢) z € (—00; —8) U (4;00)
g):ﬂz—%,mz—l h)i‘z—?ﬁ,:?;*:{] d) z € (—o0; —6) U (0; )

3. a);r——%t;r=-% he=0=58 e) x € (— 3,)
¢)x=52=7 dde=—3,2=0 f) z € (2 16)

& A @=—ga=] Bo=—gdb=3 g) z€ (-3 1)
¢) z= 2, z == d) sprzeczne h)ze (—=;—)
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3.11. Wyrazenia wymierne — zastosowania (1)
C]1.
2.
3.

BN 250 Odpowiedz do ¢wiczen | zadan, str. 141-148

o e P

b)ze€ (-3;2) c) z € (—6;2)
d)ze(—-2;%) e)ze (—15)
f) € (—18;24) g) x =4

h) sprzeczna

a) z € (—o0; —2) U (1;00)
b) @ € (~00; —5) U (5; 0)
c) z € (—o0; —9) U (—3;0)
) & € (o0 —3) U (~3ic0)
e) r € (—o0;—3) U{12;x
f) wie (—oy) U (% 60)
g) zeR\ {3} hzeR
a) z € (—6;,-2)U (-2;2)

a) z € (—2;4) b) z € (2;4)
¢)ze(1;3) d) ze (—11;7)
&) z € (~00; ~1) U (9; 00)

f)rE(—-rxJ —8) U (—2; c0)

g) = € (005 3) U (5 00)

h) z € (—ooj—3) U (E%D‘-"J

a) v € (—4;1) b)::{:E( o0; 1) U (5; 00)
c) z € (—o0; —2) U (3;00) d) z € (3;9)

e) z € (—o00;—6) U (300)
fze(—%;-2) g) a=2
h) x € R\ {-11}

a) =2 b) 2 ¢)9il2
a) 1652 cm® b) 110 cm

a) Cukierki A kosztuja 16 zl/kg.
Cukierki B kosztuja 20 zl/kg.

b) 8,50 zt/kg

. a) mama — 48 lat, tata — 54 lata

b) ciocia — 36 lat, wujek — 40 lat
a) za 11 lat

b) babcia — 50 lat, dziadek — 58 lat

a) 48 cm b) 72 cm lub 1080 cm
3 h 45 min

24 dni

7 h 12 min

a) 3 h 45 min b) 12:36

8. 20 min
3 2
9.a) = b)
10. a) 48 cm b) 40 cm lub 96 cm

11. 2 h 24 min

3.12. Wyrazenia wymierne — zastosowania (2)

2]1. a) 60 km/h, 80 km/h

b) 90 km/h, 60 km/h

2. a) 120 km/h, 90 km/h
b) 90 km/h, 80 km/h

60 km/h

12 km/h, 18 km/h
32 km/h, 12 km/h
15 km/h, 20 km/h
60 km/h

45 km/h, 60 km/h
48 km/h, 72 km/h

A =

3.13. Zagadnienia uzupelniajace

1. a) x € (0;2)

b) 2 € (~2;0)

l':)i‘i'Eﬂ1 ZD)

d) z € (—o0; —32) U (0; 00)
2. a) flz) > 2 dlaz € (0;1),

flz) 2 -2dlax € (—o0;—1) U (0; )
b) f(z) > 2 dla z € (-3;0),
f(z) 2 —-2dlaz € (—c0;0) U (3;00)
c) f(z) > 2 dla z € (5;0),
flz) 2 —-2dlaz e (—o0;4) U(5;c0)
3.a)x € (2'5)

e) ¢ € (—3;0) f) z€(—o00;-1)

dazFyic# -y 15,5
b)z#£yiy#0, 2, -1
¢c) z#y T, —3

5. a)a#bia#-ba+b1
b)a#b,a# —bib#0, 2t

][5




a)x #0iy# -3, e

b) 2 #Oly#g —ax(zyH)

¢} &£ D, J#[}l-ﬂ?é‘iy dry

d) 2 £y, o #—yiz# -2y —7(+2)
E) £ # =1, (:E o y)*

f)z#yiz# -y 75

a) F#yic# —y, o

: 5248
b))z #yiz# -y, iy

e) #0190, 5;{5’;
d)z#£0iy+#0, —Fjﬁﬂ

o)z yiz# —y, 1

f) y# 2z iy # —20, iy
a)a#0,b#0,a#bia+# -b, 7255
b)a#0,a#1ib#0, —&

Zestaw powtorzeniowy I

1. a

a) y =2, np. (1,24), (4,6), (8,3)
b)g_;aﬂp (1,2), (2,1), ("'113)

c)“u—i ,1p. (1, 5), (5:1), (2,%)
d)y =2, np. (1,3),(3,1), (6, 3)

a) f(~4) =3, f(=3) =4, f(§) = -3
b) f(=2) = =3, f(=1) = -3, f(3) =2
o) f(=9) = =g, flg) =15 /03) =&
d) f(£) =2+ V2, f(VB) = 2
f(V2-1)=2v2+3

a==§ a) P, )

b) z € (—o0; —2) U (0; 00)
c) z € (—o0;0) U {13;x)

a) f(D) =R\ {0} b) f(D)
c) f(D) = (=5 -1)

d) f(D) = (—o0; =5) U (5; 00)

a) Dy =R\ {0}, 2=0,y=1

b) D¢ =R\ {0}, =0, y=—2
c) I, =RY {4}, =4, y=0

d) D, =R\ {=2},2=-2 9=0

a) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
Dy =R\ {1}, g(Dg) = R\ {0},
Dp =R\ {1}, k(D) =R\ {1}

b) Dy = R\ {0}, f(Ds) =R\ {0},
Dy = R\ {—1}, g(Dg) = R\ {0},
Dr =R\ {-1}, h(Dr) =R\ {-1}

= (0;5)

10.

11.
12.

c) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
g =R\ {-2}, g(Dy) = R\ {0},
D= R\ {=2}, blD3) =R\ {3]

.a)0 b)0,2 ¢) -2,3 d) -1, 0, 2
. a) D= (—00;-2)U(=2;2) U (2;0),

f(-8)=4%, f(1) =1, f(8) =

b) D = (—o0; —V3) U (=V3; V3)U
U(V3;00), f(=3) =5, f(1) = -11,
f@3) =5

c) D= (—o0; ——)U(—%;%)U(‘%,m]
f@) =% f1) =% /3) = &
d)D=(—m;—%) U(—"%;-‘S U (55 00),
f(“)zgvf]-) ():é

{'):EER\{ 4,5} 2
d)zeR\ {1}, z(z+1)
e)zeR\{-3 -2 i} e
(I ERY {~ 2.~2-}1 ,—,;+2

a) r € R\ {—4,4}, 251
b)lER\{3}%

c) z € R\ {-3,0}, ﬁ

d) z e R\ {-2, -1}, (Ti Tf-fz}
ez e R\ {—11} —T‘H'—l

f) z e R\ {0, 3}

246
a)2 b)1

b m{x—3)
a) (3;00) b) (=5;-2) ¢) (—3;6)

Zestaw powtorzeniowy 11

1.

2.

a)r=-6 b)z=2 ¢)z=0

d) sprzeczne e) zx=-2, xr=4 f)z =3
a) t = —3 b) sprzeczne c¢) r = -1

d) z =4 E);r—l f)i——ij

) E==8dlaa=0.2=8dlaa=1

b)z=—9dlaa=0,2=—-34dlaa=1
¢c)z=3dlaa=0,z=3dlaa=1

djz=2dlag=0,z=3dlaa=1

A @ =8 h)ié="1 ¢ =1
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&
C
A

I 082

5.a)r== h)z=-2 ¢c)z=7
d) o= T, o= T
e)z=0f)z=0g)ox=—-=
h) z=—6 1)z =—8

6. a) b=2X —q b)h:ffb c) | = £&X
d)h=25 e)r=,/& f)r= {3

7. a) z prosta y = 2: (%,2);
7z prosta y = : (1,1), (-2
b) z prosta y = 2: (-3, 2);
z prosta y = x: brak

c) z prosta y =
(—zw’ﬁ -I-W’E) ( ~1-v5 —1- ,_,r")

z 1 2 2 2
d) z prosta y = 2: (—--g- 2);
z prosta y = x: brak
8.a)lI-f,0;I—g, =
b) giz}=dada=1 =4,
fle) =—zdlaz=-3,z=10

T : >
c)r=-3,z=% d)z=-2,z=2
e)z=1,z=5 flz=-3, z=3%

10. a) x € (0;8) b) z € (—1;5)
¢) z € (—o0; —4) U (0; 0)
d) z € (—o0; —4) U (—2; 0)
e) x € (0;2)

f) z e (—DO; ——g—) J <%, <)

Zadania testowe

1.C 2. 3.A 4B 5.C 6 A T1.C

8. C

Przed obowiazkowa matura z matematyki

1. a= 1, 6 =—3

1

211‘1:“5"

3. B3 ==—2. 82=23

4. a) b=2, f(6) =22 b) —2,6
6. t =2 v>0,¢t=1h45 min

7. 80 km/h

4.1. Trojkaty prostokatne
1. a) 50 b) 3 ¢) 3v2 d) 4
2. a) z=5 b) z=v106
3. a), ¢), d) jest b) nie jest

e) 4 f) LT
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24 (3.“] z prosta y = x:

——

B~
[ e S N ] |

@ 4]

. b) 12(2+ V2) em
. b) l‘h/f; cm

.a)9 b
. )&= _%'\/E, y =4

F+6v2

b)z=4(V3-1), y=4/2
a) 5(3+2v/3) ecm b) 3(3+v2++v3) cm
24(2v/3 — 3)

. 3(V6 4+ 3V72)
. a) 2(5+3v5) b)
. a) V73 cm, 24/13 cm

2(4 4 /13)
b) 3v/7 em, 3v/13 em

. a)b5cm, 12cm b) 4,8 cm
. 8cem i 10 em

10.
11,
12.
13.
14.

a) 2(vV2+1) b)6(vV2+2) c) 8(v2+1)
a) 3v2+v6 b)2(v3+3) ¢) 3(vV3+1)
a) 2v/3 b) 243

a) 2(3v2+4) b) 2(v/3+3) ¢) 2v/3+3
3v21, 339

Trojki pitagorejskie

1,

[C] 2.

3.

a) 7, 24, 25 b) 20, 21, 29

¢) 12, 35, 37 d) 5, 12, 13

4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego
sin 60° = ? cos 60° = % tg 60° = /3
a) sina =cos 3 = 3, cosa =sinfJ = ==,
tga = 1—52—, tg O = %
b) sina = cos 3 = % cosax = sin 3 = %,

. a) sina =cnsgi:i’ =

o 15
1

¢c) sina=cosf§ = z,

-
cosa = sin 3 = 23”.

tgo = X Y2 o3 =22
3
5

cﬂs::r—~51n,3—~§-
_ 3 4
tga=3,tg0 =3
b) sina = cos 8 = 5=,
4
cﬂsm-—smﬁ"—--ﬁ—g,
_ T _ 24
tgik—ﬁ,tgﬁ—?
c) sinfr:cmsﬁ:m—ﬁ,

cosa = sinfJ = $1

tea = i, tg =4



1. d) sina =cos 3 = %, 4.3. Trygonometria — zastosowania
cosa = sin 3 = -"/4;5-, C|1. a) okolo 8 m b) okolo 9,72 m
tg o = ‘”’1—?, tg B = V15 2. a) okoto 19,96 m b) okolo 26,43 m
e) sinﬂ:msﬂ:i‘?, 3. a) 12v/6+6 b) 4/15 +4
EGS&:SiHﬂ:EJE’:—E, 4. a) a = 24° b) a = 25°
tg&':-il:;,tgﬁ:Z ¢c) a= 30° d) a= 23
f) sina = cos 3 = _x,qﬁ 5. a) okolo 58" b) okolo 77
cosa = sin § = %E_‘ Z|1. okolo 27,13 m
tg o = %H te B = /3 2. okolo 29,79 m

3. sina = cos 3 = %1 3. drzewo: okolo 37,3 m, cien: okolo 13,58 m

2/5 4. okolo 18,79 m

8.

; sinﬂfzcnsﬁ:ﬂ

. sin ¥BAC = cos {BCA = g{%,

cosa =ginfd = =
tga = 3, tg 8 =2 5. a) okolo 6° b) okolo 17°

c) okolo 26,5° d) 45
6. a) okolo 5,2%, spelnia
b) okolo 7%, spelnia
c) okolo 8 8%, nie spelnia

7. okolo 21,42 m

e 8. a) okolo 50 b) okolo 64°
9. okoto 41,5°, 41,5°, 9T

10. okolo 197 m

11. okolo 34,33 km

e 12. okolo 2484.48 m

a) 10, 24
b) sina = cos § = -1-5-‘5,

cosa =8 = }—%,

tga = 1—53 tg 0 = ?2

i s 2 13. okolo 91,53 m
N aw‘a_gggt1 s 14. okoto 17,17 m lub 64,84 m
| 395 125]% 2 15. a) okolo 56° b) 45° ¢) okolo 26,5°
b) sin 3 :{%JEQL-" i 16. okolo 95 c¢m
cos 3 = =5, tgf =3 17. a) okolo 12,59 m b) okolo 8,81 m
a) Elllﬂf:{jﬂsﬁ=%, _ b e o
o i i 2 le[,}_{ 4.4. Rozwiazywanie trojkatow prostokatnych

CJ1. a) V19 em; okolo 267, okolo 64°

7 — & i —_—
B =g, BH =8 b) V194 cm; okolo 21°, okolo 69°

b) sina = cos 3 :mgg, c¢) 537; okolo 9,03 cm, okolo 11,98 cm
cosa = 8sin § = -‘-’E—I, d) 36°; okoto 5,81 ¢m, okolo 9,89 cm
tgo = 2, tg 3 = 4 2. a) 36’ b) 224" ¢) 9 d) 712" e) 25'12"
c) sina = cos 8 = £, 3. a) |CD| ~ 6,47; 27°30/, 35°, 117°30/
cosa = sin 3 = %, b) |C'D| == 7,05; 35°, okolo 126°, okolo 19°
— _2_%@ b = -‘f;——i Z)1. a) ¥BCD = 106°17'50",

¥DBC = 27°2835",
YBDC = 46°13'35"

cos XBAC = sin <BCA = i;[%_a, b) XPAB = 90°, xABP = 36°51'5",
tg $BAC = 2, tg ¥BCA =3 ¥BPA = 53°8'55"
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8.

10.

11.

12.

a) 21/13 cm, okoto 34°, okolo 56°
b) 5v2 cm, okolo 8%, okolo 82°
¢) 2v/41 ecm, okolo 39", okolo 51°

. a) B=56° b=~ 89, c~ 10,73

b) @ =24°, a = 4,07, b~ 9,14
a) Ob =~ 14,39, P ~ 7,69

b) Ob = 27,43, P ~ 35,7

a) okolo 75730, okolo 104”30
b) okolo 537

¢) okolo 677, okolo 113°

|AB| =~ 20, ~ 8,09,
$DCA =~ 28

. 90°, okolo 53°, okolo 108730,

okolo 108°30

okolo 75°30’, okolo 104°30/
lub okolo 41°, okolo 139°

. katy: 60°, okolo 14", okolo 1067,

bokai:
a) 13, okoto 22°30', okolo 67°30

b) 17, okoto 28", okolo 62°

c¢) 20, okolo 37°, okolo 53°

a) 2v/11 em, okolo 56°30', okolto 33°30'
b) 47°, okolo 4,77 cm, okolo 5,12 cm
¢) 647, okolo 25,63 ecm, okolo 28,51 c¢m
d) 21°, okoto 39,08 cm, okoto 41,85 cm

okolo 70°3(Y, okolo 109°30

4.5. Zwigzki miedzy funkcjami

il

trygonometrycznymi

=] Lo

oy — 3 _ 4
a) cosa = , tga = 3

b) sina = -5, tga = 5
¢) sina = "f’, tga = V15
. ]
a) sina = "551 CcosS v = i?
b) sina = f-g—ﬁ* Cos (@ = -—-3@
o= 2L cosa — 20
¢c) sina = 55, cosa = 53
d) sina = JQ—E, Cos (v = -"g—ﬁ
. a) cosa = %, tg::n::f"‘l}_;:—fE
b) cosa = 3;—?, tga = g
i 3 {
c) sina = ﬂg—g, tea = 2
. AT _
d) sina = =, tga = =

B 254 Odpowiedz do ¢wiczen | zadan, str. 169-176

. /o1 /T
. a) cosa = % sin o = ".ﬁ_']]! tga = %
b) sina = %, CcosS oy = % te oo = V3
1 II'_
c) tga = 2, sina = 22 cosa = 22
. a) sina = 0,6, tga = 0,75
.4 _ 4
b) sina = 3, tga =3
¢) cosa = =2, tga = L2
./
d) cosa = Y2 tga = 2¥2
5 2]
. — B _ 6413
e) sina= z, tgo = 33

f) sina = 33 cosa = 2413

13 13

- — 12 4

g) sina = 75, CO8SQ = T3
= o AT
h) sina = 241 cog = 244l
i1 41

a) 30 b) 3B
a) tak b) nie c) nie d) tak

4. a) 25 cm, 45 cm

b) 6113 cm, 9v/13 cm

5. a) 30 b) 4(v/5+3)
c) V6+v3+3 d) 3(vVI3+5)

6. a) sina = 3, cosa = 3;—§1 tg v = .\.3@
b) sina = &£, cosa = %, tga = 2
c) Sil]ﬂ:':ji, COsS v = F tga——l"’?
d) sina = "ﬁ , COS O = "’_ tgg-—-%
e) EiﬂﬂiZE—g, ms;:r:%fa—’_‘, tgg:%

9.
10.

. a) cos>a b) sin

. a) cosa =~ 0,41, tg o ~

-

b=

S,CDEE.‘H— "“F , O =

2

f) sina = =
a c¢) sina

d) cosa e) cosa f) 1

2,25

b) sina ~ 0,41, tga ~ 0,45

¢) sina =~ 0,48, cos o = 0,87

d) sina =~ 0,97, cosa = 0,24

a) nie b) tak c) tak d) nie e) tak f) tak
a)9cmil2em b) 15 emi 36 cm

4.6. Funkcje trygonometryczne

[&]1.

kata wypuklego (1)
a) 45°, np. (1,1) b) 90°, np. (0, 1)
¢) 135° np (—1,1)

. a) |OP| =5, sina = %, cosa = 3,
tgﬂa:%
b) |OP| =10, sina = £, cosa = 2,
tgﬂ-:%
c) |OP| =2, sina = 3, maazﬁg—ﬁ,
tgﬂ::l;E



D.

. a)

. a)sina =32, cosa=—%, tga=—3
b) sina = 341@, COS (@ = “;ﬂ_, tga = —3
a) sin0® =0, cos(° =1, tg0® =0
b) sin90° = 1, cos90° =0
¢) sin 180" = 0, cos 180° = —
tg 180° = 0
a), ¢) ujemna b) dodatnia
a), b) tak
a) cos®a = 22, cosa = — 3,
tg&z—%

b) cos® a = 2. CDECE:“-\';—E,

tga = —%ﬁ

c) cos’a =2, cosa = _E_E,_“’E?!

tgﬂlf:—%

a) sin’ o = %, sin o = %, tgo = -—%

b) sin® a = s, sina = Ef,

tgo = —2/2

¢c) sin® a0 = = sina = 3—"10@, tga = -3

a) sin $AOP = ‘1‘{.},7,

cos YAOP = —¥IL tg XAOP = —4

b) sin $A0Q = %

cos YAOQ = —Ef" , tg ¥A0Q = -1

¢) sin YAOR = %ﬂ,

cos YAOR = — &AL to YAOR = -2

a) ¥ b) —4°

a) 3-;’1_{%54\,@ b) —3_\;’5 ¢) ﬁ; 6
sin? o = Ig, sina = %,

tgﬂ::—\/_

b) sin® o = g, sin o = Tf, tg o = —%

c) sinza:%,sma——gc, tga = —2

a) sin v = 3»‘{“3:1 Ccos v = mi:

b) sina = =, cosa = —%

¢c) sina = =2, cosa = —=

a) sina = 12, cosa = =, tga = 22

b) sina = %, COS (v = -35, tea = %

¢) sina = %, COS (@ = —%,

tgr_'rzﬂvl—ﬁg

d) sina = iﬁﬁ, cos o = —*;5,

tgox = —2

e) sina = %, Cos o = %, tga = E’é—g
fe
f) sina = %, cosa =2 tga = %
g) sina = %, cos o = —3/25, tga = —%
h) sina = é, CoS (v = —%, tg o = —/2

4.7. Funkcje trygonometryczne

kata wypuktego (2)

C|1. sina = "’IE’ , COS Q¥ = 2—’?, tgox = 5
sin( 180" — m:) %,
cos(180" — a) = --EXE,
tg(180° —a) = —3
2. a) sin 135° = “F , cos 135° %,
tg 135° =
b) sin 1507 = % cos 150° = %
tg150° = — 43
Z12. a) V3 b) =3 ¢) ¥ d) £
e) 3—2v3 f) -10vV3
3. a) =1 b) -3 ¢) —%v/3
d)2-2 e) -1 f) 2(3 +/3)
4. a) 0,9659 b) 0,2588 ) —0,6428
d) —0,9962 e) —0,7813 f) —0,3057
5. a), b) jest prawdziwa
6.a) ~4 b) 3

7. a) B~ 110° b) B = 152°

10.

. 8in135° = ¥2 cos135° =

¢c) B~ 164° d) 8~ 115°

e) f~144° f) B ~ 109°

_y2
2 ) 3

tg 135° = -1

. a) 69° lub 111°, 0,9336

b) 48° lub 132°, 0,7431

c) 123°, —0,5446 d) 107°, —0,2924
a) 0,3420 b) 0,9962 ¢) —0,1736
d) —0,8387 e) —4,7046

Wspolezynnik kierunkowy prostej

1.
2.

a) 30°
a) 75°

b) 60° ¢) 135°
b) 105°

4.8. Pole trojkata

1.

2.
3.
4.

a) 12¢/7 ecm® b) 821 em®

a) 120 cm® b) 120 em® ¢) £2v/3 em”
a) 3(2 4+ v2) em b) 112,5
b) 75v/3 cm’

l‘SlTlE
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g~

11.
12.
13.

.“-“'E*-""."?"-‘.‘*‘E-"

b) P, = 36(V3 -
. 6, 6,8
. Ob=5(2+V3),
. 90°
10.

a) =3 cm® b) 36v/3 cm

a) 15 b)JU\/_ c) 3v2 d) 4,5
a) 12ecm b) 62 cm ¢) 4¢3 cm
j 2 b) 16v2 cm?

a) 6v/3 cm® b) 2£/3 em? ¢

a) 6(2v/2 + v/10) cm
b) 30°, 30°, 120°, Ob = 4(2v/3 + 3) cm

P =24 cm?, Ob = 4(v/2 +2/5) em
a) 6v/2

d

% V3 cm?

1), P2 =36(3 - V3)
P=22/3

a) 6, tak b) 41/6, nie c¢) 12, tak
d) 31/15, nie e) 36, tak f) 42, tak
IV3+1)

Papam = 6V3, Panam = 3V3

a) o 125% b) o 30%

4.9. Pole czworokata

9.
10. 161 m siatki, P, = 188 m*

2

| e =

?‘“:‘“F‘-‘F"':“‘“

hi = 53 cm, ho = 33 cm,

P = 303 cm®
a) 48\/2 b) 48

. b) 12,5 em?

a) P=120 cm® h=<2 em

h) P= 3'41,/:1':111 h=4v2 em
a) P =817, Ob = 2(8 + /21)
b) P =215, Ob = 28

c) P =10v3, Ob= 2(5V/3 + 4)
d) P = 18v/5, Ob = 6(/6 + 2)

1

a) 18 cm*® b) 1 em, 2 cm
b) 15v/2 cm?
b) 8(v/2 +1/3) cm

a) 0,96 b) 9 cm

sin v = £

=
6(6 +v2) cm
220/5 em®

a) 7v3 ecm? b) 0,8

b) 21 Jub ==

COS ¥ = ‘“’}_ tga-%

, P = 512 m?

B 256 Odpowiedz do ¢wiczen | zadan, str. 184-195

13. 12,5 cm, P = 24 cm?
14. a) P =12, Ob =4(3 +/2)

b) P = 16v/3, Ob = 24

¢] P=3d2, Ob=26
15. a) P = 10v/3, Ob = 2(7 + v/3)
b) P =143, Ob = 22
c) P =2(4v3+3),
Ob=T7+4V3+ /73 -24V3
a) Ob =48 cm, P = 72v/3 cm®
b) 4v/3 em?

16.

4.10. Zagadnienia uzupelniajace

2. b)a=+v31+1, b=+31-1

Zestaw powtorzeniowy |

1. V3 em, 2 em, 2v/3 em

2. 4,5(2 + v2)

3. 48

4., sina = 2‘?{3—3, COS (¥ = 3‘{2._3, tg{rf %
sin = S,Ctzusﬁ—’““;_, tgﬁ—g e

5. a) 10, 24, 26 b) 4V2+2) ¢) 16V7

6. a) sinJ = cosvy = 2‘*{5}3,
cnsﬁ—sian——"zﬁf_tgﬁ—%, tgy =

= 2,13

b) sina = cosy = ==,
cosa = siny = _\'13:1 tga = %] tg v =
c) Sin::e—msﬁ—%,msm:sinﬁ:
te v = lz,tgﬁ——g
d)sincuzmsﬁ—% cosa =sin [ = 3

tga=3,tg0= 3

7. a) cosax = 3‘-“1%: tgox = ﬁ%
« g
b) sina = m , tgo= %

c) sina = %. tga = /35
d) cosa = 13’.._*?.1 tga = L2

2
ina = 2 e
e) sina = 7y COSQ = 13
f) sina = X2 cosa = %
g) sina = i——ll.f, cos @ = 21
:"'. 0
h) sina = 222 cosa = L2

3
8. a) a=0="70", a=>5b=~6,39 cm,
c =~ 4,37 cm
b)a=b= 2% cm, c = =&

=075, vy= 30
c) a=b= 4,94 cm, ¢ = 7,56 cm,

0 =40° v = 100°

(%] [

o [t ;
wlta B2k

l'.:"'l.-n-}



9. a) okolo 329,26 m b) okolo 7(0°
10. a) okolo 43,6 m b) okolo 20 minut
11. okolo 829 m

Zestaw powtorzeniowy 11

1. 6(3 +3) em?
2. 6 cm, 61/3 cm, 613 cm

3. a) P =120 cm®, sina = =
3

4
4. sin XBAP = ¥2L gin YABP =1
5. di = 4y/7 cm, da = 44/13 cm.,
P = 24v/3 cm®
6. 8 cm?
7. a) Ob = 2(11 + 3/3) cm,
di = 47 em, da = 24/43 em
b) Ob = 4(8 + v/3) cm, d1 = 2v/29 cm,
dy = 2v/41 + 20+/3 em
8. sin YPAD = ¥ cos YPAD = &8

15 8 R 10

b) sina =

_ 1
tg ¥PAD =

9. 21(3 —/3)

10. Ob =28+ &E, p — 283

11. a) sina = 4‘]’?_?, COS v = g, tga =4
b) sina = i’%—?, cos @ = —g,
tea = —4
¢c) sina = 3‘1’? COsS (0 = —313{3,
ga= —%
d) sina = -3-31%3, cosax = —%,
tg&:—%

13. a) ¥Z= b) 0 ) 1- 2 d) L2

e) =% f)1 g)3-+3 h) -3
15. okolo 22651 em?®, okolo 17543 em?®

Zadania testowe

1.A 2.B 3.C 4.D 5.B 6.C 7.D
8. D 9.B

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

Ty

1%

2. 7.2

3. |AP| = 5,75, |BP| = 2,25
4, — 25

5
5

=i

. Ob=28, ghig= %, cos o =

m*ta
Lo | s

_.. ¥
tgax = 31
49
25
V6

4

. okolo 21,8 m

5.1. Okrag

= e

] |

o

8.
9.
10.

o 45

3 9 15 21
=7 CIN; 57 CI, &7 CIn; 5% CI

16

5
37T CIn

a) 3mcm b) 2w cm ¢) 227 cm

36 cm

. 80°

12, 12, 24
a) 27 b) 24
3,4,5,6, 7

2\/ETT cm, 6\/g?r cm

5.2. Kolo

o

2.

<

&

=

B N

)y I=F By VB=Z @) dn—

T

a) 97 cm® b) 37 cm

a) P =497 em®, r =7 cm
b) r1 =8 cm, r2 = 9 cm

.a)30m b) Z ¢) &n
y B
. a) 36(w — 2) b) 12(27 — 3/3)

3

c) 12(w — 3)

F o |
.d1:§3—ﬂﬂ,dg:2—£ﬂ,P1:"3—5ﬂ,Pg:ﬂﬂ

3
P, =21 — 442, P, = 14w + 42

3

a) 2r b) 2(r —1—+/3)

4
a)l=2V3+24m, P=4dn —3V3
b)l=4+4n, P=4r—8
c) l=2V24+x, P=4n — 82

4

. a) V6 b) 3v2 ¢) $/15

. a) ‘g—ﬁ cm”® b) Z cm®
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5.3. Wzajemne polozenie okregu i prostej

3

4,
2.

C| 2.

a) 2v/13 em b) 12 cm

a) 28cm b) 5 cm

a)2 b)3 ¢)1 d)4

0 dlam € (—o0; —2) U (6; ),
1 dlam € {-2,6},

2 dlam € (—2;6)

a) 2/7 b) 5

l. s} z=—8lubaz =28

b) z = —5v/2 lub = = 5v/2

c) &= —5v3 lub z = 5V3

d) z =0

P(=2,—+/21) lub P(-2,1/21)
lub P(2, —/21) lub P(2,21)

20

9
. 3v3 cm®
. a) 0dlar € (0;4),

1 -dl8 % =4,

2dlar € (4; x)

b) 0 dla r € (0; 3),
1dlar = %,
2dlare(3;00)

¢) 0dlar € (0;14+ v/2),
Ldlar=1++2,

2 dla r € (1+ V2;0)
a) 12 cm® b) 168 cm”

7. |CO:1| =38, P=38v2

5.4. Katy w okregu

C|1

2
3.
6

B 258 Odpowiedz do ¢wiczen | zadan, str, 208221

a) 60° b) 240° c) 330°

. a) 30° b) 60°
a) 165° b) 67,5° ¢) 51° d) 315°
.a) a=f=60",v=30

b) a =60, f=~4=30
¢) o= 1207, §=2407, y=60

Bl a=0="T0,y=20

b){}i:’}“=3[}q, ﬂ:ﬁl{]ﬂ
¢} w=9=2" =85

.a)ClubO b) Flub L

¢) G lub K d) C lub O

. a) 30° b) 45° ¢) 112,5° d) 3,75°

12.
13.

. 8) @a=23", B =134°

b) a = 51°, § = 102°
c) a=32° B =64°

. ) a="74", B =387

b) a = 113°, 3 = 56°30'
c) a =72, 03 =36

. 8) =307, =38

b) a = 60°, 3 = T0°
¢) a = 50°, B = 40°

.a)a=232° b)a=42° ¢) a=36"
. a) 48" b) 15°

.a)z=9 b)z=2/2 c)Jz=3
10.
11.

& cm, 12 cm

a) a=284°, f=~v=48
b) a =65°, =85 =30
c) a=v="T0°, 0 =66

5.5. Okrag opisany na trojkacie

213,

(o |

e e b e 2N

1)

256 2
a) =3=m cm

bl =48 em, P = 27v3 cm?

. a) X8 em b) 97 em ) 367 cm?
. a) 22 em b) 3+/10 em lub /10 em
. a) 24 cm® b) 8,125 cm

.a)dem b)5em ¢) 3(vV2—1) em
. a) 10(1 4+ v/2) b) 2(5 + 2/10)

. 48

. 483

.a)5cm b) 2 cm

6. a) 41/10(/3 + V13) cm
b) 4v3(v13 + V/10) cm

7. 4/3

8. 22

9.8 P=9, R= g;_'_a
b) P=126, R=%

10. 7

11. 157

12. a) 5,8 cm b) 2 cm



5.6. Okrag wpisany w trojkat
2]2. a) 6/37 b) 303
3. 124/37 cm
4. a) 1 b) 3
5. a) 24 emi26cem b)6emi 8 cm
12
8. a)4 b) 222 ¢)4 d) Y&
9. b)r=5, P=25n
¢c)r1=3, PL=9m;ra =4, P, =167
Z)1. b) 4
2. a) 2(vV3—1) b) 6x(v/3-1)
4. a) 3 b) 3%
5. a) 2(2v3 + 3), 2(2v3 + 3), 6(V3 + 2)
b) 28%2 1 16
6. %ﬁ cm?
7. r=+/2 cm, |OA| = |OB| = /6 cm,

|0C| = 32 em
4(v3 +3), 8(V3+1)

9. 24

10.

11.

12.

a) ( — i":) cm b) 4(v/3—1) em

¢c) (3v/5 —5) cm

Ob = 4(3 4+ V/13) cm,
d = 6(v/13 — 3)7 cm
6(2v/3 —

3)m cm

5.7. Wielokaty foremne
Cl2.a)3 b)4 ¢)5 d)6 e) T f)8
g) 9 h) 10
4. a) 20w b) 48V/3
5. a) 227 cm? b) 12 cm, 8y/3 em
1. a) 135" b) 144°
2.a)6 b)7 ¢)9 d) 10 e) 1
3. a) 9;; b) —;’?T
4. h=4a
a R T P
4 em 4 cm 2v3 cm | 244/3 em?
6 cm 6 cm 3v3em | 543 em?
%{Lfﬁcm %mcm %41[}8 cm 16 em?
&8v3 em | 83 em 12 cm 288+/3 cm?
5. a) 9

11.

12.

o BABC1 OAHG: 22,07, 1387, 22,8°

ANACD 1 AAFG: 22,5°, 112,5°, 45°
AADE i AAFE: 22,5, 90°, 67,5
a) 2(2v/2 — V6)7 cm
b) P =23 em?, Ob= 43 cm

a) 22,5° h) 18" ¢) 15°

5.8. Twierdzenie sinusow

| L

. A) B =BT.b,

a) vy =175° a~439, b~ 538

b) v =45, a = 4v/2, b =~ 10,93
¢) 3=90° a~ 643, c~ 7,66
d)a="76" b~ 481, cx~ 296

v & 42,5°, e~ 4,8
b) 3 =290°, v = 60°, ¢ = 3/3

c) B~ 39,5, a~ 955, a~ 14,08
d)’}*~44,&~?6,ﬂm516

. a) B ~56,5°, Ba & 123,5°, 71 = 93,5°,

Y2 & 26,5, 1 =6, g & 2,7

b) B =~ 62°, B2 =~ 118", 71 = 73°,
vo = 17°, ¢ =~ 10,8, ¢2 = 3,3

c) B ~ T4°, B2 = 106°, 71 = 46°,
yo ™ 14°, 61 R T.D, ea 2 2.5
d)ax21°, vy~ 114°, e = 2,6

'a)ﬁ:?SﬂﬁT:45 h)ﬁ:45ﬂl‘]‘;‘:15u
. a) 198 1) 6/2
. d) e 7,85 B~48,5°, v =

101,5°
lub e~ 2,48, =~ 131,5°, v = 18,5°
b) e 12,63, B~ 52°, v = 83°
lubec= 155, 8= 128, vy =7

c) ar 959 a~49°, v = 71°

lub a &~ 2,42, a = 11°, v =~ 109°

d) b= 10,7, o= 14.5°, 8 = 15,5°

.a) 22 b) 7 ¢) 5v2 d) B2

e) V3 f) 5,5

. okolo 22,2 m
. a) a= 518, ¢c=10, vy =75

b) a = 4,9, ¢ = 6,7, 3 = 60°

c) e~ 22,83, O~ 42°, v~ 108°
lub ¢ =~ 4,99, 3~ 138°, v =~ 12°

d) a ~ 10,35, a ~ 143,5°, v =~ 16,5°
e) b~ 3,5, a~ 42°, B~ 28°

f) Taki tr6jkat nie istnieje.
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7. Informacja do zadania: 6. a) cosax = ‘r' ostrokatny
sin 15° = “’E;ﬁ, sin 75° = ﬁ:ﬁ
a) 3(3v2 + 23 + v6) = 30,47 [em]
b) 3(2 + V2 4+ V6) ~ 17,59 [cm]

b) cos & = 0, prostokatny

L
16"

d) cosy = — ;ll—g, rozwartokatny

¢) cos [} = ——, rozwartokatny

11. a) a =2v3, a=v =30 [Z]1. a) cosy = %, tak b) cosa = — 2 nie
b) a ~ 2,07, a=15", v =45 ¢) cos 3 = —-3- nie d) cosa = 0, nie

12.

c)bzl.ﬂ\/ﬁ,c:;zzl,q:g[}ﬂ Z.H)Lb)z\/_
d) e~ 14, =~ 24°, v = 126° o B 24:!? B w—

a) 87 b) 127

5.9. Twierdzenie cosinusow (1)

3. a) cosy = % £, = Q.w
lub cos~ = —%, e =65
b) cosy = %, e = V41

C]3. a) c = V39 lubmsw———%,czg
b) ¢ = /74 + 35V/3 4. 2v/3(6 + V7
c) b=+5 d) a= 29 5. |[PA|~ 9,98 m, |PB|~ 839 m
4 a) v=150°, o = =15 7. a) b= 2, B~ 14°, v =~ 106°
b) o =30°; =45, v = 105° lubb=6, f~46", v = T4
Z)1. a) V7 b) VI3 ¢) 213 d) 2Vi3 bja=1, & =30, =120°

luba=2, a=90", v=60"
¢) a=1, a~18°30", v = 116°30
lub a=3, &= 71°30°, v = 63°30/
d) b= 47, B~ 41°, v~ 19

8. a) 75 b) 5;

9. 27 em, 213 em

2. a) di = 27, dz = 2¢/19
h)dl—Z\/E da = 24/10
¢)di =19, da =7
d) d; = 2v/13, dy = 2/37

3. a) a=30°, B=90° y=60°
b) a = 30°, B = 45°, v = 105°

4. a) o = 29°, B = 46,5°, v =~ 104,5° 5.11. Zagadnienia uzupeiniajace

b) a = 22°, B =~ 38°, v = 120° 2. a)4 b) 1

5. a) T T b) v/21, 421 3. odcinek — dwie,

6. a) cosy =siny = v2 p—3 prosta — nieskonczenie wiele,
b) cosy = ﬂlLf* sin;g — %,HP _ % potprosta — jedna

.a)4 b)3 ¢)7 d)8

. a) tak b) nie c¢) nie

7. a) 60° b) 135°
8. a) & h) 413

oo N

12. réwnoleglobok, prosta, kwadrat, odcinek

5.10. Twierdzenie cosinusow (2) 13. srodkowosymetryczny
C|l. a) |[AB| =3 1lub |[AB| =5 14. érodkowosvmetryvezne: H, |, N, O, S, X, Z;
' osiowosymetryvezne: A, B,C, D, E, H, |, M, O,

b) Taki trojkat nie istnieje.

2. c=38v2~ V6, =135, y=15° TﬁU:,?:T’X’Y . 5 5
lub ¢ = 3v/2 + V6, 8 = 45°, v = 105° 16. a) S(3,2) b) S(3,3) lub 5(2,0) c¢) S(4, 2)
18. 225°

3 aja=96,a=45,9=90"
b) e =2v2, o = 45°, f = 105° Zestaw powtorzeniowy I
c) c=3—-+3, a~105°, v~ 15° _ 9./3 — 3
11)1bc:2\/§,az7a, Rs 45° ; :ilj)ﬁﬁﬂm o
d)b=4, f=~41°, y= 19° bj @= 580, F =58
4. a) 227 em b) 24/3 cm e) a=100", B=1380"
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3. 607, 30° 11. a) 2(v/3—1) em

4. a) 22,5° b) 67,5° b) 2224 cm

5. a) V2 b) 2(VZ-1) ¢) ¥ 12, q) 24 by 3

6. a) 3w b) P =36V3, Ob =36 13. a) 32(v/2 — 1) em®

7. 18V/3 b) 4v2 cm?

8. a) 3,75 em® b) 6,25 cm” 14. a) Ob = 2(9 + 21), P =203

9. a) 67, 47 b) 16(7 — 2) b) Ob = 2(2+3V2+6), P = 4(1+ V3)
c) 8(v2 + 2v/ /2 + 2) 15. a) okolo 1750 m”

. b) okolo 926 m*
Zestaw powtorzeniowy 11

2. z—g‘ﬁﬂ Zadania testowe
3. promien okregu przechodzacego przez 1.C 2.D 3. A 4C 5.C 6. A 7.C
punkty A, B, D: 2.5, 8. B 8. C

promien okregu przechodzacego przez

f i t tematyki
punkty A, B, C: 5%’3 | Przed obowiazkowa matura z matematyki

odleglos¢ miedzy srodkami okregéw: 5 1. 8P
4. r=3 P=>54 2. L2
5. a) == b) —L— 3. 40°
6. 35 cm 4. 8n
7. 6m(v/2 — 1) 5. sin $O1 PA= &, r =22
8. |AP| =3, |BQ| =6, |CR| =10 6. 167(3 — 2v/2) cm?
9. av/5— 23, a5+ 23 7. 45°, 135°
10. 3= 8. 4+V2+2V3+6
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I 002

Indeks

algorytm Hornera 99

asymptota 109
pionowa 109
pozioma 109

cosinus kata 161
cotangens kata 161
czworokat wypukly 188

dlugosé
tuku okregu 202
okregu 202
dwumian 56
Newtona 72
dziedzina naturalna funkcji 120

figura
osiowosymetryczna 243
srodkowosymetryczna 245
funkcja
homograficzna 117
wymierna 119
funkcje trygonometryczne
kata ostrego 161
kata wypuklego 177

hiperbola. 109, 117
hiperboloida 135

lloczyn pilerwiastkow rownania
kwadratowego 48

jednomian
stopnia n 56
zerowy Hb
jedynka trygonometryczna 171
kat
miedzy styczna a cigciwa okregu 215
srodkowy w okregu 202, 213
wpisany w okrag 213, 214
konstrukcia
dwunastokata foremnego wpisanego
w okrag 230
pieciokata foremnego wpisanego
w okrag 230

Incdeks

konstrukcja
styezne] do okregu 212
szesciokata foremnego wpisanego
w okrag 230
wspolne] styczne] dwoch okregow
rozlacznych zewnetrznie 212
krzywa tancuchowa 29

kwadrat 188

liczba
n 202
pierwiastkow rownania,
kwadratowego 20

najmniejsza wartos¢ funkeji kwadrato-
we] w przedziale domknietym 41
najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowe]
w przedziale domknietym 41
nieréwnosc
kwadratowa 30

wymierna 147

obrot dookota punktu 246
odcinek kola (kolowy) 206
odleglosé punktu od prostej 208
okregi

przecinajace sie 203, 209

rozlaczne 203, 209

roztaczne wewnetrznie 203

rozlaczne zewnetrznie 203, 209

styczne 203, 209

styczne wewnetrznie 203, 209

styczne zewnetrznie 203, 209
08

symetrin 243

symetrii paraboli 15

parabola 11, 13, 23

paraboloida obrotowa 67

pierscien kotowy 205

pierwiastek podwéiny réwnania
kwadratowego 20

pierwiastki
rownania kwadratowego 16, 20
wielomianu 78, 91, 94

pierwotna tréjka pitagorejska 160



podstawowe twierdzenie algebry 73
pole
kola 205
rombu 189
rownolegloboku 189
trapezu 190
trojkata 184, 185, 187
tr6jkata opisanego na okregu 223
trojkata réwnobocznego 184
trojkata wpisanego w okrag 220
wycinka kola 205
postac
iloczynowa funkeji kwadratowej 24
kanoniczna funkeji homograficzne] 117
kanoniczna funkcji kwadratowej 13
ogolna funkeji homograficzne; 117
ogbdlna funkeji kwadratowej 13
promien
okregu opisanego na trojkacie
rownobocznym 218
okregu wpisanego w trojkat 224
okregu wpisanego w trojkat
rownoboezny 222
wewnetrzny pierscienia kolowego 205
zewnetrzny pierscienia kolowego 205
proporcjonalnos¢ odwrotna 108
prostokat 188
punkt stycznosci 203, 208

ramie
koncowe kata 176
poczatkowe kata 176
romb 188, 189
rozklad na czynniki liniowe funkcji
kwadratowej 24
rozwiazania rownania
kwadratowego 16, 20
rozwiazanie trojkata 168
rownanie
dwukwadratowe 34
wielomianowe 78
rownoleglobok 188, 189
roznica
n-tych poteg liczb rzeczywistych 70
szescianow 69

schemat Hornera 99
sieczna okregu 208

sieczna paraboli 37
sinus kata 161
stopien
iloczynu wielomianow 64
sumy wielomianéw 59
wielomianu 56
styczna
do okregu 208, 209
do paraboli 37
suma
pierwiastkow rdéwnania
kwadratowego 48
szescianow 69
svmetria
osiowa 243
srodkowa 244
szerokosc pierscienia kolowego 205
szesclan
roznicy 68
sumy 68

srodek
obrotu 246
okregu opisanego na tréjkacie 218
okregu wpisanego w tréjkat 222
symetrii 244, 245

tangens kata 161
tozsamos¢ trygonometryczna 171, 173
trapez 188, 190
rownoramienny 188
trojka pitagorejska 160
trojkat Herona 187
trojkat Pascala 72
trojmian 56
twierdzenie
Bézouta 88
cosinusow 236
o odcinkach stycznych do okregu 209
o pierwiastkach calkowitych
wielomianu 91
0 pierwiastkach wymiernych
wielomianu 94
o reszcie z dzielenia wielomianu
przez dwumian 87
odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa 157

Indeks
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twierdzenie
Pitagorasa 156
sinusow 231

uklad rownan kwadratowych 40

wartos¢ bezwzgledna liczby 136
wielkosci odwrotnie
proporcjonalne 108
wielokat
foremny 227
wklesly 188
wypukly 188
wielomian 56
stopnia n 56
wielu zmiennych 61
zerowy 5o

Incdexs

wspolczynnik
jednomianu 56
kierunkowy prostej 183
proporcjonalnosci odwrotnej 108
wielomianu 56
wspolrzedne wierzcholka paraboli 13
wycinek kola (kolowy) 205
wykres wielomianu 97
wyraz wolny wielomianu 56
wyrazenie
wymierne 118
wymierne dwé6ch zmiennych 148
wyrdznik tréjmianu kwadratowego 13
wzory Viete'a 48
wzOor dwumianowy Newtona 72
wzor Herona 187



Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

¥

LF
18°
197
20"
21°
22°
23"
24°
25"
26"
27°
28°
29°
30°
31°
32°
33
34"
35°
36
37°
38
39°
40°
41°
42°
43
44"

SN o

0,0000
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

COS v

1,0000
0,9998
0,9994
0,9986
0,9976
0,9962
0,9945
0,9925
0,9903
0,9877
0,9848
0,9816
0,9781
0,9744
0,9703
0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
0,9455
0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135
0,9063
0,8988
0,8910
0,8829
0,8746
0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290
0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771
0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

tg o

0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452
0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543
0,5774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098
0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

ctg a

57,290
28,636
19,081
14,301
11,430
9,5144
8.1443
7.1154
6,3138
5,6713
5,1446
4,7046
4,3315
40108
3,7321
3,4874
3.2709
3.0777
2.9042
27475
92,6051
92,4751
2,3559
2,2460
2,1445
2,0503
1,9626
1,8807
1,8040
1,7321
1,6643
1,6003
1,5399
1,4826
1,4281
1,3764
1,3270
1,2799
1,2349
1,1918
1,1504
1,1106
1,0724
1,0355

v

45
46"
47°
48°
49°

o oM Cnoon
B L) b = O
- [ - TR < [ - P

O

Sh Q1 Ov O O o o
S W -] O N
Qg g 9O 9

61°

8"
(23
80°
81°
82°
83
84"
85°
86"
87"
88"
89"

Sin o

0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,89883
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

COS ¥

0,7071
0,6947
0,6820
0.6691
0.6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0.5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0.0175

tg o

1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503
9.1445
92,2460
2,3559
92,4751
2.6051
2, 7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7.1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
28,636
57,290

ctg a
1,0000
0,9657
00,9325
(0,9004
(),8693
0,8391
0,8098
0,7813
(0,7536
(),7265
0,7002
00,6745
(,6494
0,6249
(),6009
0,5774
(J,5543
0,.0317
(0,5095
0,4877
0,4663
00,4452
0,4245
00,4040
00,3839
0,3640
0,3443
00,3249
0,3057
0,2867
0,2679
0,2493
0,2309
0,2126
0,1944
0,1763
0,1584
0,1405
00,1228
0,1051
0,0875
0,0699
00,0524
0,0349
0,0175









nowa
Twoje mocne strony MATeMAtyka
era

Podrecznik MATeMAtyka 2 do zakresu podstawowego w spojny i przystepny sposob
wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne.

Czytelny uktad

Przejrzyste przedstawienie nowych tresci,
przykiady, ¢wiczenia i zadania.

Przydaine sekcje
Warto powtorzyc pomagajg przygotowac
¢ sie do wybranych lekgjl.
n— Warto wiedziec rozszerzajg tresci z lekaiji.

Wiesz, umiesz, zdasz

Kazdy dziat podrecznika konczy sie dwoma
zestawami powtorzeniowymi i sekcja zadan
zamknietych i otwartych typu maturalnego.

W podreczniku znajdziesz oznaczenia tresci,
ktore od wrzesnia 2024 r. nie s3 juz wymagane.

ML

AN

1

Te tresci
juz nie A
obowiazuja.

HIRLEH

Niebieska ikona na gorze strony wskazuje, ze na tej stronie
znajduja sie tresci, ktore nie sa wymagane — oznaczono je szara ikona i falka.
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