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Wstep

Zbior zadan stanowi uzupelnienie podrecznika do nauczania matematyki w klasie
drugiej liceum i technikum i jest zgodny z programem Matematyka z plusem. Ksiaz-
ka ta moze by¢ jednak pomocna uczniom i nauczycielom niezaleznie od wybranego
programu nauczania.

W kazdym dziale zostaly zebrane najwazniejsze wiadomosci z teorii, a wszystkie
zadania podzielone na trzy grupy. W pierwszej — oznaczonej numerami typu

— znalazly sie zadania typowe lub fatwe. Z nimi powinni sobie poradzi¢ wszyscy
uczniowie.

W drugiej grupie — o numerach typu — znajduja sie zadania nieco trud-
niejsze, przeznaczone dla tych uczniow, ktorym nie sprawiaja klopotu zadania
Z pierwszej grupy.

Trzecia grupa zadan — oznaczonych numerami typu 69. — obejmuje zadania
raczej trudne. Z nimi powinni sobie poradzi¢ uczniowie zdolniejsi i zainteresowani
matematyka.

Dodatkowo przy numerach zadan dotyczacych tresci nauczania, ktére nie sg obo-
wiazkowe dla zakresu podstawowego, znajduje sie symbol 7, a przy zadaniach,
ktore sg obowigzkowe tylko dla zakresu podstawowego (uczniowie realizujacy za-
kres rozszerzony moga je pominac) — symbol ¥

Kazdy dzial konczy sie zestawami zadan: ,Przed sprawdzianem” — umozliwia po-
wtorzenie materialu z danego zakresu tematycznego, ,Przed maturg” — zawiera
wybrane oryginalne zadania maturalne z minionych egzaminow. Dzieki nim mozna
przyzwyczai¢ uczniow do systematycznego przygotowywania sie do matury z ma-
tematyki i oswoic ich z typowymi zadaniami maturalnymi.

Na koncu ksiazki znajduja sie odpowiedzi do niemal wszystkich zadan, a do trud-
niejszych — takze wskazowki.
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Wielomianem stopnia n zmiennej x nazywamy wyrazenie postaci:
ApX + @y X7 + L+ @2XF 4 X + ag,

gdzie wspélczynniki an, @n-1, ..o @2, @1, do 54 liczbami rzeczywistymi i n € N oraz
an 7 0.
Wspolczynnik ap hazywamy wyrazem wolnym.

Liczbe, ktdra jest rozwigzaniem réwna- | Liczba a jest k-krotnym pierwiastkiem

nia wielomianowego W(x) = 0, nazywa- wielomianu Wi(x), gdy W(x) mozna przed-
my pierwiastkiem wielomianu W(x). stawi¢ w postaci:

W(x) = (x-a) - P(x),
gdzie P(x) jest wielomianem i P(a)+ 0.

Liczba pierwiastkow wielomianu ax® + bx +c, gdzie a # 0, zalezy od wartosci wyroz-
nika A =b° - 4ac.

Jesli A > 0, to wielomian ma dwa pierwiastki: x; = % i X = -h-:ﬁé

Jesli A = 0, to wielomian ma jeden pierwiastek dwukrotny: xg = ;—g,

Jesli A < 0, to wielomian nie ma pierwiastkow.

Wzory skroconego mnozenia

Kwadrat sumy: (a+ b)Y =a®+2ab+ b

Kwadrat roznicy: {(a - b)Y = a® - 2ab + b*

Roznica kwadratow: at-b2=(a+bia-hb)

Szedcian sumy: (a+ b)Y =a®+3a’b+3ab’>+ b3
Szescian roznicy: (a - by = a® - 3a*bh + 3ab? - b?
Suma sze$cianow: a* + b? = (a + b)a* - ab + b?)
Roznica szescianow: a* - b* = (a - bla* + ab + b?)

Rdéznica n-tych poteg:

n_ Rt o= (ﬂ' _b}[ﬂ.n—] & an—Zb +ﬂ"_3!?2 ey +H2E?"_3 +ﬂ'b"_2 # bn—l]




Twierdzenie Bézouta ‘ Twierdzenie o reszcie |
Liczba a jest pierwiastkiem wielo- Reszta z dzielenia wielomianu Wi(x)

: mianu Wix) WtEd? i tylko wtedy, gd:u przez dwumian x—a jest rowna Wia).
wiclomian ten jest podzielny przez |_
dwumian x - a. |

|
Twierdzenie o rozwigzaniach calkowitych ‘
Zalozmy, ze w rownaniu wielomianowym:
ApX" + Ay X" 4 L+ aix v ap=0

wszystkie wspolczynniki sa liczhami catkowitymi i ag # 0. Jedli rozwiazaniem tego |
réwnania jest liczba catkowita, to jest ona dzielnikiem wyrazu wolnego ag. ‘

Twierdzenie o rozwigzaniach wymiernych
Zalozmy, ze w rownaniu wielomianowym postaci:
anx”+a,,_|x”" ot mXx+dag=10
wszystkie wspolczynniki sa liczbami catkowitymi oraz ag # 0 i a, 4 0. Jesli roz-
wigzaniem tego rownania jest liczba wymierna, to mozna ja przedstawi¢ w postaci

ulamka f—: gdzie licznik p jest dzielnikiem wyrazu wolnego ag, a mianownik q jest
dzielnikiem wspolczynnika a, przy najwyzszej potedze.

PRZYKLADY WIELOMIANOW

Wsrod podanyeh wyrazen algebraicznych znajdz wielomiany i okresl stopien
kazdego z nich.

a W43 +2x3 -2+ x-5 e) 20+ 32 i) #

b) f—2y12u5y1“+ﬁy~i},1y” f) 33u-u j) 3xP+2x3 +1
c) x5+x"+x3+x2+% g) %x:’?"+x% k].?%_s.bi!_;gi_%
& siptZo L h) ¥2x3 -2 D 22w+ 1w

12 WIELOMIANY



Korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia, przeksztal¢ dany wielomian do
postaci anX" +an-1X" ! +... +a1x + ap.

. 2 ¢ 2 2
Q) (3% +10) ) (35 +v3¢) (%5-vax)
b) (2x% - V6) P e3-x)7-x+2)°
©) (5x% +4x)° k) (3U'§*x)2+3\,- (5x~—~?2)
d) (%;»:Euﬁxi)2 D (223 +x2)(2%3 =x2) + (x2 + 1)’
e) (x3+x4) m) (2a-1)(2 +3a°)
1y (L8 -2} 1) (2% —5)° - (2x - 1)2

3

g}( x-+l)(;x--l) D)( X+r_]) (%—2;{)
h) (3x* - 2x) (3x* + 2x) p) (x2-1)° - (x2 +2)°

Ponizsze wyrazenia przedstaw w postaci jednomianu ax".

=y é :
a) {3¢) o) (4x8)’ - (2x12)°
b) (2x%) - (4x3)° QL. 22

Oblicz wartos¢ wielomianu dla podanej wartosci zmiennej.
a) Sx¥-2x*+10x* -x/3+2./3 dla x=2
b) 2x* =3x*+7 dla x=-1
- iR S0 =
c}ﬁ 1a 2a dla a=2
d) 0,001x3 -x*+3x+2 dla x=-10
3
e) ( z+2) (Sz—j) -1 dla z=0
f) 3x-20+(2x-1)° dla x=1
g -Sxt+x3-6x2+3-1 dla x= §
h) 3xi-2x2-1 dla x=-2
i) x=243+1)P°-2x dla x=+3-1
Aj) 2x'-x3+6x°-x-3 dla x=2.3
Ak) 3a’ _2a° . 3 =k
“R}T 5+ 34 dla a 5
Al 3(y+2P2-(2y-5)¢ dla y=2,/2-1

Am)x3+2x%2 -x+4./2 dla x= iliz
3

fAn) (5k+1) —(5k-1)° dla k= -2

PRZYKLADY WIELOMIANGOW 13



Wykonaj dzialania i uporzadkuj otrzymany wielomian.
a) (2t+6°+1) - (262 -t +3t-2)
b) (3p* -4p? +p) +4(p* -2p% +3p? - lp+ 1)
€) X2(2x° +5x-7) - 3x(x3 -2x* +x-5)
d) (23 +1) - (3x2 +Lxt- (34 1x2 4 2))
e) 2(3x% +x-8)-2(3x* +x} +5x%2 - 6x + 1) +4x° (2x2 +3x - %)

f) (3k-2)(2k% +4k-5)

Okresl stopien podanego wielomianu bez wykonywania wszystkich dzialan.
a) (3x3+2x%- x}2 o) x2(2x+1)"

b) (2x3)° - x9 d) (x2—2x+1)(x*-x3)

Okresl, dla jakiej wartosci a wielomian Wi(x) jest rowny wielomianowi P(x).
a) W)= (2x-1)"=3x(x-1), P(x)=ax®-x+1
b) W(x) = 2x(5x* —4x* - 1) - 5x%, P(x)=10x* + ax* - 2x

¢) Wx)=(x*-5)(3x* +x), P(x)=3x*+x?+ax*-5x

Niech W(x) oznacza wielomian 3x* + x° + 1, P(x) — wielomian x + 3, a Q(x) —
wielomian x* - 3. Uporzadkuj ponizszy wielomian.

a) W(x)+P(x)Q(x) €) P)(W(x)—-Q(x))
b) (P())° = Q(x) d) P(x) - 2Q(x) - W(X)P(x)

Uporzadkuj wielomian.

& (x2+ (1+12)) o (v5+2x)’

b) (x*-v2- 1)2 f) ( xv2-+3)(xv2+ J:‘)r
) (x%-3x+2) flg) ((-‘xzzx - 5) (LRx+ ;}ﬁ))ﬂ:
d) (x-3)° Ah) (x3 +2x2 —x - 2)°

Przeksztal¢ podany wielomian, korzystajac ze wzordow skréconego mnozenia.

a) (3x%-2)(2+3x%) d) 3(x2-2x+1)-2(x-1)
b) (2){ + V’E)z - (2x - 1.@)2 &) (7- 2)&’]2 (7 +2x)°
o (2-7x)+(2+7x)° f) (x - fﬁ]:; (x + v"§)3

14 WIELOMIANY



Zapisz wielomian w jak najprostszej postaci, a nastepnie oblicz jego wartosc
dla podanej wartosci zmiennej.

a) @y+1P-@3-y)?-3y* dla y=1

h) —4x(9x - 3)+(6x-1)? dla x=—%
”('ﬁ f—‘); 3x(4x- 1) dla x=2
D (041 2)(xm1442) - 4 V2] da xm-52

Uporzadkuj wielomian zmiennej x
a) (u‘?"x'z ++/2a - v’?) - (x3+x2-3a)
b) (2t2 — xt +3x%t3) — (3x° + t* - 2xt)
) 2(x%+ax?-x) + (bx + 1)
d) (V3ax® +3) bx-x(vV3-x)

Niech P(x) oznacza wielomian 3x° - x, Q(x) — wielomian 3x” - 2x° + 3, a R(x)
— wielomian x* + 1. Okre$l stopien ponizszego wielomianu.

a) (P(x)-Qx)’ - R(x) Ad) P)(Q(x) + R(x)) - 2R(x) (Q(x) + P(x))
b) P(x) (Q(x) - R(x)?) fAe) (PQX) - QIR(X) + POR(X))
o (P + (R af) (PX)QMR(x))’

Dany jest wielomian P(x) = 5x* + 2x + % Podaj przyklad takiego wielomia-
nu Q(x), aby wielomian P(x)- Q(x) byl:

a) wielomianem stopnia siodmego, ¢) wielomianem stopnia zerowego,
b) wielomianem stopnia trzeciego, d) wielomianem zerowym.

Oblicz wartosc wspolczynnika a, jezeli:
a) W(x)=3x?+2x+a oraz W(l)=1
b) Wix)=ax®-4x* +3x-2 oraz W(2)=
) Wix)==2x" +x>+ax“+3 oraz Wi(-1)=1
d) Wix)=ax*+8x3-4x2 +2x-1 oraz W(-2)=-5
fle) Wix)=5x>+ax+2a-7 oraz W@ =a

Oblicz wartosci wspolczynnikow a oraz b, jezeli:
a) Wix)=ax®+bx+4 oraz W({-1)=9, W(1)=3
b) Wix)=ax?+5x>=2x+b oraz W(2)=11, W(=2)= 35
) Wix)=—x*-x3+ax?+3x+b oraz W(0)=7, W(3)=-

PRZYKLADY WIELOMIANGOW 15



Oblicz wartosci wspolczynnikow a, b, ¢, jezeli:
a) W(x) =ax* +bx+c, W(0)=2, W(2)=10, W(-1)=13
b) W(x) = ax® +2x* + bx +¢, W(1) = 8, W(-1)=6, W (1) =51
€) W(x)=-x*+ax® +bx+c, W(1)-W(=1)=-2, W(2)+ W(3) =2, W(0)+ W(4) =-18
d) Wix)=ax® +bx“+cx+12, W(=2)=W(2)=W(3)=0

Okresl, jakie warunki musza spelnia¢ wspotczynniki a, b, ¢ i d wielomianu
W(x) = ax? + bx? + cx® + d, jezeli W(2)- W(-2) = 8.

Dane sa wielomiany P(x) = x° +2x oraz Q(x) = 2x* +4x? + 3x% + 3x+ 1. Wyznacz,
o ile istnieja, wspotczynniki a i b wielomianu Wi(x) = ax® + bx + 1, jezeli:

a) Wix)- P(x)=Q(x) b) W(x) = Q(x)-2x° - P(x)

Niech F(x) = x2 4+ 1, G(x) = x* + bx + ¢ oraz H(x) = x* — 7x3 + x? - 7x. Dla jakich
wartosci b i ¢ wielomian F(x) - G(x) - H(x) jest wielomianem zerowym?

Wielomiany F(x) = x% - 5x - 6 oraz W(x) = x* + ax® + bx? - 16x - 12 przyjmuja
wartosc 0 dla tvch samych wartosci zmiennej x. Wyznacz wartosci wspolczynnikow
a oraz b.

|

Dany jest wielomian W(x) = (k% =3k+2)x? +(k? = 1)x* +kx-3. Dla jakiej wartosci
parametru k jest on wielomianem drugiego stopnia?

Dane sg dwa wielomiany: P(y) = a(v+ 1)y -2)+b(y + 3)(y = 1)+ c(y - 1) oraz
Q(y) =4y - 2. Dla jakich wartosci a, b i ¢ sa one rowne?

24, Napisz kilka przykladow wielomiandw piatego stopnia zmiennej x o wspol-
czynnikach 0, -2, 3, 4, 7, przy czym wspolczynniki przy réznych potegach
zmiennej muszg by¢ rozne. lle takich wielomianow mozna zapisac?

25. Jaki jest stopien podanego wielomianu?

a) (1+2x+3x%+ ... +100x9)(1 - 3x)

b) 7(1 =x+x°— ... =xP)x"0-x"+ ... +1)

€) (x=1x+1)(x2=2)(x% +2)(x* = 3)(x* + 3)(x* —4)(x* +4)

d) (1+x+x%+ ... +x") 0 +x) - (1+x+x2+ ... +x101)(1 -x)

26, Tle wynosi suma wspélczynnikéw wielomianu W(x) = (4x% - 3x - 2)°°"*2

16 WIELOMIANY



ROZKLAD WIELOMIANU NA CZYNNIKI

| Wylacz wspolny czynnik przed nawias.

a) x%+2x4 d) -10x'0 + Bx7 — 4x°
b) —5x*+x3 + 3x2 e) —18x> — 12x% + 15x3 + 24x2
c) 3x? + 12x8 +9x6 f) —60x3F + 32x%0 - 20x16 + 12x°

. Rozldz wielomian na czynniki.

a) 6x5 - 2x5 d) 3(x2+1)-x(x2+1) g) 4x2(2x+ 1)+ 5(2x + 1)
b) uilx“‘ + %xg‘ e) 2x(x+5)=(x+5) h) 6x(3x2 +2)-7(3x2+2)
) x3-x3 4+ 3x2 f) 2x(5x-2)+5x-2 i) S(x-1P+x-1

Rozloz wielomian na czynniki, korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia.

d) x*-136 e) Ox -6x+1 i) 4x?+4x2+1
b) x%=2 f) x*=16 jl x*-8
c) 16x* -5 g) xt-9 Ak) x3+1

2 G O 1 3
d) x*+4x+4 h) x* -x + 3 a0 55 +X

Rozloi wielomian na czynniki — najpierw wylacz wspolny czynnik, a nastep-
nie skorzystaj ze wzoréw skroconego mnozenia.

a) x3-9x5 c) 3x10—2x8 fle) 27x5 + 64x?

b) 25x% - 16x6 d) 8x5 - x2 f) 0,001x!% - x12

Rozl6z wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) X+x2+x+1 d) 6x3 - 7x% +12x - 14 g) 2x3 - 8x* -5x+20
b) x> =5x2+x~-5 e) x3-2x%-4x+8 h) 2X3"'5X2+X—%
€) 2x3 +3x° +4x +6 f) 2x3 -9x% - 6x+27 Ai) 2x3 -5x*+250-625x

Rozloz wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) xt+4x3-x-4 f) x5 -2x%-3x3+6x°
Ab) x¥-Sx3+x-5 g) %x5+x4-%x3—x2
c) x*-2x3-8x+16 h) 64x° — 192x* - 27x° + 81x
d) 27x* - 3x2 +9x% - x i) 3x%+6x° -3x3 - 6x°
e) 3xi-2x3- %x? % %—x Aj) 5x8 = 15x7 + 40x5 - 120x*
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Rozloz wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

4x _fi_3 -
a) LEx-1)-3©Ox-1)
b) %(?mzn%{?m 2)
) 3(5x-3)- X (5x-3)
d) V2x{2x+3)-3/11(2x+3)

e) x°/6(3x -7 +2/33x-7)

£) X3(8x+3)- L2(8x+3)
g) 5x(2x2 +3)-3-2x°

h) 3x%(4x - 3)+2(3 - 4x)

i) 10x(9x - 6)—2(15x - 10)

i) 4x(12x? +20) - 5(30x% + 50)

Rozloz wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) 10x% + 30x° + 5x% + 15x°
h) 40x7 — 100x° + 8x° - 20x4

¢) 15x8 +5x7 + 105x% + 35x°

d) 18x° - 8x°

e) 8xb - 18x4
52 _ .5

f} “}-T“ X7

g) 3x° - 15x* +6x% - 30x?

h) 8x7 - 72x% - 4x5 + 36x*

i) 3x%—12x0 - 6x7 + 24x°

j) —6x® + 15x* + 24x> — 60x?
k) 10x> + 15x% - 2x3 - 3x2

I} 12x10 4+ 24x9 - 3x8 - 6x7

Roztoz wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a x¥-2x2+x
b) 3x* - 30x% + 75x2
c) 32x7 = 32./3x% + 2455

d) =5x> + 30x* - 45x3

e) Bx7 +24x5 + 24x3

'_l 5] 5_‘..1_4
f) 5X° +X> = 5X

Rozl6z wielomian na czynniki, korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia.

a) X +2/2x+2
b) x*=43x+12
¢) 3x%2-2x./30+10

d) (x-2FP +2(x-2)+1 Ag) xb-1
e) (3x+1)°-6(3x+1)+9 fih) 64 - x5
f) 4(3-2x)° -20(2x-3)+25

i) x6-2x3+1

Rozl6z wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) 4}i3—41‘-"§}i2—x+\;’nj
b) 2x3 +4x—-x% =2
¢) 15x3 —6x2 +5x-2

35

d) 3mxd-392x2 + X -+

18

e) 4x3+x2/3+4x+/3

) x3+x;+2x+l

g) ﬁxﬁ+2x4+x2+%

h) v2x3 -x2+ X —
W2

Pl
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Rozloz wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) 2x4+3x3-2x-3
fib) x*-xF+x-1
Ac) 4x?-3x +32x-24
d) 8x* —40x} -x+5
e) 2x5 +x* - 16x% - 8x
fAf) 6x5 - 4x° + 750x3 - 500x2

g) 27x* —45x3 - 12x% + 20x

h) 9x* +2x3 —x2 - f—]x
i) 3x%+ %xz —4x -1

J) 10x% -4/2x% -5x+ 22
K) X3 +2x2 +3x+3.2

D 2x?-32x% - 18x+27.2

m]x4 o \.-""gx.‘i + x-""gxz - 5x

n 23x%+2x* -3./3x° - 3x2

Rozldz wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia.

a) W(x) = (x2 - 16)(x2 +2x-3)

b) Wi(x) = (3x* — x)(4x* +5x + 1)

€) W(x) = (x*-4)(2x* - x-6)

d) Wix)=(x*—=1)(3x%+x—-4)

e) Wix) =(27x% - 8)(x* - 3x% = 10x)
f) Wix)=(3x?-5x+2)(3x*+2x-8)

Rozl6z wielomian na czynniki.

a) Wix)=12x3 +30x° - 18x
b) Wi(x) = 15x* - 25x% - 10x°

) Wix)=dx®+x3-5x3 —4x2 = x +5

Zapisz w postaci iloczynu.
a) (x+7)P+2(x+7)¢

b) (2x-1)*-(2x-1)°

g) Wx)=(x"+x+1)x"-2x-75)

h) W(x) = (4x* - 5)(9x* - 6x + 1)

i) Wi(x)=(4x® +4x + 1)(4x* - 1)

j) Wix) = (25x% — 20x3 + 4x2)(4x2 - 20x + 25)
k) W(x) = (2 - x*)}(x*-2/3x +3)

D W) =(3x%+2x/6+2) (X -x+1)

d) Wi(x)=16x%—8x*-120x* - 2x? +x+ 15
e) Wix)=xb + x> +3x* +2x +2x +6

f) Wix)=3x7 - 3x% + 6x° + 4x? - 4x2 + 8x

c) (x-3P-(x-3)2(2x-5)
d) (x+1P(x+2)° - (x+ 1)*(x+2)°

Rozl6z wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia, stosujac wzory skro-

conego mnozenia.

a) 3x¥+12x2+12 Ac) x° +8x?2

b) x®-8x*+16 d) 3x*-6

e) (x2+1)2-25
f) (x2 -2x)2 - 9x2

Przedstaw wielomian w postaci iloczynu wielomianow, z ktorych jeden jest

dwumianem pierwszego stopnia.

a) x6-1 b) x* -32

ROZKEAD WIELOMIAMU MNA CEYNNIKI

c) 243x3 -1 d) x%-8
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Wykaz, ze jesli do iloczynu dwoch kolejnych liczb catkowitych dodamy wiek-
szg Z nich, to otrzymamy kwadrat tej liczby.

Wykaz, ze wielomian x°+ x* + 3x° + 3 przyjmuje tylko wartoéci dodatnie.

Uzasadnij, ze wielomian x* — x" + 4x — 4 przyjmuje wartosci ujemne tylko dla

x<l.

Przedstaw podane wyrazenie w jak najprostszej postaci (przyjmij zalozenie,
e mianownik utamka jest rozny od zera).

o 2x3=x?+6x-3
a) 2x—1

%3 =0Ox
b) 2x+6

0) Gat = 2x% & 24x% - Bx
x4 4 gy

d) 3x? +x2=27x-9

3x2+10x+3

Znajdz liczbe, ktora nalezy wpisac¢ w kratce, a nastepnie roziéz wielomian na

czynniki.

a) dxt+5x3 - 3x% =5x -1 =4x*+5x3 +x? + [ -5x -1

b) x*+5x3 - 1082 - 20x + 24 =x* + 5x3 - 6x% + [ Ix* - 20x + 24
¢) x4 =x3-17x7 -3x-60=x%-x3-20x +[]x* - 3x-60

d) 3x* +9x7 - 52x2 + 6x =36 = 3xF + O3 + [ + [ Ix? + 6x - 36

a49. Jaka jest najwieksza liczba czynnikow, na ktore mozna rozlozy¢é wielomian

(x* = 3x3 + x — 3)20037

7910, Rozl6z wielomian na czynniki.

a) x*—dx? +6x°-12x+9
b) x*+x?-x2-2x-2

c) 2x* +4x3 - 15x° +2x -8
d) x* —3x% - 13x% + 27x + 36
e) 2xF-x+1

f) »3-3x+2

757, Rozl6z wielomian na czynniki.

a xt+1 b} 2x%+32

52. Rozl6z wielomian na czynniki.

a) x* - 3x*+2xP-6x7+x-3

b) x7 +2x% -6x* - 12x3 +9x + 18

20

g) 4x3 - 7x+3

h) x* -8x+3
i) x3-13x+12
jl ¥-3x-2

k) x*+3x3+7x7+6x+10

D x3+2xt+2x3-2x2-3x

c) X8 +1 d) xB+xt+l

) x° +3xP+ 7x3 + 8Bx? +24x + 56

d) x% + x5 +4x% + Ox2 + 9x + 36
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53. Udowodnij, ze warto$¢ wielomianu x* — 5x° + 4x dla kazdej liczby calkowitej
jest liczbg podzielng przez 120.

754, wWykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej p liczba ﬁp* - ET;;S + %pz - _'Ep jest
catkowita.

1995. Uzasadnij, #e nie istnieje liczba naturalna dodatnia n, dla ktorej liczba
n* +4n? + 8n? + 16n + 16 bylaby kwadratem pewnej liczby naturalnej.

ROWNANIA WIELOMIANOWE

Sprawdz, ktore z podanych liczb x;, x2, X3 sq pierwiastkami wielomianu W(x).

a] W{X:l = {x? e 2){3?{4— 2:’, Xy = 2| X3 = _VIE, X3= _%

b) Wix)=(x*+9)(x*-3x-40), x1=-3,x2=1,x3=8

¢) W) =3x3=5x242x, x; =0, xs = g

d) W) =x3-5x2-3x+15, Xx1=5,x2=2,Xx3=+/3

X3=1

e] W[X]=x4-—-l4x2+45, X1 =---6‘ X2=---3I X3 =-—..~,-"‘§

£) Wi(x)=2021x2021 +2000x2 - 21x, x;=1,% =-1, X3=0

Znajdz liczby spelniajace rownanie.

e) 8(x"-2x%)(x*-2)=0

f) (x*-125)(x*-36)2x+7)=0
g) (X =27x)x*+1)=0

h) (x* - 8)(x* - 8)(x-8)=0

a) (X2 -4)(x+3)x=0

b) (x* +4)(x*-4)=0

¢) (X2 -2x+1)x+1)2=0
d) 5x2(x-1)(x2-1)=0

Rozwiaz rownanie,

a) (x+7P3Bx-5PEx+10 =0
b) (9x — D2(x2 + 1(x=9) =0
¢) (x*=3)x%=-5)0x+5)=0

Rozwiaz rownanie.
a) 2x3-7x%=0
b) 4x3 +8x =0

) ¥ +x2-2x=0

ROWMANIA WIELOMIANOWE

d) (22 - 1)Ex2+1D9x-2)=0
e) (XF+27)x3-27)x*=-27x) =0
f) (6x% - 9x2)(6x*-9)=0

d) -3x¥+8x°+x=0
e) 2x3 —9x%2 +9x =0

f) x*=10x3 +25x2 =0
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Rozwigz rownanie.

a) x*-4=0 g) 2,5x* +3x°+5=0

b) x*-13x2+36=0 h) 4x*-4x2+1=0

c) x*-18x2+32=0 1) 2x%—xt=73x°

d) 2x? -15x2-27 =0 j) X0 -7x*-8=0

@) 2x*—0x2+4 =0 K) (x¥=-3x2+2D(x*-x2-6)=0
f) 4x* -5x°-6=0 D x»+3x3+2x=0

Rozwiaz rownanie.
a (xX2+1)=-6(x2+1)+8=0 C) X +2x4=19x3-38x2-20x=40
b) (x2-2)?-2(x*-2)=15 d) 2x5+5x7 - 18x* - 45x3 + 16x2 +40x =0

Wsrod pierwiastkow wielomianu P(x) wskaz takie, ktore sa jednoczesnie pier-
wiastkami wielomianu Q(x).

a) P(x)=x*-9, Qx)=x(x-3)

b) Px)=(x*-1)2x-1), Qx)=2x*>-3x+1
c) P(x)=3x?-x%, Q(x)=x*-3x

d) P(x)=4x%-6x4%, Qx)=x%x%-3)

Rozwiaz rownanie.

a) ¥3-3x2-x+3=0 f) 3x6-5x°-3x2+5x=0

b) X3 +x2=2x=-2=0 g) X =2xt+2x3 —4xf +x-2=0

¢) 2x3 +4x-x*-2=0 h) =2x> + 6x* —4x% + 12x2 +6x - 18 =0
d) 2x% +x°> -64x-32=0 i) 3x*-2x*-18x3 +12x*+24x-16=0
e) 2xt+x3 -4x-2=0 j) 4x®=x1+24x3 -6x72+20x-5=0

Dla jakiej wartosci liczby a pierwiastkiem wielomianu W(x) = x* + ax® -5x + 10
jest liczba x; = 2?7 Wyznacz pozostale pierwiastki tego wielomianu.

Dla jakiej wartosci liczby k rozwiagzaniem réwnania kx? + 9x° + 4x = -12 jest
liczba x; = =37 Wykaz, ze liczba x; jest jedynym rozwiazaniem tego rownania.

Dla jakich wartosci liczb a oraz b liczby x; = -2, x2 = 1 s3 pierwiastkami
wielomianu W(x) = 2x +ax* + bx* + 5x% + 8x - 4? Wyznacz pozostale pierwiastki tego
wielomianu.
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Ustal, dla jakiej wartosci parametru m liczba 5 jest rozwiazaniem rownania
X =2mx2-mx+70=0.

Rozwiaz rownanie.
a) X*(x+5)=-2(x+5)(2x-1)=0 d) xHx-2)+(2x-Dx2+1)=0
h) (x - %)(3-,»(2 -~92) = 3(;{ - %)[x 1) e) X +2x +16x+32 = 8x3(x +2)

€) 2x*(x+4)=(x+4)(3x - 1) f) x}3x-1)=6x%-2x"+45x - 15

Rozwigz rownanie.
a) X +5(x+172 =5 d) 6(1 ~x°)(1 +x?%) = 5%
b) x(x-x+3)=3 e) X(-x*+x+4)=4

0 -5+ x-5)+x+2F =x> ) (xF+3x)x-3)=x"-9x

A Rozwiaz rownanie (przedstaw Srodkowy skiadnik jako sume dwdch jednomia-
now i rozioz wielomian na czynniki).
a) x3-5x+2=0 ) xX*-3x-2=0
b) x3+3x°-4=0 d) x3-4x2+9=0

Znajdz liczbe, ktora spelnia oba rownania.
a) x3-2x=01i x°-3x=0
b) 2 —6x2+11x=6 i x*—-4x=0
c) 2x7 +x°=8x+4 i 2x3+5x°+2x=0

d) x*-14x2+45=0 i x*-3x*-5x+15=0

Znajdz dziedzine funkcji f.

_ -2 ; _ x‘ -1 dx
al fix)= — : C %)= . + —
) ﬂ ) T3 2x2=21x-6 ) ﬂ ) x3=5x2=150x x3-=10x

b) f(x) = 2x’ = 4x° d) f) = i - X+

2x% =dxd 4+ 6xd = 12x2 T -TFx246 5xT-2x3
Podaj przvkiad wielomianu:
a) stopnia 3 o pierwiastkach 1, -1, 2,
b) stopnia 4 o pierwiastkach 3, 4,

¢) stopnia 5, ktorego jedynymi pierwiastkami sa liczby 0, 1, -1,

d) stopnia 100, ktory nie ma pierwiastkow.
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Podaj pierwiastki wielomianu Wi(x) i ich krotnosci.

a) Wix) = x(x - 5)(x + 2)2 d) W(x) = (2x - 3)*(3x +2)
b) W(x) =(x+1)3(x - 1) e) W(x)=(x?+25)(x~-3)
Q) Wx) = -5x2(x + v3)’ f) Wix)=-3(x-9°%x-3)*

Podaj przykiad wielomianu stopnia 4, ktory:
a) nie ma pierwiastkow,
b) ma tylko jeden pierwiastek,
¢) ma tylko dwa pierwiastki,

d) ma cztery pierwiastki.

Podaj przyklad wielomianu spelniajgcego podane warunki.

a) Wielomian jest stopnia trzeciego, ma trzy pierwiastki i wszystkie pierwiastki sg
jednokrotne.

b) Wielomian jest stopnia czwartego, ma trzy pierwiastki, w tym jeden pierwiastek
jest dwukrotny.

¢) Wielomian ma cztery pierwiastki dwukrotne i dwa pierwiastki czterokrotne.

d) Wielomian ma wszystkie wspolczynniki catkowite, a liczby x, = _%’ X2 =
pierwiastkami trzyvkrotnymi tego wielomianu.

sq

He |

e) Wielomian jest stopnia dziesigtego, liczba 7 jest jego jedynym pierwiastkiem
i jest to pierwiastek szeSciokrotny.

Wsrod podanych wielomianow tylko jeden ma pierwiastek dwukrotny. Wskaz
ten wielomian.

Wi(x) = (x* —4) (x* +4) W4{X}=2I{4x2—1}(x+%)
Walx) = 2x(x* = 9)(x +9) Ws(x) = 3x(x* - 5x + 1)(x - 1)
W3(x) = (x2 +3) (x=3) We(x) = (x2 = 2x +2) (x + 2)

Podaj pierwiastki wielomianu i ich krotnosci.

a) W) = (@x-1P2(x-2(x - 1)’ &) W(X) = (x-2)2(x% - 4)x +2)

b) W(x) = (x - 3)(3x + 1)°(3 - x)? f) W(x)=5x2(6x2 -2x)(1-3x)"*

) W(x)=x3(3x2 - x)(9x2 - 1) g W) = (x2-6x+9)" (x2 - 3x)°

d) W(x) = (4x3 = x)(x2 - 2x3)° h) W(x) = (x2 - 5x+4)° (x3 —=x)* (x2 = 2x + 1)

Liczba -2 jest trzykrotnym pierwiastkiem pewnego wielomianu W(x) trzeciego
stopnia. Wiadomo, ze W(1) = 3. Znajdz wielomian W(x).
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Rozwigz rownanie.
a) 3x-1)* =169 ¢) (5x-4) =27 e) (x° -8) =-1000
b) (x*-9)° =49 d) (x+3)t=4 f) x*-1°=9

a) Suma szescianu pewnej liczby oraz jej kwadratu jest rowna tej liczbie.
Znajdz te liczbe.

b) Znajdz liczbe, o ktorej wiadomo, ze suma kwadratu tej liczby i szescianu liczby
0 2 od niej mniejszej jest rowna 52.

¢} Znajdz liczbe, kKtorej czwarta potega jest o 20 wieksza od jej kwadratu.

82. Rozwiaz rownanie.

a) I +2xt+ I+ 2x% +6x+4=0

b) 6x8 —-12x6 —5x3 +10x3 +x2-2=0

c) x((E Vex? - f"ﬁx)(h’fxz + U-’Ex) ~-x(16x%2-12) + 1) =2
d) (x—1D(x*+5x+2)+(x+8°=x"+x+62

e) 3x2(x-1D(x+1)=1=(x=1}x+1}(x%+1)

83. Rozwiaz ukiad rownan.

xi-4y-1=0 x*=y+1
a) c)

y=xt=1 xHy+2)=10(y+1)

3 2 - o 9
b) {X +2y°+8=0 n (x+3) =¥+ ox

X+y=2x+1) X346y =0

84. ZnajdZ rozwigzania réwnania x* + px® = 0 dla:

a) p=0 b) p=0 ¢) p<0

85. Uzasadnij, ze réwnanie x* — 3x° — px + 3p = 0 ma zawsze co najmniej jedno
rozwiazanie. Sprawdz, kiedy to rownanie ma dokladnie dwa rozwiazania, i znajdz
te rozwigzania.

A 86. a) Dany jest wielomian W(x) = x* - 5x2 + 7x - 3. Uzasadnij, ze liczba 32 nalezy
do zbioru wartosci przyjmowanych przez ten wielomian.

b) Uzasadnij, ze wielomian W(x) = 2x? — 15x° przyjmuje warto$¢ -7 dla czterech
roznych wartosci zmiennej x.

¢) Uzasadnij, ze liczba 3 nalezy do zbioru wartosci przyjmowanych przez wielo-
mian W(x) = x* - 3x% - 8x% + 12x + 19.
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n87. Wykaz, ze rownanie 2x* + 3x% + 9x° + 3x + 7 = 0 nie ma rozwigzan.

788. Zbadaj, w jaki sposob liczba rozwigzan podanego rownania zalezy od wartosci
parametru m. Narysuj wykres funkcji y = f(m), gdzie f(m) oznacza liczbe rozwiazan
rownania dla wartosci m.

a) x3-9x2 -m2x+9m? =0
b) X} =m? +2m* +4m -8 = (2 - m)x* + (m* - 4)x

) X4+m-1x—(m* -x-m*+m* +9m-9=0

n89. Wyznacz pierwiastki rownania w zaleznosci od wartosci parametru m.
a) X -mx‘+mx-m?=0

b) x* =mx?+(m?=-9x-m*+9m=0

7190. a) Dla jakich wartosci parametru p rownanie x* + (p-2)x* +(p+ 1)x = 0 ma
trzy rozwigzania?

b) Dla jakich warto$ci parametru p réwnanie x* —(2p+1)x? +(p+1)x = 0 ma doklad-
nie jedno rozwiazanie?

¢) Dla jakich wartodci parametru p rownanie x* + px® + p = -3 ma cztery rozne
rozwiazania?

d) Dla jakich warto$ci parametru p réwnanie 2x* +(p-1)x? = -1 nie ma rozwigzan?

DZIELENIE WIELOMIANOW

Wykonaj dzielenie.

a) (-x*+16x-63):(x~-7) e) (5x3+36x%+4x-21):(x+7)
b) (2x* +15x-27):(x+9) f) (=x*—5x%-5x-4):(x+4)

c) 3x*=2x2=3x+2):(x-1) ) (Ax1-6x3-5x2+3x-2):1(x-2)
d) (-2x3 +6x% +9x —4): (x - 4) h (-2x +x3 +3x2 +2x+2) - (x + 1)

Wykonaj dzielenie.

a) Gx+-2x3-3):(x-1) e) (2x5-9xP+10x% -x+2): (x-2)
h) (—lﬁx*+x+ %) : (x-%) ) BxC+9x5 +2x2 +x-15):(x+3)
) 23 +3x°=5):(x-1) 2) 3x>—4xt 43 -2x2-32):(x-2)
d) 3x% -4x3 +x+66): (x +2) h) (x* +9x3 - 8x2 + 10x - 100) : (x + 10)
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Wykonaj dzielenie z reszta.

a) 5x2+2x-3):(x-1) f) (2x*+3x%-3x+1): (x+1)
b) (2x° -=3x—5):(x+2) g) (7Tx°+5x-10):(x+4)

0 (x*+2x-1): (x-1) h) (x3=2): (x+1)

d) (-2x2-5x+1):(x+3) B (+x2+1):(x-3)

e) (X} +2x°-x-10):(x-3) j) (=2x? +3x% -4x+5):(x-2)

Wykonaj dzielenie.
a (xf-1:(x-1 b) (X" +1):(x+1) ¢) (X -64):(x-2)
(x190 —1):(x=1) (x%+1):(x+1) (x>+243): (x+3)

Wykonaj dzielenie wielomianu Wix) przez dwumian P(x), korzystajac ze sche-
matu Hornera.

a Wx)=x3+x2-7x+7, Plx)=x-2

b) Wix) =x*-x3-9x>+10x-7, Px)=x-3

¢) Wix)=x?-x3-x*+6x-2, Plx)=x-1

d) Wix)=x*+5x-2, Px)=x+1

e) Wix)=x>+2x*+5x, Px)=x-1

f) Wix)=2x4—4x3+2x2-1, P(x)=x+2

g Wx)=-3x*+5x+2, PX)=x+3

h) Wx)=3x3-x?-12x+4, P(X)=x-2

i) W(x)=5x"-24x* + 16x* +2x -8, Plx)=x-4

Podaj wynik dzielenia wielomianu Wi(x) przez wielomian P(x).
a) Wx) =4(x -7 (x+3), Px)=(x-7)x+3)
b) W(x) = x?(2x - 5P(x+1), P(Xx)=(2x-5)x
C) Wx)=6x3(x*-1)(x+2), P(x)=2x%(x+1)
d) W(x) =8(x* + 113 (x-3), P(x) =(x*+1)2x-6)
e) W(x) = (3x +5)2(6x =30, P(X)=(2x~1)(3x+5)
f) Wix)=x(x*-9), P(x)=x*-3x*
g) Wix) = 4x3(x* -4)2, P(x)=2x%+4x
h) W(x)={(x*-16)0x*-9x+14), P(x)=(x-2)x*-11x+28)

i) Wix)=(x3+10x2 - 11x)(x3 - 25x), P(x)=x3 +6x2 - 55x
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Znajdz wielomian W(x) spelniajacy podang réwnosc.
a) (x-7)W(x)=2x*-9x> - 36x+7
b) W(x)(x+5)=2x* + 11x% + 10x* + 21x - 20
¢) x-1)W)=3x*+x*-5x2+7x-6
d) Wx)I(x=2)=x>+3x* - 11x+2
&) Wx+1)+x2+x+1=x3-5x2+3x+10
f) (x+2P -W)x-3)=(x-2)°+124
g) (-3x¥-10x3 -7x2=4) W) =x+2
Ah) W6 -x)+(2x—4)- Wx)=x?-3x*-7x+6
Al) WRx+5)+2x3 -x2+7x =(x+ )W(x)-172

Sprawdz, czy istnieje wielomian Wix) spelniajacy podang rownosc.
a) 3x*-2x3 -5 = (x + YW (x)
b) X3 =6x% +x+2 = (x - 3)W(x)
C) 2x3 -9x2 -7x -1 =W(x)x+0,5)
d) (x+2)Wx)=x>+2x% —x? - 2x* +3x + 6
e) (x=5)W(x)=x3-12x*+35x -2
f) x*=3x2+2x+1=(x2-4W(Kx)
g) 2xt —x3 - 7x2 -3x+3=(x*—x-2)W(x)

Wiadomo, ze (x?+5x+3)(2x+1)+5=2x*+11x% + 1 1x +8. Znajdz iloraz i reszte
z dzielenia podanych wielomiandw.

a) 23 +11x2+11x+8) :(x2+5x+3) b) 2x*+11x2+11x+8):(2x+1)

Znajdz wielomian W(x), ktory spelnia podany warunek.
a) Przy dzieleniu wielomianu Wix) przez dwumian x — 3 otrzymujemy wielomian
5x% + 2x+ 1 i reszte 2.

b) Przy dzieleniu wielomianu Wi(x) przez dwumian x - 4 otrzymujemy wielomian
2x + 3 i reszte 6.

¢) W wyniku dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 2 otrzymujemy wielo-
mian 3x° - 6x — 2 i reszte —4.

d) W wyniku dzielenia wielomianu Wi(x) przez dwumian x — 11 otrzymujemy wielo-
mian x° - 5x + 6 i reszte 27r.

¢) Przy dzieleniu wielomianu W(x) przez dwumian 2x° -3 otrzymujemy wielomian
4x? - 2x i reszte —5x.
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Podaj przykiad wielomianu stopnia k podzielnego przez wielomian W(x).

a) k=4, Wix)=x-3 d) k=100, W(x)=x-42
b) k=3, Wx)=x+7 e) k=8, W(x)=(x-1)2
¢) k=7, W[x]l=x+% f) k=12, W(x)=(x++/3)

102. Zapisz wielomian jak najnizszego stopnia podzielny jednoczesnie przez da-
ne wielomiany.

al (x=1Dix+2) oraz (x+2)x+75)
b) x*=1 oraz x-1
¢) 6x°+x-2 oraz (2x-1ix+1)

d) x* +4x+4 oraz x*—-x-6

a103. pila jakiej wartosci parametru a wielomian W(x) jest podzielny przez dwu-
mian V(x)?

a Wix)=2x3+5x2+ax-4, Vix)=x+1
b) Wix)=x*-2x3+3x+ax+8, V() =x-2
) Wix)=x>-2x3+ax?-3, Vix)=x-1

d) Wix)=xt+ax*+2x+24, VX)=x+3

a104. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x° - 1 jest 2x + 3. Ustal,
jaka jest reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian:

a x-1 b) x+1

a105. ro podzieleniu wielomianu W(x) przez wielomian x* - x* +5x -5 otrzymamy
reszte 2x° + 5x + 3. Jaka jest reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x* + 57

1086. ro podzieleniu wielomianu W(x) przez dwumian x — 6 otrzymamy reszte 8.

a) Uzasadnij, ze reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian 2x - 12 jest
takze rowna 8.

b) Jaka jest reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian %x -37

a107. pia jakiej wartosci p wielomian W(x) dzieli sie przez wielomian V(x)?
a Wx)=xi+(p+1)x?+2p+2, V(X)=x2+1
b) Wix)=px® +x3Gp+1)+3x* +5x+15, Vx)=x*+5
) Wx)=x>+3x3-2x"+p-1, V(X)=x"+3
d) Wx)=x*+(p+2x*+px+3, Vx)=x*+2
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a108. Przeczytaj tekst w ramce, a nastepnie wykonaj dzielenie wedlug opisanego
sposobu.

-

!. Dowolny wielomian stopnia n moina podzieli¢ przez dowolny wielomian stopnia niz-
| szego niz n. Stopien reszty jest nizszy od stopnia wielomianu, przez ktory dzielimy.
Oto przyklad dzielenia wielomianu Wix) = 6x° — 2x* + 17x* - 2x° + 6x + 2 przez wielo-
mian P(x)=3x"-x+ L.

157 3x®

i, s . gl i -

23 +5x+1 |
LB =-2xt+ 17 2% 6 +2) 1 (3x2=x+1)
L —6x5 4 2x4 - 253 - Fxd L (3%
: 15x%% — 2x2 + 6x + 2
-15x3 + 5x% - 5x : - (32 =x+ 1)
: I+ x+2

-3x%+x-1 32 = x 1)

2x+1

Dzielimy pierwszy wyraz wielomianu Wix) przez pierwszy wyraz wielomianu Pix):
Gx° : 3x° = 2x*. Otrzymany jednomian mnozymy przez wielomian P(x) i wynik tego

. mnozenia zapisujemy pod wielomianem W(x) ze zmienionymi znakami. Nastepnie
ten wielomian dodajemy do wielomianu Wi(x). Dalej postepujemy analogicznie tak |
diugo, az otrzymamy wielomian nizszego stopnia niz P(x).

. Wynikiem dzielenia W(x) : P(x) jest 2x% + 5x + 1 reszta 2x + 1.

a) 2x3 -5x2+6x-7):(x%2=-x)

b) (6x* =x3 - 14x% +13x+1): (2x% +3x - 1)

C) (Bx* —4x? +14x° -x-10): (4x* - 3)

d) (3x° + 13x* - 15x3 +29x% — 14x +4) : (3x% - 2x + 4)

e) (X*—x3-5):(x*-x+2)

A109. w zapisie dzielenia wielomiandw kazda litera oznacza dodatnia liczbe jed-
nocyfrowa. Jednakowym literom odpowiadaja rowne liczby, a réznym literom —
rozne. Rozszyfruj to dziatanie.

a) Ax2-Bx+C b Ax2+Bx-C
(Dx3 -Ex* +Fx-C) : (Bx-C) (Ax* + Dx? — Ex* — Fx + D) : (GX* +Gx~B)
-Dx3 + Ax? ~Ax* - Ax3 + Hx?
-Fx? + Fx Bx3 -Gx% - Fx
Fx* - Bx -Bx3 - Bx? + Ax
Bx-C -Cx2-Cx+D
-Bx+(C Cx*+Cx-D
0 0

30 WIELOMIANY



TWIERDZENIE BEZOUTA

Dane sa wielomiany:
Wi(x) = x*-3x> - 13x + 15 Wolx) = x3 + 2x2 = x = 2
Wilx)=2x3 = 2x* - 8x + 8 Wylx) =x3 -3x2 -4dx+12

Bez wykonywania dzielenia okresl, ktore sposrod tych wielomianow sg podzielne
przez dwumian:

a x-1 C) x+2
h) x+1 d) x-2

Uzasadnij, ze dwumian x'*® — 1 jest podzielny przez dwumiany x — 1 oraz
x + 1, ale nie jest podzielny przez dwumian x - 2.

Bez wykonywania dzielenia znajdz reszte z tego dzielenia.

a) (B+2x" -3x5+5):(x-1) d) (x* - 10x% =3x): (x+ 3)
b) (x"+5):(x+1) e) (X0 +x>+8):(x+2)
c) (-2x8 +4x° +Ix=-4): (x-2) f) (2xF=3x*+5x°-9x+8): (x=3)

Sprawdz, ze x; jest pierwiastkiem wielomianu W(x) i znajdz pozostale pier-
wiastki tego wielomianu.

a) Wx)=x3-7x2-21x+27, x1 =1 f) W) =-3x3+27x% -6x-144, x; =8
b) Wix)==x3 +x2+21x-45, x; =3 g) W(x)=x3-9x2 +10x+28, x; =7

¢) Wi(x)=2x3-4x? - 98x +196, x; =2 h) W(x)=x* - 1x2-8x+4, x1 =3

d) Wix) =4x3 - 19x% +13x -4, x; =4 i) Wx)=x*-2x3-11x%+12x, x; =-3
e) Wix)= %x:‘ +3x2+9x+9, x;=-3 i) Wix)=x3-8x3+20x2-25x, x1 =5

Wiadomo, ze jednym z rozwiazan podanego rownania jest liczba calkowita
z przedzialu (—3 - 3). Rozwigz to rownanie.

a) 4x* +8x*-11x-15=0 c) 2x3-8x2+6x+4=0
b) x* +2x*>-11x-12=0 d) 20x° + 18 = 33x + 4x*
a) Uzasadnij, ze liczby x; = -1 oraz x» = 2 sg jedynymi pierwiastkami wie-

lomianu W({x) = x* —=x3 +x% = 3x - 6.

b) Uzasadnij, ze liczba x = -2 jest jedynym pierwiastkiem i zarazem pierwiastkiem
podwadjnym wielomianu Wix) = x* + 9x% + 31x% + 48x + 28.
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Podana liczba jest rozwigzaniem réwnania — znajdz pozostale rozwigzania.

a) X3 (x-2)=5x-6; 1 d) (2x)*(2x —13) = 5(15 - 22x); 1,5
b) x(x* +6x+4)=16; —4 e) x((x+2)*-35)=70; -2
€ X -(x* -x)x*+x)=(x-2)% 1 f) 23+ 2=(V2+3)x° - (VI8 -1)x; V2

Sprawdz, ze liczby x;, x» sa pierwiastkami wielomianu Wi(x). Nastepnie
znajdz pozostate pierwiastki tego wielomianu.

a) Wx)=2x4=-3x3-8x2+9x+6, x1=2,x2=43
b) Wix)=x*+x3-16x2-4x+48, x1=2,%x>=3
) Wxd=x*-3x3+x2+3x-2, x1=1,x=2

d) Wix)=2x3+2x3=-13x"-x+6, x;=2,%x=-3

e) Wx)=x?-6x3-8x2+6x+7, x1=1,%x:=7

Dla jakiej wartosci parametru a wielomian W(x) jest podzielny przez V(x)?
a) Wx)=x2+2x¥+a, Vx=x-2
b) W(x)=x190+x9 4+ x84  +x+aq VX=x-1

¢} Wx)=x'04+x99 x84 +x+a, V) =x+1

Sprawd?, czy po podzieleniu wielomianow Wix) oraz P(x) przez dwumian
X+ 2 otrzymamy taka sama reszte.

a) Wx)=3x4-x2+2x-10, PX)=-x+8
b) W) =x3+5x2-16, Px)=x*+3x3+x°

Q) Wx)=-x>+8x2+x+2, P)=x>+2x>+x-1

Jaka jest krotnos¢ pierwiastka x; wielomianu W(x)?
a) Wx)=x3-9x, x;=3
b) Wix)=x*-7x3+18x*-20x+8, x;=2
c) Wx)=x?-2x"-4x+8, x;=2

d) Wix)=x>—4x% - 15x3 +60x%2 —16x+ 64, x;=-4

Dla jakich wartosci parametrow a i b wielomian Wi(x) jest podzielny przez
wielomian V(x)?

a) Wx)=3x3+ax?+bx+5, Vx)=x?-1

b) Wx)=x*+2x3+ax®+bx-4, Vi(x)=x?+x-2
¢) Wx)=ax?-9x2-33x+b, V(x)=x%-5x-14
d) Wx)=x*+ax3 +bx> +8x -6, V()=x*-4x+3
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A Wielomian Wix) = 2x* + 7x* + ax + b jest podzielny przez trojmian kwadra-
towy V(x) = x° + 4x + 3. Rozl6z wielomian W(x) na czynniki.

Al O wielomianie Wix) = x* + ax® + 11x + ¢ wiadomo, ze jest podzielny przez
wielomian V(x) = (x = 1)(x = 3). Oblicz warto$¢ wyrazenia W(./2) - W(=2).

-

f Suma wszystkich wspdlczynnikow wielomianu Wix) = 3x* + mx® + 37x +n
jest rowna 8. Wyznacz wszystkie pierwiastki tego wielomianu, jezeli wiadomo, ze
jest on podzielny przez dwumian V(x) = 3x - 1.

A a) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x - 1 jest réwna 3,
a reszta z dzielenia tego wielomianu przez dwumian x+4 wynosi 8. Wyznacz reszte
z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian V(x) = (x = 1)(x + 4).

b) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — 1 jest rowna 5, a reszta
7 dzielenia tego wielomianu przez dwumian x + 1 wynosi 1. Wyznacz reszte z dzie-
lenia wielomianu Wix) przez wielomian V(x) = x* - 1.

¢} Liczba 9 jest reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x - 2, a liczba
—11 jest resztg z dzielenia tego wielomianu przez dwumian x + 3. Znajdz reszte
z dzielenia wielomianu W(x) przez tréjmian V(x) = x* + x - 6.

d) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — 1 jest rowna 2, reszta
z dzielenia tego wielomianu przez dwumian x - 2 wynosi -1, a reszta z dziele-
nia wielomianu W(x) przez dwumian x + 1 wynosi 4. Wyznacz reszte z dzielenia
wielomianu W(x) przez wielomian V(x) = (x2 = 1)Mx - 2).

126. Sprawdz, ze x; jest pierwiastkiem wielomianu W(x) i znajdz jego pozostale
pierwiastki.

a) Wx)=x3-(p+5SIx*+(5p—-14)x+14p, x;=p

b) Wx)=x3+(1-3px® +(2p* -3p)x +2p% X1 =p

c) Wix)=x*+(3-4px? + 4p® - 12p)x +12p%,  x1 =2p

ROWNANIA WIELOMIANOWE (CD.)

Znajdz wszystkie catkowite pierwiastki wielomianu.

a) x> —4x? —4x -5 e) xt-x3-24x% +25x - 25

b) 2x3 +5x° - 2x+3 f) x*+2x3-8x2-18x-9

¢) Ixd+4x°-2x-3 g) x*-6x°+5x

d) 2x3 - 7x% - 48x -7 h) (x* + 8)(x + 8)*(3x — 2)*(x* - 10x* - 10x - 11)
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. Uzasadnij, 7e podane réwnanie nie ma rozwiazan catkowitych.
a) 10x*-3x3 +9x* -3x-1=0 €) 2x3+3x°-6x+2=0

b) x* +6x2-x+9=0 d) x*-x3-5x2+5x-3=0

. Znajdz wszystkie pierwiastki wielomianu.

a) W) =0x3 +27x2 + 14x -8 d) Wx)=x3-9x%+24x-20
h) Wi(x)=2x3 —6x%2 -5x—-12 el Wx)=-2x3-x2+2x-8
c) Wx)=2x>-7x2-3x+18 f) Wi =-4x +8x2+9x-18

Rozwiaz rownanie.

a) X} -5x3+5x°+5x-6=0 d) p*+4p? -9p* - 16p+20=0
h) —4y* + 8y + 732 - 17y +6=0 e) a®-2a%t+a*-2a°-2a+4=0
¢) =2m*+5mP-5m?-5m+7=0 f) xX*=2x*-11x3+19x2+18x-9=0

Znajdz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu.

a) 2x3 +5x% +5x -4 d) 3xt+xd +10x% +3x+3
bh) 12x% + 8x% - 49x + 15 e) Sx*—x3-5x2-29x +6
¢) 2x¥ +7x3 +8x2 + Tx +6 f) 12x5 +8x3-51x3 - 34x2 +12x + 8

113, Uzasadnij, ze podane rownanie nie ma rozwigzan wymiernych.
a 2x3+x+1=0 ) 2x*—x*=-3=0

b) x3+3x-3=0 d) 3x° +2x+2=0
~. Rozwiaz rownanie.
a) 2x¥-x2+5x+3=0 ) Sx¥=-21x3+14x2-2x=0

b) 4x3 -13x2+7x-1=0 d) Ixt+x3 +13x2+5x-10=0

Znajdz wszystkie pierwiastki wielomianu.

a) Wix)=-2x*+7x%2-2x d) Wix)=0,5x*+25x3 +2x?-1,5x-1,5
i S Yo . PR, . BB e L

b) W(x) =x3-4x? - 3x+ 4 & W=%+X +X-1

¢) Wx)=x5-1 %x‘* —4x3 + %x f) W(x)=0,9x>-6,1x* + 5,6x% - 1,2x
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Ustal, dla jakich wartosci a wyrazenie a® — 4a° + a + 6 przyjmuje:

a) wartosc 4, b) wartosc 10, ¢) wartosé =20.

Rozwigz rownanie.
a) 4x*-9x-9x-1)=7-x
b) (x* -2y =12x+13
) 22 +D2x - -3 x-x)+4(x*+1)=0
d) 3x3 +4x*+(2x -3 = 18x3 - 21x? + 62x - 23

A Znajdz pierwiastki wielomianu i okresl ich kromosci.
a) Wix)=x3+4x2-11x+6
b) W(x) =x*-7x% +18x% - 20x+ 8
¢) Wix)=x>+6x*+13x3 + 14x% + 12x+ 8
d) W(x) = 4x* - 28x? + 57x% - 36x
e) W(x)=3x*-14x>+12x% + 24x - 32
lle co najwyzej pierwiastkow wymiernych moze mie¢ wielomian o wspol-

czynnikach caltkowitych, jesli wspolczynnik przy najwyzszej potedze jest rowny 6,
a wyraz wolny jest rowny 17

Rozwigz rownanie.
a) 24x3 +14x° -7x-3=0
b) 5x3+?x3—5.-]£-x—3=ﬂ
¢) 6x? +31x2 +41x+21=0
d) 6x* - x* - 181x%+3x+1=0
e) x> —6x?—4x? -21x° =0
A Wyznacz wszystkie catkowite wartosci parametru m, dla ktorych dane row-
nanie ma co najmniej jedno rozwigzanie wymierne.

a 2x3+3x2+mx-2=0 b) 100xY +2x7 —=mx> +24x =0

7 147, Okredl liczbe rozwigzan podanego réwnania w zaleznosci od parametru m.

a) X} +(l-m’)x-m=0 b) x*+(1-mx®-m?=0
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142. pia jakich liczb catkowitych m podane réwnanie ma przynajmniej jeden
pierwiastek calkowity?

a) mxl+5x2+1=0 c) X*+m=0

b) 3 +mx2-2=0 d) x> +mx+4=0

143. czy istnieja takie dwie kolejne liczby catkowite, ktorych czwarte potegi
roznia sie o 167

144, Niech p bedzie liczba pierwsza. Zbadaj, czy podane rownanie ma rozwiaza-
nia catkowite.

a) M +B-px2+(5-3px-5p=0 ) x3+5x2-2x+p=0
b) X3 =2x2+px-2p=0 d) 3 =3x%+x-p=0

7 145, Wykaz, ze rownanie 2x7 + 3x + 1 = 0 nie ma rozwigzan wymiernych, ale ma
co najmniej jedno rozwigzanie niewymierne.

d A .. . -
7 146, Rozwiaz réwnanie.

a) I13x3 -2 -x-2|=2 b) 4x% +x*+ |x+1|+3=0

A 147 . Wielomiany W;(x) i W2(x) maja wspélezynniki catkowite. Wspolczynnik przy
najwyzszej potedze wielomianu Wp(x) jest taki sam jak wyraz wolny wielomia-
nu Ws(x) i wynosi 2. Natomiast wyraz wolny wielomianu W;(x) jest taki sam jak
wspolczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu W (x). Wykaz, ze jesli wielomia-

ny maja wspolny pierwiastek wymierny, to jest on rowny -2, —1, —%, %, 1 lub 2.

A148. ne co najwyzej pierwiastkow wymiernych moze mie¢ wielomian o wspol-
czynnikach calkowitych, jesli wspolczynnik przy najwyiszej potedze i wyraz wolny
sa liczbami pierwszymi?
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Dane sg wielomiany:
Wix)=3x> +4x* - 9x? +5x% - 3x + 12 oraz V(x)=-x*-2x3-7x2-15x+21.
Ktore z podanych zdan jest falszywe?

A. Dla x = -1 wielomiany Wi(x) i V(x) przyjmuja te sama wartosc.

B. Dla x = 1 spelniony jest warunek: Wi(x) - V(x) > 0.

C. Hloczyn wielomianow Wix) oraz V(x) jest wielomianem stopnia 5.
D. Suma wielomiandéw Wi(x) oraz V(x) jest wielomianem stopnia 5.

Ktory z danych wielomiandw jest réwny wielomianowi W(x) = x*(x - 5) - 4(x - 5)?

A ViX)=(x=2)x+2)x-5) C.Vix)=(x-2)%(x-5)
B. V(x)=(x2-4)(x-5)° D. Vix)=(x - 5){x?+4)

Ktoérego z podanych wielomianéw nie mozna rozlozy¢ na czynniki?

A Wix)=x*-8 C.Wx)=x2+x-1
B. Wix)=x3-2x+3x-6 D. Wix)=-x*+x-1

lle catkowitych rozwigzan ma rownanie 3x* + x* — 12x% —4x = 0?

A. cztery B. trzy C. dwa D. jedno

Wielomian W(x) = =5x* + 4x% = 7x = 70 jest podzielny przez dwumian:
A x-1 B. x-2 C.x+3 D.x+2

Dane sa wielomiany W(x) = x* + 2x° =5x+ 1, V(x) = 5 - 2x oraz U(x) = x* = 3x + 1.
Wyznacz wielomian P(x) = W(x) - U(x) - V(x) i oblicz jego wartos¢ dla x = -+/3.

Wielomiany Wi(x) = ax® +(1-x)? oraz V(x) = 4x* + bx* = 3x + 1 s3 rowne. Wyznacz
wspolczynniki a i b.

Rozléz wielomian na czynniki mozliwie najnizszego stopnia.
a 2x* +x%-15x b) 6x* - 10x* +9x - 15

Wykonaj dzielenie.
a) (4x3-5x°-7x+2):(x-2) b) (2x3 +3x2 =7x+10):(x+3)

Wykaz, ze wielomian W(x) = 10x? - 4x? + 15x — 6 nie ma pierwiastkow catko-
witych.
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Rozwigz rownanie.
a) Bx-7N7x =N +5)(x*-5)=0 ¢) 4x? +8x°-x-2=0
b) x8+2x* = 15x° d) 3x3 +x°-20x+12=0

Wielomian W(x) = x* + ax” + 14x + b jest podzielny przez dwumian V(x) = x4,
a przy dzieleniu przez dwumian U(x) = x + 2 daje reszte -72. Wyznacz wszystkie
pierwiastki wielomianu Wi(x).

Ile pierwiastkow catkowitych ma wielomian Wix) = 3x* - 4x% - 31x2 + 36x + 367

A. jeden B. dwa C. trzy D. cztery

Dla ilu warto$ci zmiennej x wielomiany Wi(x) = (x +3)(x* —5x) oraz P(x) = 2x+6
maja rowne wartosci?

A. dla jednej B. dla dwoch C. dla trzech D. dla czterech

Wielomian W(x) = x* = 3x — 10 jest dzielnikiem wielomianu:

A Vix)=2xt+x2-3x+7 C. Vix)=x8-1
B. V(x)=-2x+6x*+x-5 D. V(x) = 3x% - 11x% - 24x + 20

Tle pierwiastkéw wymiernych ma wielomian Wix) = 6x% + x* = 13x? = 2x + 27

A. jeden B. dwa C. cztery D. zadnego

Jakie wyrazenie nalezy doda¢ do wielomianu P(x) = (x — 4)*, aby otrzymacé
wielomian R(x) = (x + 4)3?

Rozl6z wielomian na czynniki mozliwie najnizszego stopnia.
a) 4x* +3x7 - 20x% - 15x b) x* -x*-10x-8

RozwiaZ réwnanie 24x® + 86x° + 5x -7 = 0.

Pierwiastkami wielomianu trzeciego stopnia W(x) sg liczby: -2, 1, 3. Wyznacz
sume wspolczynnikow tego wielomianu, jezeli wiadomo, ze W(2) = 1.

Dany jest wielomian W(x) = (2x?+x-21)(3x-10*(x*-6x+9)(2x+/2)°. Wyznacz
wszystkie pierwiastki tego wielomianu i okresl ich krotnosci.

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu Wi(x). W wyniku dzielenia tego wie-
lomianu przez dwumian x — 4 otrzymano reszte 8. Wyznacz reszte z dzielenia
wielomianu W(x) przez trdjmian V(x) = x* — 6x + 8.
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Suma wszystkich pierwiastkow rownania (x + 3)(x + 7)(x — 11) = 0 jest rowna:
A. -1 B. 21 C. 1 D.-21

Liczba niewymiernych rozwigzan rownania x*(x+5)(2x-3)(x* =7) = 0 jest rowna:
A0 B. 1 Ca5 b2

Réwnanie x(x* — 4)(x* + 4) = 0 z niewiadoma x:
. hie ma rozwiazan w zbhiorze liczb rzeczywistych
ma dokiadnie dwa rozwigzania w zbiorze liczb rzeczywistych
ma dokladnie trzy rozwigzania w zbiorze liczb rzeczywistych

onNn® P

. ma dokladnie pie¢ rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych
Rozwiaz roéwnanie (x° — 6)(3x + 2) = 0.
Rozwiaz réwnanie (x* - 8)(x* —4x-5)=0.

Rozwiaz réwnanie x* — 2x* + 27x - 54 = 0.

Wielomian W(x) = 6x* + 3x* — 5x + p jest podzielny przez dwumian x -1 dla p
rownego:

A. 4 B. -2 C.2 D. -4

Wiadomo, ze wielomian 15x” - 133x* +383x° —499x" + 146x + 120 ma w zbiorze
%‘ %’ % 9 } dokladnie jeden pierwiastek wymierny. Jest nim liczba:

(]

6 7 8 9
A'§ B. 3 C.? D'§

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = x> = 2x° + ax + % przez dwumian x - 2 jest
rowna 1. Oblicz wartos¢ wspolczynnika a.

Wykaz, ze rownanie x® + x= = 2(x* + x - 1) ma tylko jedno rozwiazanie rzeczy-
wiste x = 1.

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 4x* = 5x% = 23x + m przez dwumian x + 1
jest rowna 20. Oblicz wartos¢ wspolczynnika m oraz pierwiastki tego wielomianu.

Wielomian W(x) = x* + ax® + bx? - 24x + 9 jest kwadratem wielomianu P(x) =
= x% +¢x +d. Oblicz a oraz b.
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Katy Katy Katy Katy
przvlegle wierzcholkowe naprzemianlegle odpowiadajace
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~—— et PR . — . S
5 9= y
| Ee === — i _7/_&__ =i . _/g b
i+ y=180° ' allb allb
f - SR R ——— B =
' Twierdzenia o katach w wielokatach
Suma miar katow trojkata wynosi 180°
| Suma miar katow czworokata wynosi 360°%
. = = =
Pola wielokatow
trojkat prostokat romb rownoleglobok trapez
— f b
7 "'_ 7 |
.-"//ﬂh ‘ / h ! .-".I. ]h \\\.‘
i .I'J ) 7 i— i Fakr ] L _"Ilr I'Ilﬁ1 .
a a a a
J P=E~—'n-}! P=gqg: P=a-h P=£ﬂ+g}'h
| Nierownos¢ trojkata B
| -
' Suma dlugosci dowolnych dwéch bokow b a+hse
trojkata jest wieksza niz dlugosé trzecie- i \‘-Ef ;A
/ e =i
go boku, 5 .
I A8 Y c+axh
| c
L = e B - S )
— E = =
I .-'""'-'\"'_I"."- 5 % i
B g N Twierdzenie Pitagorasa
g \ W wdjkacie prostokatnym suma kwadratéw dlugosci
| - — e — przyprostokatnych jest rowna kwadratowi diugosci prze-
ciwprostokatnej.
a’+b?=c*

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jezeli suma kwadratow diugosci dwdich bokow tréjkata jest rowna kwadratowi dlu-
| gosci trzeciego boku, to ten trojkat jest prostokatny.




Niektore zastosowania twierdzenia Pitagorasa &

' *
i h=—= : rd £ %
ol e 2 | fb /| 2“,-’ a0 S
_,.-'I. Ih 5 . ?_/ a f_. Iﬂ‘"lll:; %
L d_\ a3 /45" A
a 4 a a

Wlasnosci czworokatow

kwadrat

|AC| = |BDI
|AS|=|SC|=|BS|=I5D|
AC L BD

|AC| =|BDI
|AEl=|EC|=|BE|=|ED|

romb
D__ : EI‘AE!—1EC| réwnoleglobok
BE| = |ED| IS =] BIR
AC 1 BD IBE|=|ED
|«<BAC| = |[€£CAD| =
= 1|«BAD|
Twierdzenie o dwusiecznej C

Jezeli w trajkacie ABC dwusieczna kata ACB
przecina bok AE w punkcie D, to stosunek ,

|AD|:|BD]| jest rowny stosunkowi |AC|: |BC|. L p_—
A /DB 1BD| T IBC|
Twierdzenia
W kazdym trajkacie: 1 ortocentrum
. g ; s . w=— trdjkata
« symetralne bokéw przecinaja sie w jed- Y\ 4
nym punkcie, 5 / ¢

» dwusieczne katow przecinaja sie w jed-
nym punkcie,

= proste zawierajace wysokosci przecinaja
si¢ w jednym punkcie (zw. ortocentrum

l[‘ﬁjkatﬁ}l, &
. srudknwe: czyli udn::mkl iqc.zatce w_mr?._- Sodlels diatikoli
chotki trojkata ze srodkami przeciwle- tréjkata _

glych bokow, przecinaja sie w jednym
punkcie (zw. $rodkiem cigzkosci trajka-
ta) i punkt ten dzieli kazda srodkowa
w stosunku 2: 1.




KATY. KATY W TROJKATACH
| W CZWOROKATACH

\
a) Znajdz na rysunku obok katy przylegte do ka- E\ _A
ta wypuktego CSB. lle takich katow mozna wskazac? \32
b) ZnajdZ miary katow wypuklych: [« CSB|, |« DSC| % L
i |<BSAl. BE
¢} Znajdz miary katow wklestych: | DSB|, [LESA| - \_‘ B
i [<ASB|. ~D %

~ a) Kat prosty podzielono na trzy katy tak, ze najmniejszy kat jest o 20° mniej-
szy od najwickszego, a najwickszy kat jest o 4° wiekszy od $redniego. Jakie miary
majq te katy?

b) Kat polpelny podzielono na trzy katy tak, ze najmniejszy jest dwa razy mniejszy
od sredniego, a Sredni jest dwa razy mniejszy od najwiekszego. Jakie miary maja te
katy?

¢) Kat pelny podzielono na cztery katy, ktorych miary sg w stosunku 1:2:3:4.
Jakie miary majg te katy?

. Narysowany trojkat jest réwnoramienny. Oblicz miare kata «.

a) L eyt b) c)
.-B 7 )
B f P ) B~
o i ™
\{9/ 30 o i
K&
vl
A B 43" C a “. a) ZnajdZ na rysunku katy, ktérych miary sa row-
i , hed43’
D ~E F b) Oblicz miary katow wklestych: |« LEF| i |2 LED]|.
2L allb

Oblicz miary katow «, B i y.

a) b) . c)
o x"'f: ,4 E ;"Kﬁ :
(o~ 30 o —X'E’fx“ B
By 25" —7135° jr Sl i
,.,f"" T =
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_ . Oblicz miary katow &, B i y.
¥ 4 j 0} of / <)
a f}/ B _ f.f'( /
¥ o / o
60 o 125
b I// £ fﬁ; }-’I? ,-"'f |
F i a” |
40 | ;‘4 .r’!b fb"/
allb allb
/. Oblicz miary katow trojkata ABC.
a) C b) C c)
!II.\\\ l."Iﬂll"-,
!'.3}' e Iu"la I"-.I
f PR
| "I.I III"
| . ﬂl.".l II'I_:t;I
4y 2¥ /o +30 A
A B A B
" Oblicz miary katéw tréjkata ABC.
a) b)
a 3 45
/40
."IIIIIII
b/
A B
allb
d) C e)
}-f"znﬁ/ o e
- ' -~ e
__d_,-"" o ﬂ_/’ =
K A
x\ / _,.Cf-:"'"'; —
b7
A
Oblicz miary katow narysowanych czworokatow.
D 3 H G
/ 707/ / \\
I .l'l
/ / 50° \
A B E F
rownolegiobok trapez rownoramienny

KATY. KATY W TROJKATACH | W (ZWOROKATACH

C
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b/ N
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2B-12"
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B

b

c) b

=
A|
=
Y o
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Oblicz miary wszystkich kqtow narysowanego czworokata.

a) h) i B . c) _/ ™

.-\\ P

O, P
a oy e
. F

X e
__da ~J50° B\ 100°/ 78"

a) Dany jest kat & i odcinki a i b. Skonstruyj tréjkat ABC, w ktorym |AB| = a,
|AC| = b, | BAC| = .

b) Dane sa katy « i B oraz odcinek a. Skonstruuj trojkat ABC, w ktorym |AB| = a,
|« CAB| = &, |2 ABC| = B.

. a) Skonstruuj kat prosty.
b) Skonstruuj kat o mierze 45°,
¢) Skonstruuj kat o mierze 60°.
d) Skonstruuj kat o mierze 30°.

a) Skonstruuj trojkat rownoboczny.
b) Skonstruuj trojkat prostokatny rownoramienny.
¢) Skonstruuj trajkat prostokatny o katach ostrych 30° 1 60°.
d) Skonstruuj trojkat o katach 45°, 60°1 105°.

a) Jakie miary majq katy przvlegle o i f, jesli kgt o ma miare o 50° wieksza
od kata £?
b) Jeden z katow przyleglych ma miare 7 razy wieksza od drugiego. Jakie sa miary
tych katow?
¢) Stosunek miar katow przyleglych wynosi 2:7. Jakie to miary?

a) Katy o i B sa katami wierzchotkowymi. Kat f ma miare o 15° wieksza od
polowy miary kata «. Jaka miare ma kat o?
b) Jeden z pary katow wierzcholkowych jest o 75° wiekszy od pewnego kata e,
a drugi z katow wierzchotkowych jest 4 razy wiekszy od «. Jaka miare ma kazdy
z tych katow wierzchotkowych?
¢) W wyniku przecigcia sie¢ dwoch prostych powstaly dwie pary katow wierzchotko-
wych. Suma miar katow jednej z tych par jest o 140° wieksza od sumy miar katow
drugiej pary. Jakie miary majg katy wierzchotkowe poszczegolnych par?

Na rysunku obok proste MB i PA sg row-
nolegle. Polproste AM i AN sa dwusiecznymi
odpowiednio katow PAB i RAB. Wykaz, ze od-
cinki MB i BN majg rowne dlugosci.

44 FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 1



a) Udowodnij, ze dwusieczne katow przyleglych sg prostopadte.
b) Udowodnij, ze dwusieczne katow naprzemianleglych sa réwnolegle.

Trojkat ABC jest rownoramienny (JAC| = |BC|). Udowodnij, ze dwusieczna

kata przyleglego do kata ACB jest rownolegla do boku AB.

Pewien kat trdjkata rownoramiennego ma miare . Oblicz, jakie miary maja

pozostale katy, gdy e =157, a jakie — gdy ax = 115°.

Oblicz miary katow trojkata rownoramiennego, w Ktorym:
a) kat przy podstawie ma miare 4 razy mniejsza od kata miedzy ramionami,
b) kat przy podstawie ma miare 4 razy wieksza od kata miedzy ramionami.

Oznaczone odcinki majg rowne diugosci. Znajdz miare kata «.

E:'l.} /?'._ b‘} ___._.--""-.--.--. -/-’ C} A
/_.. I| _ (x :k:/ o,
& | .'-. -.___\_.__. / \-._
// _l '-F o ,f/ - F A
i | ,/. i/ L =
/ I ) -;x_ // S0 =
v PR \70/ e
__ﬂ@f_-u- s % //
Na rysunku obok |AB| = |BC| oraz s -ﬁ-"'
|CD| = |DE|. Wykaz, ze proste AB i DE s3 A c E.
rownolegle. = - e e
~ DH
Wykaz, ze o = B.
ﬂ"é,_‘..
| :,"}_"-r/a -~ -
~1B ;;/ﬁxx o = L] 8 Y,
e 'il-."-'. ;ﬁ :x:} : .
E Yo £ P X /<]
Na rysunku przedstawiono tor ruchu bili Y
(B) po odbiciu od dwdch band stolu bilardowego e
(w punktach M i N). Wykaz, Ze po drugim odbi- N ~B»
ciu bila porusza sie wzdluz prostej rownolegtej -
do prostej BM. e
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a) Udowodnij, ze miara kata przyleglego do dowolnego kata trojkata jest
rowna sumie miar pozostalych katow tego trojkata.
b) Udowodnij, ze suma miar wszystkich katow przyvleglych do wszystkich katow
trojkata jest rowna 720°.
¢) Udowodnij, ze suma miar wszystkich katow przyleglych do wszystkich katow
czworokata jest rowna 720°.

Oblicz sume miar katow oznaczonych literami.

a) R b) ) c)
b f.I e “a A\
\ b \\ //gﬂ'nl'.
' ‘\ AE )
\ Y 3 4
I|I d 4 ."x___ d\\ //
I'.c \ x\‘ ;"/ d
\ \ 100°) 7
359/ T %
| / \T5 "
1 _.'.I N\ "\.
Oblicz miary katow czworokata ABCD.
a) b) 5 0 A 8
i NE =i /V "
Fd | o
/// \ .'I 2
20 \B e 4 b
A 1 l'Dp"-.___ Lo

a) Przekatna trapezu rownoramiennego, ktory nie jest rownoleglobokiem,
dzieli go na dwa trojkaty rownoramienne. Jakie miary maja katy tego trapezu?

b) Przekatna trapezu rownoramiennego, ktory nie jest rownoleglobokiem, dzieli go
na dwa trdjkaty: rownoramienny i prostokatny. Jakie miary maja katy tego trapezu?

Jakie miary maja katy oznaczone literami?

s % 5 v a

A 5\__‘.\ -.-""--I_.'"I.\___\_ ..\\ a : b

o ) NN b
5

a) Skonstruuj kat o mierze 75°
b) Skonstruuj kat o mierze 105°,
¢) Skonstruuj kat o mierze 112,5°,
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31.w pewnym trojkacie miary katow wynosza o, B i y. Sprawdz, czy tréojkat ten
jest rownoramienny, gdy:

a) ¢=4f i y-oa=90°
b) 10x+68=y i 200=p+10°
¢) a+2B=180°

32. Udowodnij, ze w kazdym trojkacie jest kat o mierze nie wiekszej od 607 i kat
0 mierze nie mniejszej od 60°.

33. a) Na rysunku odcinki AB, BC b) Na rysunku odcinki AB, BC, CD, DE

i CD maja rowne dlugosci. Wyznacz i EF sg rowne. Wyznacz |<DCE]| oraz
|« DAC| w zaleznosci od o |4« FEG| w zalezno$ci od S.
"3 G
,,,gf.:rx E a1
(’_,H-" ) ; II.'". '-._‘.
F / b ;-fC\H /
’ r § \. e ‘\H F \
- ..". — . e y \
&> e~ \ o ~/ i
4 = > A B D F

34. Jesli rownolegtobok nie jest rombem, to dwusieczne jego katow przecinaja sie
w czterech punktach. Udowodnij, ze czworokat o wierzchotkach w tych punktach
jest prostokatem.

PODSTAWOWE WLASNOSCI TROJKATOW

Sprawdz, czy istnieje trojkat o bokach podanej diugosci.

a) 5,8, 12 d) 32, 517, /300 g) 6km, 500m, 6000 m
b) 13, 3, 10 e 2,12 h) 0,5m, 17 cm, 38 mm
) 7,5, 14 f) 4, 8.3, :%E i) 8dm, 16.cm, 900 mm

Wyjasnij, dlaczego dlugosci bokow trajkata nie moga by¢ w stosunku 1:2:5,
a miary katow mogg byé w takim stosunku. Jakie to miary?

a) Trojkat o bokach dlugosci 7, 8 i 9 ma pole rowne 12./5. Oblicz wysokosci
tego trojkata.

b) Oblicz wysokosci trojkata prostokatnego o bokach dlugodei 5, 12 1 13.

¢) W trojkacie rownoramiennym o polu 24 wysoko$¢ poprowadzona ze wspolnego
wierzcholka obu ramion ma dlugos¢ 6. Oblicz obwod tego tréjkata.
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Oblicz pola narysowanych trojkatow. Przyjmij,

A x - P
] /] * ) .-
& /| /I = P
! T I B - - -II | i /{ 2 f__..z-ﬂ: i .. 23 :'.I .II .\\\ //_,-"’-(_ ____ --.._ __ R
i | i ."I: ; <k IV v .\.\ o i
B / -~ /! : i R .
ke fa ol ~ueh g —~
] 7 ,’z/ -\ '-3}:5‘ ----'"'-q_/'/

ze bok kratki ma dlugosé 1.

a) Sposrod podanych liczb mozna na cztery sposoby wybrac trzy rozne liczby,
ktore moga by¢ diugosciami bokow trojkata. Wypisz wszystkie te trajki liczb.

x;rf 3 7 '\.-"rﬁ

V5

b) Dlugosci wszystkich bokow pewnego trajkata sa liczbami calkowitymi, a jego
obwad wynosi 11. Jakie dlugosci maja boki? Wymien wszystkie mozliwosci.

Zapoznaj sie z informacjami podanymi
w ramce. Sprawdz, czy punkty A, B i C leig
na jednej prostej, jezeli: :

a) |AB| =13, |BC|=29, |AC|=16
b) IAB| =3, |BCl=4, |AC|=9
¢) |AB| =+2+1, |BC|=3-2, |AC| =4

Zapoznaj sie z informacjami podanymi
w ramce, Czy istnieje liczba x, dla ktorej punk-
ty A, B i C sa wspoiliniowe? |

a) |AB|=3x-2, |BC|=2x, |AC|=x+3
h) |AB|=+2x-1, |BC|=2+/2x, |AC|=1
c) |AB|=x-1, |BCl=x+1, |AC|=2x+1

Jaka czes¢ prostokata zacieniowano? Punkty A, B, C, D sg srodkami bokow.

a) b)

Jakie warunki musi spelniac liczba x, aby istnial trojkat o podanych bokach?
b) 2x, x+1,

a x, x+1, 3

48

Punkty X, Y, Z sa wspdilinio- |

we (leza na jednej prostej), gdy |
. spefniony jest jeden z warun-
' kow zaleznie od tego, ktory |
'z punktow lezy miedzy pozo-

stalymi:

A E Y
|XY|=|XZ|+|ZY]

X Y Z
|XZ] = | XY+ |YZ]|

¥: X Z
Y Z] =YX+ |XZ]

5
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a) Najkrotsza wysokosé trojkata o bokach 4, 3.2, 10 ma diugosé 3. Oblicz
dhugosci pozostalych wysokosci tego trojkata.
b) Wysokosci pewnego trojkata maja diugosci 2, 1%-"'5‘-, i‘{-—-?. a jego najkrotszy bok

ma dlugosc¢ 2. Oblicz dlugosci pozostalych bokow.

a) Wykaz, ze dlugos¢ dowolnego odcinka, ktorego konce lezg na bokach traj-
kata, jest mniejsza od polowy obwodu tego trojkata.
b) Wykaz, ze dlugos¢ dowolnej przekatnej wielokata jest mniejsza od potowy ob-
wodu tego wielokata.

Na rysunkach ponizej przedstawiono dwa przypadki polozenia dwoch tréj-
katow rownobocznych, ktore majg wspdlny jeden z wierzchotkow., Wykaz, ze
w kazdym z tych przypadkow diugosci odcinkow BD i EC sa rowne.

Przypadek I Przypadek I1

-~

L=

Narysuj dowolny trajkat. Podziel go konstrukcyjnie prostymi przechodzgcymi
przez jeden z wierzchotkow na dwa trajkaty:

a) o rownych polach, b) o polach w stosunku 3:1.

48, Punkt P jest dowolnym punktem lezacym na boku BC tréjkata ABC. Wykaz, 7e:
L(IAB| +|AC| - |BC]) < |AP| < L(IAB| + |AC| + BC])

49, a) Wykaz, 2e suma odleglosci dowolnego punktu trojkata od wierzchotkow
trojkata jest wieksza od polowy obwodu tego trojkata.

b) Wykaz, ze suma odleglosci dowolnego punktu czworokata od wierzchotkow
czworokata jest wieksza od polowy obwodu tego czworokata.

¢) Wykaz, ze suma odleglosci dowolnego punktu wielokata od wierzchotkdw wie-
lokata jest wieksza od polowy obwodu tego wielokata.

50. Jaka czesc pola trojkata ABC sta-
nowi pole trojkata CDE, jesli |AD| = 3,
|BID| =9, |BE| =3, |CE| =67
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51. Punkty D, E i F sa srodkami od-
cinkow AE, BF i CD. Znajdz pole troj-
kata ABC, jezeli pole trojkata DEF jest
rowne P.

92. a) Czy istnieje trojkat, ktorego wysokosci maja diugosci 2, 4, 57

b) Udowodnij, ze jesli hy, h, h; sa wysokoSciami pewnego trojkata, to odwrotnosc
kazdej z tych liczb jest mniejsza od sumy odwrotnosci dwoch pozostatych.

53. Trdjkat ma boki o dlugosciach a, b i c. Wykaz, Zze a* + b® > %r:z.

TWIERDZENIE PITAGORASA

| TWIERDZENIE ODWROTNE
DO TWIERDZENIA PITAGORASA

)", Oblicz diugosci odecinkow oznaczonych literami.

>

5
]
1

-

0. a) Jaka dlugos$¢ ma przekatna kwadratu, ktérego obwod jest rowny /37
b) Jakie pole ma kwadrat o przekatnej 2./57

¢) Obwadd tréjkata prostokatnego réownoramiennego jest rowny 2(./6 + /3). Jakie
jest pole tego trojkata?
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a) Jakie pole ma trojkat rownoboczny o boku 3./3?

b) Jaka dlugos¢ powinien mie¢ bok tréjkata rownobocznego, aby jego pole bylo
rowne 17

¢) Jaki obwod ma trojkat rownoboczny, ktorego wysokos$c jest rowna 57

Sprawdz, czy trojkat o bokach podanych dhugosci jest prostokatny.
d} ]-?: 8! 15 b:] 2: \-".Ig1 '\.g E] 141 2"\-".;§1 Ev.-':ﬁ;

Czy narysowany rownoleglobok jest prostokatem?
b) c)

1+42

243 1+ 242

Narysuj dowolny odcinek i przyjmij, ze jego diugosc jest rowna 1. Skonstruuj
odcinki o podanych diugosciach.

\-"i?- '\,-".'g V1 \-"I'E 2 V@-

a) Wykaz, ze suma pdl trojkatow réwnobocznych zbudowanych na przy-
prostokatnych trojkata prostokatnego jest rowna polu trojkata réwnobocznego
zbudowanego na przeciwprostokatne;j.

b) Wykaz, ze suma pol szesciokgtow foremnych zbudowanych na przyprostokat-
nych trojkata prostokatnego jest rowna polu szesciokata foremnego zbudowanego
na przeciwprostokatnej tego tréjkata.

a) Dwa z bokéw tréjkata prostokatnego maja dlugosci 35 i 2./3. Jaka dlu-
gos¢ powinien miec trzeci bok, by obwad trajkata byl mozliwie najdiuzszy?
b) Dwa z bokéw trojkata prostokatnego maja diugosci 2.7 i 3.6. Jaka dlugosé
powinien mie¢ trzeci bok, by obwad trojkata byl mozliwie najkrotszy?

a) Jedna z przvprostokatmych tréjkata prostokatnego jest o 1,7 dm diuzsza
od drugiej, a przeciwprostokatna ma dlugosé¢ 25cm. Oblicz pole i obwdd tego
trojkata.

b) W pewnym trdjkacie prostokatnym o polu 32 jedna z przyprostokatnych jest
3 razy krotsza od przeciwprostokatnej. Oblicz dlugos¢ przeciwprostokatnej tego
trojkata.

¢) W pewnvm tréjkacie rownoramiennym o obwodzie 21 stosunek diugosci ramie-
nia do podstawy wynosi 2: 3. Oblicz pole tego trojkata.

d) W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest 4 razy dluzsza od jednej
z przyprostokatnych. Oblicz stosunek diugosci przyprostokgtnych tego trojkata.
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a) Boki prostokata maja diugosci 15 i 20. Oblicz odleglosé wierzcholka tego
prostokata od przekamej, do ktorej ten wierzcholek nie nalezy.
b) Przekatne rombu maja diugosci 10 i 24, Oblicz odleglos¢ punktu przeciecia sie
przekatnych od boku tego rombu.

a) Jeden z bokoéw prostokata ma diugoséé 3.7, a przekatna ma diugosé 6+/2.
Jaki obwod ma ten prostokat?
b) Jaki obwod ma romb o przekatnych dlugosci 2.7 i 2./10?
¢) W trapezie prostokatmym bok o dlugosci 1 + 37 jest prostopadly do bokéw
o diugosciach /7 i 3. Jaka dlugos¢ ma czwarty bok?

a) W trojkacie ABC kat CAB jest rozwarty oraz |AB| =51 |BC| = 8. Wysokos§¢
poprowadzona z wierzchotka C ma diugosé /15. Oblicz diugosé boku AC.
b) W trajkacie KLM wysokosc dzieli bok KL na odcinki o diugosciach 21 9. Bok LM
ma dlugos¢ 3. Oblicz obwdd i pole tréjkata KLM.
¢) W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC| = 9, poprowadzono
odcinek CD taczacy wierzchotek C z bokiem AB tak, ze punkt D podzielit bok AB
na odcinki o dlugosci |AD| =81 |DB| =4. Oblicz dlugos¢ odcinka CD.

Tréojkat prostokatny ma przyprostokatne diugosci 6 i 8. Oblicz diugosci
odcinkdw, na ktore wysokosc¢ opuszezona z wierzcholka kata prostego dzieli prze-
ciwprostokatna.

Oblicz diugosci bokow oznaczonych literami.

il & - %
a v el ~3
- ,x"/ e > g
2 . L5 \\.\ ':_’if.iﬂ'“ f N 457N
o b d i h
E "'\-.._.c::‘—;._-"
z/. ﬁl'
. _,/’/ﬁ{}u 1 -
I \ : J - I
3 P '.I4 - > y =
60 '- 3™\120°3 4\ 60"
- \'x_ k

a) W pewnym trojkacie prostokatnym rownoramiennym przyprostokatna ma
dlugoé¢ 2./3. Oblicz obw6d tego trojkata.

b) Najdiuzszy bok pewnego trdjkata prostokamego réwnoramiennego ma diu-
gosc 10. Oblicz pole tego trdjkata.
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W trojkacie rownoramiennym ramie ma dlugosc 20, a kat miedzy ramionami
ma miare 30°. Oblicz odlegloé¢ srodka podstawy od ramienia tego trajkata.

Punkt § jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C trojkata ABC
na bok AB. Wykaz, ze |AC|? - |BC|? = |AS|? - |BS|2.

Wykaz, ze trojkat ABC przedstawiony na ry-
sunku obok jest prostokatny, jezeli:

a) |«BAC|=30°i |AD|:|DB| =3:1,
b) |CD|:|BD| =4:3 i |AD|:|DB| = 16:9. A

a) Wykaz, ze jest tylko jeden trojkat prostokatny, ktorego diugosci bokow sa
pierwiastkami kwadratowymi z kolejnych liczb naturalnych.
b) Wykaz, ze jedynym trojkatem prostokatnym, ktorego diugosci bokow sg kolej-
nymi liczbami naturalnymi, jest trojkat o bokach dlugosciach 3, 41 5.

Przekatne pewnego czworokata wypuklego sa do siebie prostopadle i przeci-
naja sie w punkcie P. Wykaz, ze suma kwadratow dlugosci bokow tego czworokata
jest dwa razy wieksza od sumy kwadratow odleglosci punktu P od wierzchotkow
tego czworokata.

5. Dany jest odcinek diugosci 1. Skonstruuj odcinek o diugoséci:
a) '\.,-""ﬁ b} \."'IE c) 1-"? d) \-’"ﬁ

/6. Dane sg trzy rozne kwadraty, Skonstruuj kwadrat, ktorego pole jest réwne:
a) sumie pol tych trzech kwadratow,

b) réznicy miedzy suma pol dwoch wiekszych kwadratow i polem najmniejszego
kwadratu.

17. DHugosci bokow trojkata ABC sa kolejnymi liczbami catkowitymi, bok AB jest
najdtuzszy, a bok BC — najkrotszy. Z wierzchotka B opuszczono wysokoSc i jej
spodek § podzielil bok AC na dwie czeSci. Wykaz, ze réznica dlugosci miedzy tymi
czesciami jest rowna 4.

78. Trojkat prostokatny ma przyprostokatne diugosci a i b, a wysokos¢ opusz-

czona na przeciwprostokatng ma diugos¢ h. Udowodnij, ze: El’f = E}T + El_p

9. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| =1, |BC| = /2, |« ABC| = 135° Oblicz |AC|.
80. a) Wykaz, ze suma kwadratow diugosci czterech bokow rownolegloboku jest

rowna sumie kwadratow diugosci jego przekatnych.

b) Boki trajkata maja dlugosci a, b i c. Jaka dlugos¢ ma odcinek taczacy wierzcho-
fek trojkata ze srodkiem przeciwleglego boku o dlugosci a?
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WLASNOSCI TROJKATOW (CD.)

Trojkat ABC jest rownoramienny (|AC| = |BC|) oraz |« ACB| = «. Oblicz miary
katow B i y.

c) c

Odcinki AD i BE to wysoko-  Polproste AD i BE to dwu- Odcinek CD to srodkowa
dci trajkata ABC. sieczne katow CAB i ABC. trajkata ABC i |BC| = 2| AB|.

. Trojkat ABC jest prostokatny.

Polprosta CD jest dwusiecz-  Odcinek AD jest wysokoscia  Odcinek CD jest srodkowa

na kata ACB i |[BD| = |CD|. trojkata i |€ ABC| = 30°. trojkata i 2|AD| = |CD|.
nleas e ABL _ 1 nleay we LCDL _ 1 TSI [
Wykaz, 7e cp| = 2 Wykaz, ze DBl = 3" Wykaz, ze l;ﬁﬁ = .

. Oblicz pole trojkata rownobocznego, w ktorym punkt przeciecia wysokosci:
a) jest odlegly od jednego z bokow o 5,
b) jest odlegly od wierzcholkow o d.

- Skonstruuj trojkat rownoramienny, majac dane:
a) podstawe i ramie,

b) podstawe i wysokoS¢ opuszczong na podstawe,

¢) ramie i kat miedzy ramionami,

d) ramie i kat przy podstawie,

e) podstawe i kat miedzy ramionami,

f} wysokos¢ i kat miedzy ramieniem a podstawa.

54 FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 1



Katy pewnego trojkata maja miary 50° 557 1 75° Wysokosci tego trojkata
dziela go na sze$¢ mniejszych trojkatéw. Oblicz miary katow kazdego z tych szes-
ciu trojkatow.

Katy pewnego trdojkata maja miary 40° 60° i 80°. Dwusieczne tych katow
dziela trajkat na szes¢ mniejszych tréjkatow. Oblicz miary katow kazdego z tych
szesciu trojkatow.

Trajkat KLM zostal podzielony srodkowymi
na szes¢ mniejszych trojkatow. Jeden z tvch trojka-
tow ma pole rowne P. Jakie pole ma trojkat KLM?

Narysowane polproste sg dwusiecznymi katow
trojkata ABC. Oblicz miary katow tego trojkata.

W trdjkacie prostokatmym kat miedzy wysokoscia poprowadzona z wierzchol-
ka kata prostego a dwusieczng tego kata ma miare 20° Jaka miare ma najmniejszy
kat tego trojkata?

Wysokos¢ CM trojkata ABC ma diugosc 21. Dwusieczna kata ABC przecina
te wysokos¢ w punkcie P i dzieli ja tak, ze |[CP| : |PM| = 5:2. Znajdz wysokos¢
trojkata BCP opuszczona z wierzchotka P.

a) Punkt H jest ortocentrum trojkata ostrokatnego ABC. Wykaz, ze [ ACB| =
=180°- |« AHBE|.

b) Punkt D jest punktem przeciecia dwusiecznych katow trojkata ABC. Wykaz, ze
|« ACB| = 2|« ADE] - 180~

Wykaz, ze dwusieczne dwoch katow w trajkacie nie moga by¢ prostopadte.

Wykaz, ze jesli dlugosé jednej ze srodkowych trdjkata jest rowna polowie
diugosci boku, do ktorego zostata poprowadzona, to ten trojkat jest prostokatny.

a) W trdjkacie ABC odcinek AP jest srodkowa. Wykaz, ze odleglosci punktow
B i C od prostej AP sa rowne.

b) W tréjkacie ABC dwusieczna kata BAC przecina bok BC w punkcie P. Wykaz, ze
stosunek odlegiosci punktow B i C od tej dwusiecznej jest taki sam jak stosunek
|BP|:|CP|.

Narysuj dowolny trojkat, a nastepnie wyznacz konstrukcyjnie:

a) srodek ciezkosci tego trojkata, b) ortocentrum tego trojkata.

96. Boki trojkata maja dlugosci a, b i c. Dwusieczna jednego z katow tego trajkata
dzieli bok o dlugosci ¢ na dwa odcinki. Jakie sa dlugosci tych odcinkow?
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97. Trojkat o bokach diugosci 10, 15 i 20 podzielono na dwie czesci dwusieczng
jednego z katow. Oblicz stosunki pol tych czesci trojkata, gdy dwusieczna podzie-
lifa najmniejszy kat tego trojkata i gdy podzielila najwiekszy kat.

98. Polproste AD i AE dziela kat BAC na A
trzy rowne czesci, a polproste BD i BE — kat
ABC na trzy rowne czesci (zob. rysunek). Wy- & :
kaz, ze katy ADE i BDE maja rowne miary.

99. w roéwnolegioboku ABCD poprowadzo-
no z punktu A odcinki AM i AN do $rodkow
bokdéw BC i CD. Wykaz, ze odcinki te podzie-
lily przekatna BD na trzy rowne czesci.

100. Kat ACB podzielono na trzy roéwne

czesci (zob. rysunek). Wykaz, ze % = ;’—;‘

101. Wykaz, ze:
a) obwaod trojkata jest wiekszy od sumy diugosci jego srodkowych,
b) suma diugosci srodkowych trojkata jest wieksza od polowy jego obwodu,

¢) srodkowa trojkata ABC poprowadzona z wierzcholka A jest mniejsza od polowy

sumy |AB| + |AC]I.
[

102. przez punkt P przecigcia dwusiecz-

8 TEe nych katow trojkata ABC poprowadzono pro-

P ~N sta rownolegla do boku AB, ktora przecina

M R TR S boki AC i BC w punktach M i N, tak jak na

AL ' T g rysunku obok. Wykaz, ze [MN| = |AM|+|BN]|.

103. pane sa dwa katy trojkata — o i B. Z wierzcholka trzeciego kata pro-
wadzimy dwusieczng tego kata i wysokosc¢ trojkata. Kat miedzy ta dwusieczna
i wysokoscig oznaczmy litera y.

C a) Na rysunku obok przedstawiono te sytuacje, gdy
g ‘ o i f sa katami ostrymi i & < 8. Wyraz miare kata y
5 ";Y “x\‘ w zaleznosci od miar katow o i B.
% | ff'\.\ b) Wyraz miare kata y w zaleznosci od miar ka-
A 'jj"l.-" r B tow o i B, gdy jeden z tych katow jest rozwarty.

104. Narysuj dowolny kat wypukly i wybierz punkt P nalezacy do tego kata, ale
nie do zadnego z jego ramion. Skonstruuj trojkat, ktdrego jednym z wierzchotkow
jest wierzcholek narysowanego kata, dwa pozostale wierzchotki leza na ramionach
tego kata, a punkt P jest:

a) ortocentrum tego trajkata, b) srodkiem ciezkosci tego trajkata.
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WLASNOSCI CZWOROKATOW

1095. a) Przekatna trapezu rownoramiennego dzieli go na dwa tréjkaty rownora-
mienne. Jakie miary maja katy tego trapezu?

b) Przekatna trapezu réwnoramiennego dzieli go na trdjkat rownoramienny i troj-
kat prostokatny. Jakie miary maja katy tego trapezu?

Oblicz pole i obwod narysowanego czworokata.

B . c)
Asiﬁ / 4/
7 .
4,2 7.8

rownoleglobok prostokat
d) g = f)
12 7 - 9 l
/ \ SV
15 15 4\
/ N\ ‘ \
.f.// \ / \\\ 4 II'-.
30 70 5] 0,9
trapez rownoramienny trapez prostokatny trapez

" : . Oblicz pole zacieniowanej figury. Za jednostke przyjmij jedna kratke.
a) b)

-III

' Punkty oznaczone literami sg srodkami bokow kwadratu. Oblicz, jaka cze-
$cig pola kwadratu jest pole zacieniowanej figury.

a) b) C)

Q
—————
Fi
.lrl,r /\
u"llr ¥ 5
Fi =
/ o
) "
i/ _—
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Punkty oznaczone literami sg srodkami bokow réwnolegloboku. Oblicz, jaka
czescig pola rownolegloboku jest pole zacieniowanej figury.
a) b)

Pole rombu ABCD jest rowne P. Oblicz pole czworokata KLMN.

a} D h] N ‘-':} N
’,,.f'/.}l;\‘“-& #,/::T:T\MH j:fllx‘\x
_,*"' Fi 4 " #__, s \H #,- i:x__xx.
_,,-f'f___ ._,-*""i11 'ﬁ“-x__:"x_x ,*"#*:; % H“ﬁ:‘x‘ _(,,a«'" ;'f T \'\ K"m
AR g T e EM  p gl M
e || (_,,/ H\'-.\H\H o ’:,,-" . N g
M\m e “xh:-& P \w\:\‘ A =
~ S %N P
B L 74
L
|AK| = IMC| = L]AC] |AK| = IMC| = LIAC] |AK| = IMC| = LjAc]
IBL| = IND| = 1|BD| IBL| = IND| = £|BD| BL| = IND| = 1|BD]
Oblicz pole narysowanego czworokata.
a) 7 b) e c) 5
; e --.__:__-_.- 8__ -._...___x. .-‘R
/.ﬁ"ﬁ g#_.,--’f {_-_-_'::'45'# ':___ - f; i
o 3{}0 - S e F;
- 5
rawnolegiobok romb trapez
. Zapisz obwod czworokata.
a} --.---____.f < b} ;/' E-da? C} . b d} #.-_g_.
P ™ / 4 % s
= J_.-" F) \ . -
- a =20 g b - 4 " e
H\..'H'x. o # - /// 45\{>\ f'fgéjq
e e o e JEL x
romb rownoleglobok trapez trapez
rownoramienny prostokatny

a) Oblicz pole rombu o obwodzie 36 cm i wysokosci 3 cm.
b) Oblicz pole rombu, ktorego jedna z przekatnych ma diugos¢ 6 m, a druga jest
dwa razy diuzsza.

* . Kat miedzy przekatna rownolegloboku o diugosci 6 i bokiem o diugosci 4

ma miare o. Oblicz pole tego rownolegloboku, jezeli:
a) o= 30° b) & =45° ¢) o =60°
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a) Jakie pole ma prostokat, ktorego jeden bok ma diugosc 5, a przekatna
ma dlugosc 10?

b) Jakie pole ma kwadrat o przekatnej diugosci 77

a) Stosunek diugosci bokdw prostokata o obwodzie 82 wynosi 3 :2. Oblicz
pole tego prostokata.

b) Jeden z bokow rownolegltoboku jest o 9 cm krotszy od wysokosci h opuszczonej
na ten bok. Pole tego rownolegloboku jest réwne 36 cm?. Oblicz h.

¢) Krotsza podstawa trapezu i jego wysokos¢ maja rowne dlugosci i s o 3¢cm
krotsze od dluzszej podstawy. Pole trapezu jest réwne 45cm?®. Oblicz dlugosci
podstaw tego trapezu.

Narysuj czworokat ABCD, ktory nie jest prostokatem i ktory ma dwa katy
proste: raz przy wierzchotkach A i B, a raz przy wierzchotkach A i C.

Oblicz pole wielokata przedstawionego na rysunku.

ﬂ} 5 b} f c)
/ ; q ) 4 |
2 4/ ‘\44/ \4 3 L‘~\
5 i \ y !
=4 4
r. (2 | 2 2
Ia B Al R Al
2 2 6 2
Zacieniumfana figura to gwia}z!:ia = 1%‘ 15{}&\ =
zbudowana na rownobocznym szescio- S <G00 60
kacie o boku diugosci 1 i podanych i \ - /
katach. Oblicz pole tej figury. 1’;9 1_5*3

a) Przekatna czworokata ma diugos¢ 12cm i dzieli go na dwa trajkaty,
z ktorych jeden ma obwadd 24 cm, a drugi — 27 em. Oblicz obwdd tego czworokata.
b) Jedna z przekgtnych czworokata o obwodzie 40cm podzielita go na trojkaty
o obwodach 20cm i 30 cm. Jaka dlugosc ma ta przekatna?
¢) W pewnym pieciokacie z jednego wierzcholka poprowadzono dwie przekatne
o dlugosciach 4 cm i 7 cm. Przekatne te podzielily pieciokat na trzy trajkaty, kazdy
o obwodzie 16 cm. Oblicz obwad tego pieciokata.

a) Jakie pole ma prostokat o obwodzie 34, jesli przekatna tego prostokata
ma dlugosc 137

b) W rombie o boku diugosci 2./10 jedna z przekatnych jest o 8 dtuzsza od drugiej.
Oblicz pole tego rombu.

¢) Wysokos¢ opuszczona z wierzchotka réwnolegtoboku o polu 30 dzieli jego pod-
stawe na odcinki o dlugosciach 4 i 6. Oblicz obwad tego rownolegtoboku.
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Ktére z nastepujacych zdan sa falszywe? Narysuj odpowiednie przyklady.
a) Kazdy czworokat o prostopadlych przekatnych jest rombem.
b) Kazdy czworokat o bokach rownej dlugosci jest rombem.
¢) Kazdy trapez, w ktorym przeciwlegle katy maja jednakowe miary, jest rombem.
d) Kazdy czworokat o przekatnych rownej dlugosci jest prostokatem.
e) Kazdy rownoleglobok o co najmniej jednym kacie prostym jest prostokatem.
f) Kazdy czworokat, w ktorym przeciwlegle boki maja jednakowa dlugosé, jest
prostokatem.
g) Kazdy czworokat, ktory ma dwie pary bokow o jednakowej diugosci, jest row-
nolegiobokiem.
h) Kazdy czworokat, ktorego przekatne przecinaja sie w polowie, jest rownoleglo-
bokiem.
i) Kazdy trapez, ktory ma co najmniej jedna pare rownych katow przeciwleglych,
jest rownoleglobokiem.

a) Czy rownolegtobok o bokach diugosci 2+/3 i 5.2 i przekatnej dlugosci
V62 jest prostokatem?
b) Czy rownoleglobok, ktorego jeden z bokow ma dlugosc 13 cm, a przekatne maja
diugosci 10cm i 24 cm, jest rombem?
¢) Czy trapez o podstawach diugosci 1 + 2 i 2 oraz pozostalych bokach o dlu-
gosciach /3 i 2 jest prostokatmy?

Prostokat ABCD ma boki dlugosci |AB| = 40cm i |BC| = 75 cm. Jaka jest
odleglos¢ wierzcholka B od przekatnej AC?

Diugos¢ krotszego boku prostokata wynosi 2,5 cm, a dwusieczna jednego
z jego katow dzieli dluzszy bok w stosunku 1: 2. Oblicz obwod tego prostokata.

a) Bok rombu jest o 2 dluzszy od wysokosci opuszczonej na ten bok. Pole
tego rombu jest rowne 15. Oblicz obwod tego rombu.

b) Jedna z przekatnych rombu jest o 4 diuzsza od drugiej, a pole tego rombu jest
rowne 48. Oblicz dlugos¢ boku tego rombu.

Pole trapezu rownoramiennego jest rowne 160. Jedna z podstaw tego trape-
zu jest 2,2 razy dluzsza od drugiej, a przekatna dzieli kat przy diuzszej podstawie
na polowy. Oblicz dlugosci bokow tego trapezu.

Przekatne rownolegloboku ABCD przecinaja sie w punkcie O. Udowodnij,
7e 2|AQO| < |AB| + |AD|.

a) Skonstruuj kwadrat, ktorego jedna z przekatmych jest dany odcinek.

b) Dane sg trzy wierzchotki rombu. Znajdz konstrukcyjnie czwarty wierzchotek.
Zaproponuj dwie metody rozwiazania tego zadania.
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Skonstruuj réwnoleglobok, majac dane:
a) dwa boki i kat miedzy nimi,
b) dwie przekatne i kat, pod jakim sie przecinaja,
¢} dwie przekatne i jeden z bokow.

131. Wysokosé rombu (poprowadzona z wierzchotka) ma dlugosé 4 i dzieli bok
rombu na odcinki o dlugosciach 3 i 2. Oblicz dlugosci przekatnych tego rombu.

132, Trapez ma podstawy diugosci 28 cm i 7cm oraz ramiona diugosci 13 cm
i 20cm. Oblicz jego pole.

133. Trapez rownoramienny ma podstawy diugosci 2m i 6m, a jego przekatne
sa prostopadie. Oblicz pole i obwod tego trapezu.

1i34. w kaz, ze w dowolnym czworokacie wypuklym:

a) obwod jest wiekszy od sumy dlugosci jego przekatnych,

b) suma dlugosci przeciwleglych bokow jest mniejsza od sumy dlugosci jego prze-
katnych,

c) dhugosc kazdej przekatnej jest mniejsza od polowy jego obwodu.

135. Wykaz, ze w trapezie ABCD pola tréojkatow D - —C
BCE i AED sa réwne (zob. rysunek). / ;Ei{"\
- 0
V. 0
£ 4
136. Udowodnij, ze przekatne réwnolegloboku A B
dziela go na cztery trojkaty o réwnych polach.
; 5 137. Popatrz na rysunek obok. Odcinki réwno-
S . legle do podstaw trapezu dzielg jego wysokos¢
g : na trzy rowne czesci. Dane sa pola S; 1 55. Wy-
' S znacz pole S».
138, Przyjrzyj sie rysunkowi pieciokata. Jaka -
dlugoé¢ powinny mie¢ boki oznaczone literami, o -
aby pole tej figury bylo rowne 15,57 y - N
\K /CJ
139. punkt E jest srodkiem przekatnej AC czwo- % /4
rokata wypuklego ABCD. Wykaz, 7ze czworokaty \v—/\/

ABED i BCDE majg réwne pola.
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Popatrz na rysunek obok. Proste | i m sa e

rownolegle. Ktore z katow oznaczonych literami \ -
: : ; y ¥ L

maja taka sama miare jak kat o? /s .

A. tylko kat g TN - <8

B. tvlko kqt Y *;::)

C. tylko katy B i & . .._;i_q_

D. katy f, yid /i

Dwa z bokow trojkata maja diugosci 4 m i 6 m. Ktora z podanych dlugosci nie
moze by¢ dlugoscia trzeciego boku tego trojkata?

A.9m B. 6m C.5m D.2m

W trdjkacie ABC dane sa: |[<BAC| = 20°%1 [« ABC| = 50°. Dwusieczne tych katow
przecinaja sie w punkcie P. Miara kata APB jest rowna:

A.110° B. 130° C. 145° D. 160°

Popatrz na rysunek prostokata. Suma miar
katow o i B jest rowna:
A. 105° C. 145°
B 1157 D. 180°

Popatrz na rysunek obok. Suma miar katow
o, £ iy jest rowna:

A. 120° C. 180°
B. 160° D. 200°
W trojkacie ABC wysokos¢ CD i dwusieczna

kata BAC przecinajg sie w punkcie E. Kat BAC

ma miare 32° Kat AEC ma miare:

A. OR° C.116°
B. 106° D. 148° A<

Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dlugosci xcm i 10cm, a przeciw-
prostokatna ma dhlugos¢ y em. Z tych informacji nie wynika, ze:

A. x? =y? -100 C. (x+ 100 > y?
B. (y—x)y+x)=100 D.(x+1)¢+11°=(y+1)°
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Popatrz na rysunek. Obwod trojkata BCD D

jest rowny: )
A. 1+ x."ﬁ + -\_-":g C. 2\;‘“"2" + 3\,-? 457 ! 155_‘
B. 2./6 D.1+ "2—? + ‘—; % e
Bok rombu ma diugos¢ 10. Ktore liczby nie 4 B g &
moga by¢ dlugosciami przekatnych tego rombu?
A. 2./5, 4.5 C. 104/3, 10
B. 12, 16 D. 18, 2,/19

W pewnym trapezie suma miar katéw przy dluzszej podstawie jest réwna
40°, a suma miar dwoch przeciwleglyvch katow jest réwna 170°% Najwiekszy kat
tego trapezu ma miare:

A. 120° B. 130° €. 155° D. 165°

Wysokosci rownolegloboku maja diugoscei 2 i 5, a kat ostry ma miare 30°. Pole
tego rownolegloboku jest rowne:

A. 10 B.E§§ C. 10,3 D. 20

W trojkacie ABC miara kata ACB jest trzy razy wieksza od miary kata BAC
i 0 19° mniejsza od miary kata ABC. Oblicz miary katow tego trojkata.

Oblicz pole trapezu rownoramiennego, ktorego boki maja diugosci 4cm,
10cm, 10cm i 20 cm.

Romby ABEF i CDEB przedstawio- F E D
ne na rysunku maja przekatne diugosci 8 X
i 6. Znajdz obie wysokosci rownoleglobo- :
ku ACDF. \ X ‘

W trojkacie dwa katy ostre maja mia-
ry o i B (e > B). Z wierzchotka kata D C
rozwartego tego trojkata opuszczono wy- )
sokosc. Wykaz, ze réznica miedzy miarami E<
katow, na ktore ta wysokos¢ dzieli kat roz-
warty, jest rowna o — fi.

Y
=2

Na bokach prostokata ABCD zbudo-
wano dwa trojkaty rownoboczne, tak jak
na rysunku. Wykaz, ze trojkaty ABE i ADF
sg przystajgce. F
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Proste | i m sa rownolegle, a miara kata a 21 m
jest 5 razy wieksza od miary kata b. Wynika stad oA /
zaleznosc: ¥, _af —
A.c=d-b
B.d=10b-¢

A . Popatrz na rysunek obok.
Miara kata y jest rowna:
A. 100° C. 130°
B. 120° D. 140°

¥

Na rysunku obok wysokosci trojkata ABC
poprowadzone z wierzcholkow A i B przecinaja
sie w punkcie P i tworza z bokiem AB katy o i B.
Ktora rownosc jest falszywa?

A. |[€ABC| =90°~- o

B. |[xACB|=w&x+p

C. [%BAC|=90°- 18

D. | APB|=180°-x-B

Suma miar katow « i f jest rowna:

A. 140° C. 180°
B. 160° D. 220°

A W jakim z ponizszych stosunkow nalezy podzieli¢ odcinek, aby z otrzyma-
nych trzech odcinkow mozna byto zbudowacd trojkat?

A.1:2:3 B. 1:3:5 C.2:3:4 Ch2:2:5

fl Proste a, b i ¢ sg rownolegle i kazda z nich
przechodzi przez jeden z wierzcholkow kwa-
dratu, jak na rysunku obok. Odleglos¢ miedzy
prostymi a i b jest réwna 3, a miedzy prostymi b
b i ¢ — jest rowna 5. Pole tego kwadratu jest
rowne:

A. 15 B. 25 C. 30 D. 34

A Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest 10 razy dluzsza od krotszej
przyprostokatnej. Stosunek diugosci krotszej przyprostokatmej do diugosci diuz-
szej przyprostokatnej jest rowny:

A.1:9 B. 1:/10 € 1:3/11 D.1:99
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W trojkacie ABC boki maja dlugosci: |AB| = 12, |BC| = 6, |AC| = 10. Dwu-
sieczna kata ACB przeciela bok AB w punkcie D. Odcinek AD ma diugosc:

A. 4,5 B. 6 . 55 D.8

Wskaz zdanie falszywe.

A. Ortocentrum trojkata moze leze¢ poza tym trojkatem.

B. Odleglosci punktu przeciecia symetralnych bokow trojkata od wierzchotkow te-
go trojkata sa jednakowe.

C. Srodek ciezkosci trojkata dzieli kazda $rodkowa na dwie czesci, z ktorych jedna
jest trzy razy krotsza od calej srodkowei.

D. Laczac punkt przeciecia dwusiecznych katow trojkata z wierzchotkami tego troj-
kata dzielimy ten trojkat na trzy czesci o rownych polach.

Roznica kwadratow diugosci dwoch bokow prostokata jest rowna 12, a prze-
katna prostokata ma diugosc¢ 6. Pole tego prostokata jest rowne:

A. 4.6 B. 18 G s ] D. 36

Trapez i rownoleglobok przedstawione a-4
na rysunku obok maja taka samg wysokosc.
O ile pole trapezu jest wieksze od pola row- ! \ aat
nolegtoboku? " '

3 e — bomsrselse — J
B. a-1 D.a+2

Krotszy bok narysowanego obok prosto- . >
kata ma dlugosé 10. Zacieniowana figura jest r A
rombem, Ktorego pole stanowi 60% pola pro- s g
stokata. Oblicz dlugos$¢ boku rombu. 4

Srodkowe AK i CL trojkata ABC przecinaja sie w punkcie P. Jaka czescia pola
trojkata ABC jest pole trojkata PLK?

Przekatne pewnego trapezu rownoramiennego sa prostopadle. Wysokos¢ tego
trapezu jest rowna 13 cm. Oblicz jego pole.

a) Wykaz, ze jezeli w trojkacie dwie wysokosci sa rowne, to ten trajkat jest
rownoramienny.

b) Wykaz, ze jezeli w trojkacie dwie srodkowe sa rowne, to ten trdjkat jest rowno-
ramienny.
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Miary katow wewnetrznych pewnego trojkata pozostaja w stosunku 3 :4: 5. Naj-
mniejszy kat wewnetrzny tego trojkata ma miare:

A. 45° C. 75°
B. 90° D. 60°
£
W trojkacie ABC, w ktérym |AC| = |BC|, ~.\\~
na boku AB wybrano punkt D taki, ze |BD| = \
= |CD| oraz | ACD| = 21° (zob. rysunek). /219 \,
Wynika stad, ze kat BCD ma miare: X
A. 57° C.51° & !
B. 53° B 55 A~ D B
Pole tréjkata prostokatnego ABC, przed- KC
stawionego na rysunku, jest rowne: ) Pl
C3 "3 A
g, 16.73 D 43 e 30 2
3 "3

Miary katow pewnego czworokata pozostaja w stosunku 2:3:3:4. Wynika stad,
7e najmniejszy kat tego czworokata ma miare:

A. 60° B. 50° C. 40° B..307

Dany jest trapez ABCD, w ktorym prze- D C
kama AC jest prostopadia do ramienia BC, e )
|AD| = |DC| oraz |£ABC| = 50° (zob. rysu- I & 1
nek). Stad wynika, ze: | / 5{}3\_3

A. B =100° C. B=110°
B. 8 =120° D. B =130°

Dany jest trajkat ABC. Punkt S jest érod- 3
kiem boku AB tego trojkata (zob. rysunek). x
Wykaz, ze odleglosci punktow A i B od pro- I il
stej CS s rowne. A= S B

Dwusieczna kata ostrego ABC przecina
przyprostokatng AC trojkata prostokgtnego P r
ABC w punkcie D. Wykaz, ze jezeli |AD| = ¥
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W trapezie prostokatnym ABCD diuzsza
podstawa AB ma diugosc 8. Przekatma AC
tego trapezu ma diugosc 4 i tworzy z krot-
szg podstawg trapezu kat o mierze 30° (zob.
rysunek). Oblicz diugosc¢ przekatnej BD tego
trapezu.

W rownolegloboku ABCD punkt E jest
srodkiem boku BC. Z wierzcholka D popro-
wadzono prosty przecinajacg bok BC w punk-
cie E. Proste AB i DE przecinajg sie w punkcie
F (zob. rysunek). Wykaz, ze punkt B jest $rod-
kiem odcinka AF.

. Dwusieczne katow BAD i BCD czworo-
kata wypuklego ABCD przecinajg sie w punk-
cie E, przy czym punkty B i E leza po prze-
ciwnych stronach prostej AC (zob. rysunek).
Wykaz, ze:
|« ABC| - |$ADC| +2 - |[£ AEC| = 360°

Dany jest trojkat ABC, w ktorym |BC| = a. Z wierzcholka B poprowadzono
srodkowa BD do boku AC. Punkt § jest srodkiem odcinka BD. Przez punkty A
i $ poprowadzono prosta, ktora przecieta bok BC w punkcie P. Wykaz, ze diugosc

odcinka CP jest rowna %a.

] Dany jest trojkat réownoramienny ABC, w ktorym |AC| = |BC|. Na ramieniu

AC tego trojkata wybrano punkt M (M # A i M # C), a na ramieniu BC wybrano
punkt N, w taki sposéb, ze |AM| = |CN|. Przez punkty M i N poprowadzono proste
prostopadie do podstawy AB tego tréjkata, ktore wyznaczaja na niej punkty S T.

Udowodnij, ze |ST| = %mgi.
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EUNKCJYE

‘ Przesuwanie wykresu funkcji ¥ = f(x) wzdluz osi y

\‘: Sl
Ii\
pe:

Przesuwanie wykresu funkcji ¥ = f(x) wzdluz osi x
Y

. f y
\ __—J‘. 7\}* fix-p) I\T-_J\
.' vx < *\ E \ f&/ '

y=flx) y=flx-p) y=flx)
p=>0 p<0

’7 Przeksztalcanie wykresow funkcji

y P=ﬂ~x} Vi Y

VAW, WA SV,
LT / g
4

Rozwigzywanie nieréwnosci wielomianowych |

alx - x1)x - xzPx -x3° <0 alx =x P x - xP(x-x3)* >0
a<0 az=0
- ;f’
R ol 3 I / \\\ / -~
e X RN S, % X

= (—m;xl}u<xg;+m) xe(x.:xg)u(xg;xg)u(X3;+m) ‘



Funkcja wykladnicza

Kazda funkcje, ktorej wzor mozna za-
pisa¢ w postaci y = a*, gdzie a> 0,
nazywamy funkcja wykladnicza. Dzie-
dzina funkcji wykladniczej jest zbidr
liczb rzeczywistych.

a>1
¥i %

/&y
/&

/

Jezeli a > 1, to funkcja y = a* jest ro-
snaca, wiec:

aM <a¥l <= x) <x2

O<a<l

b4

1.\___ y:ﬂx
— | a X

Jezeli 0 < a < 1, to funkcja ¥ = a* jest
malejaca, wigc:

atl < g* = X1 =Xz

Funkcja wykladnicza y = a* (a # 1) jest

funkcja réznowartosciowa. Zatem dla

dowolnych liczb dodatnich p i r:
aP=g" <= p=r

Wykresy wszystkich funkeji wykladni-
czych przechodza przez punkt o wspol-
rzednych (0, 1).

Prosta ¥ = 0 jest asymptota kazdego

‘ z tych wykresow dla a # 1.

Funkcja logarytmiczna

Kazda funkcje, ktorej wzér mozna za-
pisa¢ w postaci y = log, x, gdzie a > 0
i a # 1, nazywamy funkcja logaryt-
miczng. Dziedzing funkcji logarytmicz-
nej jest przedziat ('D;+oo).

a>1

Jezeli a = 1, to funkcja y = log, x jest
rosnaca, wiec:

log,x1 <log, x> < x; <x»

0<a<l
(

1
:

\
\
i\“mx__ X

y=log. x

Jezeli 0 < a < 1, to funkgja y = log, x
Jjest malejaca, wiec:

log, x; <log, x: < x> x>

Funkcja logarytmiczna y = log,x jest
funkcjg réznowartosciowa. Zatem dla
dowolnych liczb dodatnich p i r:

log,p=log,r = p=r

Wykresy wszystkich funkcji logarytmicz-
nych przechodza przez punkt o wspal-
rzednych (1, 0).

Prosta x = 0 jest asymptotg kazdego
Z tych wykresaw.



WZORY | WYKRESY FUNKCJI

. Okresl dziedzine funkgji f i oblicz f(1), f(3), f(-=3), f(-1), f(v2).

a) f(x)=5-3x L}ﬂﬂ—*z e) fx)=[x]+x
b) f(x) % d) f(x)= E-S—x f) flx)=x3-3x2+5x-1

N, Narysuj wykres funkcji f: { 0, l 1 :}} — R okreslonej wzorem:

¥ gl
a) flx)=-3x+2 ¢) flx)=1=3x e) flx)=x2+2x-3

X+1
b) £ = 1 d) fx)= f) Fx)=|2x-1]

M. Czy do wykresu podanej funkcji nalezy punkt A = (0,2)? Czy nalezy punkt
B=(2,00

a) flx)=x>+2 c) h(x}=2—xz—2 e) l{x)=|x-2|
b) gx) =x* -2 d) k(x)=£-1 f) m(x)=|12x|-2| -

%Y. Dana jest funkcia f(x)=[2x].
a) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 3.
b) Utworz tabelke funkcji f dla pieciu dowolnie wybranych argumentow.
¢) Dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartosé 1?
d) Znajdz miejsce zerowe funkcji.
¥ . Dana jest funkcja f(x) = 22
a) Oblicz wartos¢ funkcji £ dla argumentu —15.
b) Utworz tabelke funkgji f dla pieciu dowolnie wybranych argumentow.
¢) Dla jakich argumentow funkcja f przyimuje wartosc¢ 37
d) Czy funkcja f ma miejsce zerowe?
e) Oblicz wartos$¢ wyrazenia £(2) - f(/2).

A0 Opisz wzorem funkcje, ktora danej liczbie rzeczywistej przyporzadkowuje:
a) liczbe o 5 wieksza,
b) szescian tej liczby,
¢) polowe kwadratu tej liczby,
d) pierwiastek z liczby o 3 mniejszej od danej,
e) odwrotnosé szescianu tej liczby,
f) wartosc bezwzgledna z trzvkrotnosci tej liczby.

70 FUNKCJE



1/ Ktory z podanych wzorow opisuje funkcje przedstawiong na wykresie?

y ==X ymi{-ag ool
y =X y=Ix2| y=|L
:y g i }’|1|
|
P - - ’Jv
E - :
o 1 X A0 0 1 X

A Ktéry z punktéw, A, B czy C, jest punktem przeciecia wykresow funkcji f i g?

a) f(x)=2Jx, gx) = —3; +5
b) f(x)=

o go=4F A= (2,2),

B=(0,0),C=(-

=(6,9), B=(9,6), C=(-1,3)

L 15)

C} f{x} = ‘u"fx = 3: Q\":X] - _x"—’ +17 A= {_21_5:': B= {41 1}11 C= {F.E}

s3r, g0=3x-1  A=(0,-3),B=(3,13),C=(-1,-1)
e f) =25 900=%-3 A=@21),B=(-1,-1),Cc=(-2-2
A Jeden z podanych wzoréw opisu- Yi
je funkcje przedstawiong na wykresie. .
Ktory? i \
Dy=x*-4x+4 I\
@y=x3-2x2-2x+4 I ?"x\\;
B y=+82-x 1N X
_1822-x) . s
@ Y x2+90

w3

h - Okresl dziedzine funkcji.

DRSGIRTT e}y=lxar?21|—l

b) ¥ =/9-8x f) y=vx+l+l

) Y= 53 g y=clps 1
d}y:ﬁ my‘éﬁ_i'xz_lh

WIORY | WYKRESY FUNKCH

i) v=vdx+1+6-2x

) y=vE=5+/5-%

- _x-10 i+ 2x
Ky \,-’9~1m-+ Jx+1

:.._.}_...":dg
N o
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A Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkcji.

; _ 2x+7 g e X(x+8) = 2Xx(x-5)
A= F h i LR~
_ 2x+1 R _ (2x+13p°
b) ¥ '_:}fx? - Ox d) y x=-2x+1 By Vex+13
A Wyznacz miejsca zerowe (o ile istnieja) podanej funkcji.
a) f:(-11;3) =R, f(x)=|x+4|-7
b) f:N—=R, f(x)=4x2+7x-2
0 f:{-1;1) = R, f(x)=x3-6x*-7x
d) f: (—m;ﬂ) ~ R, flx)=4x3 +8x%-x-2
W . Sprawdz, czy liczby -1 i 3 naleza do zbioru wartosci funkcji f.
a) f(x)=|x-2]| 0 flx =12
b) fix)=[2x+1|-2 d) fix)=x"+3

Oblicz, dla jakiej wartosci parametru a wykres funkcji przechodzi przez dany
punkt A.

B = (-3 = Y {8
a) y=ax’ -2, A=(-3,4) b) y =55 A—( 2.5)

), Oblicz, dla jakich wartosci parametrow a i b wykres funkcji przechodzi przez
dane punkty A i B.
a) y=ax+bx-3 A=(1,-2), B=(2,3)

b) y=(a-bix+3b A=(3,-11), B=(-9,61)

%16. Funkcja f jest okredlona ponizszym wzorem. Zapisz f(2a), fla-2), f(1 - a).
a) f(x)=x%-5x+7 h) fix) = f-j—l c) f{x}=%x—v3x—l
nl7. Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) = x* + x + 5. Oblicz, dla jakiej liczby a
spelniona jest dana rownosc.
a) fla)=fla+1) b) fla=3)=f(a+3) ¢ fi2a+1)=f(2a)

1 18, wykaz, ze dla funkcji f(x) = x% + x - % zachodzi rownosé f(x) = =f(=x).

%19, Dane sa funkcje fix)=vx+6 i g(x)=x%+7x+10. Okredl dziedzine funkcii h.

- = 9 = fEx-1)
a) hix)=f(x+1)+g(x) b) h(x) 72 c) hix) 2= Tx
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PRZYKLADY FUNKCJI | ICH WLASNOSCI

N0 Znajdz wzory funkcji liniowych f,
g, h oraz k, ktorych wykresy przedsta-
wiono na rysunku obok.

M. Znajdz wzér funkcji liniowej f, je-
zeli wiadomo, ze:
a) f(2)=5, f(-3)=-7,
b) liczba 7 jest miejscem zerowym tej

funkcji, a wykres funkcji f przecina o$
y w punkcie o rzednej 11,

8

¢) funkcja ma to samo miejsce zerowe,
co funkcja g(x) = %x +6 i do jej wykresu
nalezy punkt K = (-1, 2),

d) liczba 32 jest jednym z nieskoncze-
nie wielu miejsc zerowych tej funkcji.

NZ2. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji liniowej f. Znajdz wzor funkcji
liniowej g, jezeli wiadomo, ze jej wykres przechodzi przez punkt P i jest rownolegly
do wykresu funkcji f.

a) W By v s <) v d) ;g F ol
.-". H.K"x \ ' f ]
E : : B .H__RH. } \ .. ;;._,a ;
AT N i i/
1 I A 1B e U P "-iﬂl 1 X 1 X
: l__f } F i ! - % 3 e I". i '.-":
f, i - h rrf
_.r'; P It\ P ‘f;{
N2 Znajdz wzor funkcji liniowej f, jezeli wiadomo, ze jej wykres przechodzi
przez punkt P i jest rownolegly do wykresu funkcji g.
a) glx)=2x+5, P=(1,3) d) gix)=0,1x, P=(-6,6)
b) g =-3x-2, P=(-7,4) ¢) g(x) = v2x~+3, P=(0,V5)
0 gx)=-4x+2, P=(5,-1) f) glx)=m, P=(102,201)
N Znajdz wzor funkgji liniowej f, o ktorej wiadomo, ze:

a) nie ma miejsc zerowych, a do jej wykresu nalezy punkt K = (2./3,-3./2),
b) jej wykres jest rownolegly do wykresu funkcji g(x) = —%x + 1, a miejsce zerowe
tej funkcji rozni sie o 3 od miejsca zerowego funkcji g.
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A Narysuj wykres funkcji.

a) f=(x-3)x+1) €) fix)=(x+3)°-4 e) flx)==(x+3F+1
b) f(x)=(x-2)?2+1 d) fx)=—(x-1)*-4 f) Flx)=-2x*+12x~-10
A 215 Znajdz wzor ogolny funkcji kwadratowej przedstawionej na wykresie.
a) b) )
.I' yJ 1 'II & H y d ; y i
I -'/ﬁl"‘-.__ Fi 4 -i_ -R\\.
1 I.l 1 .III. JI._-' .'._II
0l 1 X L1 400 X ,f Hoo
; | | 0 1 X
w\.- y /; Iii
W . Znajdz wzor funkcji kwadratoweij, jezeli wiadomo, ze:

a) funkcja osigga najwieksza wartos¢ rowna 5 dla argumentu 2, a do jej wykresu
nalezy punkt P =(-1,11),

b) wykres tej funkcji przecina 0s y w punkcie K = (0, 3), a liczby x; = -6, x> = 1 s3
miejscami zerowymi tej funkcji,

¢) do wykresu tej funkcji nalezg punkty: A=(1,-2), B=1(2,3), C =(-2,7),

d) funkcja ta ma te same miejsca zerowe co funkcja g(x) = |x s 4%| - % i osiaga
najmniejsza wartos¢ rowna —1.

H0. Rozwigz nieréwnosc.

a) x2-4>0 d) x+7x-8<0 g) -3x24+7x-2%50
b) 5x = x* e) x2+2x+320 h) 4 -x>13x

c) I -6x<-1 f) 2x*-5x-3>0 i) 2x*+x+3>0

A Oblicz f(=3), f(0), F(8), jezeli:

{3x—5 dla x <2 (13x-1| dlaxe (-»;0)
a) f(x) = . : ) fix) =1
_%"“’5 dla x > 2 [ [x*~1] dlaxe {ﬂ;+m)
% = d]&xe(—m;—l)
2x2-1 dlax<-3 x+l
b) f{x}=<l5 dia -3 < x <0 d) flx) =4 3x* dlax € (—1;8)
10=%" dax=0 h%x‘—xg dlax e <8;+m)
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A0 Narysuj wykres funkcji. Okresl jej zbior wartosci, przedzialy monotonicznosci

oraz miejsca zerowe.

x+4 dlaxe<l (2x+2  dlaxe (-3;1
a) f(x}={ : d) f(x) =1 ( )
-x+6 dlax>1 lysql dlaxe<1;+oo)
| 2
(-2 dlaxe (—4 ;—2>
_3l .
b) f(x)={ 2 LR O f={x daxe (-2:2)
2x-5 dlax>-1
|2 dlaxe (2;4)
-x -4 dlaxe |[—-o0:0
—%x+4 dla x <—4;2> ( )
¢) fix)= f) fx)=12x-4 dlaxe (0;3)
x=-2 dlaxE(2;4)
h-%x+1 d]axE(3;+m)
A Znajdz wzor funkgji, ktorej wykres przedstawiono na rysunku.
a) : vi z : b} vi : C) y
' i ]
| |
| | B RN e,
b 11 : .____.--""'-' : 1.' ! ..I. : e i i 1
. I \
R | X DI LY ok : 0] 1 X
b Narysuj wykres funkcji f, a nastepnie okresl zbior wartosci tej funkcji oraz

argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartoéci niedodatnie.

_(x2-3 dlax<?2
a 'F(X}_{—x+2 dlaxz2
A Narysuj wykres funkcji.
X+6 diax&(—m;—E)
.= {xz dla x (—2 . 2)
i piimd 2 dla x € (-o;3)
e %x—l dlaxE(B;ﬁ)

-2x-3 dlaxe (—3;1)

¥ f(x}={{x_3}2 dlax e <l;5>

n34. Dobierz tak liczbe a, aby funkcja fi(x) = {

zerowych.

PRZYKLADY FUNKCJ | ICH WEASNOSCI

_[(x+22 dlax<-1
b) Fx) {—x2+2 dla x > -1

Ix-4 daxe (—4;4}

d) fix)= ;
f {-x3+16 dla x € R <—4;4)

(x+2) dlaxe (-—::o;ﬂ)

ki {Ex-EF dla x € (0;+o0)

—(x+2)7 dlaxe (—4 ;—2]

f) flx)=1 x2 dla x € (-2;2)
-x%+8 dlaxe(Z;rl)
2x+a dlaxs<l

nie miata miejsc
_ox+a dlax>1 J

75



135, Dobierz tak liczbe a, aby funkcja f miata dokladnie dwa miejsca zerowe.

dlax <3 _[3x-12 dlax<4
b]ﬁﬂ_{x?’-’-ra dla x > 4

a) flx)= {xz

2x+a dlax=3

136, Dobierz tak liczby a oraz b, aby wykres funkcji f mozna bylo sporzadzic bez
odrywania reki.

2x-4 dlaxE(—m;1> ax+7 dla-2<xgl1
! ﬂx}_{"%x+b dlax € (1;+e) . fIX}_{xz—ﬂ dlal<x<3

2 T lx+4 dla x < -2
by feo= 4% dlax<3 & f0=Tax+h  dla-2<x<3
2x*-5x+4 dlax>3

FUNKCJE WIELOMIANOWE

4.0 . Dane sa funkcje:
pix)=x1"  g(x)=x" rix)=x"2  s(x)=x"
Ustal, ktora z wartosci tych funkgji dla podanego argumentu x jest najmniejsza,
a ktora — najwieksza.

; - | oo AL,
a) x=1,7 hIX—ﬁ c) x=-0,3 d) x= s
.50 Na rysunku przedstawiono fragmenty wykresow funkcji, ktorych wzory zapi-
sano pod rysunkiem. Dopasuj wzory do wykresow.
a) b) 1 N
- P o X\
_____,'- f’:_,/'/ ____@ S _: '{D
- /@” el @
,{3:‘ .--f"’;; ke X
____ - 2 //. _,_--"'®
e f = i ~@
} . 1 "
flx) = x7 Fx) = x* Y
g(x) = x* g(x) = x° f)=x0  hix)=x3
h(x) = x¢ h(x) = x* gx)=x3 i) =x*
A . Rozwigz graficznie nier6wnosc.
a) x40 -y b] xlﬂl > x? c) xEIJE}.':l +x200 - d) X:iﬂ — x4 =0

A0 . a) W ilu punktach przecinaja sie wykresy funkcji y =x* i y = -2x +3?
b) Ile co najwyzej moze by¢ punktow przeciecia prostej z wykresem funkcji wielo-
mianowej trzeciego stopnia?
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Naszkicuj wykres funkcji y = x*, a nastepnie wykres funkcji:

a) y=Ix° ¢) y=2x° e) y=x°

b) y =-x° d) y = 325

=
f) y=|x°

g) y=-|x"-1|

+1] h) y=2-|x*|

Adl2 Dane sg funkcje: f1(x) = v3x*, fa(x) = (r=3)x3, f3(x) = (2= /5)x2, fa(x) = (2-ex>,

E2
f5(x) = X

a) Ktora z tych funkcji nie przyjmuje wartosci ujemnych?

b) Ktora z tych funkcji jest malejaca?

¢) Ktorej z tych funkcji wykres jest symetryczny wzgledem osi y?
d) Ktorej z tych funkcji wykres jest symetryczny wzgledem punktu (0, 0)?

(1% Znajdz wzor funkeji liniowej f, jezeli wiadomo, Ze:

a) f(2)=5, f(=3)=-7,

b) liczba 7 jest miejscem zerowym tej funkcji, a wykres funkcji f przecina os y

w punkcie o rzednej 11,

¢) liczba 32 jest jednym z nieskoriczenie wielu miejsc zerowych tej funkcji,
d) jej wykres przecina osie uktadu wspolrzednych dokladnie w tych samych punk-

tach, co wykres funkcji g(x) = %xz -3x+ %

e) fx)z9dlax<-8Boraz f(x)<4 dlaxz?2.

A7 Sporzadz wykres funkciji.
a) fix)=x-3)x+1) ¢) fix)=(x+3)°-4
b) fixX)=(x-2)%+1 d) flx)=-(x-1)°-4

Narysuj wykres funkcji.

—_— —%x+2 dla x € <—4;—2) —
da X)= C ¥} = 4
2x-1 dla x <—2;4)
-x+1 dlax<-3
b) f'er]'=‘[4 dla-3<x<1 d) F(x) = -
x-2 dlaxz1

[ %+ 2
= =1

e) Fix)=—(x+3P2+1
f) fx)==2x2 +12x-10

dlax<l
dlax>1

[ —x2 dlax<0
(x=2)"=-3 dlaDg<x<4

 x-3 dlaxz=4

. Znajdz wzor funkcji, ktorej wykres przedstawiono na rysunku.

a) h)

L
-.
[+
Pl 1S S SR S (e
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-5x+3 dla x < -2
-2x°+5x-3 dla-2gx<1

Dana jest funkcja f(x) = 1 4 - 3x° dlal<x <3 . Oblicz:
1xs dlad<sx<7
-2 dlaxz7

a) f(=3)+f(=2)+f(1)+f(2)

F=v2)
®) 5%
c) f(4)-f(d+m)

d) flo)+f(2 v'?}____
fll-4/10)-5,10

Znajdz wzor funkcji kwadratowej, jezeli wiadomo, ze:
a) funkcja osigga najwieksza warto$¢ rowna 5 dla argumentu 2, a do jej wykresu
nalezy punkt P =(-1,11}),
b) wykres tej funkcji przecina os y w punkcie K =(0,3), a liczby x; = -6, xo =1 sa
miejscami zerowymi tej funkcji,
¢) do wykresu tej funkcji naleza punkty: A =(1,-2), B=(2,3), C=(-2,7),
d) funkcja ta ma te same miejsca zerowe co funkcja gi(x) = |x—4%| —% i osiaga
najmniejsza wartosc¢ rowng —1.

Dane sa funkcje:

3x-2 dlaxe {-4;-1 4 ,
filx) = < } f;;[x}:{x., dla [x]| €2
-2x+3 dlaxe (—1:3) x<=-10 dla |x] > 2

5 dla x £ -2 2x+7 dla -4 <x<-1
folx)=4-2x> dla-2<x<3 f4x) = { x2-6x+8 dla-1<x<3
{%x—ﬁ dla x= 3 x2-16 dlaxz=3
Dla podanych funkcji wyznacz:
a) drziedzine,
b) zbior wartosci,
C) miejsca zerowe,
d) przedzialy, w ktérych funkcja jest rosngca,
e) argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci nieujemne.

Wyznacz wartosc liczby a, jezeli wiadomo, 7ze punkt P nalezy do wykresu
funkcji f.

a) fix)=ax®, P=(-1,2) d) f(x)=3x", P=(-1,a)
b) fix)=ax* P=(-3,-3) e) fix)=-2x3, P=(a,54)
¢) flx)=axb P= (—u@.hﬁ) f) f(x)=4x?, P=(a,16)
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Wykres funkcji f przesunieto o wektor 1. Znajdz wzor otrzymanej funkcji.

a8 =223, w=[3.0

b) f(x)=-3x%, % =[0,-8]

) flx)= —%xﬁ, U =[-4,1]
1& —. o -
d) fx)= %5, W =[-16,-16]

Znajdz wzor funkgji liniowej, jezeli wiadomo, ze pole trojkata rownoramien-
nego ograniczonego wykresem tej funkcji i osiami ukiadu wspétrzednych wynosi 5.

a) Uzasadnij, ze jezeli m jest liczbg nieparzysta, to wykres funkcji y = ax™
jest symetryczny wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.
b) Uzasadnij, ze jezeli n jest liczba parzystg, to wykres funkcji y = ax” jest syme-

tryczny wzgledem osi y.

Uzasadnij, ze wykresy funkcji f(x) = 3x°+2x* =7 i g(x) = 2x> = 5x3 +2x* -6x -7
przecinajg sie w dokfadnie jednym punkcie. Wyznacz wspolrzedne tego punktu.

- |x|

: x'-x2+3 dlaxe (-0;-3) U (3;+)
H Dana jest funkcja fix) = ) .
X

dla x € (-3;3)

Uzasadnij, ze dla dowolnych dwach przeciwnych argumentow funkcja f przyjmuje
te sama wartos¢ oraz ze funkcja f ma trzy miejsca zerowe.

Dane sg funkcje: f(x) =

-8 oraz g(x) =

X< +2x-8.

a) Wyznacz wspolrzedne punktrm przeciecia wykresow tych funkcji.
b) Sporzadz wykresy tych funkcji i na ich podstawie rozwigz nierownose f(x) > g(x).

—~Gx2+7x-8 dlax<g-2

A9 7. Dana jest funkcja f(x) =1 2x% = 3x +1 dla -2 <x < 1. ZnajdZz wzor funk-
—2% dlax>1
cji g, ktorej wykres otrzymamy po przesunieciu wykresu funkcji f o wektor .
a) u =[0,-3] U =[-2,0] ¢) T=[1,4]
(4 dla x € (-o0;-3)
2x+9 dfaxe(j, .2}
7 58, Dana jest funkcja f(x) = 1 —%x'ﬁ dla x € ( -2; .2) . Wykaz, ze dla dowolnych
2x-9 dlaxe (2;3)
—4 dlax e (3 ,+oc>)

dwoch przeciwnych argumentow funkcja ta przyjmuje takze wartosci przeciwne.

a59. Naszkicuj wykresy odpowiednich funkcji i okresl liczbe rozwigzan rownania.

a x'¥"-x+10=0

FUMKCIE WIELOMIANOWE

b) X8 -2x-3=0
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Fis

a60. Korzystajac z wykresow funkcji f i g, rozwiaz nieréwnosé.
a) fix)gix)=0 c) fix)g(x)=0 e) fix)gx)z0

b) f(x)g(x) <0 d) fix)g(x)=0
bty torgegb ey

2

f\l'}’; Pl

3E8EEcinaass

k‘]

700 . Korzystajac z wykresow funkdji f i g, rozwiaz nieréwnosé.
a) f(x)glx) <0 c) fix)g(x)<0 e) flx)gx)=0
[

b) f(x)g(x) =0 d) fix)g(x) >0
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A . Korzystajac z wykresow funkcji f i g, rozwigz nieréwnosc.
a) f(x) = x3, glx) = —%xz, b) f(x)=x3 g(x)=x*+2x, ¢ f(x)=x>-5x, glx) =-x,

Bt 3o
xgg_"%xg X7 < Xx-+2x x® —5x < =X
by i
: !If g Ly [
f I-'II
| /"'f I
Il
: - \ : {1
f/'?{f \1\ f i r|rI
v .'f \__.. 1 /,
|. JI ‘. \“_f"ﬁ 1 X
| \
d I| :.",I fllfl
A< . Sporzadz wykresy funkgji f i g, a nastepnie rozwiaz podang nieréwnosc.

a) fx)=3x-1, gx)=x2-5, Bx-1{x2-5)>0

b) fx)=1x+3, g)=4-x2 (%x+3){4—x2}3{]

¢) flx)=-2x-5, gix)=x"-5x, (-2x-5)x*-5x)<0

d) f(x)=2x-4, gix)=x*-6x+8, (2x-4)(x>-6x+8)>0

e fX)=3-% g=-1x2+x+4, B-x(-Ix2+x+4)<0
f) a““'[:~:]'=--%x+4T gix)=x%+2x+1, (-%x+4){x2+2x+1}£{]
g fx)=-x*+4, gx)=x*-9, (> +4)x*-9)>0

h) fix)=x%-3x, gx)=-x>+2x+3, (x*-3x)Ux*+2x+3)<0

A Rozwiaz nieréwnosé.
a) x(1-x%)<0 e) x°(1-2x)<0
b) 2x(x?-2x)>0 f) x2(5-x%)<0
¢) ~3x(x2-3)0 g) ~X*(x% +6x) > 0
d) x(x* -dx+3)>0 h) —x?(4x* +4x+ 1) <0
A0, Rozwiaz nierownosé.
a) 2-x)x2+3x+2)<0 f) (~x-5)x-5°<0
b) (3x = 1=-5x%=3x+2)20 g) (—2x° =5x+3)(-x*-4x+1)>0
€) (9-x3)3x*+2x-1)>0 h) (x* —=3x - 100(-x* +7x-12)> 0
d) (X2 +4x)(x°+2x-8)<0 i) R+x+1D)—x*=-1)>0
e) (5-x-2x2+3x-1)<0 §) (xR =2x+2(x2+2x+2)>0
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Rozl6z na czynniki wielomian zapisany po lewej stronie nierownosci, a na-

stepnie rozwiaz te nierdwnosc.
a) x3-5x>0

b) x*-5x*>0

A0 7 L Rozwigz nierownosc.
a) x*-5x-4x+20>0
b) x3-3x%-5x+15<0
) x¥-2x2+x+2<0

7. RozwiaZ nieréwnosé.
a) 2x-5x°=0
b) x*(2-4x)> 0

) x}+x2-6x<0

d) -2x3-x2+x<0

c) -x"(x2+3) <0

d) x¥(2x*-1)20

e) x1-9x220

f} x¥+4x3+5x2<0)

d) x3+x2+x-1<0
e) 3x3-2x2+6x-420

f) —4x3 +12x2 -2x+63:0

e) -3x*(x-3)°<0

f) x"(-x* +6x-5) <0

A Rozwiaz nierownos¢ (rozloz najpierw wielomian na czynniki).

a) 4x? +4x%-15x-18 <0
b) x3+x+2<0

) x3+3x4=16x+12>0

d) x*-9x2+20<0
e) X +x°=-30x%>0

f) =x8+2x54+3x420

a) Dla jakich wartodci zmiennej x wyrazenie 3x* - 5x? = 5x° + 5x+ 2 przyjmuje

wartosci dodatnie?

b) Dla jakich wartoéci s wyrazenie —s* + 8s% - 215+ 10 przyjmuje wartoéci mniejsze

od -8?

¢) Dla jakich wartosci zmiennej t warto$¢ wyrazenia 7t% + 5t* + t? jest mniejsza od

wartosci wyrazenia t* - 1413 + 6t7?

A Rozwigz nierownos¢ jak najprostszym sposobem.

a) x¥(2-x°>0

b) (5x-20(x+7)<0

c) (x*=3)-x*+2x-3)<0

d) (x+3)Y(2x-1)%(1-3x) >0

=

Znajdz dziedzine funkcji f.
a) f(x)=+3x+ 12 2x-1)

b) flx)=+/(2x - 1)*(2x* + x + 1)

¢) f(x)=+=3x3 +14x2 - 20x + 8

82

e) (X2 =2x+5)0-x*=3x+7)020
f) 5x3-x2+15x-320
8 xB4+3x"+4x5<0

h) —=x*-4x®-5x2>0

d) fix)=+/2x9 - 3x8 + 6x5 - 9x?

_ 3
e) f(x)= VExF +14x2 -3x -7
f) fix) = 2% -3

VI3 - XK+ 2x - 1)
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Podaj najmniejsza liczbe catkowita spelniajaca nierownosc.
a) (2x°-3x-2)(x+3)>0 ¢) (x+1P(x-4)20
b) x3-2x2-9x+18>0 d) —x¥ +6x* -5x <0

Rozwiaz nierownosc.
a) (2x-3)5-3x)(1-3x)20 d) 3-x)x*-2x°-4x) >0
b) (x —4)}x* +5x —6)(-x* +2x+1) <0 e) (-5 +2x2 - 10x+4)(x* +2x-2)2 0
) (4-3x)2x%2=3x+1)(3x%2-4x+1)<0 ) %2 -3x-4)3x*+5x°-12)<0

Kolejne dlugosci krawedzi akwarium w ksztalcie prostopadloscianu réznig
sie 0 jeden decymetr. lle moze by¢ rowna dlugosc najkrotszej krawedzi akwarium,
jezeli miesci sie w nim wiecej niz 60 litrow wody?

Dana jest funkcja f(x) = x* + 3x° = 10x. ZnajdZ argumenty, dla ktérych ta
funkcja przyjmuje wartosci:
a) nieujemne, b) mniejsze od 30.

Dla jakich argumentow funkcja f(x) = 3x* +5x% —x przyjmuje wartosci wieksze
od wartosci funkcji g(x) = x3 - 2x2 - 8x - 27

Dane sg funkcje fi(x) = /(-x2 + 9)(x +5) i g(x) = _;Ti%;zﬁ . Znajdz wszystkie
/ =+
liczby naturalne, ktdre naleza rownoczesnie do dzieﬁzin obu tych funkcji.

A Liczby x; i x> sa pierwiastkami wielomianu W(x). Wyznacz zbidr tych argu-
mentow, dla ktorych wielomian przyjmuje wartosci ujemne.
a) x1=0,x=-2; Wx)=x}+4x>+ax+b

b) X1 =2,x2=3; Wx)==x3+ax®+bx-12

fl Wielomian W(x) = x* + ax® + 2x + b jest podzielny przez trojmian x° - 3x + 2.
Dla jakich argumentow wielomian Wix) przyjmuje wartosci wieksze od 67

A81. Dia jakich wartoéci liczb p oraz r nierdownosé (x> +x-12)(x>+px-2rx-2pr) = 0
jest spelniona przez kazda liczbe rzeczywista?

7182. Wyznacz takie wartosci parametru m, dla ktorych reszta z dzielenia wielo-
mianu W(x) = x*> - 2mx® - 5x% + 10mx - 6x + 15 przez dwumian x - m jest wieksza
od 3.

183. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniona jest nierownosc:

X33 +5x° +3x+4>0
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784, Wykaz, ze nierownosé —x6 + 2x5 —3x* - 2x2 + 4x - 6 > 0 nie ma rozwiazania.
n85. Rozwigz nierdwnosc.
a) |x¥+x|>x2+1 b) x*-5x% > [x% - 5]

c) |x3 -6x| > 5x2

186. Ustal, dla jakich wartosci parametrow b i ¢ zbiorem rozwiazan nieréwnosci
(x2 +bx +c)=x? +2x +3) 2 0 jest zbior:

a) (-4;-1)u(2:3) B (13) v 9 (-133)  d) (~e;-1) U (3540)

FUNKCJE WIELOMIANOWE (CD.)

A/ Dopasuj wzory funkcji do wykresow.

fix)==(x-3P3x+2) fa(x) = =(x = 3} (x + 2) f5(x) = (x = 3)°(x + 2)
fo(x) = =(x = 3)%(x + 2)* f3(x)=(x=3)*(x+2) folx) = (x = 3)(x + 2)*
@ '.II Yi @ ;ﬂ-\ ©) Yi
| ! / =
& /3'*\ X / “\\ / ;/ \x
I'|I / II'.I .'II \ /( J \"L -
\ / I'. _I-.z 3 X 2 3‘ X
I“\_, K4 I|I f / I",I
| || ] \
@ Yi Q) y / 6 | ¥ /
i |
52 3K X o2 73 X -2 T3 X
"%H"- // [\l ] | ,/
|| A, II || \ I." II
[ L
I| I| || lll"‘\x/ V
| |I I

7 . Podaj dwa przykiady wzoréw funkcji wielomianowych, ktérych znaki wartosci
Zzmieniaja sie tak jak znaki wartosci funkcji przedstawionej na wykresie. Jaki jest
najnizszy stopien wielomianu w kazdym przypadku?

a | Y _ / Pl h) Yi

8 NP e ; : RISy, i K
X / - - f/{\\f\\

At /\”‘/ e
.//' : g : ::\.
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Rozwazmy cztery wlasnosci funkcji wielomianowej y = W(x).
Funkcja przyjmuje tylko wartosci ujemne.
Liczby 2 i 6 sg pierwiastkami dwukrotnymi wielomianu Wi(x).

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla x (—m ;—1).

® 006

Dlax e (ﬁ;-l—m) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla x (—oo ;2) przyj-
muje wartosci ujemne.

Podaj przvkiad wzoru funkcji wielomianowej, ktora ma:
a) wlasnosé (1) ¢) wlasnosc (3) e) wlasnosci 2) i 3)
b) wlasnos¢ (2) d) wlasnos¢ @ f) wlasnosci 2) i @

. Znajdz wzor wielomianu czwartego stopnia, o ktorym wiadomo, ze:
a) liczby: -3, -1, 0, 3 sa pierwiastkami tego wielomianu, a do wykresu tego wielo-
mianu nalezy punkt A =(2,1),
b) liczby 11 2 sa pierwiastkami dwukrotnymi tego wielomianu, a wykres tego wie-
lomianu przecina o$ y w punkcie o rzednej 3.

7 Znajdz wzor wielomianu trzeciego stopnia, ktérego wykres przedstawiono na
ponizszym rysunku.
1 iy b) : - s c) ¥
. L..0p 1 X . |
| g AN
1 ] A ,r"l I| : \]\ I
|I n; ] *-._/'; X :E | G ..'-, ]. X
. X
+f { o
:_' ", __.'.I |
{ S 1

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy czterech funkcji wielomia-
nowych. Dopasuj te wykresy do odpowiednich wzorow.

Ly=xt+x"-2 ILy=-(x+1)x-2)° ILy=-x*+4x IV.y=x>-Xx

® y D L= gy S g dee v, B 0 Ly
| | R ] : H | |
I ] .'.; ] ! |
1 11; : 1 I. 1 I
N | !
0™ X L i) 0] 1 X
k. {1 \ ) L,
| : I"u‘ 1
1
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f
g

19. Podaj przykiad wielomianu W(x) czwartego stopnia, ktory:

a) przyjmuje wylacznie wartosci ujemne,

b) ma tylko dwa pierwiastki, -3 oraz 4, i nie przyjmuje wartosci ujemnych,
c) W(=3)=W(=y2) =W\ /D) =W(H/B)=0i WL/7) <.

b |

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
¢ji wielomianowej stopnia trzeciego y = Wi(x). Wy- ] !
mien pierwiastki ponizszych wielomianow i podaj 3l /
ich krotnosci. 7 o

, 2
Wix) = (x - 1)Wi(x) Wilx) = (x = 1)*(x + 2)W(x) /
Wa(x) = (x + 2)2W(x) Wa(x) = —(x=1)2(x +2)2W(x) /

A Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- ¥
¢ji wielomianowej y = W(x). Dopasuj podane wzory /
do ponizszych wykresow. /

@y =x+1W(x) By =(x-4P7WK) /’/’1 ™~ e
©y=x+11 x-49W(Kx)

7196. Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji wielomianowych
postaci y = W(x). Niech a, oznacza wspolczynnik przy najwyzszej potedze wie-
lomianu W(x). Dopasuj zdania do wykresow.

(A) Wielomian W(x) ma jeden pierwiastek parzystokrotny i a, > 0.
(B) Wielomian W(x) ma jeden pierwiastek nieparzystokrotny i a, < 0.
(C) Wszystkie pierwiastki wielomianu W(x) sa nieparzystokrotne.

() Wielomian W(x) ma tyle samo pierwiastkow parzystokrotnych co nieparzysto-
krotnych.

@ ¥ @ @ , @ ) ]
II'I 1
\ f.-" \
’ \ / \ o o
! -\. - \ e 'I.III - / — £ == A\ ‘/‘ \\.\-/;"IIII
W | . X / X i X
I"-.I \ III.-’.
/
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a97. Naszkicuj wykresy odpowiednich funkgji i okresl liczbe rozwigzan rownania.

c) x¥+x¥0-3=0 d) x> +x70=-5

a) x1?=—x1042 b) x}7" —x+10=0

798, Czy wykresy funkcji f(x)=3x""+2x —x7+15 i g(x) = 3x'"W - x> +4x* - 20 maja
punkty wspolne?

799, Niech n oznacza liczbe naturalng dodatnia. Zbadaj, ile miejsc zerowych ma
funkcja okreslona wzorem f(x) = x3" +3x2" —4x" - 12 w zaleznosci od parametru n.

NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE (CD.)

f Ponizej przedstawiono wykres funkcji wielomianowej Wix). Skorzystaj z ry-

sunku i rozwigz podane nierownosci.
a W) =(x+3)x-1Dx=-2) b)) Wx)=-(x+1(x-3° ¢ Wkx= %{4 - xMx+ 1)
y Ay _ . A
i I : : . i . .I.I. o r. f "-\.\
I| I 1 . . | | i ,.
PR R BT R
: ! | (i S \
I | | | | -.I:I |I: I.
| | <5 | \k-} | I.
L | '; 011 X
| . j {
[ 0 t,_ X o | Il

LWx=0 ILWkx)<0 LWx)<0 ILW(kx)z0 LWx)=0 1L Wx)<0

A - Rozwigz nieréwnosc.
a) (x+3)(x-2)(x+1)>0 d) -3(x+ 1) (x-v2x- 17 <0
, 5 2 7
b) —(x-2Px-1D%x+1P>0 e) 4x? (x = —}f)(x + :41-) (:-c + %—) <0

¢) x(x=32(x+4P5 20 f) =201 -xP2x+5)Nx+3)x-22>0

Rozwiaz nierownosc.

a) 2x3-5x2-2x+5>0 d) -3x*—-x? +18x* +6x >0

b) 3xF +2x2-9x-620 e) 8x+6x2-2x <24

c) x*-6x3+8x2>0 f) 3x3+x2227x+9
87
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Rozwigz nierownosc.
a) (1-20°3x+2(x-1) >0
b) (x? +2x)1%x% -x—-6)> <0
€) X(3x-x*)3(x*-2x-3)*<0
d) (-2x2 - 2.2 + X+ /222 +x-1)2 20
e) (—x% +3x — 2)2000 . (2x3 — 3x2 — 2x + 3)2003 < ()

f) (12x3-16x%2 +7x - 1)10- (-10%% +3x + 1 > 0

A Rozwiaz nierownosc.
a) —5xF —4x*+11x-2>0 e) 2x}+x*+5x-3<0
b) 8x? +2x*-27x-1820 f) -12x3 +8xZ+x-120
c) —x? —4x3 +7x% > -10x g x+1P <(x-1)0
d) x*+5x% +3x%-5x-4<0 h) (x-2)* > (2x + 3)* - 26

Uzasadnij, ze zadna liczba catkowita nie spelnia nieréwnosci x* + 20 < 9x°.

a) Liczby: x; = -2, x2 =3, x3 =5, x4 = 10 s3 pierwiastkami wielomianu W(x)
czwartego stopnia. Wiadomo, ze W(./10) < 0. Rozwiaz nieréwnos¢ W(x) < 0.
b) Liczby: x; = -4, x> =-1, x3 =0, x4 =1, x5 = 5 sa pierwiastkami wielomianu W(x)
siodmego stopnia, przy czym liczby x» oraz x4 sg pierwiastkami dwukrotnymi.
Ponadto W(1 - +/3) > 0. Rozwiaz nierdwnos$¢ W(x) = 0.

A Dla jakich argumentéw wielomian W(x) = x* + ax?® + bx® + cx - 3 przyjmuje
wartosci dodatnie, jezeli wiadomo, ze W(1) =0, W(2) = -3 oraz W(-2) = 457

f %« Dane s zbiory: A= {x € R: x3+5x° € 14x}, B= {x € R : -2x*+x°+8x-4 > 0},
C={xeR:(x+3)x+2)?%5-x) <0}. Wyznacz zbiory: ANB, BnC, AuC.

a1109. Ustal, dla jakich argumentow wartosci funkeji f(x) = (x* + 4x° + x - 6)° oraz
g(x) = -2x3(-2x% + 7x - 3)* sq roznych znakow.

7110, Rozwiaz nieréwnosé (x-1)4(x—53(x+2)3(x—=3)? < (6-2x)3(x—1)2(x2-3x~10)7.

a111. Korzystajac z wykresu funkcji wielomianowej y = W(x), rozwiaz nierownosc.

¥
a) (x+3)WWkx) =0 f
b) (x + i}}(x - 1}rW{x} < .I[) /f,— — //}/,____EK\\ -‘//f.
c) (x+3)x-1*x-5PWkx)>0 ;’é - .7 -

d) x-2)W(x)<0
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A 112, Rozwiaz nieréwnoscé.
a) [x3+4x2+x-3|<3

b) |x3-x| <6

al113. Rozwiaz uklad nierownosci.

a) {Sx:‘ -27 <0
@x?=1D%(125x*+1) =0

~3x3 +x°+15x-5<0

c) %3] =3x>6-2x?

d) x5+ |x2 -2x| >0

3x2—4x1 <0
x3>19x-30

3x3+4x° +6x+8<0
X1-7x2+1220

A114. pia jakich wartosci m rozwiazaniem nieréwnosci (7 — x)°(4x + m) < 0 jest

kazda liczba rzeczywista?

7115, wykaz, ze wielomian W(x) = x6 — x5 + 5x% = 3x* + 6x2 nie przyjmuje wartosci

ujemnych.

FUNKCJA WYKLADNICZA
| FUNKCJA LOGARYTMICZNA

" Na rysunku przedstawiono wy-
kresy nastepujacych funkcji:

f =7 hx) = ()"

k

e

g(x) = mr* k(x) = (

Dopasuj wzory do wykresow.

—
=

1 X

" /. Na rysunkach przedstawiono wykres funkji y = 2* oraz wykresy funkqji:
fo)=20"1 g)=2%+2 h(x)=2% kX=L-3 I0=2%" mx=2*-3

Dopasuj wzory do wykresow.
y

J____ﬂ__/

R

v
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. Okregl dziedzine funkcji.

a) v=logs;(2x-1) e) v=log,, 7
b) y =log (5 - 4x) f) y=log,32
c) y=logg,(3-x%) Ag) y=log,(lx=-1m|-3)
d) y=log2x? —x+1) Ah) y = In(2x® + 5x* + 6x3 + 15x9)

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji: ¥ o D
F(x) =Togg; % /
g(x) =log- x . _;"//
h(x) =log 5 x l =D
k(x) = logx_:;x T\ o {%
Dopasuj wzory do wykresow. [ T ’é}

Dla jakiej liczby a wykres funkcji f przechodzi przez punkt P?

a) f(=a* P=(4,16) d) f=a* P=(2,1)
b) fx)=a* P=(-3,1) e) flx)=7* P=(a,1)
o) fx)=a* P=(-2,9) f) f(x)= (%)x > — (a,1024)

Wykres funkgji f przechodzi przez punkty P oraz R. Wyznacz wartosci liczb
a oraz b, jezeli wiadomo, zea e R, b= 0.

a) flx)=3.2x P={a,12},R=(b,%) ¢) f(x)=ab* P=(2,8), R=(3,32)

b) f(x)=ab* P=(1,6),R=(-1,3) d) fx)=ab* P=(-1,10),R= (2, %)

[T

Narysuj wykres funkcji y = 3%, a nastepnie sporzadz wykres podanej funkcji.

a) y=4+3% d) y=33+1 g y=3*+1
b) ¥ =3%*2 e) y=-3% h) y=3*+2_3
¢) y=3%-1 f) y=3* ) y=3%

Sporzadz wykres podanej funkcji i na podstawie wykresu podaj jej wlasno-
§ci: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, monotonicznos¢, asymptoty, punkty
przecigcia z osiami, argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,
oraz argumenty, dla ktorych funkcja przyimuje wartosci ujemne.

a) y=5"-1 by=(1)"" o y-2-2 d]y=‘(%)x_1_4‘
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Ktore z podanych wzoréw przedstawiajg te samg funkcje?

f0) =41
0= ()

0

gix) = 27X

kix)=4 -

(1™

hix) =4

l(x) =

1 | 4x+1
Eﬂ}

wykresu funkceji f z osiami ukladu wspolrzednych.

a) f(x)=9"-27
b) f(x)=1,3%+7

ry
¥

a) P=(0,1), M=(-1,-0,3)

2
Podaj wzory tych funkcji.
¥

o fx)= (1) +0.8
d) f(x)=e*~2

i(x) = 0,52

m(x) =8 - 223

Zapisz rownanie asymptoty oraz znajdz wspélrzedne punktow przeciecia

e) f(x)=(/3)" -4

f) Fx)=11*"1+2

b) P =(0,3), M= (-1,4)

Dla jakich wartosci a i b do wykresu funkcji y = a*+b naleza punkty P i M?

A Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji wykladniczych typu v = a.

o |
o |

a) funkcja nie ma miejsc zerowych,

10

b) asymptota wykresu funkcji jest prosta y = -2,

¢) wykres przecina 0$ rzednych w punkcie (0, -3),

d) miejscem zerowym funkcji jest liczba 4,

Podaj przyklad wzoru funkcji postaci y = (i ) b spelniajacej warunek:

e) wykres funkcji przecina o$ odcietych w punkcie (-2,0) i ma asymptote y = 3.

Okreél dziedzine funkcji.

a) v=Ilog,(4x-1)

b) y=log, 4(12-2x)

Okresl dziedzine funkcji.

a) y =logz_(4x - x%)
b) y =log 1 (8x* - x?)

c) ¥ =log,s. glx* = x%)

d) ¥ =logj,_5/(x* -~ 5x + 6)

FUNKCIA WYKEADMNICZA | FUNKCIA LOGARYTMICZMNA,

¢ y=In|3x+1]
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Naszkicuj wykres funkcji y = log; x, a nastepnie sporzadz wykres funkcji g.
a) gix) =2 +log; x e) g(x)=log;81x i) g(x)=log;(4-x)

b) g(x)=log;(x + 2) f) gx)=1-log;x i) g(x) =log, |x|

¢) g(x) =logz(x+3)-1 g) g(x) =logz(-x) k) gi(x)=-2+logs |x+3|

d) g(x) =log, % h) gi(x) = | logs(x - 1)| ) g(x)=log; |2 -x|

Ktore z podanych wzorow przedstawiaja te samg funkcje?

f1(x) = logs 5x fa(x) = logs x* f5(x) = logs |x7] fz(x) = 5logs x
f2(x) =logs(x +5)  fa(x) =logs, 5 folx)=1+logsx  fg(x) = (logs x)°

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wy- Yi @
kresy nastepujacych funkcji: I-. P
(D y =1log10x 3) y=Ilogx!? 1 ::w_:ii.'_'f_'__________ S g
@ y=1logil y =log {5 | '-‘ LR
Dopasuj wzory do wykresow. [ 'I

Dla jakiej liczby a wykres funkcji f przechodzi przez punkt P?

a) f(x)=log,x P=(4,2) d) fe=log,x P=(5,-4)
b) fx) =log,x P=(k,-1) ¢) fx)=loggx P=(a,-1)

¢) fix)=log,x P=(9,-2) f) fix)=log 5x P=(9,a)

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkeji typu y = log, x. Podaj ich wzory.

=y

Dla jakich wartosci m i n podane wzory opisuja te sama funkcje?
a) y=lﬂ{~:’—”2,‘-'-]Li i y=m+nlnx

b) y=1-logyx i y=log(mx)"
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f Znajdz takie wartosci a i b, aby punkty M i N nalezaly do wykresu funkcji
y=a+blog,x.

a) M=(1.4), N=4,1) b}M:(l,%]. N = (0,125, -82)

Dane sa funkcje:
fix)=log,(x-4), glx)=logy,(x+9), hx)=-8+log 3x, k(x)= ﬁ +log = |x].
E

Wskaz wsrod nich te funkcje, ktore:

a) sa malejace, d) maja asymptote pionowsa inng niz x = 0,
b) maja dodatnie miejsce zerowe, e) sg roznowartosciowe,
¢) maja wykres przecinajacy os y, f) nie sa okreslone dla liczb ujemnych.

w |

Podaj rownanie asymptoty i wspolrzedne punktow przeciecia wykresu funk-
cji z osiami ukladu wspétrzednych.

a) y =logglx+1) d) y=-3+logy, x g) y=2-log,(x-1)
b) y =log(x—4) e) y=logg(%x) h) y=1+In(x+2)

i ]
Q) y=2+log: x f) y=1log;(10x) i) y=3-log; &

)
“

A Podaj przykiad wzoru funkgji typu y = a+log:(x+b) spelniajacej warunek:
3

a) dziedzing funkcji jest zbior (—5;+m),

b) dziedzina funkcji jest zbior (—oo ;2)t

¢) asymptotg wykresu funkcji jest prosta o rownaniu x = —4,

d) asymptota wykresu funkcji jest prosta o rownaniu x = 5,

e) wykres funkcji przecina o§ y w punkcie (0, 3),

f) miejscem zerowym funkcji jest x = -3,

g) dziedzing funkcji jest zbior (-3; +e¢) i wykres przecina o y w punkcie (0, 1),

h) asymptota wykresu funkcji jest prosta o rownaniu x = 1 i wykres przecina o$ x
w punkcie (4, 0).

ald1. Wyobraz sobie, ze rysujesz wykres funkcji y = 10* takim olowkiem, ze linia
wykresu ma grubos¢ 0,5 mm. Zalozmy, ze udaje sie linie prowadzi¢ tak, ze wykres
funkcji przebiega jej srodkiem. Przyjmijmy tez, ze jednostka ukladu wspolrzednych
ma 1 cm diugosci. W ktorym miejscu rysowana linia powinna dotknac osi x?
A142. Sporzadz wykres funkcji i podaj jej zbior wartosci.
a) y=|2%x-3] c) };=_4Ix!+2 ¢) y=3|x—4|+l

h}y:(%)lxi d}y:l(%)x“mm_l f y:_zlxl—]
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143. Oblicz pole zaznaczonego wielokata.

=1

144, oblicz pole zaznaczonego wielokata.

a) ¥ by ¥

a145. Naszkicuj wykresy funkcji.

a) y=logx? i y=2logx b) y=log,x, y=log, X i y=logsx

71146. Narysuj wykres funkcji f 1 — korzystajac z niego — opisz wlasnosci tej funkcji.

a) f(x)=logys [x+2] b) f(x) =loggs Ix] +2

a147. Korzystajac z wykresow odpowiednich funkcji, rozwiaz rownanie.

a) log,x=-x+1 b) log: x+1 =x? ¢) log, x =-2x"+x+7
a1 148. Korzystajac z wykresdw odpowiednich funkcji, rozwiaz nierdéwnosc.

a) 2% <3x-1 b) (%)_xﬁ—%x2+3x+l c) %+3>l(1g2(x+1}

71 149, Uzasadnij, ze wartosci funkcji f(x) = 3%/ sq nie mniejsze od 1.

a150. Uzasadnij, ze podane rownanie i nierownos¢ nie majg rozwigzan.
a F-x=-1 b) log(—x) + 8x > 2(x* + 3)

a151. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktorych dziedzing funkcji
f(x) =log ((k? = 1)x* + (2k = 2)x + k) jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.
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ROWNANIA WYKLADNICZE

| LOGARYTMICZNE

~ . Rozwiaz rownanie.

a) 4% = 0,25
b) 2% = /2
c) 5% =25

Rozwigz rownanie.

a) 3.3 =27

b) 9-3=9

|70, Rozwiagz rownanie.

a) logzx=2

| . Rozwiagz rownanie.

a) logggs(2x) =-1

ral

| . RozwigZ réwnanie.

a) log;x =logs(2x - 3)
b) log(x + 1) =log(3x + 4)

) log(2x + 3) = log(x* + 4)

/. Rozwiaz réwnanie.

a) 3log-x=6

b) 2logx=1

a) logx+log2=log14

b) log; 2 -log; x =log, 8

d} ?4~fix=l
e) (%)x=9
f) 8*=2

Q) G2 ro¥+l =gl

(3 (3)" -

) lug%[x+1}=l

b) log(10x) =4

@) Six+7 _gx-1
h) @, 7*-4=0,7%+2

) 3-l=g

0 2 (1) 202

f) 10% - 0,1* = /1000

¢) log;-(x-1)=0

c) log,2(2x+1)=-2

d) log- 2x = log-(x* - 3)

e) lﬁg,_z_(x - 3) = log 1 (x*+ 6x)

f) log 5(x* —4) = log 5(x - 4)°

¢) 3loggx+4=13

d}4+hg%x=3%

¢) 2logy, x =log, 4

d) log.x-log,3=5
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e) 3logs x +logs x* = 10

f) logs V2 +log;x =

[ L]
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Rozwia# rownanie.

h) 20% = 10000 - 2%

c) 21*=3/3. 7%
25 _ 16

d £=12

o s

Rozwia? rownanie.
a) b—gﬂ = 4*
h) 2%%=5:0% = /4
¢) §%-5 = gl;

d) 10*:0,01 = 0,1*

Ak Rozwiaz rownanie.
thger=Ta L
a) 5% 2t S
b) 0,255 8% "1=32

¢) 10% - 100* - 1000* = 0,1! ¥

d) (v2)% - (VB = 32

A7 0. Rozwiaz réwnanie.
a) 2% +2¥+2 =20
b) 3% -3 1 =54

: x+ 1 X+ _ 7
c) 6B+ 6 + G _13E

d) 102+ — 1021 =990,/10

A . Rozwiaz réwnanie.

e) 6 ~*=6 Q) 4.4%=2x+3
f) 52%°-2-0,2 i) 8.3 =6
g) 2¢ = (V2) k) 9.2%=4.3
h)3.3%=1 ) 25.2%+1=20. 5%
. 31:—[_ i
e) 55 o

f) 25%+3 .1 =5«
¥
g) 843 =16 2%

h) 0,25% . 8¥~1=2

o Bva- (L) =27

f) (10/T000)* - 0,1% = (J0,1)3*+2

2) ?"-(fg)zx=:—'-(.%;)x

h) 42%- 167 = ¥

e) 9% +3%+2 = /2700
f) 52¢4+25%+1 =104
g (V- - 7(y7-1)

h) L +72-%=350

1
(/3

&Y,

e) 12— (%)x

f) 2x+27 =0
g) 3¥-31"%+2=0

h) 9%%% 40X =

FUMKCIE



A

Rozwigz rownanie. Wynik przedstaw w postaci logarytmu.

a) 2% =5 f) V¥ (V3)¥=5 k) 98 +3%+1-16

b) 5*2=7 g 2 =4 ) 4%+ (V21 =3y2+3
c) 0,12¥*3 =3 h) 5*.2%=3 m)0,2¥ +5' "% =1

d (L)% =vs ) 18%-7=6%-5 An) 7 =5¢

e) 0,5% - 22¢+1 =3 j) 6%-1=4 flo) 3%+ = 5¥

Rozwia? rownanie.

a) logsx =log; 7 +log; 2 e) log- x* +log- 2 = log- 24

b) log,; 5 +4log, 2 = log, x f) 2logsx—3log; 2 = log; 18

c) logy s x—logy 412 = -1; logg 4 8 g) 3log: x +2logz 10 =logz 200

d) 3log3 +logx =logh h) 2log, 6 =4log,x-2log, 3
Rozwigz rownanie.
Isx+2l , .

a (1)7 =12 ¢) 662l = 216x+3

b) 5/3x-6l = 5./5 d) 2 -4l = %

Rozwigz rownanie.

x3_0x 4 20 .
)'C + =1 E] 5-\"{‘3)":25-‘:3“8

b) 7 -9x*+8x+2 _ 49 d) 2¥ . 4 = 256 - 16*

Rozwigz rownanie.

a) logx +log(x+1)=logb e) log, x+log,(x+1)=1

b) log, x* +5 =log, x f) logx +log(x = 5) = log(6 — 4x)
c) lug%x3—]og%3=lug%x g) logx =2 +log(x - 1)

d) n2x +In(x - 1) = -1 h) log%x=3+lﬂg%[xw1}

Rozwigz rownanie.
a) log,x - logyx =0
b) logyx -logx - In(x=1)=0
¢) logy,1(x~1) -logi(x*~ 1) -logz ., § =0
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A . Rozwiaz rownanie.

a) (Inx)* =Inx? d) (logi(x-1)-4)logi(x-1)+4=0
b) (2logx-1)logx =3 e) (logy(x+2)¢=9
¢) 5(log, x)* =2 +log, x? f) 12 +(logy, x)* = logg, x°
Al Rozwiaz rownanie.
a) logx +logy; x° =1 d) log; x = logyg x*
b) log; x +logg x* = 7,5 e) logy x +loggx? =2
¢) log, x — lﬂg% x=475 f) logg x* - % =log, 7 x* —log, x

Uzasadnij, ze rownanie 2% + 3% + 4¥ = () nie ma rozwiazan.

3 Ix -5 3 e
R = 4 ] 2x=5x-2
173, Uzasadnij, ze rownanie G) 2;:%5 1x e

wigzanie. Wyznacz to rozwigzanie.

= (0 ma doktadnie jedno roz-

174. Rozwia? rdwnanie.
a) log, % =3 c) log,, 64 =3 e) logs,, 64=3

b) log, ., v2 = d) log, =2 f) log,(x + 1) = log,(2x)

o]t

al175. Rozwiaz rownanie.

a) log, _,(2x*-3x-2)=2 e) log, ., (2x3 +6x°+2x-2)=3

b) log, , ¢(2x* +17x +30) = 2 f) log,_(2x* =5x*+2x+1)=3

c) log, _;(2x% - 6x) =2 g) log,2_,(2x*-2)=2

d) log, . »(4x +8) = 2 h) log, _,(2x3 —6x2 + 18x — 15) = 3

a176. Wyznacz rozwigzania rownania w zaleznosci od parametru m.

a $f=m+1 b) 10¥*™m =17 c) 2¥tM=m

al177. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania w zaleznosci od parametru m.
a) 6x3+mx=6j%r b) ?x:*+mx2= (ﬁ)x
i/
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a 178, @ Znajd7 miejsce zerowe funkeji f(x) = log,(x - 1) - 2, a nastepnie podaj
argumenty, dla ktérvch funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne.
b) Znajdz miejsce zerowe funkcji f(x) = log;»5(3x + 5) - 1, a nastepnie podaj argu-
menty, dla ktérych funkcja ta przyjmuje wartosci dodatnie.
¢) Znajdz argument, dla ktorego funkcja f(x) = logs(2x-7)+2 przyjmuje wartosc 4.
Nastepnie podaj wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja ta przyjmuje wartosci
nie mniejsze od 4.
d) Znajdz argument, dla ktérego funkcja f(x) = lng%(x+4}—3 przyjmuje wartosc —2.
Nastepnie podaj wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja ta przyjmuje wartosci
wieksze od -2.

al79. Rozwig# rownanie.

a) log, 7x = log- 2x d) logi(x+1)2-logi(x-5)=2
F: z

b) log; x +log, x =logs x e) logyx —logg(x-2)=1

) log,(x +2)-log,(x-1)2 =5 f) logx +Inx =1

a180. Rozwiaz ukiad rownan.

Inx+Iny=8 b) {Inx—e”=-l ; {]ng2x+lﬂg4y=4
Inx-lny=15 Inx+e¥=1 log, x+log,y =5
a181. Rozwigz rownanie.
a) 21+Inx o 52 b) 1+logx=Inx ¢) e*=Inx

a182. Wyznacz liczbe rozwigzan rownania w zaleznosci od parametru m.

a) Inx=m b) log,, x=m ¢) |log,, x| =2m-4

ZASTOSOWANIA FUNKCJI
WYKLADNICZYCH | LOGARYTMICZNYCH

Na podstawie badan ustalono, ze liczba bakterii w pewnej kolonii zmienia
sie zgodnie ze wzorem N = 10 000", gdzie N oznacza liczbe bakterii, a t — czas
(w godzinach) od rozpoczecia obserwacji.

a) Jaka byla liczba bakterii w momencie rozpoczecia obserwacji, a jaka trzy godzi-
ny pozniej?
b) Po jakim czasie liczba bakterii przekroczyla 50 0007
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Liczebnosé L kolonii bakterii po uplywie t minut od momentu rozpoczecia
do$wiadczenia mozna obliczy¢ ze wzoru L(t) = 10°% - 1,04".

a) Oblicz liczbe bakterii na poczatku eksperymentu.
b) Oblicz liczbe bakterii po pieciu minutach od rozpoczecia doswiadczenia.
¢) Po jakim czasie liczebnos¢ kolonii bakterii podwoi sie, a po jakim potroi?

d) Przyjeto, ze powyzszy wzor poprawnie opisuje liczebnos¢ kolonii bakterii tak
dlugo, jak dtugo liczba bakterii jest mniejsza od 10”. Okresl dziedzine funkcji L{t).
e) Oblicz, ile bakterii byloby w kolonii po uplywie doby, gdyby wzor opisywal
liczebnosc¢ populacji bakterii dla dowolnej liczby t. Oblicz, ile wazylaby ta kolonia
bakterii, przyjmujac, ze 102 bakterii ma mase 1 mg.

T

W roku 1920 na sSwiecie zylo

okolo 1789 min ludzi, a w roku 1930 Maéwimy, ze dana wielko$¢ zmienia
— okoto 2013 mln. Zakladajac, ze licz- sie zgodnie z modelem wykladni-
ba ludnoéci na $wiecie wzrasta zgodnie ' czym, jesli t¢ zmiang¢ moZna opisac
z modelem wykladniczym, oblicz: | WZOremr

f(t) = ba'

gdzie t oznacza czas.

a) ilu ludzi #ylo na swiecie w roku 1924,

b) w ktorym roku liczba ludnosci prze-
kroczyla 1,9 mld.

Ludnos¢ pewnego kraju wzrasta zgodnie z modelem wykladniczym i po-
dwaja sie co 30 lat. O ile procent rocznie rosnie liczba ludnosci tego kraju?

F o TTEERL Zgodnie z przepisami BHP

Poziom L glosnosci dZzwieku (w decybe- | poziom halasu wytwarzanego przez
lach) mozna obliczy¢ ze wzoru: kserokopiarke nie moze przekroczy¢
L= mlug?i ! 70 dB. Pewna zepsuta kserokopiar-

ka powoduje halas 75 dB. Ile razy
przekroczone zostalo dopuszczalne
natezenie dzwigku?

I — natezenie dZzwieku w W/m?
Iy — natezenie dzwieku odpowiadajace
progowi styszalnosci (Ip = 1072 W/m?)

Okres polowicznego rozpadu fer- .
mu “*°Fm wynosi 2,63 godziny. ' Masa m pierwiastka promieniotwor- |

a) Opisz wzorem mase fermu pozostate- CEEROC - MR CRaiLL EWpmRsL: |

go po czasie t (godzin) z probki o masie m = mg - (%]T

oczatkowej myg. | |
p 4 ) Mo | my — masa poczatkowa pierwiastka

b) Jaka czes¢ probki fermu rozpadnie T — okres polowicznego rozpadu :
si¢ w ciggu 10 godzin? (podany w tej samej jednostce czasu |
¢) Po jakim czasie rozpadnie sie 99% €00

probki fermu? i i
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Izotop plutonu “**Pu, ktérego okres polowicznego rozpadu wynosi 87 lat,
wykorzystuje sie jako Zrodlo energii w stymulatorach serca. Energia wydzielana
przez ten izotop zamieniana jest w energie elektryczng, Ktora zasila stymulator.
Energia wydzielana w jednostce czasu jest wprost proporcjonalna do masy pozo-
stalego w probcee izotopu, a wiec zmniejsza sie w miare jego rozpadu.

a) O ile procent zmniejszy sie energia wydzielana w jednostce czasu przez probke
238pu po 10 latach?

b) Projektowany stymulator serca ma miec zraodio energii pozwalajace na zasilanie
go przez 25 lat. Przyjmijmy, Ze minimalna ilo$¢ “*®*Pu pozwalajaca na prawidlowa
prace stymulatora wynosi my. O ile procent wieksza od my powinna by¢ ilos¢ #**Pu
w projektowanym urzadzeniu?

Srednie ci$nienie atmosferyczne zalezy (w przyblizeniu) od wysokosci nad
poziomem morza zgodnie ze wzorem:

p=1013.0,876"
gdzie p jest cisnieniem w hektopaskalach (hPa), a h wysokoscia nad poziomem
morza w Kilometrach. Wzor ten daje dobre przyblizenie dla h < 10 km.

a) Jakie jest srednie ciSnienie atmosferyczne na szczycie Rysow (2499 m n.p.m.),
a jakie — na szczycie Mont Blanc (4807 m n.p.m.)?

b) Na jakiej wysokosci srednie ciSnienie jest dwukrotnie nizsze niz na poziomie
morza?

¢) Naszkicuj wykres zaleznosci p od h.

Przeczytaj informacje podane w ramce.

. KwasowoSC roztworu mierzy sie za po- Oto wspolczynniki pH Kilku innych sub-
| moca tzw. wspolczynnika pH. Wspaol- stancji.

I czyvnnik ten rowny jest —logs, gdzie

' s oznacza stezenie jonow wodorowych roztwor pH

' w roztworze (w molach/dm?). sok z cytryny | 2,3

kwasne mleko 4.4
Swieze mleko 6,5
krew 74

' Woda destylowana (czyli roztwor niewy-
kazujacy ani kwasowosci, ani zasadowo-
sci) ma pH = 7. Im mniejsza wartosc pH,
tym wieksza kwasowosé roztworu.

a) Oblicz wspolczynnik pH wody sodowej, w ktorej stezenie jonow wodorowych
wynosi 1,3 - 10~ moli/dm?.

b) Oblicz stezenie jonow wodorowych we krwi i w soku cytrynowym.

¢) Oblicz, ile razy stezenie jonow wodorowych w kwasnym mleku jest wieksze od
stezenia tych jonow w swiezym mleku.
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Skala Richtera stuzy do okreslania sity trzesien ziemi. Sita ta opisana jest
wzorem R = log j—&;. gdzie A oznacza amplitude trzesienia wyrazong w centyme-
trach, Ag = 10™* ¢m jest stala nazywana amplituda wzorcowa. 5 maja 2014 roku
w Tajlandii mialo miejsce trzesienie ziemi o sile 6,2 w skali Richtera. Oblicz am-
plitude tego trzesienia ziemi i ustal, czy jest ona wieksza czy mniejsza od 100 cm.

Przeczytaj informacje podane w ramce.

Starozyviny astronom Klaudiusz Ptole- blizeniu obliczyé, korzystajac z poniz-
meusz podzielil gwiazdy na szeS¢ ka- SZEeZ0 WZOIL:
tegorii  wedlug jasnosci  (gwiazdami m=-25logL—14,05

pierwszej wielkosci nazwal najjasniej-
sze, szostej wielkosci — najstabsze, kio-
re sa widoczne golym okiem). Po latach
okazalo sig, ze opisana przez Ptoleme- Obecnie ten wzor przyjmowany jest jako
usza wielkosé gwiazdowa mozna w przy- definicja wielkosci gwiazdowej.

L — jasnosc¢ gwiazdy w luksach
m — wielkos¢ gwiazdowa

Syriusz ma wielkos¢ gwiazdowa —1,44, a Gwiazda Polarna +2,0. Korzystajac z po-
wyzszych informacji, oblicz, ktora z tych gwiazd jest jasniejsza i ile razy?

194. Uzasadnij, ze kaizda funkcje postaci ¥y = b - @* mozna zapisa¢ w postaci
y =c - e’ Wyznacz ¢ i k w zaleznosci od b i a.

195. W tabeli przedstawiono okresy
(T) obiegu wokol Slonca (w dniach) | Planeta
i srednie odleglosci (R) od Slonca

Okres obiegu | Srednia odleglos¢ od
{w dniach) |od Slofca (w min km)

(w min km) planet znanych na przelo- |Merkury 88 57,9
mie XVI i XVII wieku. Na podstawie tych e 295 108,2
danych genialny astronom plemleckl Jo- i | 365 1496
hannes Kepler ustalit zwigzek zwany | ”

Il prawem Keplera, ktory mozna wy- S ! 687 227,9
razi¢ wzorem T = aRP, gdzie a i b saq | Jowisz | 4330 778,3

pewnymi stalymi wielko$ciami. Znajdz Saturn ‘ 10750 1427,0
wartosci tych stalych.

196. o naczynia wlano
wrzatek. Do godziny 12%
woda ostygla do tempera-

Temperature T stygnacej substancji po uplywie
czasu  mozna obliczyé ze wzorw:

T=To+(Tp - To)e™ ~ tury 90°C, a do 13 do
Ty — temperatura otoczenia (w °C) : temperatury 80°C. Tempe-
T, — poczatkowa temperatura substancji (w °C) | ratura otoczenia wynosila
k — stala charakterystyczna dla danej substancji stale 20°C. O ktorej godzi-

- : nie wlano wrzatek?
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PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI

X1197. Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymamy w wyniku przesuniecia wy-
kresu funkcji y = f(x) o:
a) 5 jednostek w prawo,
b) 3 jednostki w lewo,
¢} 10 jednostek w gore,
d) 4 jednostki w dot,
e) 2 jednostki w prawo i 1 jednostke do gory,
f) 7 jednostek w lewo i 6 jednostek do gory,
g) 12 jednostek w dot i 8 jednostek w prawo,
h) 11 jednostek w dot i 9 jednostek w lewo.

% Rysunek przedstawia wykres pewnej funkcii f. Narysuj wykresy funkcji:

gilx)=flx)+2 gx(x)=f(x)-3 galx)=f(x-1) gax)=flx+4)

a) Y b) Y c) Yi [f
\F ks /
b / e /
\ o = / T | 1+ o SR /J"II
“‘,\\ 0 1 /’ X 0 1 X / 0 1 X
\\_.—{' .;-"
A 19E Rysunek przedstawia wykresy funkcji f i g. Ktora z podanych réwnosci
opisuje zaleznos¢ miedzy tymi funkcjami?
a) H' i b) Yi B idcidiaid
L AL L N
"1‘ ] /.\ G :\\/ \Q : :
\“\ | 1 X
| i II'UF
eifop o gt

glx)=flx+1)-2

gix)=fix+2)+1
gix)=flx-2)+1
gx)=flx+2) -1
glx)=f(x-2)-1

glx)=flx-1)-2
gix)=flx-2)-1
gx)=flx+1)-2
gx)=f(x-2)+1
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gx)=fix-1)-2
gx)=flx-2)+1
gx)=f(x-2)-1
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Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f. Za-

pisz wzor funkcji g.

a) i b) Yl g c) .
.:. gll.'-
T / ‘ 1
| 4 X,
0 1 b 50 X
— 1 | e
7] 1
r:T i
8 z

Zapisz wzor funkcji g i opisz, w jaki sposob nalezy przesunaé¢ wykres funk-

cji f, aby otrzymac wykres funkcji g.
a) f(x)=x% gx)=flx-3)

b) f(x) =X, gx)=Ff(x+2)

0 f0 =% g =f(x+3)-4

d) fx)=x*+5, gx)=f(x-1)+2

e) fix)=x?-2x+3, gx)=f(x+4)-5

f) F0 =34, g =flx-4)-3

g fx)=3"-2, gx)=f(x+2)+3

h) f(x)=log:(x=5)+1, gx)=f(x-3)-2

12 Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres powstaje z wykresu funkcji y = -2x7

w wyniku przesuniecia o:
a) 2 jednostki w gore,

b) 3 jednostki w dot,

¢} 1 jednostke w lewo,

d) 2 jednostki w prawo,

e) 3 jednostki w lewo i 1 jednostke w gore,

f) 2 jednostki w prawo i 1 jednostke w dof,

g) % jednostki w prawo i % jednostki w gore,

h) % jednostki w lewo i % jednostki w dol.

0. w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f mozna otrzymac wykres funkcji g.
Okresl, o ile jednostek i w ktorym kierunku nalezy dokonac tego przesuniecia.

a) f(x)=Ixl, gx)=Ix-3l
b) f(x)=Ix|, g(x)=Ix|-5
c) fix)=1Ix|, glx)=[x+1|-2

d F0=x2, gx=(x+1)"+

1
2 3
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e) f(x)y=2x% gx)=2(x-6)y-4

f] f[X] = \.'"ri, H{X} =X+ 5-3
g flx)=3x, gx)=Vx-2+1

b fe =2, gx=25-1
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Podaj wzor funkcji, ktorej wykres otrzymano w wyniku przesuniecia wykre-
su funkcji f, jezeli funkcja f jest opisana wzorem:
a) fix)=2x-11 jej wykres przesunieto o 3 jednostki w lewo i 5 jednostek do gory,
b) f(x)=5x%+2 i jej wykres przesunieto o 2 jednostki w lewo,
¢) f(x) = 2|x] + 1 i jej wykres przesunieto o 2 jednostki w prawo i 2 jednostki
w dot,
d) f(x)= Xf—] i jej wykres przesunieto o 4 jednostki w prawo i 1 jednostke do gory,

e) fix)= (% )x +6 1 jej wykres przesunieto o 4 jednostki w lewo i 3 jednostki w dol,
f) f(x)=logx-3 ijej wykres przesunieto o 2 jednostki w prawo i 2 jednostki w dol.

Zapisz wzor funkcji f, ktorej wykres otrzymano w wyniku przesuniecia wy-
kresu funkcji opisanej danym wzorem.

&) s ¥ . b) o €):. o B £l

y

Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu funkciji f.
Znajdz wzor funkcji f, jezeli jej wykres przesunieto:
a) o 2 jednostki w lewo i 5 jednostek w gore i otrzymano wykres funkeji gix) = x2,
b) o 4 jednostki w prawo i 6 jednostek w gore i otrzymano wykres funkcji g(x) = %

¢) o 1 jednostke w lewo i 2 jednostki w gore i otrzymano wykres funkcji g(x) =
=|x-2]+1,

d) 0o 3 jednostki w lewo i 5 jednostek w dot i otrzymano wykres funkcji gix) =
e) 0 6 jednostek w dot i 3 jednostki w prawo i otrzymano wykres funkcji g(x) =
=2%-7 49

f) o 2 jednostki w gore i 7 jednostek w lewo i otrzymano wykres funkcji gix) =
= log(x + 3) + 3.

Okreél, o ile jednostek i w ktorym kierunku nalezy przesunac¢ wykres funkcji

f(x) = x2, aby otrzyma¢ wykres funkcji g.

a) gix)=(x+1)x-1) d) g(x)=x*-10x + 25
b) g(x)=x*+2x+1 e) g(x)=x*>-10x + 28
¢) g(x) = (x+/3)x-3) f) glx)=x%+4x-2
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Okresl, o ile jednostek i w ktorym kierunku nalezy przesungc wykres funk-
cji f, aby otrzymac wykres funkcji g.

a) FX)=(x-32+7, gx)=(x-30+9

b) fix)=(x-3)2+7, glx)=(x+20+5

C]I f'\[?d}=2'~"_3+5, g{x}=2’”3~5

d) f(x)=logs(x+4)+1, g(x)=logs(x+1)+4
&) fo=-2-+3, g0=25-1

f) fx)=vx+1-9, gx)=+x-11+11

Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f. Wy-
znacz wspolrzedne punktow przeciecia wykresow funkeji f i g, jezeli:

a) wykres funkcji f(x) = 5x - 2 przesunieto o 10 jednostek w prawo i 6 jednostek
w dot,

b) wykres funkcji f(x) = x* przesunieto o 2 jednostki w prawo i 4 jednostki w gore,
¢) wykres funkcji f(x) = x* przesunieto o 2 jednostki w lewo i 8 jednostek w dol.

Dziedzing funkcji f jest przedzial (2 - ?>, a zbiorem wartosci jest przedzial
(4; 5). Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f. Jaka
jest dziedzina funkcji g? Jaki jest jej zbior wartosci?

a) glx)=fx)-2 d) g(x) = f(x+6)+9
b) g(x)=f(x-2) e) glx)=flx-5)+12
c) gx)=flx-1)+4 f) gx)=Ff(x+21)-16

Okresl, ile miejsc zerowych ma funkcja f bez wyznaczania tych miejsc.
a) flx)=|x-2| ) f(x) =logy(x-5)+6
b) fix)=[x+4]-0,1 d) l.('[xj=3x+4_2

a) Funkcja f jest rosngca w przedziale (—M;3> i malejaca w przedziale
<3 ;+m). Okresl przedzialy monotonicznosci funkcji g(x) =f(x+1)-12.
b) Funkcja f przyjmuje najwieksza wartos¢ rowna 5 dla argumentu 3. Dla jakie-
go argumentu przyjmuje najwieksza wartosc¢ funkcja g(x) = f(x - 2) + 3?7 Podaj te
wartosc.
¢) Liczby x; = -3, x2 = %, X3 =9 - 3.2 sg miejscami zerowymi funkcji f. Wyznacz
miejsca zerowe funkcji f(x + 5).

Sporzadz wykres funkcji i na podstawie wykresu opisz jej wlasnosci.

X+3

a) y=5-3 b y=(1) Q y=2-2%
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Naszkicuj wykres funkcji y = logy x. Korzystajac z tego wykresu, sporzadz
wykres funkcji:

a) y=2+log;x b) y =logs(x+2) ) y=log; §

1215. Sporzadz wykres funkcji i podaj jej zbior wartosci.
a) y=|2%-3| c) y=—4x 42

b}yz(%)lxl d]}’=‘(%)x+l—2‘—]

n216. Narysuj wykres funkcji f i — Korzystajac z niego — opisz wlasnosci tej funkcji.
a) f(x)=log,(x~1) ¢) f(x)=logys Ix+2|
b) f(x)=log: x -1 d) f(x)=logys x| +2

n217. Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymamy przez przesuniecie wykresu
funkcji f o 2 jednostki w lewo i 1 jednostke w dof.

3= dla x <5
x+3 dlax=5

|x] dlax<-1
5-x dlaxz-1

ﬂlﬂm={ b}ﬁm={

3x4+l dlax<1

1218. pana jest funkcja f(x) = { 2" 2 :
|x-4|-1 dlax>1
a) Wyznacz zbior wartosci, przedzialy monotonicznosci i miejsca zerowe funkcji f.
b) Dla jakiej wartosci m wykresy funkcji f(x) oraz g(x) = m przecinaja sie w dwdch
punktach?

n219. Funkcja f okreslona jest nastepujacym wzorem:
5 dlax e (-4;1)
fix) = {—x+4 dlax e(1;3)
x*-2 dlaxe(3;5)
Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymano po przesunieciu wykresu funkcji f:
a) o 10 jednostek w dol,
b) 0 4 jednostki w prawo,
¢} 0 3 jednostki do gory i 7 jednostek w lewo.

n220. Wykresy funkcji v = f(x) i ¥ = f(x — 4) przeciely sie w punkcie (2, 5). Ktore
Z ponizszych zdan na pewno sg prawdziwe?
I. Funkcja f nie jest ani rosngca, ani malejaca.
II. Punkty (2,5) i (-2, 5) naleza do wykresu funkcji f.
I1I. Funkcja f jest roznowartosciowa.
IV. Wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem osi y.
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n221. a) Wykres funkcji liniowej y = 5x przesunieto o 3 jednostki w prawo, a na-
stepnie 0 g jednostek w gore i otrzymano prosta pokrywajaca sie z wykresem
funkgji y = 5x. Oblicz g.

b) Wykres funkcji liniowej ¥ = ax + b przesunieto o p jednostek w prawo, a nastep-
nie 0 g jednostek w gore i otrzymano z powrotem wykres funkcji y = ax+b. Zapisz,
jaki warunek spelniaja liczby a, p i g.

PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW
FUNKCJI (CD.)

, Wykres funkcji f(x) = x*-x* odbito symetrycznie wzgledem osi y. Uzasadnij,
7e otrzymany w ten sposob wykres pokrywa sie z wykresem funkcji f.

1223 Dany jest wykres funkcji f. Narysuj wykresy funkcji:
X =—f(x) gX=f(=x) @GR)=-fX+1

a) e ; b) Y ; ) d
s \ g £
/ g A [
1 Nt Y N/ N
o - 5t % ,,\\\.}
: L3
M. © . Narysuj wykres funkcji y = x%, a nastepnie wykres funkcji g.
a) glx)=-x* b) glx)=-(x+1)* ¢ gx)=-x*+3 d) gx)=—(x-2)*-4
N Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (-2;?), a jej miejscem zerowym

jest xo = 3. Podaj zbior wartosci oraz miejsce zerowe funkcji g, jezeli:

a) g(x)=—f(x) b) g(x) = f(-x) ¢) gx)=fx-3 d) glx)=-f(x~-5)

N2 20, Zapisz wzdr funkcji, ktorej wykres otrzymano w podany sposob.

a) Przesuwamy wykres funkcji y = x? o 2 jednostki w lewo, a nastepnie przeksztal-
camy otrzymany wykres przez symetrie wzgledem osi x.

b) Przeksztalcamy wykres funkcji y = ‘? przez symetrie wzgledem osi x, a nastep-
nie przesuwamy otrzymany wykres o 3 jednostki w gore.

¢) Przesuwamy wykres funkcji v = 3‘{- 0 2 jednostki w prawo, a nastepnie prze-
ksztalcamy otrzymany wykres przez éymetrie wzgledem osi y.
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g Zapisz wzor funkcji g, ktorej wykres otrzymamy w wyniku przeksztalcenia:
a) wykresu funkcji f(x) = -3x + 2 przez symetri¢ wzgledem osi x
b) wykresu funkcji f(x) = -=3x + 2 przez symetrie wzgledem osi y,
¢) wykresu funkciji f(x) = x* — 2x + 3 przez symetrie wzgledem osi x,
d) wykresu funkcji f(x) = x* - 2x + 3 przez symetrie wzgledem osi v,
e) wykresu funkcji f(x) = (x + 2)? - 3 przez symetrie wzgledem osi x,
f) wykresu funkgji f(x) = (x + 2)° - 3 przez symetrie wzgledem osi y,
g) wykresu funkcji f(x) = 2x- % najpierw przez przesuniecie o 3 jednostki w prawo,
a nastepnie przez symetrie wzgledem osi y,
h) wykresu funkgji f(x) = 2x - E; najpierw przez symetrie wzgledem osi y, a nastep-
nie przez przesuniecie o 3 jednostki w prawo,
i) wykresu funkcji f(x) = 22&% najpierw przez przesuniecie o 3 jednostki w prawo,
a nastepnie przez symetrie wzgledem osi x,
i) wykresu funkcji f(x) = 2x - % najpierw przez symetrie wzgledem osi x, a nastep-
nie przez przesuniecie o 3 jednostki w prawo,

Ao Wykres funkcji g jest symetryczny do wykresu funkcji f wzgledem osi x,
a wykres funkcji h jest symetryezny do wykresu funkcji f wzgledem osi y. Zapisz
wzory funkgji g i h, jezeli:

a) f(x)=2x3 +x%-7x d) f{x}=xzvﬁ+%
_Xx2+4 oo
b) f(x)= 525 e) fix)=4x%-3x
) filx)=-3(x+2)* f) f(x)=log(x-4)
Ao Wykres funkcji f przeksztalcono przez symetrie wzgledem osi x, a nastep-

nie przez symetrie wzgledem osi v i otrzymano wykres funkcji g. Wyznacz wzor
funkcji g.

a flx)=2x+3 c) flx)= x S xt—x
b) f(x)=X2 —4x +5 d) fl =2 +x2
H Wykresy (), ®), (© i (D) powsta- ®- B
ty w wyniku przeksztalcenia wykresu -
funkcji f. Dopasuj wzory (1), (D,
i ™) do tych wykresow. s By &
@ y=-f-1 11 X
m y=-flx-1 Eudey
@ y=1+f=0 ¥ M |
® y=f=x-1 et ot d ot Dl TS
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H Funkcja f jest rosnaca w przedziale (-m : —1>, stala w przedziale (—I ;2)
oraz malejagca w przedziale {2 : +m). Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji g,
jezeli:

a) glx) =—f(x) €) gix)=flx+1) e) glx)=f(x)+3
b) g(x) = f(=x) d) glx)=—f(x+1) f) gx)=f(-x)+3
N Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Narysuj wykres funkcji g oraz

wykres funkciji h, jezeli:
a) y b) y C) yi

/ /

i & zn/

v \, 1 g

D 1 I;:‘l‘l‘!? 3 ; G ' IO Ao : = A f D 1 4
gix) =f(=x) -1 gix) = -f{x - 2) gx)=-2-f(x)
h(x) = —f(x)-1 hix) = —f(-x) hix)=-f(x-4)+1

-x-4 dlax<-3
Sporzadz wykres funkcji f(x) = { -1 dla -3 < x < 2. Nastepnie wyznacz:
2x—-5 dlax>2
a) zbior wartosci funkcji y = —f(x),

b) miejsca zerowe funkcji y = f(-x),
¢) maksymalny przedziat, w ktorym funkcja y = —f(x + 4) - 1 jest rosnaca,
d) maksymalny przedzial, w ktorym funkcja y = —f(-x) jest stala.

), Funkcja f przyjmuje najwieksza wartosc rowna 5 dla argumentu 3. Co moz-
na na tej podstawie powiedzie¢ o najwiekszej wartosci funkcji g?

a) gix) = f(-x) b) g(x)=~f(x+2) Q) gx)=f3-x+1

B! |

Dziedzing funkcji f jest przedzial (—5 3 ?). a jej zbiorem wartosci jest prze-
dziat <—3;2>. Jaka jest dziedzina i zbior wartosci funkcji g?

a) g(x)=-f(x) b) g(x) = f(-x) ¢) g(x)=f(x+3)
N Liczby x; = -3 oraz x; = 5 sa miejscami zerowymi funkcji f. Wyznacz miej-
sca zerowe podanej funkcji.
a) v=_[i-x c) ¥y =-f(=x)
b) v =-f(x) d) y=-f(x-75)
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Narysuj wykres funkcji y = log 1X,a nastepnie wykres funkcji:

a) y=-logi(x-1) b) y =logi(-x)+2 ¢) y=-logi(x+3)-2

n238. a) Wykres funkcji f(x) = 2(x + 3)° - 1 odbito symetrycznie wzgledem osi x,
a nastepnie przesunieto o 5 jednostek w prawo i 0 2 jednostki w gore. Podaj wzor
funkcji g(x), ktorej wykres otrzyvmano w wyniku tych przeksztalcen.

b) Wykres funkcji f(x) = 2(x + 3)° = 1 przesunieto o 5 jednostek w prawo i o 2 jed-
nostki w gore, a nastepnie odbito symetrycznie wzgledem osi x. Podaj wzor funkcji
g(x), ktorej wykres otrzymano w wyniku tyvch przeksztalcen.

¢) Wykres funkciji f(x) = 2(x+3)°~1 odbito symetrycznie wzgledem osi y, a nastepnie
przesunieto o 4 jednostki w lewo i 0 6 jednostek w dol. Podaj wzor funkcji g(x),
ktorej wykres otrzymano w wyniku tych przeksztalcen.

d) Wykres funkcji f(x) = 2(x+3)°~1 przesunieto o 4 jednostki w lewo i o 6 jednostek
w dol, a nastepnie odbito symetrycznie wzgledem osi y. Podaj wzor funkcji g(x),
ktorej wykres otrzymano w wyniku tych przeksztalcen.

e) Wykres funkcji f(x) = 2(x+3)? - 1 odbito symetrycznie wzgledem osi x, nastepnie
otrzymany wykres odbito symetrycznie wzgledem osi ¥, a na koncu przesunieto
0 3 jednostki w lewo i 0 | jednostke w ddl. Podaj wzor funkeji g(x), ktorej wykres
otrzymano w wyniku tych przeksztalcen.
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Ktory z podanych punktow nie nalezy do wykresu funkcji f(x) = éx_f; ?

A (0,1) B. (1,0) C. (2-3) D. (-2,-5)

2x+3 dlaxg-2
Dana jest funkcja f(x) = {5 -x° dla-2<x<1. Ktéra z podanych réwnosci

6 dlaxz1
jest prawdziwa?

A. f(=2)+fl0)+f(1) =11 C. f(=3)+f(0)+ f(10)= 10
B. F(=2)+f(-1)+f(1)=9 D.fl=4d)+f(-1)+f(1)=3

Dziedzing funkcji y = log,(1 - 3x) jest zbior:
wil 1.,
A. R. B. R.\ {1} C. (0;1) D. (1;+0) \ {1}

Rozwigzaniem réownania 12% - 6 = 4% jest liczba:

A. log, % B. logil_ 3 E: 1{){4% 6 D. Iﬂgf,-%

Liczba mieszkancow pewnego miasteczka w 2010 roku wynosita 18 600. Za-
uwazono, Ze liczba ta systematycznie wzrastala kazdego roku o 4% w pordownaniu
z rokiem poprzednim. Po ilu latach liczba mieszkancow bedzie wieksza o 40%
w porownaniu z rokiem 20107

A. po ok. 5 latach C. po ok. 9 latach
B. po ok. 7 latach D. po 10 latach
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. vi
Ktore z podanych zdan jest falszywe? '
A. Dziedzing funkcji y = f(x + 3) jest zbior <"8 :U). : [
B. Funkcja y = f(x)-5 przyjmuje wylacznie wartosci : 3l L
ujemne. 7 ol A X
C. Funkcja y = f(x - 1) + 2 ma trzy miejsca zerowe. MR

D. Zbiorem wartosci funkcji ¥ = f(x = 12) + 15 jest |
przedzial (12;2{])‘

Wykres funkciji f(x) = (x=2)2+3 odbito symetrycznie wzgledem osi y, a nastepnie
przesunieto o 3 jednostki w lewo. Otrzymano w ten sposob wykres funkcji:

A. glx)=(x+5)¢%+3 C.gx)=(x-1)*+3
B. gix)=—(x+1)*+3 D.gx)=(x+2)+6
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Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.
a)f:R=R, fx)=2x2-x-6
b) f: (1;+m) - R, f(x)=x3-8x%+7x

Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej [ jest przedzial (—oo ;2}, a liczby x, =-3
oraz x; =5 53 jej miejscami zerowymi. Wyznacz wzor funkcji f.

x*—4 dla-3<xg?
Narysuj wykres funkcji f(x)=1 2x-4 dla2<x<5
§] dlax=>5
a) dziedzine i zbior wartosci tej funkcji,
b) przedzialy monotonicznosci funkcji f,
¢) miejsca zerowe funkcji f.

. Naste¢pnie wyznacz:

Do wykresu funkcji y = log, x nalezy punkt P = (V’FE: ) Wyznacz a.

|

Rozwigz rownanie.

1= iger =25 c) logg,(4-3x)=-2
'f _ 1 = i =
h) ﬁ? =55 d) 3logd-log32=2logx

Wykres funkcji f(x) = 3x° - 8x -3 przesunieto o 2 jednostki w prawo i o 8 jed-
nostek w dol. Otrzymano w ten sposob wykres funkcji g. Wyznacz wzor funkcji g
oraz znajdz jej miejsca zerowe.

Dana jest funkcja f(x) = -3x+2 okreslona dla x € <—2 : 3)‘ Wyznacz dziedzine,
zbior wartosci oraz miejsca zerowe funkcji:

a) ¥ =Ff(=x) b) y = —f(x)

Do wykresu funkcji W(x) = a(x + 1)°(x - 2) nalezy punkt P = (1, 1). Oznacza to,
ze:

A.a<-1 B.aE(—];l) C.a=1 D.a>1

(%)" dla x <1

T S E y s
logix dlax>1’ Wskaz zdanie falszywe.

Dana jest funkcja f(x) = {

A. Funkcja nie ma miejsca zerowego.

B. Dla x = 1 funkcja jest malejaca.

C. Wartos¢ wyrazenia f(=2) + f(2) jest liczba catkowita.
D. Dla x = é— funkcja przyjmuje wartosc 1.
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lle liczb catkowitych spelnia nieréwnoscé (x + 2)°(x* - 3x) < 07

A. dwie B. piec C. cztery D. nieskonczenie wiele
A Rownanie log, , ;4 = 2:

A. nie ma rozwigzania

B. ma dwa rozwigzania

C. ma jedno rozwiazanie bedgce liczba dodatnig

D. ma jedno rozwiazanie bedgce liczba ujemna

| Wyznacz wspolrzedne punktow przeciecia wykresow funkeji: Wix) = 3x°—x+2
oraz Vix)=x3-2x2 -3x +12.

Rozwiaz nierownosc.

a) B-xP(=x*+x-D2x+1¥ <0 b) -2x*+3x*+12x-1820 ) x*+4x> 3x*

fl Wyznacz dziedzine funkcji.

s o svi oF dx+7
a) fix)=v4x3 -16x-x+4 b) fx) VX —4)2(9x% +6X + 12 - X)

A . Punkty A=(=1,0), B=(1,0), C =(3,0)i D =(2,6) naleza do wykresu wielomia-
nu Wi(x), ktory jest wielomianem trzeciego stopnia. Rozwiagz nierownos¢ Wix) < 6.

Liczby x; = 2 oraz x» = 3 sa pierwiastkami wielomianu W(x) = x3>+ax®+bx+12.
Dla jakich argumentow wielomian ten przyjmuje wartosci ujemne?

Dla jakich wartosci parametru m nierownos¢ (3x+4)7(x*+/2x+/2)(m-2x) > 0
nie ma rozwigzania?

A Dane sa funkcje f(x) = (x* = 6x + 8)(2x — x%) oraz g(x) = 2x3 - 7x? - 8x + 28. Dla
jakich argumentow obie funkcje jednoczesnie przyjmujg wartosci nieujemne?

Rozwiaz rownanie.
a) 42%+1 4 24x-2 217
b) (5/5)%=5-5"—(y5F+5=0
¢) logy x +logy(x + 1) = 1 +logy(x +5)
d) log, (x> +x-4)=3

2?(

Uzasadnij, ze rownanie g

+log x = 0 ma dokladnie jedno rozwigzanie.
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Funkcja f jest okreslona wzorem fix) = ¥ dla kazdej liczby rzeczywistej
x # 0. Wowczas wartosé funkcji £(+/2) jest rowna:

A 2-42 B. 1-2,2 C.1+22 D.2+4./2

Liczba 1 jest miejscem zerowym funkcji liniowej f(x) = ax+b, a punkt M = (3,-2)
nalezy do wykresu tej funkcji. Wspolczynnik a we wzorze tej funkcji jest réwny:

3 _3 "
Al B. 5 25 2 D. -1
Proste o rownaniach v =(m+ 2)x + 3 oraz y =(2m - 1)x - 3 sa rownolegle, gdy:
A.m=2 B. m=3 C.m=0 D.m=1

Funkgcja liniowa f(x) = (1 = m?)x + m - 1 nie ma miejsc zerowych dla:

A.m=1 B. m=0 C.m=-1 D.m=-2

Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(x) = =3(x — 2)(x = 9). Liczby x;, x2
sg roznymi miejscami zerowymi funkcji f. Zatem:

A x;+x:=11 B. x; +x2 =-11 C.xy +x32 =33 D. x; +x» =-33

Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = x? —6x -3 jest parabola, ktérej wierzchot-
kiem jest punkt o wspolrzednych:

A. (-6,-3) B. (-6,69) G 3:.~12) D. (6,-3)

Funkcja wykiadnicza okreslona wzorem f(x) = 3* przyjmuje wartosc 6 dla argu-
mentu:

A x=2 B. x=log,?2 C.x=log;6 D. x=log; 3

Dane sa funkcje f(x) = 3* oraz g(x) = f(-x), okreSlone dla wszystkich rzeczywi-
stych x. Punkt wspolny wykresow funkcji f i g:

A. nie istnieje C. ma wspolrzedne (0, 1)
B. ma wspolrzedne (1,0) D. ma wspdlrzedne (0, 0)

Do wykresu funkcji wyktadniczej, okreslonej dla kazdej liczby rzeczywistej x
wzorem f(x)=a* gdzie a> 01ia # 1, nalezy punkt P =(2,9). Oblicz a i zapisz zhior
wartosci funkcji g, okreslonej wzorem g(x) = f(x) - 2.
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A Na rysunku przedstawiono fragment : Iy -\
wykresu funkciji v = f(x), ktorej dziedzina b : .
jest zhior D = (-m;B) U (3;+m). Rowna- piet \H_%
nie |f(x}] = p z niewiadoma x ma dokladnie o
jedno rozwiazanie: 1 TpE e
= :
A. w dwoch przypadkach: p=0lub p=3 5 1\ ; %
B. w dwoch przypadkach: p=0lubp=2
C. tylko wtedy, gdy p =3
D. tylko wtedy, gdy p = 2 I
A Liczba punktow wspdolnych wykresow funkcji ¥ = —x+1 1 y = log, x jest rowna:
A D B. 1 G2 D.3
A = . Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktorych wykresy funkcji f i g,

okreslonych wzorami f(x) = x — 2 oraz g(x) =5 - ax, przecinaja sie w punkcie o obu
wspolrzednych dodatnich.

o

Wielomian okreslony wzorem Wix) = 2x? + (m? + 2)x* = 11x - 2(2m + 1) jest
podzielny przez dwumian x - 2 oraz przy dzieleniu przez dwumian x + 1 daje
reszte 6. Oblicz m i dla wyznaczonej wartosci m rozwiaz nieréwnosc¢ Wix) < 0.
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ElIGURY,

A PRASHEZNIE: GHESC @

Kola i okregi
= DHugos¢ okregu: Pole kola:
/ \ 1=2nr P=mvr?
W’\ Diugnéé tuku: Pole wycinka kota:
L I = .21y P= '?;E:'fIT" - Tl

EEI‘.}"

Tmerdzema 0 kqtach wplsan?ch i srudkowych

Kat srodkowy w kole ma 2 razy wieksza ;\
miare niz kat wpisany oparty na tym

| samym fuku.

2o
Katy wpisane oparte na tym samym lu- %)/ /

ku maja rowne miary.

Kat wpisany oparty na srednicy jest ka-
tem prostym.

Wzajemne polozenie prostej i okre;gu

\\5 .
okrag i prosta prosta przecina okrag i prosta
sq rozlacene okrag 53 styczne

Twierdzenia o stycznej

Styczna do okregu jest prostopadia do promienia
poprowadzonego do punktu stycznosci.

Gdy styczne do okregu sie przgcinajq, to odcinki
laczace punkt przeciecia z punktami stycznosci
maja rowne diugosci.

N
o |PA| = |PB]|

Kal ostry o miedzy cieciwa okregu a styczng
w punkcie, ktory jest koncem cieciwy, jest row-

ny katowi ostremu wpisanemu w okrag opartemu
na tej cieciwie,




— T — —

; Wzajemne polozenie dwéch okregow

F g 3 / Y / .
. s \ M
| - - K y h, ﬁ/ e _;.\\ 3
okregi rnthqzne okregi rozlgczne okregi przecinajace sie
Zzewnetrznie wewnetrznie
I = See ’ e

| rd o 1" __.'I \ :' .-I

okregi styczne \ ,,""\ Vi ./-*’r okregi styczne

zewnetrznie —" T— it wewnetrznie

Okrag opisany na melochle
/ ;” ,"ﬂ Na kazdym trojkacie mozna opisa¢ okrag. Srod-
kiem takiego okregu jest punkt przecigcia syme-

tralnych bokdw trajkata. e
}"\
Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko |
wtedy, gdy sumy miar przeciwleglych katow sa
rowne, x+y=p+0 o=

. Okrag wpisany w wielokat
W kazdy trdjkat mozna wpisa¢ okrag. Srodkiem
okregu wpisanego w tréjkat jest punkt przeciecia
dwusiecznych katow tego trdjkata.

| P o
| 2
Y, — *-_\ C
! /d/ \\ W czworokat mozna wpisac okrag wtedy i tylko
| 1> wtedy, gdy czworokat jest wypukly i sumy dlugo-
& 4 sci jego przeciwleglych bokéw sa rowne
— /b - 4 :
\_/
| atc=b+d / \\
| P=rp
. Pole wielokata opisanego na okregu jest rowne 1& _JI P — pole wielokata
iloczynowi promienia tego okregu przez polowe \\ // p — polowa obwodu |
obwodu wielokata. wielokata

Twierdzenia o katach w wielokatach

Suma miar katow n-kata wynosi (n-2) - 180%
Kazdy kat n-kata foremnego ma miare 180°- 220
nin-13)
Bt

Liczba przekatnych w n-kacie wynosi



POLE KOLA. DLUGOSC OKREGU

a) Jaki promien ma okrag, ktorego dlugosé jest rowna 77
b) Jaka srednice ma koto o polu 107
¢) Jaki obwdd ma kolo o polu 257
d) Jakie pole ma kolto o obwodzie 307

. Oblicz pola zacieniowanych figur, Przyjmij, Ze bok kratki ma diugosé 1.

3 B | . IS 4] ol [ |
Ay < JENEy WNEN  WN EMEN @b
pie i{_____i.. . / i "-.,_‘ L [ i :..,:,,_.,_ii i '.'/-,"'-'_“\' | \/
P N i // -f--j] i | | 1 kT bl i ﬁ| | e

_Ig" i o : Y [ . .

& 7y y O\ '| | m BN &
ff j__\ Pt ff : it s I‘IL-. { ': i .: b : !
."))_If \'.—'f')r /ir/q"'./- x‘l—\l. \*---..IEZ'_-._ _.-'"r. 4 .\-- __l\;._.cf/_.-/

' a) Pan Maciek od 50 lat codziennie wypija dwa kubki herbaty. Przyjmij, ze

kazdg herbate pan Maciek miesza lyzeczka, trzy razy zataczajac okrag o Srednicy
scm, i oszacuj, jaka droge pokonala tyzeczka podczas mieszania herbaty przez
pana Macka w ciggu tych 50 lat.
b) Przyimijmy, Ze kropki w tekscie drukowanym maja ksztalt kot o Srednicy
0,25mm oraz ze takich kropek znajduje sie przecietnie 300 na jednej stronie.
Oblicz, jaka powierzchnie zajmuja kropki w 200-stronicowej ksigzce wydanej w na-
ktadzie 100 tys. egzemplarzy.

Na rysunku przedstawiono wielokat foremny wpisany w okrag o promieniu 5.
Oblicz pole zacieniowanego obszaru i dlugos¢ zaznaczonego tuku.

P b 2= 9
7 /

'. > 1\, ) R
N\ (S

Na rysunku obok przedstawiono tarcze o sred-
nicy 1 m. Kazde z pdl tarczy, na jakie trzy wspdl-
srodkowe okregi ja podzielily, jest takie samo. Jakie
promienie maja te okregi?
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. 0 ile dluzszy jest fuk zaznaczony Na rysunku pieciokat ABCDE jest
kolorem pomaranczowym od fuku za-  foremny. Oblicz pole i obwaéd zacienio-
znaczonego kolorem czarnym? wanej figury dla |OA| =r.

a) Znajdz pole czesci wspolnej trojkata rownobocznego o boku a i kola, ktorego
srednica jest jeden z bokéw tego trojkata.

b) Podstawa trojkata rownobocznego jest srednica kofa. Oblicz stosunek pola cze-
§ci trojkata lezqcej na zewnatrz kola do pola czesci trojkata lezacej wewnatrz kola.

a) O ile procent zwiekszy sie pole kota, jesli jego promien zwiekszymy o 10%?
b) O ile procent zmniejszy si¢ pole kola, jesli jego promien zmniejszymy o 10%?
¢) O ile procent trzeba zwiekszy¢ promien, aby pole kota zwiekszylo sie o 125%?

Typowy rower ma kola o srednicy 28 cali (1 cal = 2,54 cm).
a) Jaka droge przejedzie taki rower, gdy jego kola obroca sie 100 razy?
b) Ile razy obracaja sie kola tego roweru na trasie dlugosci 1 km?

¢) Ile obrotow na minute wykonuja kola tego roweru w czasie jazdy z predkoscia
20 kmy

Jakie pole ma zacieniowana figura? Przyjmij, ze |OA| = a.

a) o C)

A} o mmm b) c)

| \ -~ - H‘\L = e

|: At ‘B | ;’/ 0N I{/ f_x/ \H o
i ‘ y i A / - AT ]
\\\__\h L2 T \ / \x___ ____}/ L S \h‘__ ___/f . -
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Pod rysunkiem podano pole zacieniowanej figury. Oblicz, jaka diugos¢ ma
promien okregu.
a)

e
o ;
o

\-\.

/ \ B) T
I K‘._ ; / ._._z "'-.\‘.I. \._‘
[ 3207 '- ] |' l ' '
| (}\\ : Inll | \ Eﬂ ._.-',

" g
-\.\\ % /,)‘

P=1 P=21- *\2*5
W kole o promieniu r kat srodkowy o mierze o
wyznacza wycinek o polu 3.1'- oraz tuk o dlugo- y -9
Sci 2" . Znajdz r i «. [/ \ 5
Obwod pierscienia na rysunku obok jest rowny \"-\ - ;
120. Oblicz jego pole.

dleglos¢ od srodka tarczy zegarka do konca wskazowki minutowej jest row-
na 1,5 cm, a do konca wskazowki godzinowej wynosi 1 cm. Wyraz w milimetrach na
minute, z jaka predkoscia porusza sie koniec kazdej z tych wskazowek

Wahadlo Foucaulta we Fromborku ma dlugosc¢ 28 m. Jego okres wahan, czyli
czas pelnego wahniecia z lewej do prawej i z powrotem, wynosi 10,6s. Oblicz
srednig predkosc, z jaka porusza sie koniec wahadia, jesli maksymalnie odchyla sie
ono od pionu o 2°

a) Budapeszt (48°N) i

Kapsztad (34°S) leza w przyblizeniu na jednym potu-
dniku. Jaka jest odleglos¢ miedzy nimi? Promien Ziemi ma diugosé okoto 6371 km

b) Diugosé Warszawy z polnocy na poludnie wynosi okoto 30km. Jakiej réznicy
szerokosci geograficznych odpowiada ta diugosc?

gow o srodkach w zaznaczonych punktach

a)

Znajdz pole zacieniowanego obszaru. Krzywe na rysunkach sa fukami okre-

b)

Kazda z przyprostokatnych Bok trojkata rownoboczne- Przyprostokatne trdjkata
trajkata ma dlugosc 8. go ma diugonsé 8. maja dlugosdei 121 9.

POLE KOLA. DLUGOSC DKREGU
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a) Narysuj okrag. Wyznacz konstrukcyjnie srodek tego okregu.
b) Narysuj kolo i zaznacz w jego wnetrzu dowolny punkt. Skonstruuj cigciwe tego
kofa, ktdrej srodkiem jest zaznaczony punkt.
¢) Narysuj odcinek. Skonstruuj taki okrag, dla ktorego dany odcinek jest cieciwag,
a promien jest dwa razy dluzszy niz ten odcinek.

21. a) Narysowany wielokat ma obwod rowny 35. Z kaz- Vi Y
dego z jego wierzcholkow zakreslono fuk o promieniu 2. < e Y
Jaki obwod ma zacieniowana figura? Czy jest on wiekszy \
czy mniejszy od obwodu wielokata? ‘xi;__,\ /\,J
b) Z kazdego wierzchotka wielokata o n katach zakreslo- A -J'J

no tuki o promieniu 2, a nastepnie odcieto od wielokata
powstale wycinki kol. Wykaz, ze tak powstala figura nie
moze mie¢ obwodu rownego obwodowi wielokata.

22. a) Wyraz w sekundach, o jaki kat obraca sie wskazowka sekundowa zegarka
w ciagu sekundy.
b) Wyraz w minutach, o jaki kat obraca sie wskazowka godzinowa w ciggu sekundy.

23, bukéw ma wspolrzedne geograficzne 51°56'N i 22°19'E, a Zielona Gora
51°56'N i 15°31'E. W ktorym z tych miast storice wschodzi wczesniej? O ile mi-
nut wezesniej?

Fa - - ::.-\x"’i‘\
24. Okrag na rysunku obok przechodzi przez trzy wierz- , 20 |10~
chotki rombu i dzieli jego diuzszg przekatng na odcinki ﬁ .:
o diugosciach 20 i 10. Oblicz pole rombu. \ L e
-

25. Wykaz, #e pola zaznaczonych obszarow (tzw. ksiezyce Hipokratesa) sg rowne
odpowiednio polu kwadratu ABCD, polu prostokata EFGH i polu trojkata I JK.

D C:

o
]
=

n
|

) \_/ : | i |
26. Narysuj dwa rozne kola, a nastepnie skonstruuj:

a) kolo, ktorego pole jest rowne sumie pol tych kol,
b) kolo, ktorego pole jest rowne roznicy pol tych kot
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WI’.ASI}IOSCI KATOW SRODKOWYCH
| KATOW WPISANYCH

D7 a) Miara kata srodkowego jest o 35° wieksza od kata wpisanego opartego na
tym samym fuku. Jaka jest miara tego kata wpisanego?
b) Miara kata wpisanego jest o 18" mniejsza od kata srodkowego opartego na tym
samym fuku. Jaka jest miara tego kata srodkowego?
¢} Kat srodkowy i kat wpisany oparte s na tym samym fuku. Suma ich miar jest
rowna 51° Jaka jest miara kata wpisanego?
d) Miara kata wpisanego jest o 75° mniejsza od kata srodkowego opartego na tuku
dwa razy wiekszym niz kat wpisany. Jaka jest miara tego kata srodkowego?

e) Miara kata srodkowego jest o 10° mniejsza od kata wpisanego opartego na fuku
trzy razy wiekszym niz kat srodkowy. Jaka jest miara tego kata wpisanego?

"\ punkt S jest srodkiem okregu. Oblicz miare kata c.

c)
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Punkt § jest srodkiem okregu. Oblicz miary kaqtow Dznacznn}’ch literami.

Punkt § jest srodkiem okregu, a tuki AB, BC i CD majg takie same dlugosci.
Jaka jest zaleznos¢ miedzy miarami katow o i 7

Na okregu o srodku O obrano punkty A, B i C. ZnajdZ miare kata AOB, jesli:
a) |« ABC| =50° |AB| = |BC|
b) |[€OBC| = 40° |« ABC| = 70°
c) |€«BAC| =80° |£AOC]| = 140°

Na okregu o srodku O obrano punkty A, B, C i D tak, ze odcinek AD jest
srednica, |< ADB| = 25° oraz [€BDC| = 15" Oblicz miare podanego kata. Rozwaz
dwie mozliwosci polozenia punktu C wzgledem punktu B.

a) <CAB b) <COD ¢) «CAD

Na okregu obrano trzy punkty A, B i C tak, ze kat wpisany oparty na fuku
AB ma miare 40° a kat $rodkowy oparty na tuku BC ma miare 50° Oblicz miary
katow trojkata ABC.
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Odleglos¢ pewnej cieciwy od srodka okregu jest rowna polowie dlugosci tej
cieciwy. Jaka jest miara kata wpisanego w okrag opartego na tej cieciwie?

a) Punkty A, B i C dziela okrag na fuki, ktorych dlugosci pozostajg w stosun-
ku 3:4:5. Jakie miary maja katy trojkata ABC?
b) Punkty A, B, C i D dziela okrag na luki, ktérych dlugosci pozostajg w stosunku
3:4:5:06. Jakie miary maja katy czworokata ABCD?
¢) Punkty A, B, C, D i E dzielg okrag na fuki, ktérych dlugosci pozostajg w stosun-
ku 1:2:3:4:5. Jakie miary maja katy pieciokata ABCDE?
d) Osiem punktow dzieli okrag na tuki, ktorych diugosci pozostaja w stosunku
1:2:3:4:5:6:7:8. Jakie miary maja katy tego osmiokata?

Wierzchotki pieciokata ABCDE lezg na okregu, a przekatne AC i BE sg Sred-
nicami tego okregu. Wykaz, ze:

a) |AB|? +|AE|? = |BD|? + |DE|? P
b) |AB| = |EC]|

39. Wykaz, ze okrag, ktorego srednica jest je-
den z bokow dowolnego tréojkata, oraz okrag,
ktorego Srednica jest inny z bokoéw tego troj- \
kata, przecinaja sie w punkcie lezacym na Y

trzecim boku tego trojkata.

40. Dwa okregi o srodkach w punktach O i §
maja rowne promienie i przecinaja sie w punk- '
tach A i B (zob. rysunek). Miara kata AOB jest % _,/"
rowna 80° ZnajdZ miare kata «. =

47. punkt O jest srodkiem okregu. Znajdz miary katow «, f i y.

a) b)

15—

42. w pewnym okregu narysowano cieciwe diugosci 2. Jaka jest odleglosé srodka
okregu od tej cieciwy, jesli kat wpisany oparty na tej cieciwie ma miare:

a) 30° b) 45° c) 60° d) 90°
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43. prosteaib przecinajg sie pod katem y i wycinaja z okregu tuki odpowiada-
jace katom srodkowym o i S. Znajac miary katow « i B8, znajdz miare kata y, gdy
proste przecinaja sie:

a) na zewnatrz okregu _ b) wewnatrz okregu

_— B

44, Wierzchotki czworokata leza na okregu i dziela
go kolejno na luki, ktorych dlugosci sa w stosunku od-
powiednio 1:2:3:3.

a) Znajdz miare kata, pod jakim przecinajg sie przekat-
ne tego czworokata.

b) Znajdz miary katow, pod jakimi przecinaja sie pro-
ste zawierajace przeciwlegle boki tego czworokata.

45. Punkty A, B, C i D dzielg okrag na cztery tuki. Wykaz, ze prosta przechodza-
ca przez Srodki tukow AB i CD jest prostopadla do prostej przechodzacej przez
srodki dwoch pozostatych tukow.

PROSTE | OKREGI

45, proste k il sg styczne do okregu. Oblicz miare kata o.

a) ! b)
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Promien okregu ma dlugosc 2. Proste k i [ sg styczne do okregu. Oblicz diu-
gosci odecinkow a, b i c.

j Przeczytaj informacje pod rysunkiem. Jaka czesc¢ 1“'igur*_|,-r zacieniowano?

a) b)

/N

v X / \

f’ N\ |
\
____,-""I / ‘\__‘ \
(s> | /’;Gﬁ\' »’15:::;*b
P

Punkt P jest srodkiem boku  Punkt P jest SI‘EIIE[I\IEH] boku Punkt P jest punktem styciz-
kwadratu. trojkata réwnobocznego. nosci okregu i prostej .

Dwa okregi maja promienie 1 i 10. Okresl, jaka jest odleglos¢ miedzy srodka-
mi tych okregow, gdy:

a) mniejszy okrag przechodzi przez srodek wickszego okregu,
b) wiekszy okrag przechodzi przez Srodek mniejszego okregu,
¢) te okregi sg styczne (rozwaz dwa przypadki),

d) przecinajq sie,

e) sg rozlaczne.

a) Dwa okregi o promieniu r sa styczne zewnetrznie. Sg one tez styczne
wewnetrznie do trzeciego okregu. Jaki promien moze miec ten okrag?

b) Dwa okregi o promieniach r i R (R > r) sg styczne wewnetrznie. Trzeci okrag
jest styczny wewnetrznie do wiekszego okregu i zewnetrznie do mniejszego okregu.
Jaki promien moze miec ten okrag?

Dwa okregi wspoélirodkowe maja promienie 6 i 15.
a) Jaka dlugos¢ ma promien okregu stycznego do obu tych okregow?

b) Jaka diugost ma promien okregu stycznego wewnetrznie do wiekszego z danvch
okregow, jezeli jego érodek lezy na mniejszym z tych okregow?

¢) Mniejszy okrag jest styczny wewnetrznie do okregu, ktorego Srodek lezy na
wiekszym z tych okregow. Jaka dlugosc ma promien tego okregu?
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Jaki promien ma okrag o srodku A styczny do narysowanego okregu? Przyj-
mij, ze bok kratki ma dlugosc¢ 1.

Okregi o srodkach w punktach A, B i C sa parami styczne.
a) Uzasadnij, ze obwod trojkata ABC b) Uzasadnij, ze obwad trojkata ABC

jest rowny sumie diugosci Srednic tych jest rowny diugosci Srednicy najwiek-
okregow. szego okregu.
- # P T
/’J \:‘\\ t(' f//'l C I"Ir/ B“ 3
A M . B‘ A
I‘"\. :_.-"I. . &
\*\__ o
Na rysunku obok punkty A, B, C i D s3 ""__"“*-\\A —-\
srodkami okregow, a punkty E i H — punktami / P B 'H/ D
stycznosci. Wszystkie te punkty wraz z punkta- [ -___-\B F ik o ol /I
mi F i & sa wspolliniowe. Promienie okregow E!f 4___..‘7--']"\ | A
o srodkach w punktach A, C i D sa jednakowe, /’ —
rowne 1, a odcinek GH ma dlugos¢ 0,8. Oblicz — /
dlugosci odecinkow: T

a) ED b) BC c) EF d) AH

Trzy okregi sa parami styczne zewnetrznie. Znajdz pole trojkata, ktorego
wierzchotkami sa srodki tych okregow, jesli:

a) kazdy z okregow ma promien r,
b) okregi maja promienie r, 2r i 3r.

MNarysuj okrag i zaznacz na nim punkt. Skonstruuj:

a) dwa okregi styczne do narysowanego okregu w zaznaczonym punkcie o promie-
niu dwa razy krotszym od promienia narysowanego okregu,

b) prostg styczng do tego okregu w zaznaczonym punkcie.

128 FIGURY NA PLASZCZYZMIE. CZESC 2



Okresl, jaka figure tworza srodki wszystkich okregow przechodzacych przez:
a) dany punkt, b) dwa dane punkty, ¢) trzy niewspotliniowe punkty.

a) Narysuj okrag o promieniu 3 cm. Nastepnie narysuj zbiér srodkow wszyst-
kich okregow o promieniu 1 cm stycznych do danego okregu.
b) Narysuj prosta, a nastepnie zbior srodkow wszystkich okregéw o promieniu 1 cm
stycznych do tej prostej.

Prosta m jest styczna do okregu naryso-
wanego obok. Znajdz miare kata o.

Prosta a jest styczna do okregu naryso-
wanego obok, a kat ostry miedzy cieciwg AB
i prosta a ma miare . Jaka miare ma kat roz-
warty wpisany w okrag i oparty na cigciwie AB?

(o)

Na rysunku obok prosta AB jest styczna

A~
w punkcie B do okregu o srodku O, a trojkat : I,|” s
ABC jest rownoramienny. Oblicz miare kata } e
ABC. \5_ ____,{'

Okregi o $rodkach w punktach S i T sa styczne w punkcie P. Sieczna popro-
wadzona przez punkt P przecina je w punktach A i B. Wykaz, ze proste SAi TB sa
rownolegle. Rozpatrz przypadek, ze:

a) okregi sa styczne zewnetrznie, b) okregi s styczne wewnetrznie.

N / k
| T '|
P

§.22 Na rysunku obok okregi o promieniach
) ;/'" \ aib (a<b) sy styczne w punkcie C, a prosta
A~ "'II,‘ . I jest styczna do kazdego z nich w punktach
A7 \"}C . | odpowiednio A i B.
L a) Jaka jest odleglos¢ miedzy punktami A i B?
\____ = \\______ / ] 8 eazy p

b) Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny.
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Srodkami okregéw na rysunkach sa punkty S i T. Okregi te sa styczne do
siebie i do prostych a i b. Zapisz, jaka jest zalezno$¢ miedzy miarami katow £, y
i 0 a miarg kata .

a)
l.?" i ___..—"-.
/ )\f‘
Popatrz na rysunek obok. Jaki jest zwigzek Pu ¥
miedzy miarami katow e i 87 \ /

e Na rysunku obok okregi o srodkach A i B ma-
€ )~ . ja promienie dlugosci R i s styczne zewngtrznie
i , ' w punkcie P. Oblicz, jaka dlugos¢ powinien mie¢ pro-

X T - mien okregu o srodku C, aby:
' /a) trojkat ABC byt prostokatny,
. i \\__ _.--/

b) te trzy okregi byly styczne wewnetrznie do okregu
o $rodku w punkcie P.

W kole o promieniu 5 poprowadzono dwie rownolegle cieciwy o dlugosciach
6 i 8. Oblicz odleglos$¢ miedzy srodkami tych cieciw.

Okregi o promieniach 4 i 6 przecinaja sie tak, ze ich wspdlna cieciwa ma
dlugos¢ 4. Jaka jest odleglo$¢ miedzy $rodkami tych okregow?

Na rysunku obok proste a i b sa prostopadle, R /’
a okrag jest styczny do prostej b w punkcie S i prze- \
cina prostg a w punktach P i R. Promien okregu jest
rowny 7, a odcinek PS5 ma dlugosc¢ 5. Oblicz diugosc

cieciwy PR. P\\ /

Na rysunku obok zacieniowano pierscien i po-
prowadzono cieciwe wiekszego okregu tak, ze jest
ona styczna do mniejszego okregu.

a) Uzasadnij, ze jezeli mniejszy okrag ma promien r,
a wiekszy — R, to cieciwa ma dlugosc¢ 2./ R - r-.

b) Cieciwa ma diugosé 6. Jakie jest pole pierscienia?
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Zacieniowana figura jest ograniczona odcinkami i tukami okregow o srodkach
w punktach A i B (luki sa styczne). Oblicz pole i obwad tej figury.

a) B b) c)

\ i l‘l"‘-__. \ ‘{..l":__a-

A A ' A l p
Kwadrat o boku dlugosci 4.  Trdjkat rownoboczny o bo-  Przeciwprostokatna trajkata
ku dhugosci 4. Punkt P jest ma diugosc 6, a krotsza przy-

— srodkiem boku. prostokgtna — diugosé 3.
: / | Ve | \
|' C. A':. Z punktu C okregu o $rodku A i promieniu r
\ zakreslono tuk przechodzacy przez punkt A (zob. ry-
\_ \,</ 4 sunek obok). Oblicz pole i obwod zacieniowanej figury.

a) Narysuj okrag i dowolna cieciwe tego okregu. Skonstruuj prostg styczng
do narysowanego okregu réwnolegla do tej cieciwy.
b) Narysuj okrag i zaznacz punkt lezacy poza tym okregiem. Skonstruuj prosta
styczng do narysowanego okregu przechodzaca przez wybrany punkt.

Narysuj okrag i prosta. Skonstruuj okrag styczny do narysowanych okregu
i prostej o promieniu takim samym jak narysowany okrag.

75. Okregi o promieniach dlugosci 3 +1, 3- 3 i /3 -1 sa parami styczne ze-
wnetrznie. Znajdz miary katow trojkata, ktorego wierzchotkami sg srodki okregow.

/6. Dwa okregi sg styczne wewnetrznie w punkcie A. Promien OB wiekszego
okregu o srodku O jest styczny do mniejszego okregu w punkcie C. Wykaz, ze
|2 BAC| = 45°.

o P /7. a) Ktéra z dwu linii ciaglych la-
- ks 3 £ . czacych punkty A i B jest dluzsza, jesli
= i - : o= 50°7?
/ b) Dla jakiego kata « obie linie maja
i & rowne dhugosci?
e - B.-\.'... W

/8. Odleglo$¢ miedzy srodkami okregow o promieniach 2 i 7 jest rowna 13.
Poprowadzono styczna do obu okregdow. Oblicz odleglos¢ miedzy punktami stycz-
nosci tej prostej do okregow. Rozwaz dwie mozliwosci polozenia stycznej.
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79. Na rysunkach przedstawiono okregi i fragmenty okregow stycznych. Oblicz
pole zacieniowanego obszaru.

a) e b) e
e - “'\\II “"H._\ f/_.:/.- l‘\:."‘\_‘

/ Bl £ W,

e " =5

i H\“\-- 7 | g \ |
ffx % \1, x\\ .,rk i 1
= __.-") o _/';I
= - - - e

6 6 6

80. a) Dwa okregi o promieniach R i r sg styczne zewnetrznie. Prosta a jest
styczna do obu tych okregow w punktach odpowiednio A i B. Oblicz dlugosc od-
cinka AB.

b) Popatrz na rysunek obok. Oblicz pole za-
cieniowanego obszaru ograniczonego okrega-
mi stycznymi zewnetrznie i prosta styczna do
tyvch okregow.

¢) Dwa okregi o promieniach 4 i 9 sa stycz-
ne zewnetrznie. Prosta | jest styczna do obu
okregow, ale nie przechodzi przez punkt
stycznosci okregow. Znajdz promien okre-
gu stycznego zewnetrznie do obu okregow
i stycznego do prostej [.

81. Okregi na rysunku sg styczne, a prosta m zawiera punkt stycznosci i nie
przechodzi przez srodki tych okregow. Wykaz, ze katy oznaczone literami maja
jednakowe miary.

a) b)

82. Dwa okregi sa styczne w punkcie §. Przez ten punkt poprowadzono prosta,
ktora przecina te okregi jeszcze w punktach P i R. Wykaz, ze proste styczne do
tych okregow w punktach P i R sa rownolegle.

83. Na rysunku obok proste AD, AE i ED /’_““
sq styczne do dwoch rozlgeznych okregow. f \le._h E-
Punkty B i C sa punktami stycznosci, a punk- \ : | ,?i‘\x.h__
o @ T
ty E i D — punktami przeciecia sie stycznych. \ JL}/ ok oo Y
Wykaz, ze |BD| = |CE|. B ] i
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84. po okregu o promieniu 2 poprowadzono styczng w punkcie A. Ze Srodka
okregu poprowadzono polprosta, ktéra przecina okrag w punkcie B, a styczna
w punkcie C. Polprosta i styczna przecinajg sie pod katem 60° Znajdz promien
okregu stycznego do odcinkow AC i BC oraz do fuku AB.

85, wiadomo, ze pola Py i P> sg row-
ne oraz ze oba okregi maja promienie
o diugosci r. Oblicz pole prostokata
ABCD.

86. Trzy jednakowe puszki o srednicy 6 cm chee-
my oklei¢ taSma w sposob pokazany na rysunku.
Czy wystarczy do tego tasma diugosci 36 cm?

87. Znajdz dlugosé boku ,tréjkata”
stuzacego do ustawiania bil. Srednica
bili wynosi 2% cala.

88. w pudetku ustawiono 40 jednakowych slo-
ikow tak, ze kazdy jest ,styczny” do sgsiednich
(zobacz rysunek). Czy mozna tak przestawic sloiki,
aby zmiescilo sie ich 417

89.w poludnie 22 czerwca Stonce goéruje nad
zwrotnikiem Raka (23°27'N). Na jakich szerokos-
ciach geograficznych panuje wowczas noc polarna,
czyli Slonce znajduje sie pod horyzontem nawet
w poludnie?

90. Oddalajac sie od okraglego shupa
ogloszeniowego, widzimy coraz wiek-
s7zg jego czesc. Sytuacje te przedstawia
schematycznie rysunek (widok z gory).
Oznaczmy $rednice stupa literg d. W ja-
kiej odleglosci od stupa nalezy stanac,
aby widzie¢ 25% jego powierzchni bocz-
nej, a w jakiej, aby widzie¢ jedna trzecia
tej powierzchni?
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91. Dwa okregi o Srodkach U i W maja jedna-

kowe promienie i kazdy z nich jest styczny do i

dwoch bokéw prostokata ABCD i jednej z jego U\
przekatnych. Punkty K, L, M, N, P, Q sa punk- :L P
tami stycznosci. Punkty L, W, N leza na prostej A /
rownoleglej do odcinka AD.

<"L
a) Wykaz, ze trojkat DRN i trojkat NMW sa =
przystajace. : / )\M

b) Wykaz, ze trojkat DNW jest rownoramienny. K [ W I| \\
¢) Wykaz, ze trojkat BNW nie jest trdjkatem \ %
rownoramiennyin. 2 — r.B

92. Narysuj dwie przecinajgce sie proste i na jednej z nich zaznacz punkt. Skon-
struuj okrag styczny do obu tych prostych, tak aby zaznaczony punkt byl jednym
7 punktow stycznosci.

93. Narysuj prosta i zaznacz dwa punkty nielezace na tej prostej. Skonstruuj
okrag przechodzacy przez te punkty o $rodku na narysowanej prostej. Wyjasnij,
jak liczba rozwigzan zalezy od wyboru tych punktéw.

94, a) Dane sq dwa okregi (0o roznych promieniach) styczne zewnetrznie. Skon-
struuj proste styczne jednoczesnie do obu tych okregow.

b) Dane sa dwa okregi roziaczne i odleglos¢ miedzy ich srodkami jest wieksza niz
suma ich promieni. Skonstruuj proste styczne jednoczesnie do obu tych okregow.

95. Narysuj okrag i prosta. Skonstruuj styczng do tego okregu, ktora jest:
a) rownolegla do narysowanej prostej, b) prostopadta do narysowanej prostej.

96. Dane sq Srodki trzech okregdw, z ktorych kazdy jest styczny zewnetrznie do
dwu pozostalych. Skonstruuj te okregi.

OKRAG OPISANY NA TROJKACIE.
OKRAG WPISANY W TROJKAT

Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.
a) Katy trojkata ABS maja miary 20° 15° i 145° Ustal miary katow trdojkata ABC.

b) Okrag ten jest styczny do boku AB w punkcie DD, do boku BC w punkcie E, a do
boku CA w punkcie F. Wiadomo, ze |AD| =5, |DB| =3 i |CF| = 4. Jakie dlugosci
maja boki trojkata ABC?
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a) Jaki jest stosunek pola trojkata rownobocznego do pola kola w niego wpi-
sanego?
b) Jaki jest stosunek pola kola opisanego na trojkacie rownobocznym do pola tego
trojkata?

Oblicz pole pierscienia ograniczonego okregiem wpisanym w trojkat réwno-
boczny o boku dlugosci 9 i okregiem opisanym na tym trojkacie.

a) Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego ma dlugosc 5, a pro-
mien okregu opisanego na tym trojkacie ma diugosc 3,5. Oblicz pole tego trojkata.
b) Obwod trojkata jest rowny 13, a promien okregu wpisanego w ten trojkat ma
diugosé 3. Oblicz pole tego trdjkata.

a) Boki tréjkata maja dlugosci 10, 15 i 5. Znajdz odleglos¢ punktu prze-
ciecia symetralnych bokow tego trojkata od jego wierzchotkow.
b) Boki tréjkata maja dlugosci 11, +/22 i +/33. ZnajdZ promien okregu opisanego
na tym trojkacie.

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 5 i 12. Oblicz
promien okregu opisanego na trojkacie oraz promien okregu wpisanego w ten
trojkat.

a) Narysuj dowolny trojkat prostokatny, a nastepnie skonstruuj okrag opi-
sany na tym trojkacie.
b) Narvsuj dowolny trajkat, a nastepnie skonstruuj $rodek okregu opisanego na
tym trojkacie.

a) Narysuj dowolny trojkat rownoboczny, a nastepnie skonstruuj okrag wpi-
sany w ten trojkat.
b) Narysuj dowolny trojkat, a nastepnie skonstruuj srodek okregu wpisanego w ten
trojkat.

Wykaz, Ze pole pierscienia ograniczonego okregiem wpisanym w trojkat
rownoboczny o boku dlugosci a i okregiem opisanym na tym trojkacie jest cztery
razy mniejsze od pola kola, ktorego promieniem jest bok tego trojkata.

a) Trojkat prostokatny opisany jest na okregu o promieniu 2. Jedna z przy-
prostokatnych tego trajkata ma diugosc 5. Oblicz obwod tego trojkata.
b) W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dlugos¢ 7. W ten
trojkat wpisano okrag o promieniu 3. Oblicz promien okregu opisanego na tym
trojkacie.
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a) Wykaz, ze Srednica okregu wpisanego w trdajkat prostokatny o preypro-
stokatnych a, b i przeciwprostokatnej ¢ jest rowna a+ b —c.
b) Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym suma przyprostokatnych jest rowna sumie
srednic okregow opisanego na tym trojkacie i wpisanego w ten trojkat.

W okrag o srodku O wpisano trojkat ostrokatny ABC. Z wierzchotka A
opuszczono wysokos¢ AD. Wykaz, ze [ BAD| = |2 OAC]|.

Wykaz, ze kazdy trojkat prostokatny mozna rozcigc na takie dwa trajkaty
rownoramienne, ze roznica ich obwodow jest rowna roznicy diugosci przyprosto-
katnych.

Znajdz stosunek pola kola opisanego na trojkacie do pola kola wpisanego
w ten trojkat, jesli jest on:

a) rownoboczny,
b) prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 3 i 4,
¢) prostokatny réwnoramienny.

a) Oblicz pole trojkata prostokatnego rownoramiennego wpisanego w okrag
0 promieniu r.
b) Oblicz pole trojkata prostokatnego wpisanego w okrag o promieniu r, w ktérym
jedna z przyprostokatnych jest dwa razy diuzsza od drugiej.
¢) Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego wpisanego w okrag o pro-
mieniu ¥ ma dlugos¢ réwng r. Oblicz pole tego trojkata.

Wykaz, ze miary katow zaznaczonych na ry-

sunku spelniaja warunek y = %ﬁ , J/f’ 1

113. Dwa okregi sg styczne zewnetrznie i styczne Y %

; gt P e \‘\ Wi / .g\
do obu ramion kata «. Mniejszy okrag ma promien - L T s
dhugosci 1. Oblicz promien wiekszego okregu, jesli:

a) «=60° b) o =90°

114. pane sg trzy okregi, z ktorych kazdy jest styczny zewnetrznie do dwoéch
pozostalych. Wykaz, ze okrag wpisany w trojkat, ktérego wierzchotkami sa srod-
ki danych okregdw, jest opisany na trdjkacie, ktorego wierzchotkami sa punkty
stycznosci tych okregow.

115, 7 wierzchotkéw A i B trojkata ABC opuszczono wysokosci. Wykaz, ze sy-
metralna odcinka laczacego spodki tych wysokosci dzieli bok AB na polowy.

116. Wykaz, ze jesli wielokat jest wpisany w okrag, to symetralne wszystkich
przekatnych tego wielokata przecinaja sie w jednym punkcie.
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OKRAG OPISANY NA WIELOKACIE

A0 0 .Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na narysowanym wielokacie.
Znajdz miary katow « i S.

c)

i@ /& \s

/’ \/

A . a) Na pewnym czworokacie opisano okrag o promieniu 10. Jeden z bokow
tego czworokata ma diugosc 6. Oblicz odleglos¢ srodka okregu od tego boku.
b) Jeden z bokéw czworokata ma diugosé 8. Odleglosc srodka okregu opisanego
na tym czworokacie od tego boku jest rowna 2. Jaka dlugos¢ ma promien okregu?

A . Wyjaénij, dlaczego na kazdym trapezie rownoramiennym mozna opisaé
okrag.

A 2. a) Wyjaénij, dlaczego okregi b) Pélproste AD i BD sa dwusiecznymi
opisane na trojkatach ABC i ABD katow trojkata ABC. Okregi opisane na
maja rowne promienie. trojkatach ABC i ABD majg taki sam

C promien. Znajdz miare kata ACB.
P
~70°
s '
..--"'---'.- I'
g Db
- i ol b
P —10° 60°
A B
A121. Na trojkacie ABC opisano okrag, przez

wierzcholek A poprowadzono prosta a styczna
do okregu, a nastepnie poprowadzono prostg m
rownolegla do a przecinajaca dwa boki trojkata
w punktach M i N. Wykaz, ze na czworokacie
BCMN mozna opisac okrag.

A | -~ <. Kwadrat wpisano w okrag o promieniu r.
Wykaz, ze suma kwadratow odleglosci dowolne-
go punktu na tym okregu od wszystkich wierz-
chotkéw kwadratu jest rowna 8r°.
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A .. Punkty A, B, C i D na rysunku obok to punkty
przeciecia dwusiecznych katow trapezu rownoramien-
nego. Wykaz, ze na czworokacie ABCD mozna opisac
okrag.

A124. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B.
Przez punkt A poprowadzono prosta, ktora przeciefa
jeden okrag w punkcie C, a drugi — w punkcie D.
Styczne do okregéow w punktach C i D przeciely sie
w punkcie E. Wykaz, ze na czworokacie BDEC mo#na
opisac okrag.

a125. a) Znajdz promien okregu opisanego na trapezie rownoramiennym o ra-
mieniu dlugosci /10 i o podstawach diugosci 4 i 6.
b) Dwie cieciwy okregu o promieniu 5 sg rownolegle i jedna z nich jest o 2 diuzsza
od drugiej. Odleglos¢ miedzy tymi cieciwami jest rowna 1. Oblicz diugosci tych
cieciw.

7 126. podstawami trapezu ABCD sa odcinki AB i CD. Ramie BC ma dlugosc a,
a odcinki AB, AC i AD maja jednakowa dlugos¢ rowna b. Oblicz dlugosc¢ prze-
katmej BD trapezu i podaj warunek, jaki musza spelniac a i b, aby zadanie mialo
rozwiazanie.

A127. Punke P jest ortocentrum pewnego trojkata ostrokatnego. Wykaz, ze punkty
symetryczne do punktu P wzgledem bokow tego trojkata leza na okregu opisanym
na tym trdjkacie.

a128. Wyjasnij, dlaczego szesciokat wpisany w okrag nie moze mie¢ trzech katow
prostych.

a129. Dany jest okrag i dwa odcinki o dlugosciach krotszych niz srednica okregu.
Skonstruuj trapez wpisany w dany okrag o podstawach, ktéryeh dlugosci sa rowne
dhugosciom danych odcinkow.

OKRAG WPISANY W WIELOKAT

7 1. Ramie trapezu réwnoramiennego ma diugo$é¢ 5, a okrag wpisany w ten
trapez ma promien 2. Oblicz pole tego trapezu.

Jedna z przekatmych rombu jest dwa razy diuzsza od drugiej. Oblicz stosu-
nek dlugosci boku tego rombu do promienia okregu w niego wpisanego.
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Podstawy trapezu maja dlugosci 2 i 8. Na tym trapezie moZzna opisac okrag
i mozna w niego wpisac¢ okrag. Oblicz pole tego trapezu.

a) W trdjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AM i BN, ktore
przecinajg sie w punkcie P. Wykaz, #e na czworokacie CNPM mozna opisac okrag.
b) Szesciokat ABCDEF jest foremny. Wykaz, ze w czworokat ACDE mozna wpisac
okrag.
¢) Wtrapezie ABCD katy BAD i ADC sa proste, dwusieczna kata ABC przecina bok
AD w punkcie M, a dwusieczna kata BCD przecina bok ABE w punkcie N. Punkt P
jest punktem przeciecia tych dwusiecznych. Wykaz, ze na kazdym z czworokatow
ANPM i CDMP mozna opisac okrag.

d) Na bokach AB i AC trojkata rownobocznego ABC obrano dwa punkty M i N
tak, ze |AM| = |AN| = %IAEI. Wykaz, ze w czworokat BCNM mozna wpisac okrag.

Ramiona trapezu opisanego na okregu maja
dlugosci 13 i 15, a pole tego trapezu jest rowne 168
(zob. rysunek). Oblicz pola czterech trojkatow, na ktore
trapez dziela odcinki laczace srodek okregu z wierz-
cholkami trapezu.

a) Trapez rownoramienny o obwodzie 20 i przekatnej dlugosci 41 jest
opisany na okregu. Oblicz pole tego trapezu.

b) Trapez rownoramienny jest opisany na okregu o promieniu 6. Kat ostry tego
trapezu ma miare 60° Oblicz pole tego trapezu.

Wysokos¢ trapezu rownoramiennego h jest rowna Sredniej geometrycznej
diugosci jego podstaw a i b (tzn. h = Jab). Wykaz, ze w ten trapez mozna wpisa¢
okrag.

A 127, W trapezie ABCD bok AD jest prostopadly do podstaw AB i DC. W ten

trapez wpisano okrag o $rodku § i wiadomo, ze |SC| =6 oraz |SB| = 8. Oblicz pole
tego trapezu.

a138. a Kat ostry rombu ma miare 60°. Znajdz stosunek pola kola wpisanego

w ten romb do pola kola opisanego na jednym z trojkatow, na Ktore rozcina ten
romb jego dluzsza przekatna.

b) W czworokacie ABCD dane sa: |AB| = |AD|, |[BC| =|CD|, |£ABC| = |« ADC| = 90°
i |[£BCD| =60° Znajdz stosunek pola kola opisanego na tym czworokacie do pola
kota wpisanego w trajkat BCD.

¢) W pewien trapez rownoramienny o kacie ostrym 60° mozna wpisac kolo. Znajdz
stosunek pola kola opisanego na trapezie do pola kola wpisanego w ten trapez.

OKRAG WPISANY W WIELOKAT 139



a139. Podstawy trapezu prostokatnego opisa-
nego na okregu majg dlugosci a i b. Jakie dlu-
gosci maja pozostale boki tego trapezu?

A 140. Na rysunku obok okrag wycigl na kaz-
dym z bokow czworokata cieciwy o jednakowych
diugosciach. Wykaz, ze w ten czworokat mozna
wpisac okrag.

WLASNOSCI WIELOKATOW.
WIELOKATY FOREMNE

Przerysuj figury do zeszytu. Podziel kazda z nich na jak najmniejsza liczbe
figur wypuktych.

- - oo = - ~ y ~
~; . = - R i £ \
“\\\ e - i - | -"z i \". [ I'I
L = A |
. - I ] | |
» 3 | _‘_,' W | \ & —
P -8 pr
~ e -4
,-"ff’ il Tz . x"f % A KI. [
b i /
e = ~ S | | \H = \\ 4 PR E—

. a) Trojkat rownoboczny i szesciokat foremny maja rowne obwody. Jaki jest
stosunek ich pol?

b) Trojkat rownoboczny i szeSciokat foremny maja rowne pola. Jaki jest stosunek
ich obwodow?

Narysuj okrag, a nastepnie, korzystajac z katomierza, narysuj podany wie-
lokat foremny wpisany w ten okrag.

a) pieciokat b) siedmiokat ¢) dziesieciokat

Oblicz sume miar wszystkich katow:

a) dwunastokata b) dwudziestokata

" /... Oblicz, ile przekatnych ma:
a) siedmiokat b) trzynastokat

Oblicz, jaka miare ma kazdy kat n-kata foremnego, jezeli:
a) n=12 b) n=15 ¢) n=20
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Szesciokat ABCDEF jest foremny. Oblicz miary katow trapezu ADEF.

Skonstruuj wielokat foremny:

a) trojkat b) czworokat c) szesciokat d) odmiokat

Narysuj dwa wielokaty niewypukle:
a) ktorych czesé wspolna jest wielokatem wypuklym,
b) ktorych czesé wspolna jest wielokatem niewypuklym,
¢) ktorych suma jest wielokatem wypuklym,
d) ktorych suma jest wielokatem niewypukiym.

Czy istnieje wielokat, w ktorym suma wszystkich katow jest rowna podanej
liczbie? Jesli tak, to ile katow ma ten wielokat?

a) 2160° b) 2540° ¢) 3060°

Czy istnieje wielokat o podanej liczbie przekatnych? Jesli tak, to ile ma
bokow?

a) 9 b) 12 ¢) 35 d) 104

a) W jakim wielokacie liczba przekatnych wychodzacych z jednego wierz-
chotka jest dwa razy mniejsza niz liczba bokow?

b) Jaki wielokat ma tyle samo bokdéw co przekatnych?
¢) W jakich wielokatach liczba przekatnych jest wieksza od liczby bokow?

Czy istnieje wielokat foremny, Ktorego kat wewnetrzny ma podana miare?
Jesli tak, to ile bokdéw ma ten wielokat?

a) 160° b) 163° ¢) 165° d) 166°

a) Naszkicuj szesciokat, ktorego wszystkie boki majg te samg dhugosc, ale
ktory nie jest foremny.
b) Naszkicuj szesciokat, w ktorym wszystkie katy maja rowne miary, ale ktory nie
jest foremny.
¢} Naszkicuj szesciokat, ktorego wszystkie boki
maja te samg dhugosc, ale ktory nie jest wypukly.

Na rysunku obok punkt C jest Srodkiem
boku szesciokgta foremnego. Wykaz, ze odcinki
AC i BC dziela ten szesciokat na trzy czesci o row-
nych polach.
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Szesciokat foremny ABCDEF przedstawiony
na rysunku obok ma bok dlugosci 10. Oblicz pole
zacieniowanego trojkata.

Ay B, Na kazdym z bokow szesciokata forem-
A, [ ] B, nego ABCDEF zbudowano kwadrat (zob. rysu-
/N ‘ nek obok). Wykaz, ze wielokat o wierzchotkach
I A1, Ao, By, By, ..., F1,F> jest foremny.
By i L
F v o
E E D,_,-"J o a) Obwaod szesciokata foremnego jest
Ko g T o 0 4 krotszy od obwodu kola opisanego na tym
Ez 2 E 'E,! szesciokacie. Oblicz pole tego kota.
E, D, b) Obwad szesciokata foremnego jest o 4 dluz-

szy od obwodu kola wpisanego w ten szescio-
kat. Oblicz pole tego kola.

Mozemy przyjac, ze przekroj jednej komorki plastra miodu ma ksztalt sze-
sciokata foremnego o boku 3 mm. Ramka pszczelarska ma wymiary 20 cm x 40 cm.
Sprawdz, czy w takiej ramce zmiesci sie 4000 komorek.

160. a) Wykaz, ze przekatne poprowadzone z jednego wierzcholka wielokata
foremnego dziela kat przy tym wierzchotku na réwne czesci.

b) Kat miedzy sasiednimi przekatnymi poprowadzonymi z jednego wierzchotka
wielokata foremnego ma miare 20° Ile bokow ma ten wielokat?

161. Naszkicuj przyklad figury niewypuklej, ktorej nie da sie podzieli¢ na skon-
czong liczbe figur wypuklych.

162. Uzasadnij, ze czeS¢ wspolna dwdéch figur wypuklych jest figurg wypukla.

163, a) Dane sq trzy punkty A, B i C. Jaka jest najmniejsza figura wypukla za-
wierajaca te trzy punkty?

b) Dane sg cztery punkty A, B, C i D. Jaka jest najmniejsza figura wypukla zawie-
rajaca te cztery punkty?

164, 1le wierzcholtkéw ma wielokat, ktory ma k przekatnych?
165. oblicz diugosci przekatnych osmiokata foremnego o boku a.
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166. oblicz diugos¢ boku osmiokata foremnego wpisanego w okrgg o promieniu
diugosci r.

167. a Wykaz, ze roznica miedzy polem kola opisanego na kwadracie i polem
kola wpisanego w ten kwadrat jest rowna polu kola, ktdrego srednica jest bok tego
kwadratu.

b) Wykaz, Zze roznica miedzy polem kola opisanego na osmiokgcie foremnym i po-
lem kola wpisanego w ten osmiokat jest rowna polu kotla, ktérego srednicg jest bok
tego osmiokata.

¢) Wykaz, ze roznica miedzy polem kola opisanego na n-kacie foremnym i polem
kola wpisanego w ten n-kat jest rowna polu kola, ktorego srednica jest bok tego
n-kata.

168. W kwadracie o boku diugosci 10 umiesz- e \ \
czono przystajace szesciokaty foremne, tak jak na il /
rysunku. Oblicz pole zaznaczonego o$miokata. I\
Y
169, o$miokat ABCDEFGH jest foremny. Znajdz \

diugosc¢ boku tego osmiokata, jezeli wiadomo, ze: /\ /
a) przekatna AC ma diugosc 1,

b) przekatna AD ma dlugosc 1,
c) przekatma AE ma dlugosc 1.

170. Znajdz miare kata miedzy bokiem n-kata foremnego wpisanego w okrag
a styczna do tego okregu przechodzaca przez wierzcholek n-kata.

171, Stukat P,P:P;s...Pigo jest foremny. Znajdz:

a) [XPPasP2|,

b) |« ProProPsol,

¢) miare kata ostrego miedzy prostymi zawierajacymi przekatne Py Pa; i P3Pay,
d) miare kata ostrego miedzy prostymi zawierajacymi przekatne P;Prs i PioPos.

172. Stukat Py P:P;...Piog jest wpisany w okrag. Wykaz, Zze suma katow przy
wierzchotkach Py, P;, Ps, ..., Pog jest rowna sumie miar katow przy wierzcholkach
Pz, Py, Ps, ..., Proo.
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Ktora z rownosci przedstawia zwigzek miedzy polem P kola i obwodem L tego
kota?

A.L=2P B. L? =4mP C.p=L D.p=L
L 4
e
Kofo o polu rownym 257 podzielono na pie¢ przy- %
stajacych wycinkow, tak jak pokazano na rysunku obok. : ;
Obwod zacieniowanej figury jest rowny: /
L% “-.__ /_r
. v

A. 5T B. 4m+10 C. 101 +5 D. 257 +10

Wycinek kota o promieniu 3 cm i kacie srodkowym 3° ma takie samo pole jak

wycinek kota o promieniu ,%;cm i kacie srodkowym «. Kat & ma miare:
A.9° B. 27° C. 81° D. 243"
T

Na rysunku obok proste AB i AC sg styczne do c/ \
okregu o érodku S i promieniu 6. Pole zacieniowa- A “““Q\H S \
nego obszaru jest rowne: A(| /G'V‘ |
A. 123 -6m C. 183 -6m ;-Q /-*"
B. 12./3-m o J Y %n‘ .

Na rysunku okrag o srodku A ma promien 17, W S
okrag o $rodku B ma promien 10, a odleglos¢ mie- / \
dzy tymi srodkami jest rowna 15. Wynika stad, ze I.f’ i \
odcinek MN ma diugosc: | i I|
A2 B. 5 &7 D. 8 Yo AN

NS

Okregi o promieniach 9 i 4 s styczne zewnetrz- \\\_ M \ /I
nie i styczne do prostej m. Oba okregi leza po tej N
samej stronie prostej. Odleglto$¢ miedzy punktami,

w ktorych prosta jest styczna do okregow, wynosi:
A. /13 B. 10 C. 12 D. 13
/ \ Punkt § jest Srodkiem okregu, a suma miar
, I 'B'/*‘*. katow « i B jest rowna 320° Wynika stad, ze
[ !;;ﬂ V. a roznica o — f jest rowna:
II __._/,-' I|'
\ i A. 200° C. 260°

LN 2 // B. 240° D. 300°
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Z punktu A poprowadzono dwie proste styczne S ——
do okregu w punktach B i D. Miara kata BCD jest ,/ \\-. i o __:_.f!l_a_--
réwna: C: 1, e
A. 35° B. 55° C. 65,5° D. 72,5° V\H}xh/i---""'"'

= p

Pole trojkata prostokatnego, w ktorym jedna z przyprostokamych jest dwa razy
dluzsza od drugiej, jest rowne 6. Promien okregu opisanego na tym trojkacie ma
dhugosc:

e

A. V6 B. 3.2 C. sg_’_ﬂ D. 6

Liczba przekatnych dziewieciokata jest wieksza od liczby przekatnych piecio-
kata o:

A. 4 B. 8 .22 D. 34

Na rysunku przedstawiono dziesieciokat fo- \
remny i szesciokat foremny zbudowany na jednym
7 jego bokow. Kat o« ma miare:

A. 30° B. 36° C. 42° D. 44°

Popatrz na rysunek. W kwadracie o boku diu- /
gosci 1 narysowano dwa tuki okregow o srodkach o
w wierzcholkach tego kwadratu. Oblicz pole zacie-
niowanego obszaru.

Figury zacieniowane na rysunku obok sg wy-
cinkami kot o srodkach w wierzcholkach narysowa-
nego trojkata. Wykaz, ze suma pol tych wycinkow
kot jest 4 razy mniejsza od pola kola opisanego na A >
tym trojkacie.

Roznica pola kola opisanego na pewnym tréjkacie rownobocznym i pola kola
wpisanego w ten trajkat jest rowna 75, Oblicz dlugos¢ boku tego trojkata.

Na rysunku obok punkt § jest srodkiem okre- i
gu, a odcinek AB ma taka sama diugos¢ jak promien / N s “\
okregu. ZnajdZ miare kata CED. | ¥ ~\B
i. :_. o — ":llﬂ A

Wykaz, e kat przylegly do kata wielokata fo- v | e
remnego o n wierzchotkach ma miare réwna i-{grﬂf . }\ i
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Okregi na rysunku obok sg wspotérodkowe. Cieciwa N
srodkowego okregu styczna do malego okregu ma dlugos¢ A
P . < i i : i S/ Vi ~. .9
rowng promieniowi R duzego okregu. Pole zacieniowanego [ L7 B U

obszaru jest rowne: || :f_ ! |
A. Lmg? C. 2mR? . 4y

1 3 . -
B. 0,751R*? D. 0,81TR*®

Wycinek W; wycieto z kola o promieniu dwa razy wiekszym od promienia
kola, z ktérego wycieto wycinek W, ale kat srodkowy wycinka W, ma miare dwa
razy mniejsza od miary kata srodkowego wycinka W». Ktore zdanie jest prawdziwe?
A. Oba wycinki maja rowne pola i rowne obwody.

B. Wycinek W, ma wieksze pole od pola wycinka W5, ale oba maja rowne obwody.

C. Wycinek W. ma wiekszy obwod od obwodu wycinka W, ale oba majg rowne
pola.

D. Wycinek W, ma wieksze pole i wiekszy obwod od pola i obwodu wycinka Wo.

Sl

Na rysunku obok zacieniowano odcinek kola o érod-
ku § i promieniu 6. Pole tego odcinka jest rowne:

A, 12m-9/3 C. 12w =183
B. 18w -12/3 D. 93 - %w

A Okrag o srodku A ma promien diugosci r, a okrag o srodku B ma promien

diugosci R, przy czym R = r. Ponizej podano cztery warunki:

L. |AB|>R-r II. |[AB| <R-r III. |JAB| >R +r IV. |AB| < R +vr
Jesli te okregi przecinaja sie w dwadch punktach, to:

A. spelniony jest tylko warunek IV

C. spelniony jest tylko warunek II
B. spelnione sq warunki I i III

D. spetnione sg warunki Ii IV

Punkt § jest srodkiem okregu narysowanego obok, A--'..'.:__ﬁ_"-
a fuki AB, BC i CD maja rowne dlugosci. Wynika stad, ze: ; /
A o=p C.a=28
. | ors
B. 2a=3p D.3x =48 )

ky /'. |
Cllk‘ r:_.- 2 i lll|
7
P e
o | i e

:" | \ A - I Popatrz na rysunek obok. Proste PC i PB sa
\ | \ i styczne do okregu. Przekatne czworokata ABCD
ﬁk—\-_-__ gl sz’ przecinaja sie pod katem o mierze:

A. 15° B. 70° € 75" D. 80°
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W trojkacie ABC dane sg: |« BAC| = 30° |€ ABC| = 70° punkt S jest Srod-
kiem okregu opisanego na tym trojkacie, punkt P jest srodkiem okregu wpisanego
w ten trojkat, a punkty K i L sg punktami stycznosci okregu wpisanego do bokow
odpowiednio AB i AC. Ktore z ponizszych zdan jest falszywe?

A. Polprosta C5§ jest dwusieczng kata ACBE. C. Kat AKL ma miare 75"
B. Trojkat ASC jest rownoramienny. D. Kat APE ma miare 130°.

§ Odcinki AK, BL, CM sa wysokosciami w trojkacie ostrokatnym ABC, a punkt
F jest ortocentrum tego trojkata. Rozwaz czworokaty AMPL, BEPM, CLPK. Na ilu
z tych czworokatéw mozna opisac okrag?

A. na zadnym B. na jednym C. na dwoch D. na wszystkich

Na okregu o promieniu r opisano czworokat, ktorego najdiuzszy bok ma
diugosc a, a najkrotszy — diugosc b. Pole tego czworokata jest rowne:

A. ar +br B. r(2a+2h) 523 L’*”—*g-’—?ﬁ D. ab - mrr?

Z jednego z wierzchotkow wielokata mozna poprowadzi¢ 10 przekatnych.
Ktore z ponizszych zdan jest falszywe?
A. Suma miar katow tego wielokata jest rowna 1980°,
B. Z kazdego z wierzcholkow tego wielokata mozna poprowadzi¢ 10 przekatnych.
C. Ten wielokat ma 130 przekatnych.
D. Ten wielokat ma 13 bokow.

Miara kazdego kata wielokata foremnego o n wierzchotkach jest rowna «,
a miara kazdego kata wielokata foremnego o 2n wierzcholkach jest rowna . Ktora
Z ponizszych réwnosci jest prawdziwa?

A B=§ B. B=ox+2° C. B=2« D.g=a+%ﬂ“

Okregi o srodkach A i B maja promienie o diugosciach odpowiednio 2 i 3
i 83 styczne zewnetrznie. Okrag o $rodku C ma promien o diugoéci 1 i jest styczny
wewnetrznie do wiekszego z tych okregow. Podaj mozliwie najmniejszy przedzial,
do ktérego na pewno nalezy obwad tréjkata ABC.

Na rysunku obok punkt § jest srodkiem okregu, /#,,,-—_._ﬁ%__:”
a odcinek BE ma dlugos¢ rowng promieniowi okregu. / , s
Wykaz, ze 2|2 ADC| = 3|2 ABC|. Al P ),1 —%
\ & o
Prostokat ABCD, w ktdrym bok AB jest dwa razy S e

dtuzszy od boku BC, rozcieto na trojkat BCE i trapez
ABED tak, ze w trapez mozna wpisa¢ okrag. W jakim
stosunku punkt E dzieli dluiszy bok prostokata?
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Dane sg dwa okregi o promieniach 10 i 15. Mniejszy okrag przechodzi przez
srodek wiekszego okregu. Odleglos¢ miedzy srodkami tych okregow jest rowna:

A. 2,5 B. 5 £ 10 L. 14,5

Dany jest okrag o Srodku 5. Punkty K, L i M leza na
tym okregu. Na fuku KL tego okregu sa oparte katy KSL
i KML (zob. rysunek), ktorych miary « i p spelniaja waru-
nek o+ B = 114°. Wynika stad, ze:

A. B=19° C. B=57°
B. B =38° D. § = 76°

Na okregu o srodku w punkcie O wybrano trzy punkty
A, B, C tak, ze |€AOB| = 70°% |« 0OAC| = 25°. Cieciwa AC

Q _70° |
przecina promien OF (zob. rysunek). Wtedy miara kata o« . 25“ ; <3‘ _,|C
jest rowna: \‘ ¥ /

A
A. 25° B. 60° C. 70° D. 85° \ G‘/
: é%&_f__‘“ W trojkacie ABC wpisanym w okrag o srodku
ﬁ—'« f«\b B w punkcie S miara kata ABC jest rowna 407 (zob.
{ i _ﬁﬂ.:‘-ﬁl rysunek). Miara « kata, jaki bok AC tworzy z pro-
AT & :| mieniem CS, jest réwna:

/ A. = 40° C. a=50°
\__ ; B. x=45° D. o« = 60°

g z - - » A

Punkty A, B, C i D lezg na okregu o srodku S. Cieciwa /‘/ == >\

CD przecina $rednice AB tego okregu w punkcie E tak, ze .- x ~1 o7 S
|«BEC| = 100° Kat srodkowy ASC ma miare 110° (zob. /"§ .'
rysunek). Kat wpisany BAD ma miare: \13

A. 15° Cogss /

B. 20° D. 30°

Bok AB czworokata ABCD wpisanego w okrag
jest srednica tego okregu (zob. rysunek). Udowodnij,
ze |AD|? + |BD|? = |BCI? + |AC|2.
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Dany jest okrag o $rodku w punkcie S i pro-
mieniu r. Na przedluzeniu cieciwy AB poza punkt
B odlozono odcinek BC rowny promieniowi danego
okregu. Przez punkty C i § poprowadzono prosta.
Prosta CS przecina dany okrag w punktach D i E
(zob. rysunek). Wykaz, ze jezeli miara kata ACS jest
rowna &, to miara kata ASD jest rowna 3o

Na trdjkacie o bokach dtugosci /7, /8, /15 opisano okrag. Oblicz promieni

tego okregu.

Dane sg dwa okregi o srodkach w punktach
P i R, styczne zewnetrznie w punkcie C. Prosta
AR jest styczna do obu okregow odpowiednio
wpunktach AiBoraz | <APC|=wai|<ABC|=§
(zob. ryvsunek obok). Wykaz, ze ot = 180° - 28.

/\

__\_\_

“i*

/\/

-._..,_.-'-

Okregi o srodkach odpowiednio A i B sg stycz-

ne zewnetrznie i kazdy z nich jest styczny do obu
ramion danego kata prostego (zob. rysunek). Pro-
mien okregu o srodku A jest rowny 2. Uzasadnij, ze
promien okregu o $rodku B jest mniejszy od /2 - 1.

Odcinek CD jest uysokm’;ciq trojkata ABC,

w ktorym |AD| = |CD| = lEL‘I (zob. rysunek obok).

Okrag o srodku C i pmmieniu CD jest styczny do
prostej AB. Okrgg ten przecina boki AC i BC troj-
kata odpowiednio w punktach K i L. Zaznaczony na
rysunku kat o wpisany w okrag jest rowny:

A. 37,5° B. 45° L. 52;5° D. 60°

Miara kata wewnetrznego n-kata foremnego jest o 2° mniejsza od miary kata

wewnetrznego (n + 2)-kata foremnego. Oblicz n.

] Dany jest prostokat ABCD. Okrag wpisa-

ny w trojkat BCD jest styczny do przekatnej BD
w punkcie N. Okrag wpisany w trojkat ABD jest
styczny do boku AD w punkcie M, a $Srodek S te-
go okregu lezy na odcinku MN, jak na rysunku.
Wykaz, ze [MN| = |AD].

PRZED MATURA

M/

D

'L

A \f.,_ﬂ

7 __“\
*\y _ |

P
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Pad

OZSZERZONY

I~

ZAKRE:S

a

. W trojkacie ABC kat wewnetrzny przy = .
wierzchotku A ma miare 50° a kat wewnetrz- / Y . {1
| \
% |
F\‘ '

Punkty Py, Ps, Py, ..., Pa3, Poy EiZiEl& ::}qug
na 24 rowne luki (zob. rysunek). Punkt A jest
punktem przeciecia cieciw P11 P2 i Py Fig. Udo-
wodnij, ze |« PigAP) | = 60°

Trapez prostokatny ABCD o podstawach
AB i CD jest opisany na okregu. Ramie BC
ma diugosé¢ 10, a ramie AD jest wysokoscig
trapezu. Podstawa AB jest 2 razy dluzsza od
podstawy CD. Oblicz pole tego trapezu.

A Miary katow trojkata ABC sa rowne o = [£ BAC|,
f = |2 ABC| oraz y = |2 ACB|. Punkt § jest srodkiem
okregu wpisanego w ten trojkat, a proste zawierajace
odcinki AS i BS przecinaja boki BC i AC tego trojkata
w punktach odpowiednio D i E (zob. rysunek). Wykaz,
ze jezeli &+ B = 2y, to na czworokacie DCES mozna
opisac okrag.

ny przy wierzchotku € ma miare 60° Okrag

oy przechodzi przez punkt A i przecina bo- \
ki AB i AC trojkata odpowiednio w punktach G\
I} i E. Okrag o> przechodzi przez punkt B, \ J
przecina okrag o; w punkcie D oraz w punk- "-.____ﬂ_\ /Ei--_ —
cie F lezacym wewnatrz trojkata ABC. Ponadto Eﬂ;

okrag o> przecina bok BC trojkata w punkcie ‘e
G. Udowodnij, ze na czworokacie CEFG moz-

na opisac okrag.
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IIRY(GONOMETRIA

Funkcje trygonometryczne Wartosci funkcji trygonometrycznych
‘ kata ostrego dla katow 30° 45°1 60°
|
L o | 30° | 45° | 60° ‘
e | a — =
bl - . 1 - I
i A sinec | 5 5 vl
———— - "..IE _'.f l
‘ b cosex | % -‘ﬂj- 3 |
= s . y A3 3
iga=% sina=92 cosax=7 g | 4 1 | 43 ‘
| Zwiazki miedzy funkcjami | . o _ ——
‘ trygonometrycznymi ! Wzory redukcyjne
sin“ot + cos?at = 1 sin (180°- &) = sin &

|
sin(90° - o) = cos o
X cos(180°- @)= -cosx
tga =%

cos {gﬂo_ o) = sin o
Cos tg(180°— o) = —tg «x tg(90° - ) = ,g_lﬂ' i
e Al = . | B
Funkcje trygonometryczne kata i — — —|
od 0° do 180° Pole trojkata |
w ukladzie wspoélrzednych ;,-*\\\ |
/ Ny
i ¥ o . P=jabsina
- Sin X = "_./ '\..\
"\-LP-: {x-r },r} ¥ xf_{x e s
'\-"-\-\,-'\-\."'\-\.H e ms “ = 'xf b
o . - !
| 0 X
[OP| = r=4x? +y? ____________________—————

Twierdzenie cosinusow

Z cos ™




TANGENS KATA OSTREGO

. Oblicz tangens kata « i tangens kata §.

. Oblicz tangens kata oznaczonego litera.

a) b) c) d)
e 2b - -? T,
T?—“'__ ﬁ — C\"fﬁ.,-f’f;-/ ,Illl 6-—______{1‘_@%%_-
5(2' | 13[]' bﬁ =y "II d\le __'__,_,_,—o-'-_:}
¢ T B

. Narysuj na papierze w kratke trzy rozne trojkaty prostokatne, w ktérych jeden
z katow ma tangens rowny podanej liczbie. Zaznacz ten kat.

a) + b) 2 o 21 d) 0,7
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Skorzystaj z informacji zapisanych pod rysunkami i oblicz dlugosci odecinkow
oznaczonych literami.

tgo =03

]
tgﬁ-3

Na rysunku przedstawiono schematycznie przekroj przez pewng gore, na kto-
rym wida¢ dwa jej zbocza. Oblicz sSrednie nachylenie kazdego z tych stokow
(wyrazone w procentach).

2,5 km 4,5 km

i _,_,-'-"'_'JI_“‘;‘-—\-—-;-_-\__;------------------_-i”

Bez wykonywania obliczen ocen, ktora z liczb jest wieksza — tg o czy tg f.

a) b c) d) iy
e il S | - (s ™~ / B
i B K Jﬁ fl_f \\\ / ),x
p e \ rJ"'r \.\\ f_,fz i
“a 7 L 1 fo [ B Lo Al

Trajkat prostokatny ABC ma katy ostre « i 8, a trojkat prostokamy DEF ma
katy ostre y i 6. Wiadomo, Zze tg o = % tg y = 8. Ocen, ktory kat jest wiekszy.

a) o czy ¥y b) B czv & ¢) @ czy & d) B czy y

Korzystajac z informacji zapisanych pod rysunkiem, oblicz dlugosé odceinka x.

a)

x
X
tga = 0,6 Igo = % gh=04
tgB =1,5 1gh= 342 tg (ot + B) = 0,75

TANGENS KATA OSTREGO 153



W trojkacie prostokatnym naprzeciwko kata o lezy bok a, naprzeciwko kata
B lezy bok b, a naprzeciwko kata prostego lezy bok c. Oblicz tg « i tg B, jezeli:
a) bok b jest 40 razy dluzszy od a,
b) bok b jest 40 razy krotszy od a,
¢) bok b jest o 40% dluzszy od a,
d) bok b jest o 40% krotszy od a,
e) diugosc b stanowi 40% diugosci a,
f) bok ¢ jest o 40% diuzszy od a.

a) Tangens jednego z katow ostrych trojkata prostokatnego jest rowny 1,4,
a przeciwprostokgtna tego tréjkata ma diugosé /74. Oblicz diugoéci przyprosto-
katnych i pole tego trojkata.
b) Tangens jednego z katow ostrych trojkata prostokatnego o polu 14 wynosi 3,5.
Oblicz dlugosc przeciwprostokatnej tego trojkata.
¢) Tangens jednego z katow ostrych trojkata prostokatnego o obwodzie 30 jest
rowny 2,4. Oblicz pole tego trojkata.

Rownolegiobok ma boki diugosci 242 i 4, a jego kritsza wysokosé ma dlu-
gosc 2. Oblicz tangens kata ostrego tego rownolegioboku.

13. Popatrz na rysunek obok. Odcinki CD i AE sa C
wysokosciami ostrokatnego trojkata rownoramiennego /1\
ABC, w ktérym |AC| = |BC|, |CD|=a i |AD| =b. /% o:

. - - 5 s o] okt !
a) Wykaz, ze |AE| = ;E%%%;_; i |[EC|= ﬁ?ﬁ%’ ;’;E
b) Skorzystaj z zaleznosci podanych w podpunkcie a) /ﬁ,/\ \
i uzasadnij, ze tg 200 = li_ttggf‘—ﬁ. ¥ i e ; Ja

c) Skorzystaj z zaleznosci podanych w podpunktach a)
i b) i wykaz, ze tg(x+ ) = %_

SINUS | COSINUS KATA OSTREGO

Oblicz tangens, sinus i cosinus kata o.

a) AR T b) c) A
48 N i e e
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Oblicz sinus i cosinus katow o« i f.
a) . b) . Ciidil

- . i
| e B

. a) Oblicz sinus, cosinus i tangens wiekszego z katow ostrych trojkata prosto-
katnego o przyprostokatnych diugosci 11 7.
b) Oblicz sinus, cosinus i tangens mniejszego kata ostrego trojkata prostokgtnego
o przyprostokatnej dlugosci 3 i przeciwprostokatnej diugosci 7.

Skorzystaj z informacji zapisanych pod rysunkiem i oblicz diugosci odcinkow
xiy.

[

a) b) | c) d) [\
| ﬁ \\\
o X \ 2 3 2 ; _.i'd\
£ o Y ‘ 4 \\\
. B 5, A s A :
1 y y y
cos o =108 sin o = 1 COS8 & = 242 sin o = _21{_
3 3 5
Przyjrzyj sie rysunkowi. Pordownaj liczby:
a) sinx i sinf b) cose i cosf ¢) cosc i sinf
.#.____. '\-\.H: ] // s = - -(5_-'.
3 .. b ? H-H-ﬁﬁ“‘m,_ .':
~ < By =l
Porownaj liczby, nie uzywajac kalkulatora ani tablic.
a) sin2? i sin 18° c) cos4® i cos74° e} sin20° i cos20°
b) sin 15° i sin1,5° d) cos3® i cos0,1° f) sin50° i cos50°

Nie uzywajac kalkulatora ani tablic, ocen, ktory kat (¢ czy f) ma wieksza
miare.

a) sine=10,1, sinf=0,7 c) cosax =001, cosp=0,99
b) sinx =0,49, sinf =0,35 d) cosx=0,4, cosf =045

Oszacuj, bez uzycia tablic i kalkulatora, ktore z wyrazen jest mniejsze od 0,5.

s & - a — . A2 — 1 — o_1 ztg?5°
a=sin20° b=1tg50° c=cos40° d T-sngse ©€=00s55°-5 f 5
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W trdjkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma miare o. Bok lezacy
naprzeciwko tego kata ma dlugosc¢ a, przyprostokatna lezaca przy tym kacie ma
dlugos¢ b, a przeciwprostokatna ma dlugos¢ ¢. Oblicz sin o i cos «x, jezeli:

a) bok a jest krotszy od boku ¢ o 40%, a bok b jest krotszy od boku ¢ o 20%,
b) bok a jest krotszy od ¢ o 4%, a dlugos¢ boku b stanowi 28% dlugosci boku ¢,
¢) bok a jest krotszy o 30% od boku c.

Korzystajac z oznaczen podanych na ~y 8\

: T s b~ \a
rysunku, uzasadnij rownosci: - %
sine _ a 2y ¢ cosy _a ~ 7l
snf=b 5@ Cosb=B R
24, Popatrz na rysunek obok. Odecinki CD i AE sa C

wysokosciami ostrokatnego trojkata rownoramiennego
ABC, w ktérym |AC| = |BC|, |AD|=a i |AC| =b.

a) Wykaz, 7e |AE| = % =1

b) Skorzystaj z zaleznosci podanej w podpunkcie a)
i udowodnij, ze sin 2o = 2 sin & cos «.

¢) Wykaz, ze cos2a = cos® o — sin” o

OBLICZENIA TRYGONOMETRYCZNE

fnajdz (z dokladnoscia do dwoch miejsc po prezecinku) liczby:
sin5° cos 17° cos57° cos85°
tg 10° sin 29° sin 72° tg 89°

. Oblicz z doktadnoscia do dwoch miejsc po przecinku wartos¢ podanego wy-
razenia.

a) 3tg17° d) tg 10°+tg 80° g) 1-sin®75°
b) 2sin52°+3 e) 3s5in76°+ 2cos 18° h) tg? 50° + tg? 40°
¢) 5—4cos27° f) Stgb7°-12cos85° i) cos?17°-sin®71°

| Podaj miare kata «, jezeli wiadomo, ze:

a) sinx=0,19 d) sin o = 0,45 g) sinee = 0,92
b) cos @ = 0,26 e) coso =0,82 h) cosoe =097
c) tgax=0,14 f) tgax=1,6 i) tga=9,51
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Oblicz dlugosé odcinka oznaczonego litera.

Punkt § jest srodkiem okregu, a T — punktem stycznosci okregu i prostej.
Oblicz dlugosc¢ odcinka oznaczonego litera.

a)

a) Jaka dhugos¢ ma przeciwprostokatna trojkata prostokatnego, w ktorym kat
ostry ma miare 70° i najkrotszy bok ma diugos¢ 20 cm?

b) Jakie dlugosci maja przyprostokatne trajkata prostokatnego o kacie ostrym 20°
i przeciwprostokatnej dlugosci 10 ¢cm?

¢) Jaki obwdd ma tréjkat prostokatny, w ktorym kat ostry ma miare 40°, a krotsza
przyprostokgtna ma diugosc 57
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Sprawdz, ze podane liczby tworza trojke pitagorejska, czyli trojke liczb natu-
ralnych, ktore sa dlugosciami bokow pewnego trojkata prostokatnego. Oblicz miary
katow ostrych tego trojkata.

a) 3,4,5 B 5, 1213 c) 8,15,17

Oblicz diugosci odecinkow oznaczonych literami. /
/

c)

/ J,." 289

a) Ramie trdjkata rownoramiennego ma diugoscé 4 cm, a kat miedzy ramiona-
mi ma miare 102° Oblicz dlugos¢ podstawy tego trojkata.

b) W trgjkacie prostokatnym jeden z katow ma miare 23° WysokoS¢ opuszczona
na przeciwprostokatng ma dlugosc 6 cm. Oblicz dlugosé przeciwprostokatnej.

¢) Kat ostry rombu ma miare 32° a dluzsza przekatna ma diugos¢ 10 cm. Oblicz
diugos¢ boku tego rombu.

d) Krotszy bok rownolegloboku ma diugos¢ 3 cm, a jeden z katéw ma miare 105°
Oblicz dlugosc¢ wysokosci tego rownolegloboku opuszczonej na diuzszy bok.

¢) Jedno z ramion trapezu prostokatnego ma diugos¢ 6cm i nachylone jest do
podstawy pod katem 70° Oblicz dlugosc drugiego ramienia tego trapezu.

f) W trapezie rownoramiennym kat miedzy ramieniem a podstawa ma miare 78°
a wysokos¢ ma dlugosc 4 cm. Jaka dlugosé ma ramie tego trapezu?
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a) Jeden z katow trdjkgta rownoramiennego ma miare 100° Ramie ma diu-
gos¢ a. Oblicz dlugos¢ podstawy tego trajkata.
b) Kat miedzy podstawg a ramieniem trojkata rownoramiennego ma miare 20°
Wysokos¢ opuszczona na podstawe ma diugosc b. Oblicz obwad tego trojkata.
¢) Ramie trajkata rownoramiennego ma diugosc ¢, a kat pomiedzy ramionami ma
miare 40°. Oblicz pole tego trojkata.

Oblicz miary katow o« i f.
a) " b)

a) W trajkgcie rownoramiennym podstawa ma diugosé 6cm, a kazde z ra-
mion ma dlugos¢ 8 cm. Oblicz miary katow tego trojkata.

b) Oblicz miare kata miedzy przekatnymi prostokata o wymiarach 5cm x 9cm.

¢} Ramiona trapezu prostokatnego maja dhugosci 4m i 7m. Oblicz miare kata
miedzy diuzszym ramieniem i diuzszq podstawa tego trapezu.

d) Krotszy bok réwnolegloboku ma diugos¢ 3 m, a krotsza wysokos¢ — 2 m. Oblicz
miare kata ostrego tego rownolegioboku.

e) Przekatne rombu majg dlugosci B8cm i 20 cm. Znajdz miary katow tego rombu.

f) Podstawy trapezu rownoramiennego maja diugosci 12m i 10m, a ramie ma
diugosc 8 m. Oblicz miare kata miedzy ramieniem a diuzsza podstawg trapezu.

W rownolegltoboku jeden z katow ma miare 104°. Wysokos$¢ opuszczona
z wierzchotka tego kata ma dlugos¢ 10 ¢m i dzieli bok rownolegloboku w stosunku
1:3. Oblicz pole tego rownolegloboku.

Rysunek przedstawia, jak na papie-

rze w kratke, uzywajac tylko linijki, mo:z- tg A1 e {}.é i !

na narysowac kat o = 31° Czy miara i ' 3 kratki
narysowanego kata rozni sie od 31° o wie- | e R )

cej czy mniej niz 1°7 : 5 kratek ..

Przekatna o dlugosci 5 cm dzieli kat ostry rownolegloboku na dwa katy o mia-
rach 207 i 30°. Oblicz pole, dlugosci bokow i drugiej przekatnej rownolegltoboku.

W trapezie rownoramiennym ramie ma dlugosc¢ 5 cm i jest nachylone do diuz-
szej podstawy pod katem 74°, Kat miedzy przekatna tego trapezu a jego podstawa
ma miare 62° Jaka dlugos¢ ma przekatna?
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a) Kat srodkowy AOB w okregu o Srodku O i promieniu 4 cm ma miare 80°.
Oblicz dlugos¢ cieciwy AB.

b) Oblicz miare kata srodkowego w okregu o promieniu 10 cm opartego na cieciwie
dhugosci 6 cm.

Oblicz diugosc boku:
a) driesieciokata foremnego wpisanego w kolo o promieniu 1,

b) dziewieciokata foremnego opisanego na kole o promieniu 1.

Zapisz pola narysowanych trojkatow.

a) b) c) N
g S b
.-'""-- i %
" /i Lo 4 BN\
Zapisz pola narysowanego rombu, rownolegloboku i trapezu
. i a
I S b/ 9
f_, = / llr__. \\h\w .. x_x.
A/ i g ! |n LY
,.-’I / __,-" H lll_.-' "\_\
Oblicz pole czworokata ABCD.
) D \ b) /:xn
Ah = / ic | Al 6| 407
\\.. = ) \ / =
‘I\ '// ..'. __.-"'- of
90 _/_f_f/ \ ,ﬂ/
B _—B
W wycinek kola o promieniu R wpisano koto Kt
o promieniu r tak, jak pokazano na rysunku. Py

a) Kat srodkowy wycinka kola ma miare 50°i R = 5. 21
Oblicz r. Fi '

b) Znajdz kat srodkowy wycinka, jeSi R = 10ir = 2.

49. Naszkicuj wykres funkcji, ktora kazdej liczbie x z przedziatu (ﬂ;‘:]{}) przypo-
rzadkowuje:
a) tangens kata x stopni, b) sinus kata x stopni, ¢) cosinus kata x stopni.
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50. Oblicz miary narysowanych katdw.

51. Trapez ma podstawy diugosci 13c¢m i 30cm oraz ramiona diugosci 25cm
i 26 cm. Znajdz miary katow miedzy diuzsza postawa a ramionami tego trapezu.

52. Wyprowadz wzor na pole:

a) trapezu rownoramiennego o podstawach a i b (a > b) i kacie o pomiedzy ramie-
niem a diuzsza podstawa,

b) trapezu prostokatnego o wysokosci h, dluzszej podstawie a i kacie ostrym .

53. Jeden z bokow trojkata rownobocznego podzielony A\
zostal na trzy czesci (zob. rysunek). Oblicz (korzystajac 5
z kalkulatora), jaka jest roznica miar katow ot i .

i .r"r III (4 IlI .8 a

; |'II III| .l‘"-_
24, Oblicz pole czesci wspolnej dwaoch kot, jesli: "'. "‘h_
a) promienie kot maja diugosc 5 cm, a srodki oddalone sg / \ %

S 1 1 1

od siebie o 8 cm, 34 74 g4

b) promienie kol majg dlugosci 5com i 8 cm, a srodki od-
dalone sa od siebie 0 8 cm.

55. Zapisz wzor pozwalajacy obliczyé dlugosc boku n-kata foremnego:
a) opisanego na okregu o promieniu r,
b) wpisanego w okrag o promieniu r.

56. a) Jaki procent pola kola stanowi pole n-kata foremnego wpisanego w to
kolo?

b) Jaki procent pola n-kata foremnego stanowi pole kola, na ktorym ten wielokat
jest opisany?

57. Przyjrzyj sie rysunkom. Zapisz wzor

funkcji opisujgcej zaleznos¢ pola zacie- 1 1
niowanej czeséci kwadratu od miary zaz- ‘:
naczonego kata o (07 < o < 907). ; By

58. Katy ostre trapezu maja miary « i f8. Pole tego trapezu jest rowne P, a wyso-
kos¢ — h. Oblicz dlugosci bokdw tego trapezu.
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oy

160, a) Stosunek réznicy przyprostokatnych do prze-

59, Oblicz miary katow tréjkatow ABC i ABD przed-
stawionych na rysunku obok.

ciwprostokatnej pewnego trojkata prostokatnego jest
rowny ;'.; Oblicz sinusy katow ostrych tego trojkata.

b) Stosunek sumy przyprostokatnych do przeciwpro-
stokatnej pewnego trajkata prostokatnego jest rowny
gkilﬂ Oblicz cosinusy katow ostrych tego trojkata.

61. Jedng z podstaw trapezu wpisanego w okrag jest srednica. Stosunek obwodu
tego trapezu do sumy podstaw jest rowny % Oblicz cosinus kata ostrego tego
trapezu.

ZASTOSOWANIA TRYGONOMETRII

). Zamierzamy wtoczy¢ po desce taczke na wysokosc¢ 1 m.

a) Jaka co najmniej dlugos¢ powinna mie¢ deska, aby jej kat nachylenia byl nie
wiekszy niz 2077

b) Pod jakim katem bedzie nachylona do poziomu deska o dlugosci 4 m?

Drabina o dlugosci 3 m oparta jest o Sciane.

a) Pod jakim katem do poziomu jest nachylona drabina, gdy jej dolny koniec od-
dalony jest od $ciany o 1 m?

b) Jak wysoko siega drabina, gdy kat miedzy nia a Sciana ma miare 25

a) Zgodnie z przepisami podjazd

do garazu nie moze by¢ nachylony do P

poziomu pod katem wiekszym niz 14°, "\
Jaka roznice poziomow pozwoli poko-

na¢ podjazd o takim nachyleniu zbu- .
dowany miedzy ulica a garazem odle- S5m :

glym od niej o 5m?

b) Samolot znajduje sie 200 m nad punktem A i rozpoczyna ladowanie. Lotniska
dotknie w punkcie B, ktéory jest odlegly od punktu A o 3 km. Pod jakim katem do
poziomu laduje ten samolot?

i
i
A
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B
Pionowy maszt AB ma wysokoS¢ A

5m i jest podtrzymywany czterema li- ﬁ/ \\
nami (zob. rysunek). Oblicz diugosci - m / y
odcinkéw i miary katow oznaczonych \20°N

Y

literami. /"' VA AN
J o My

2m A X

W artylerii uzywa sie jednostki miary kata zwanej tysieczna: 1 tysieczna to
miara kata o, pod ktorym wida¢ odcinek o dlugosci 1 m z odleglosci 1 km (zob.
rysunek). [lu minutom i sekundom katowym réowna jest 1 tysieczna?

— ™ i 1m

1000 m

Sciana pokoju na poddaszu jest nachylona do podiogi pod katem 80°. W jakiej
odleglosci od dolnej krawedzi tej $ciany mozna ustawi¢ szafke o wysokosci 80 cm?

2. Jakie jest Srednie na- T e
chylenie (wyrazone w pro- i <4 e
centach) drogi wiodacej od rﬁa:?i\“" il “\\\
A do B, a jakie — drogi & : 5] B ST —\ \ \
wiodacej od C do D? Ja- |' |1 g i % A
kie sa katy nachylenia tych n \ ;’__ A@ \ H‘| 1 |'|
drog? “\ SRS s \ “‘““---mnf”/f J| |
A o _ =250 A
T T e —200 L i

e

skala 1100 000

Z punktu odleglego o 20m od podstawy
masztu widac szczyt tego masztu pod katem
507 a umieszczona nizej poprzeczke — pod
katem 30°, Oblicz odleglo$¢ miedzy szczytem
masztu a poprzeczka.

8
\ Od osiagniecia przez balon nizszego pulapu
Lo% do momentu osiggniecia wyzszego uplyneto 10 mi-
! nut. Oba polozenia balonu przedstawiono na ry-
30° sunku. Z jaka Srednia predkoscia wznosi sie balon?
0,5 km OdpowiedZ podaj w metrach na sekunde.
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Instrumenty geodezyjne muszg by¢ bardzo precyzyjne. Aby sie o tym przeko-
nac¢, wykonaj obliczenia.
Sprawdz, jaka bytaby rédznica w obliczo- S
nej odleglosci punktu A (zob. rysunek) - 10 m
od podstawy dziesieciometrowej wiezy, lmfr P e
gdvby pomiar kata «, pod ktorym widac A
szczyt wiezy, roznil sie o jeden stopien
i raz wyniost 5° a raz 6°.

72. Stlup ogloszeniowy ma ksztalt walca o srednicy 2m. Zblizajac sie do tego
stupa, widzimy coraz mniejszq czes¢ jego powierzchni.
a) Jaki procent powierzchni slupa widac z odleglosci 10 m?

b) Z jakiej odlegtosci wida¢ ponad 49% powierzchni stupa?

713. Na rysunku przedstawiono przekrdj rury o Srednicy 5cm (zacieniowany ob-
szar oznacza wode). Oblicz, jaka czes¢ przekroju rury zajmuje woda.

TN >
f '|

I} I'".._.._.
3 cm
Elcm

74. Przeczytaj informacje podane w ramce.

1
)

Gdy swiatlo przechodzi z jednego osrodka do drugiego, W

N . L e Eo . oérodek I
zatamuje sie, tzn. jego promienie zmieniaja kierunek. \ ;
Te zmiane kierunku opisuje prawo zalamania: ‘ Hg
singe _ vy %
sinfi vy N
o« — kat padania $wiatla (zob. rysunek),
B — kat zalamania, ! ﬁ

v; — predkosé $wiatla w oérodku 1, abndear %

; va — predkosc Swiatla w osrodku 1L L0
% 0% st a) Na podstawie rysunku oblicz predkos¢ Swiatla
N w wodzie. Przyjmij, ze predkosc swiatla w powie-
\E“-‘%; _ trzu jest réwna 300000 X2,
.E‘\.,‘ b) W szkle swiatlo porusza sie z predkoscia o 33%
N mniejsza niz w powietrzu. O ile stopni odchyli sie
woda ..} i Y :
207\, od poczatkowego kierunku promien $wiatla padaja-
! A cy na szklo pod katem 4577
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/5. Na rysunku obok dziewczynka patrzy na billboard

umieszczony na slupie. Billboard ma wysokos¢ 3 m. /3
m

a) W jakiej odleglosci od stupa stoi dziewczynka? —

b) Oczy dziewczynki znajduja sie na wy- 10° d__d__d——f“*"f#

sokosci 1,5m naFl ziemia. Na :ialdej /_/_fd::::—:-fﬁ

wysokosci nad ziemia znajduje F g

sie dolna krawedz billboardu? !

76. Odleglos¢ Ziemi od Stonca (150 min km)
nazywana jest jednostkg astronomiczng. Mi-
kolaj Kopernik, przyjmujac, ze orbity planet
sq okregami, potrafil obliczy¢ odleglos¢ plane-
ty od Slonca (wyrazong w jednostkach astro-
nomicznych). Metode te ilustruje rysunek, na
ktorym kat o to najwiekszy kat, pod jakim wi-
dac¢ planete z Ziemi.

Korzystajac z metody Kopernika, oblicz odleglo$¢ od Slonca planety Merkury, dla
ktorej o = 23,3% oraz Wenus, dla ktorej a = 46,1° Najwicksza odleglos¢ Merkure-
go od Slonca wynosi 57,34 min km, a Wenus — 108,21 min km. Poréwnaj z tymi
wielkosciami wyniki otrzymane przez ciebie.

WARTOSCI FUNKCJI

TRYGONOMETRYCZNYCH
DLA KATOW 30, 45° |1 60°

Oblicz diugosci odcinkow x i y.

o
a) 0 ey e) 8)
v
e i - / -
; 53,36‘", ? 4 H [ ?_"’? ﬁl‘.l“.,-’ 5 N 5
3\ e~ <60 / e \
E\ - y H“---.HH / == _'35:. .l'l ¥ ‘_;’KB'DG '5".]‘} y
23 o/ -q—"f-h-._ / 1
e .
60°
h] 5:{?—-_________7 d} - f} h} || :\?
kN b x| /
s ' | = \45™3 l307/¥
X\ 5 30
., Y i 2 < | /
X D —— \ 43_:\:: | /
“ 2 = ____y' |I
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Kat przy wierzcholku C trojkata prostokatnego ABC jest prosty. Oblicz miary
pozostatych katow, jezeli wiadomo, ze:

a) |AB| =18, |BC|=9 d) |AC| =22, |BC|=2v6
b) IBC| =3, |AC|=3 e) |AB| =32, |BCl=1,5v2
) |[AC| =+/5, |AB|=10 f) |BC|=12, |AB|=83

Oblicz wartos¢ wyrazenia.

- .t VT — e AE° cos60° | o tg 60° + cos 30°
a) sin60° - tg 30° - cos45 h) g a5 sin 30 ) —g—a—ﬁmﬁ

Ponizej narysowano trdjkat réwnoramienny, romb, rownoleglobok i trapez.
Oblicz pola tych figur.

'I.

.'I .'._ .-': q..'-,_ ._.-"; ._.-"'I pr -3 o 4 'H-._
1 120 /45° 30°
Fi
Oblicz diugosci odcinkow oznaczonych literami.
L e ¢
g5 A 1200 > 2 135 2
5 2

Do okregu o promieniu dlugosci 10 cm poprowadzono styczne z punktu od-
leglego od $rodka tego okregu o 20 cm. Znajdz miare kata miedzy stycznymi.

Wysokos¢ opuszczona z wierzcholka A trdojkata ABC ma dlugosc 12 cm i dzie-
li kgt BAC na katy o miarach 45° 1 60° Oblicz pole trojkata ABC.

Krotsza podstawa trapezu ma dlugosc 8 cm i jest rowna jego wysokosci. Katy
przy kritszej podstawie maja miary 135°1 120° Oblicz obwad tego trapezu.

a) Oblicz diugos¢ wysokosci trojkata opuszezonej na bok o dhlugosci 10 em,
jezeli wiadomo, ze katy przy tym boku majg miary 30°i 45°

b) Oblicz obwod trojkata, w ktorym katy lezace przy boku o dlugosci 6 cm maja
miary 45° i 60°.

Korzystajac z wartosci funkgji trygonometrycznych dla katow 30° i 60°, uza-
sadnij, ze podana réwnos¢ nie jest prawdziwa dla dowolnych katow o i 5.

a) sin 2o = 2 sin o b) cos(o+ B)=cosa +cos f c) tglx-P)=tgx-tgp
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87. Na rysunku przedstawiono dwa trojkaty: rownoboczny i prostokatny rowno-
ramienny. W jakim stosunku punkt P dzieli odcinek AB?

a) A b) A C)
/ \\\‘ If/g\“
i % . P
o\, / \
/o
74 i £ LK
Fi "t \B .e’;r__/f_i__.. E__.._T‘xg

88. a) Korzystajac z rysunku, oblicz doktadna
wartosc sin 15°

b) Oblicz dokladna wartos¢ sin 75°.

/ r"‘ \ 89. wykaz, ze pole zacieniowanej figury jest row-
— ne polu dwunastokata foremnego wpisanego w na-

‘: / rysowany okrag.

ZWIAZKI MIEDZY FUNKCJAMI
TRYGONOMETRYCZNYMI

) Znajac wartosc jednej z funkcji sin, cos, tg, oblicz wartosci pozostatych funk-
¢ji tego samego kata ostrego.

: _ 21 v e — B =1
a) sinx = 55 C) cos o A1 e) tgo 5%

ina =2 = 45 =T
b) sin o Y| d) cos =3 f) teox 13

Cosinus kata ostrego « jest rowny 0,1. Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia.

a) 1B« ¢) sine - cose - 1g &
SN
: COS X

b) sin d) TR T

02 Uproé¢ wyrazenie i znajdz jego wartos¢ dla o = 60°.
3

; o2 2 tg o sin” o
a) 1-1g° xcos o Q) s g) p

sin o ; 1 |
b) T d) mna(tga+tg—u) f) e te- o
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Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego zachodzi rownosé.

a) sin o +coso = /1 +2sin o cos o e) (1 -sino)(sino+ 1) = cos? o
b) msc\:—m;a =-1g & sin f) (sin & + cos @) + (sin @ — cos )* = 2
¢) sine— L 4€08&x _ g) sin? o —cos? ex = 2sin” - 1
sinx g
in
.12 + I_’ - 1 . h) ]L_‘E"m“"=tgrx— 1
sin® o COS- O sin° o Cose o SIN & COS X g o

Sinus kata ostrego o jest rowny % Oblicz dokladng wartos¢ wyrazenia.

: _ 2 e : sin o 3ty
a) 2coso—1 b) sin” o — cos* & C) e d) 3tg o

Oblicz, nie uzywajac tablic ani kalkulatora.

a) tg5°tg 85° ¢) tg15°sin 75° - cos 75°
h) sin 10°cos 80° + sin 80° cos 10° d) Gﬁ%ﬁ + 1) cos? 12°

Uzasadnij tozsamosc.

a) sin (90°-a) _ 1
sin o tg o

b) tg(90°-)tgax =1
¢) sinocos(90°- o) =1 -sin(90° - ) cos &

d) sin® (45°+ &) + sin® (45°— o) = 1

(450 i ram0 _ o = 1—cos® (45%+a)
e) cos(45°+ o)sin (45° - &) 122 (35% 00

f) tg(60°- o) = l

tg (30%+a)

Jak znalezé¢ cos 37°, dysponujac tylko tablica sinusow? Zaproponuj dwie me-
tody. Ktora z nich jest prostsza?

98. a) Wiadomo, ze sinH4° = m—? Oblicz dokladne wartosci cos 54° i tg 54°.
El

b) Wiadomo, ze cos75° = @ Oblicz dokladne warto$ci sin 751 tg 75°

¢) Wiadomo, ze tg 22,5°= /2 - 1. Oblicz dokladne wartosci sin 22,5° i cos 22,5°

99. Znajdz miary katow ostrych o i B trojkata prostokatnego, jesli:

a) % =3/3 b) sinacc}ﬁB:% ¢) sinaxtgf =

=

168 TRYGONOMETRIA



100. Wiadomo, ze sino+cosa = 1,22, Oblicz sin o cos o.

101. oblicz, nie uzywajac tablic ani kalkulatora.
a) tg10°-1g20°- tg 30° - tg 407 - tg 50° - tg 60° - tg 70° - tg BO®

b) tg1®-tg2°-tg3°.... tg89°

c) sinl®-sin2°.8in3°% ... -sin45°
cos45% cos46” - cos47"- ... - cos B9°

102. a) Udowodnij, ze iloczyn sinusow katdw ostrych trojkata prostokatnego jest
rowny % wtedy i tylko wtedy, gdy ten trojkat jest rOwnoramienny.

b) Udowodnij, ze iloczyn sinusow katow ostrych trojkata prostokatnego jest mniej-
szy lub réwny %

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
KATOW OD 0° DO 180°

. ZnajdZ punkt o obu wspdlrzednych calkowitych lezacy na narysowanej pol-
prostej. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych zaznaczonego kata.

a) S 4 b)Y l:}\ y

o ~NJEN Y

: b .
tl o3 L ug BRI X 0 1 x

S

| 7], Dane sa wspéirzedne punktéw N = (1,0) i O = (0,0). Oblicz wartosci funkgji
trygonometrycznych kata o« = [« NOP|.

a) P=1(2,3) b) P=(-2,5) c) P=(-4,3)

. Oblicz pola narysowanych trojkatow i rownoleglobokow.

a) c) d)
78° |
/'/ ™ |'II ,"I i
/ ¥ 5 " 5 /
50&\ | L&
rd 6 2
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Podaj dokladng wartos¢ wyrazenia.
a) sin 120° ¢) sin150° e) sin 135° g) tg150°
b) cos 135° d) cos 120° f) cos150° h) tg 180°

Na rysunkach zacieniowano czesci trojkatow i rownoleglobokéw. Oblicz po-
le zacieniowanego wielokata.

a) DA 4 ¢ d)
; A 0{ --;_-f ,_,-f"" < 3 3
F. ! o e G \ \
?f I -'Jll z/ 4 . i \
| ? _.-'. // ) I“.__ h e
| > P 1 b _I»_) \R \
2{-;&% g "| = = .---\:‘-\H (x- . .-.-\ i ..'-_I
G Y 6 . . : " 7 T
'-31[]&"=ﬁ S]I"![J{=; Slnﬂi=ﬁ 511'10{=ﬁ
Oblicz miare kata, jaki tworzy z osig x wykres podanej funkcji.
aj Y=%X ¢l y=150x+4 e) y=-1,15x-4

b) y=2x-1 d) y =-3x f) y=~%x+5

Bez korzystania z tablic i kalkulatora okresl, czy wartos¢ podanego wyraze-
nia jest liczba dodatnig czy ujemna.

! e tg 70° a a o, o
a) sin170°. ng ¢) sin100°- cos 110°- tg 120
b) sin 103°-cos31° - tg 130° d) tg 50°+sin 100° - cos 150°

a) Narysuj w ukladzie wspolrzednych kat rozwarty, ktorego wierzchotkiem
Jjest poczatek ukladu, jednym z ramion jest dodatnia czesc osi x, a cosinus jest
rowny -3

b) Narysuj w ukladzie wspolrzednych dwa rozne katy, ktorych wierzchotkiem jest
poczatek ukfadu, jednym z ramion jest dodatnia czes¢ osi x, a wartos¢ sinusa jest

rowna %

Kat o jest rozwarty.
a) Wiadomo, ze sino = % Oblicz cos or.
b) Wiadomo, ze cos o = ~§. Oblicz sin .
¢) Wiadomo, ze sin o = % Oblicz tg .
d) Wiadomo, ze tg o« = -3. Oblicz cos «.

Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata o, gdzie
= ((]“: 18(]“). jezeli dana jest wartosé jednej z nich.

a) cnsar-% b) tgex =-5 ¢) sin = 2

v L |
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Oblicz pole narysowanego czworokata.

a) 4 T b) A c) o B
//..'2 =3 & A% | 7 {2_;\”\
. ?)/'/ | /_/' LY
5 a 4 s o-/f 'I /9.// \?
3374 [37/ 422/
/55° L \
— il S

Oblicz miare kata ostrego rombu, ktéry ma pole rowne polu podanego wie-
lokata, a bok — dwa razy diuzszy od boku tego wielokata.

a) kwadrat b) trojkat rownoboczny ¢) szesciokat foremny

Wykaz, ze pole P dowolnego n-kata foremnego wpisanego w okrag o pro-

mieniu ¥ mozna obliczy¢ za pomoca wzoru P = gr"f sin %ﬁo Skorzystaj z tego
wzoru, aby obliczy¢ pole osiemnastokata foremnego wpisanego w okrag o promie-

niu diugosci 1.

Wykaz, e pole czworokata wypuklego jest rowne polowie iloczynu diugosci
przekatnych i sinusa kata miedzy nimi.

Prosta a przecina o$ y w punkcie A, prosta b — w punkcie B, a punkt C
jest punktem przeciecia tych prostych. Oblicz miary katow tréojkata ABC.

a) a:y=x+3, b:y=—%x+?
b) a: y=-x+2, b: y=3x+5
Q) a:y=-2x+8, b:y=-§:x—ﬁ

118. Znajdz kat rozwarty «, ktdry spelnia rownosc.

a) sin o =sin 13° b) cos o = -cos82° C) g =-1g55°

119. xtéraz podanych liczb jest wieksza?
a) sin 154° czy cos154°

b) tg111° czy sinl111°

¢) cos 100° czy cos80°

d) sin 160° czy sin70°

e) cos95° czy tg95°

f) tg170° czy cos170°

120. Popatrz na rysunek obok. Oblicz
dlugosc odcinka x.
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121. Prosta dzieli trojkat na dwie czesci P
P

o polach P, i P, jak pokazano na rysunku __f \5\
obok. Znajdz stosunek a:b, jezeli stosunek / B~ men
. . e e ; b/ P ¥
pol Py : P> oraz stosunek x:y sg rowne: f 2 e
AP =1E Ev=Te : =
B) Py:Pr=1:3, x:y=1:2
¢y Pi:Pa=3:7, x:y=2:3
122. Jaka czesé trdojkata ABC zacieniowano?
. 2 # ‘v 2z C} S
T =
/ \ XIIII".}\_ - - 4 3 b//f‘ \‘\xz.:
I'ul -\-\----""_'_:_-_. E __“'\.
\\ 5 \\ ,f' o i ,r,__K———_—;.:--f"x\c
X\ — 2y = =
j—‘m \ _x ‘b,}/ e P o
A 7 B A A 4

123. Punkty A, B, C dzielg okrag o promieniu dlugosci 2 na trzy fuki, ktorych
diugosci sa w stosunku a : b : ¢. Oblicz pole trojkata ABC, jesli:

a) a:b:c=1:4:7 b)a:b:c=2:3:5 C) a:b:c=2:2:5
124. w trojkat o katach «, i y wpisano okrag o promieniu r.
a) Oblicz pole tego trojkata.

b) Oblicz pole trojkata, ktorego wierzchotkami sa punkty styeznosci okregu z bo-
kami danego trojkata.

125. Wykresy funkcji f i g to proste, ktore przecinaja sie pod katem ostrym o

Oblicz miare tego kata.
a) flx)=2x+3, gx)=x-7

h)f{x}—— x-8, gx)=09x+5

¢) flx)= —%x +6, g(x)=-8x-4

TWIERDZENIE SINUSOW

~ . Oblicz diugosci odcinkéw oznaczonych literami.

iy 70"\ N3¢ _—7 ~
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. Oblicz miary katow oznaczonych literami.

25 ¥

25"“ ,f"
1 W P 80cm

- 1

. Narysowane okregi maja promienie réwne 10. Oblicz dtugosci bokéw i mia-
ry katow oznaczonych literami.

= AN
N \ %

. Oblicz brakujace diugosci bokow i miary katow w tréjkacie ABC.
a) |AB| =10, |BC|=15, |[€ACB|=20°
b) |AB| =5, |AC| =8, |2£ABC|=40°
¢) |AB| =8, |BC|=4, |«ACB|=30"
d) |BC| =5, |AC| =7, |€BAC|=40°
e) |AB| =20, |€ABC|=30° |€ACB|=70°
f) |AB| =5, |«CAB| =20° |£ABC|=150°

TWIERDZENIE SINUSOW 173



a) Dwa sposrod katow trojkata majag miary 20° i 30°% Jaki jest stosunek
diugosci najdiuzszego boku do najkrotszego?

b) Najkrotszy bok trdojkata ma dlugosé 20 cm, najdhuzszy 30 em. Jaka jest diugosc
trzeciego boku, jesli najmniejszy kat ma miare 40°7

Trojkat ABC jest wpisany w okrag o promieniu 5 i |AB| = 5. Oblicz miary
katow tego trdjkata, gdy bok BC ma diugosd:
a) 1 b) 3 1 B

a) Oblicz dlugosci bokow trojkata o katach 30° 50° 100° wpisanego
w okrag o srednicy 20.

b) Oblicz diugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie o katach 20°, 75° 85°
i najkrotszym boku diugosci 5.

Podstawa trojkata rownoramiennego ma dlugosé 4, a kazde z jego ramion
ma dlugos¢ 8.
a) Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat.
b) Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Krotsza przekatna rawnolegloboku ma dlugosc 5 i dzieli jego kat na katy
o miarach 45° i 80° Oblicz dlugosci bokow tego réwnolegloboku.

W pewnym trojkacie naprzeciwko kata o lezy bok diugosci 3, a naprzeciwko
kata 2;x lezy bok dlugosci 5. Korzystajac ze wzoru sin 2, = 2 sin ¢ cos ¢, oblicz
miare najwiekszego kata w tym trojkacie.

Przeczytaj informacje podane w ponizszej ramce.

W wyniku pomiaréw geodezyinych po- Wciecie w przdd
wstaja mapy 1 wytyczane jest polozenie  7nang jest odlegloéé miedzy punktami
budowanych obiektow. Geodeta postu- 4 § B graz miary katéw € ABC i <BAC
guje si¢ przyrzadami pozwalajacymi na  (;0h. rysunek). Nalezy obliczyé odleglo-
okreslenie odleglosci, miar katow, a tak- $ci |AC| i |BC).
Ze roznicy poziomow w terenie. Cze-
. sto jednak bezposredni pomiar szukanej
. wielko$ci jest niemozliwy i wtedy geo-
deta moze korzystaé z twierdzenia sinu-
sow lub twierdzenia cosinusdw. Przykia-
dem takiej sytuacji jest problem zwany
w geodezji ,wcieciem w przod”.

Rozwigz problem ,wciecia w przod”, jezeli |AB| = 500 m, |£ABC| = 78° oraz
|« BAC| = 64°,
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Na rysunku obok punkt § jest srodkiem okregu
o promieniu 3. Oblicz dlugosc¢ odcinka x z dokladno-
$cia do czesci dziesiatych.

140. w pewnym trojkacie, w ktorym naprzeciwko bo-
ku dlugosci a lezy kat «, a naprzeciwko boku diugosci
b leiy kat B, zachodzi rownosd:

a h

cos®  Cosp
Co mozna powiedzie¢ o dlugosciach bokow a i b? D Fig
[100° 3527\
141. Przekatna AC trapezu ABCD podzielita “IEI;; \\\
go na dwa trojkaty, jak pokazano na rysunku L 45%”
obok. Oblicz dlugos¢ ramienia BC tego trapezu. A B

142, punke P jest ortocentrum trojkata ostrokgtnego ABC. Wykaz, ze promienie
okregow opisanych na trdjkatach ABC, ABP, ACP i BCP maja rowne diugosci.

143. 3 Trojkat prostokatny ABC ma przyprostokatne |AB| = 4, |AC| = 1. Punkt
D lezy na przeciwprostokatnej, a polprosta AD jest dwusieczng kata prostego.
Oblicz |AD|.

b) Dwusieczna kata prostego w trojkacie prostokatnym dzieli przeciwprostokatna
w stosunku 1:3. Oblicz miary katow tego trojkata.

144, 7 wierzcholka kata prostego trojkata rownoramiennego poprowadzono
dwie polproste, ktore dzielg ten kat na trzy rowne czesci. W jakim stosunku dzielag
te polproste przeciwprostokama tego trojkata?

145, wysokosé pewnego trojkata i jego srodkowa
dziela jeden z katow na trzy rowne czesci. Jakie sa mia-
ry kgtow tego trojkata?

146. Na rysunku obok czworokat ABCD jest wpisany
w okrag o srodku § i promieniu dlugosci 5. Bok BC ma
dhugosc 6, a kat miedzy przekatng AC i bokiem AD ma
miare 10° Oblicz obwad tego czworokata.

147. Przekatne czworokata wypuklego dziela go na cztery trojkaty. Udowodnij,
7e promienie okregow opisanych na tych trojkatach sa rownej dlugosci wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy ten czworokat jest rombem.

148. Udowodnij, ze jesli katy «, B, y w pewnym trojkacie spelniaja rownos¢
sin’ o+ sin® B = sin® y, to ten trojkat jest prostokatny.
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TWIERDZENIE COSINUSOW

" Oblicz diugosci bokéw a i b oraz miary katow o, S y.

T ,f‘\
_ 7 110° 125 7 d ¥ L%

11
Oblicz miary katow trdjkata o bokach dlugosci:
a) 4,6,7 b) 4,5, 8 c) 10,12, 13

W trojkacie ABC dane sg dlugosci dwoch bokow i miara jednego z katow.
Oblicz dlugosc trzeciego boku tego trojkata.

a) |BC| =5, |AC| =2, |[€<BCA| =20°
b) |IBC| =3, |AB| =4, |£ABC| =110°
c) |AB| =5, |[AC| =4, |« CAB| =40°

2 Pomiedzy stupkami A, B i C rozciggnieto line o dlugosci 30m. Odleglosé
miedzy stupkami A i B wynosi 10 m. Oblicz miare kata ACB, gdy odleglos$¢ miedzy
stupkami B i C bedzie rowna 8 m.

Oblicz brakujace diugosci bokow i miary katow trojkata KLM.
a) |[KM|=7, |[KL| =10, |[*MKL| = 80°
b) |IKL| =5, |LM| =7, |« KLM| = 50°
c) |IKL| =7, |LM| =6, [« MKL| = 30°
d) [LM| =10, [KM| =13, |<KLM]|=110°
e) [IKM| =10, [LM| =6, |*KML|=10°
f) ILM|=7, |£KLM| =50° [«LMK|=100°

Oblicz odleglos¢ miedzy statkami A i B.

1

a) B
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Czy trdjkat o podanych dlugosciach bokow jest ostrokatny, prostokatny czy
rozwartokatny?
a) 10, 12, 21 c) 12,13,5 e 5,5 8
b) 3,4, 4 d) 10, 11, 14 D 4.1% 13

a) Oblicz pole trajkata o bokach dlugosci 5, 7, 10.
b) Oblicz dlugos¢ najkrotszej wysokosci trojkata o bokach dlugosci 6, 7, 8.

a) W trojkgcie o bokach dlugosci 4, 8 i 10 poprowadzono srodkowa laczaca
wierzchotek z najdiuzszym bokiem. Oblicz diugosc tej srodkowej.
b) W trojkacie ABC boki AB i AC maja dlugosci odpowiednio 4 i 6, a Srodkowa
poprowadzona z wierzchotka A ma dlugosé /10. Oblicz dlugosé boku BC.

¢) W trdjkacie ABC dane sa: |« CAB| = |[€ ABC| = 70°% |AB| = 5. Oblicz diugos¢
srodkowej AD.

Jeden z bokow rownolegioboku jest o 3 diuzszy od drugiego, kat ostry
tego rownolegloboku ma miare 60° a dluzsza przekatna ma dlugos¢ 3./7. Oblicz
dhugosc¢ drugiej przekatnej.

Podstawy trapezu maja dlugosci 12 i 4, a jedno z jego ramion ma diugosé 6.
Kat miedzy drugim ramieniem a podstawa ma miare 40° Oblicz dlugos¢ drugiego
ramienia i miary pozostatych katow trapezu.

Na schematycznym rysunku przedstawiono wyniki pomiarow geodezyjnych.
Oblicz odleglos¢ miedzy punktami C i D.

a) > N b) &
>
__/. & Fi LAy | - ::.“'
.....""“ ":'--. / -5_2 p "2 E“ (:';9
e 7 A P&
D D

a) Wykaz, ze suma kwadratow dlugosci czterech bokow réownolegioboku
jest rowna sumie kwadratow diugosci jego przekatnych.
b) Boki trojkata maja diugosci a, b i ¢. Jaka dlugos¢ ma srodkowa trojkata popro-
wadzona do boku o diugosci a?

g, t 162. Do kolkéw A i B odleglych od siebie 0 4 m
ey “g 5 przywigzano sznur dlugosci 6 m. W punkcie € na-
MWL - ciggnieto sznur tak, ze |« ACB| = 60°. W jakich odle-

o,

%
%
1 g i Py :
Mé glosciach od koncow sznura znajduje sie punkt 7
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163. a) Podstawy trapezu maja dlugosci 10 i 15, a ramiona sa rowne 6 i 8. Oblicz
diugosci przekatnych tego trapezu.

b) Krotsza podstawa trapezu rownoramiennego ma diugosé 2, przekatna ma diu-
gosc¢ 6, a kat miedzy przekatnymi ma miare 30° Oblicz dlugos¢ drugiej podstawy
tego trapezu.

¢) Podstawy trapezu majq dlugosci 3 i 11, a przekagtne maja dlugosci 6 i 10. Oblicz
miarg wigkszego z katow miedzy przekatnymi.

164. Boki czworokata ABCD maja dlugosci: |AB| = 1, |BC| = 2, |CD| = 3 oraz
IDA| =4, a kat BCD jest prosty. Znajdz miary pozostalych katow tego czworokata.

165. czworokat ABCD jest wpisany w okrag oraz |AB| = 5, |BC| = 6, |CD| = 7
i |AD| = 8.

a) Oblicz miary katow tego czworokata.
b) Oblicz diugosci przekatnych tego czworokata.

166. w trojkacie ABC boki BC i AC maja diugosci a i b, a kat ACB ma miare «.
Dwusieczna tego kata przecina bok AB w punkcie P. Znajdz dlugosc¢ odcinka CP,
jezeli:

a) a=120° b) o =90° ¢) o =60°

167. a) Oblicz diugosci bokow x i y, b) Skorzystaj z ponizszego rysunku do
a nastepnie — dokladng wartosc cos 105°.  obliczenia dokladnej wartosci cos 75°

P e F75° N
‘\-"2# " K V2 J

30° 45 / 60° 45°
¥

168, zacieniowana figura jest ograniczona 169. oblicz pole zacieniowane-
tukami okregéw o Srodkach w wierzchotkach  go obszaru.

kwadratu i promieniach rownych dlugosci
boku kwadratu. Oblicz pole tej figury, gdy
diugos¢ boku kwadratu jest rowna 1.
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170. a) Oblicz diugosc przekatnej pieciokata foremnego o boku dlugosci a.
b) Oblicz diugosci przekatnych siedmiokata foremnego o boku diugosci a.

171. Chiopiec patrzy na obraz wiszacy na
scianie. Obraz ma wysokos¢ 2 m, a jego dolna
krawedz jest umieszczona 1m powyzej po-
ziomej linii przebiegajacej na wysokosci oczu

chiopca. ¥/ i
a) W jakiej odleglosci od Sciany, na ktorej wi- ¥

si obraz, powinien stanac chlopiec, aby kat «
widzenia obrazu mial miare 30°7 e g 1 m

kiej odleglosci od $ciany, aby miara kata «

b) Wykaz, #e chlopiec nie moze stanac w ta- [ - 4
byta rowna 45°.

¢) Chlopiec patrzy teraz na obraz o wysokosci 3m, ktorego dolna krawedz jest
umieszczona na tej samej wysokosci co pierwszy obraz. W jakiej odleglosci od
sciany, na ktorej wisi obraz, powinien stanac chlopiec, aby kat « widzenia obrazu
mial miare 30°7

172. w okrag o promieniu 7 wpisano czworokat ABCD. Boki AB i BC maja rowne
diugosci, a kat ADC ma miare 120°. Przekatna BD dzieli czworokat na trdjkaty,
z ktorych trajkat ABD ma pole dwa razy wieksze od trojkata BCD. Oblicz obwod
tego czworokata.

TWIERDZENIE COSINUSOW 179



Na rysunku obok zaznaczono katy « i f. Ktore Ay
Z ponizszych wyrazen ma najwieksza wartosc? 4.~ ‘\.\3

A, sin B. tg C. cosp D.tgB B ﬁ

Przyprostokatne trdjkata prostokatnego majq dlugosci 4 i 7. Miara wiekszego
z katow ostrych tego trojkata nalezy do przedzialu:

A. (29°;31°) B. (34°;36°) C. (54°;56°) D. (59°;61°)
Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugos¢ 9, a jeden z katow

ostrych tego trojkata ma miare 54°. Diugosé najkrotszego boku tego trojkata nalezy
do przedziatu:

A. (5:6) B. (7:8) C. (12;13) D. (15;16)
Z punktu na okregu poprowadzono Srednice i cieciwe o diugosci 7. Kat miedzy
nimi ma miare 35° Dlugosé srednicy nalezy do przedzialu:

A. (4;6) B. (6:7) C. (7:8) D. (8:9)

Wartos¢ ktorego z ponizszych wyrazen nie jest rowna 0,57

307 - sin 60° SN 45°. ¢ o tg45° cos 30°
A. tg 30° - sin 60 B. sin45° - cos45 £, ﬁbﬂ"{ﬁ“ D. e

Pole rownolegioboku o bokach diugosci 11 2 i kacie ostrym 60° jest rowne:

A. 1 B. ¥ C.13 D. 3
pe T
Na rysunku obok zamalowano odcinek kofa o $rod- / \
ku §. Pole tego odcinka jest rowne: [ 6 S5 150°
I,.- — ..j{:ff'::'--.._ I-I
A. 151 -9 C.12m-18 \ o
B. 5 2y D. 61 -4./3 \__J,,

Kat o jest ostryisina = % Wartos$¢ wyrazenia cos® o - tg « jest rowna:

42 V23 46 23,46
A. 5 B. 50 C. 25 = 625

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 3, |[$BAC| = 45% i |« ACB| = 60°. Wynika stad,
ze diugos¢ boku BC jest réwna:
2

= C . \.-"IE D. 2 \-'"'§

A. 2 B. "'u'll 3
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Uczen zaznaczyl w ukladzie wspolrzednych trzy punkty: P =(0,0), R =(-2,5)
i $=1(4,0)ioznaczyl litera « miare kata rozwartego SPR. Nastepnie zapisal warto-
sci funkcji trygonometrycznych tego kata:

i — —._—=,:) )5 — ——,g.= — —2
e ke e Ll

Ktora z powyzszych wartosci jest prawdziwa?

A. zadna B. tvlko tangens C. tylko sinus i cosinus D. wszystkie
Wykaz tozsamosé: 2(cos? ot + cos? o - sin® @) tg o = (sin &t + cos B)° - 1.

Podstawy trapezu prostokatnego maja diugosci 4cm i 6 cm, a kat ostry tego
trapezu ma miare 59° Oblicz obwod tego trapezu.

Ramig trojkata rownoramiennego ma diugos¢ 5cm. Pole tego trdjkata jest
rowne 12 cm?. Jaka miare moze mie¢ kat miedzy ramionami tego trojkata?

Jaka czesé rownolegloboku zacieniowano?
Boki rownolegloboku maja dlugosci 11 3, a kat

ostry ma miare 60°. Oblicz roznice diugosci przekat-
nych tego rownolegtoboku.

W trojkacie prostokatnym katy ostre majg miary « i . Wiadomo, ze sin o« =
Ktdre z ponizszych wyrazen ma najwieksza wartosc?

L

.
A. sin o B. tg C.sinp D.tgf

H Polprosta AD jest dwusieczng kata trojkata prostokatne-
go ABC, tak jak na rysunku obok. Diugosc¢ boku AC nalezy do
przedzialu: /1/)

J

A. (7:8) B. (8;10) C..{10;12) D. (12;13) A/’jas )

Stosunek dlugosci promienia okregu wpisanego w n-kat foremny do dlugosci
promienia okregu opisanego na tym wielokacie jest rowny:

A. cos 180 B. tg 360° C. sin 180° D. 2 sin 180"
n n n n
Wartos¢ wyrazenia sin 120° - cos 150° - tg 135° jest rowna:
F B. 48 s D.

3
4

Wiadomo, ze cos o = (0,8. Wynika stad, ze wyrazenie cos(90°-a)+cos(180°- )
ma wartosc¢ rowna;

A. -0,2 B. 0,2 c. 1.2 D. 1,6
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Katy o i f sa katami ostrymi pewnego trojkata prostokatnego i cos o = 2
sinee _ cosac-cosf

""|N‘|

Wartos¢ wyrazenia jest rowna:

cos f g
+/3 2 — A3 3
A. 3 B. 5 | 5 D. 3E
Cosinus kata rozwartego, jaki prosta o rownaniu y = —%x+4 tworzy z dodatnia
czescia osi x, jest rowny:
A. -3 B. ——2.. c.-2 D. -5
W13 13 3 W02

Kat rozwarty trojkata ma miare 150° najdluzszy bok ma diugos¢ /13, a naj-
krotszy — /3. Trzeci bok tego trojkata ma diugosc:

A.EE%;iE B. V10 2 D. 16 + 311

Dla pewnego kata o« zachodzi réwnosce tg o+ [gLa = 6. Oblicz wartos¢ wyraze-

nia (sin o + cos ).

A Bok BC tréjkata ABC jest dwa razy diuzszy od boku AC. Srodkowa CD po-
dzielila kat ACB na dwa katy. Sinus mniejszego z nich jest rowny Ll; Oblicz miare
drugiego z nich.

fl W trdjkacie ABC dane sa: |[BC| = 4 i |[AC| = 2 oraz |« ACB| = 120°. Oblicz
dlugos¢ odcinka dwusiecznej tego kata zawartego w tym trojkacie.

A Przekatna AC czworokata ABCD dzieli go na D
dwa nieprzystajace trojkaty, tak jak na rysunku '
obok. Oblicz miare kata BCD.

4
Boki trojkata ABC maja diugosci: |AB| = 10, ? -'3#5n 5 |
|AC| =61 |BC| = 5. Z wierzchotka B poprowadzono A'n._“ggi{ '4. 3
odcinek do punktu D na boku CA tak, ze |CD| = 2. B
Oblicz dlugosc¢ odcinka BD.
W trojkacie kat o lezy naprzeciw boku a, a kat £ lezy naprzeciw boku b.

Wykaz, ze:

(beos o +acosB) =a’ +b* + 2abcos(a + )
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W trojkacie prostokatnym o diugosciach przyprostokatnych 2 i 5 cosinus wiek-
szego 7 katow ostrych jest rowny:

3 2 2 B
A3 B. 2 C. %5 D. -3

W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma diugosc 3, a dlugosc przy-
prostokatnej lezacej naprzeciwko kata o jest rowna /3. Zatem:

A. o =60° B. € (40°60°) C. € (30°40°) D. ot =30°

W okregu o $rodku w punkcie S poprowadzono
cieciwe AB, ktora utworzyla z promieniem AS kat
o mierze 31° (zob. rysunek). Promien tego okregu
ma diugosc 10. Odlegios¢ punktu § od cieciwy AB

jest liczba z przedziatu: o
AR o ()
s (1) 0. (%)

Wartos¢ wyrazenia (tg 60° + tg 45°)° — sin 60° jest rowna:

A 2-303 B. 2+ 43 C.4-3 D.4+3f3

Na rysunku przedstawiona jest prosta k, it S5
przechodzaca przez punkt A = (2,-3) i przez N
poczatek uktadu wspolrzednych, oraz zazna- G ;\
czony jest kat o nachylenia tej prostej do osi h S ' =
X. Zatem: 1
A tga= —% C.tga= % x.x"‘A

c_3 oot ‘

B. tgx= 5 D.tg o 5

Prosta [ jest nachylona do osi x pod kgtem y
30° i przecina 0§ y w punkcie (0,-+/3) (zob. L
rysunek). Prosta [ ma réwnanie: ) ‘%ﬂ
A.}’=%§x—\f? B.y£%x+y’3 ] 7 X
C.y=-£-x—vf§ D y—%x+xﬁ'§ V3

Jesli m = sin 507, to:
A. m =sin40° B. m=cos40° C. m = cos 50° D. m=tg50°
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Kat « jest ostry i tg et = % Wowczas sin o jest rowny:

LRS-

12 5 1
B. 15 C & D.

]
:ﬁ'm

o |
i

Kat o jest ostry i cosa = % (Oznacza to, ze:

. : o T
A sino-tg o i C.sino - tg o e
i 2 =15 in o - o
B. sino - tg o 1% D.sine - 12 o 50

Warto$¢ wyrazenia 2 sin® 187 + sin® 72° + cos® 18° jest rowna:
A. 0 B. 1 .2 D. 4

Kaide z ramion trojkata rownoramiennego ma diugos¢ 20. Kat zawarty mie-
dzy ramionami tego trdojkata ma miare 150° Pole tego trojkata jest rowne:

A. 100 B. 200 C. 1003 D. 1002

Przekatne réwnolegloboku maja diugosci 4 i 8, a kat miedzy tymi przekatny-
mi ma miare 30° Pole tego rownolegloboku jest rowne:

A. 32 B. 16 S D.8

Pole rombu o obwodzie 8 jest rowne 1. Kat ostry tego rombu ma miare o.
Oznacza to, 7e:
A 14°< o <15° C.60°<mx<Bb1°
B. 29°< ox < 30° D.75° < < 76°

Kat o jest ostry i sin ot + cos & = +/2. Oblicz warto$¢ wyrazenia tg o + E;LE

Kat o jest ostry i spelniona jest rownosé sin o + cos o = }z_f Oblicz wartos¢
wyrazenia (sin & — cos o).

W trojkacie ABC dane sa dlugosci bo- C
kow |AB| = 15 i |AC| = 12 oraz cos o = %. E 7l
gdzie o« = 2 BAC. Na bokach AB i AC tego A ¥
trojkata obrano punkty odpowiednio D i E
takie, ze |BD| = 2|AD| i |AE| = 2|CE| (zob. ’;x
rysunek). Oblicz pole: A D B
a) trajkata ADE,
b) czworokata BCED.
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Dany jest trojkat rozwartokatny ABC, B
w ktorym ¢ ACB ma miarg 120° Ponadto wia- i

domo, ze |BC| = 10 i |AB] = 1047 (zob. m lﬂﬁ
rysunek). Oblicz dlugos¢ trzeciego boku trdj- L T
kata ABC. 20 ~

W trojkacie prostokatnym stosunek roznicy diugosci przyprostokatnych do
dlugosci przeciwprostokatnej jest rowny -15 Oblicz cosinusy katéw ostrych tego
trojkata.

Dla dowolnego kata o wartos¢ wyrazenia sin « + sin (180° - &) jest rowna:

A. sin 2x B. —sina C. 2sin o D.0

W trajkacie ostrokatnym ABC bok AB ma diugosé ¢, dlugosc¢ boku BC jest

rowna a oraz |€£ ABC| = . Dwusieczna kata ABC przecina bok AC trojkata w punk-

e i B
cie E. Wykaz, ze dlugosc odcinka BE jest rowna zm;—f:;l.

§ Punkty M i L leza odpowiednio na bo-

kach AB i AC trojkata ABC, przy czym zacho-
dza rownosci |[MB| = 2|AM| oraz |LC| = 3|AL|.
Punkt S jest punktem przeciecia odcinkow BL
i CM. Punkt K jest punktem przeciecia polpro-
stej AS z odcinkiem BC (zob. rysunek). Pole
trojkata ABC jest rowne 660. Oblicz pola tréj-
katow AMS, ALS, BMS i CLS.

Diugosci bokow czworokata ABCD sa rowne |AB| = 2, [BC| = 3, |CD] = 4,
|IDA| = 5. Na czworokacie ABCD opisano okrag. Oblicz diugosc¢ przekatnej AC
tego czworokata.

W trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 15 i 20 wpisano okrag.
Oblicz diugosc odcinka fgczacego wierzchotek kata prostego tego trojkata z punk-
tem wspolnym okregu i przeciwprostokatnej.

Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |AC| =16, |AD| =6, |CD| =14
i |BC| = |BD]|. Oblicz obwod trojkata ABC.
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Graniastosiup

Graniastostup, w ktorym krawedzie bocz-
ne sg prostopadie do podstaw, nazywa-
my graniastoslupem prostym. Wszystkie
jego sciany boczne sg prostokatami. Gra-
niastosfup, w ktérym krawedzie boczne
nie s prostopadie do podstaw, nazywa-
my graniastoslupem pochylym.

Graniastostup prosty, w ktérym podsta-
wy sg wielokgtami foremnymi, nazywamy
graniastoslupem prawidlowym.

Objetos¢ graniastosiupa:
V = Pp " h

P, — pole podstawy graniastostupa
h — wysoko§¢ graniastostupa

:—\“‘x\ kﬂ]u

RZ \__i S u“

|_““—'K1'I_
FLL

4 H

Ostrostup, w ktorym podstawa jest wie-
lokatem foremnym i krawedzie boczne
maja rowne diugosci, nazywamy ostro-
slupem prawidiowym.

Sciany boczne tego ostrosiupa sg przy-
stajgcymi trojkatami rownoramiennymi.

Ostrostup trojkatny nazywany jest czwo-
ro$cianem. W czworoscianie kazda ze
§cian mozemy uznac za podstawe. Czwo-
roscian, ktdrego wszystkie Sciany sg traj-
katami rownobocznymi, nazywamy CZwo-
ro$cianem foremnym.

W ostrostupie prawidiowym spodek wy-
sokosci jest srodkiem okregu opisanego
na podstawie.

Objetosc ostrostupa:
1

Pp — pole podstawy ostrostupa
h — wysoko$¢ ostrosiupa

Pole powierzchni kuli:

P = dmy? I
Objetosé kuqli: |
sl
V= 3111'

r — promien kuli



Walec

—— — podstawa

i / promieri
e podiw

2l

-— — podstawa

wysokoseé

tworzgca

I""C
g |

21r

Stozek

Odcinek laczacy wierzcholek ze $rod-
kiem podstawy stozka nazywamy wy-
sokoscig stozka. Odcinki Iaczace wierz-
cholek z brzegiem podstawy tworzg po-
wierzchnie boczna stozka. Kazdy taki
odcinek nazywamy tworzaca stozka.
Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem
rownoramiennym. Kat miedzy ramiona-
mi tego trajkata nazywamy katem roz-
warcia stozka.

Pole powierzchni bocznej stozka:
Py = mrl
Pole powierzchni calkowitej stozka:
P, =mr? + mwrl
Objetosc stozka:
V = 3mrth
r — promien podstawy stozka

I — diugosé tworzacej
h — wysoko$¢ stozka

Kazdy odcinek laczacy plaszczyzny
podstaw i prostopadly do nich nazy-
wamy wysokoscia walca. Wysoko-
sci, ktore tacza brzegi podstaw, two-
rza powierzchnie boczna walca. Kaz-
da taka wysoko$¢ nazywamy tworza-
cg walca.

Pole powierzchni bocznej walca:
Py, = 2mrrh
Pole powierzchni catkowitej walca:
P. =2nr? + 2mirh
Objetos¢ walca:
V=mrh

¥ — promien podstawy
h — wysokosc¢ walca

wierzchotek
stozka

kat rozwarcia
stozka

: wysokos¢
tworzaca
_ promien podstawy

——  podstawa




GRANIASTOSLUPY

. Przerysuj tabele i ja uzupetnij.

Podstawa graniastosfupa dziewigciokat

Liczba Scian 15

Liczba krawedzi 60

Liczba wierzchotkdw 30

. Ustal, ile bokéw ma podstawa graniastostupa, ktory ma:

a) 10 scian, b) 14 wierzchotkow, ¢) 18 krawedzi.

) Sprawdz, czy istnieje graniastosiup, ktory ma:
a) 7 scian, ¢} 10 wierzcholtkow, e) 15 krawedzi,
b) 8 scian, d) 9 wierzchotkow, f) 17 krawedzi.

“ . Narysuj siatke graniastostupa prostego, ktérego wysokos¢ jest réwna 3, a pod-
stawg jest trapez prostokatny o podstawach dlugosci 5 i 8 i krotszym ramieniu
diugosci 4.

. Ktore z ponizszych rysunkow przedstawiajg siatke szescianu?
A. B. .

. Oblicz dlugoéci odcinkéw oznaczonych literami, jezeli wiadomo, 7e przedsta-
wiony graniastostup jest prawidtowy.

b)

™

2
T

o
R
N

T o
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. Podstawa graniastostupa prostego jest rombem o boku diugosci 5cm i kacie
ostrym 60° Wysokos$¢ tego graniastostupa wynosi 10cm. Jakimi figurami sa jego
sciany boczne?

a) Oblicz diugosc krawedzi szescianu, kKtorego przekatma ma diugosc 9.
b) W prostopadioscianie dwie krawedzie wychodzace ze wspoélnego wierzchotka
maja diugosci 4cm i 6 cm. Przekatna tego prostopadioscianu ma dlugoéc 11 cm.
Oblicz diugosc trzeciej krawedzi wychodzacej z tego wierzcholka.
¢) Z miedzianego drutu o dlugosci 9 m nalezy wykona¢ model prostopadloscianu,
ktorego diugosd, szerokosc i wysokos¢ pozostajg w stosunku 2:3:4. Jakg diugosé
ma przekatna tego prostopadioscianu (zakladamy, ze drut zostal wykorzystany
w calosci do stworzenia modelu)?
d) W graniastostupie prawidlowym szesciokatnym wysokos¢ ma diugosc 7, a krot-
sza przekatna ma dlugosé 2./19. Oblicz dlugos¢ krawedzi podstawy oraz diugosé
diuzszej przekatnej tego graniastostupa.

a) Przekatna podstawy graniastostupa prawidiowego czworokatnego ma diu-
g0s¢ 32, a przekatna Sciany bocznej ma dlugosé 5. Oblicz dlugo$¢ przekatnej
tego graniastostupa.

b) Wysokos¢ podstawy graniastostupa prawidlowego trojkatnego ma dlugosé 3,
a jego Sciany boczne sa kwadratami. Oblicz wysokos¢ tego graniastosiupa.

¢) Podstawa graniastoslupa prostego jest rombem o przekatmych dlugosci 12 i 16.
Przekatna Sciany bocznej ma diugosé 26. Jaka jest wysokosc tego graniastosiupa?

Na rysunku przedstawiono graniastoslup pra- G F
widlowy o$miokatny. Wymien wszystkie krawedzie H—" ~E
tego graniastosiupa, ktore sa: AL B oo Dy

a) rownolegle do CD,
b) rownolegie do AA’,
¢) prostopadle do AB, H--| THE
d) prostopadie do AA’. ' '

Na ponizszym rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy. Oblicz diu-
gosci odeinkow oznaczonych literami.

a) b}
63

= ————

¢
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Wyznacz miare kata nachylenia przekatnej szescianu do przekatnej podstawy.

Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ graniastostupa o narysowanej
podstawie i wysokosci 10.

a) c) e) 7

41 [\ / ;

/ \ '/_52" A
7
18
b) d) 6 f) 5
= -\_.. 4 ./:T —"\ 4
‘ /! ¥
4 45°\ YAl N

N4

5

Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetos¢ graniastoslupa prawidlowego
przedstawionego na rysunku.

a) ) c) T 1 ) P ™
- T \ e T =1
! Y
RVE 5| 1{\3
6 | \
= K \ y
- e -
:-'/
5 )
b) d) AN ] f)
i ﬂl“"a, i _\ -
o L
5
w8 III'.IIG
25 '
7 sk \
] |
e

a) Pole powierzchni catkowitej szeScianu jest rowne 42. Oblicz objetosc tego
szescianu.

b) W graniastostupie prawidlowym trojkatnym wszystkie krawedzie maja jedna-
kowa diugosé. Objeto$¢ tego graniastostupa jest réwna 16+/3. Oblicz pole jego
powierzchni bocznej.

¢) W graniastostupie prawidlowym szesciokgtnym krawedzie boczne sg dwa razy

dhuzsze od krawedzi podstawy. Oblicz objetos¢ tego graniastoslupa, jezeli pole jego
powierzchni catkowitej jest rowne 300(4 + /3).
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Oblicz dlugosci przekatnych graniastostupa prawidlowego o krawedzi pod-
stawy a i wysokosci h, jesli jego podstawa jest:

a) czworokatem, b) szesciokatem.

Sciana boczna graniastostupa prawidlowego szesciokatnego jest prostokatem
o bokach dlugosci 4 i 6.

a) Narysuj siatke tego graniastostupa.
b) Oblicz diugos¢ przekatnej jego Sciany bocznej.
¢) Oblicz diugosc najdiuzszej przekatnej tego graniastostupa.

d) Oblicz odleglosé¢ punktu przeciecia najdiuzszych przekatnych podstawy od
srodka krawedzi bocznej.

Oblicz dlugosci krawedzi granias- Oblicz dlugos¢ krotszej przekat-
tostupa prawidlowego przedstawionego  nej graniastoslupa prawidlowego przed-
na ponizszym rysunku. stawionego na ponizszym rysunku.

\6v2 |

R : ™~ IL

: '.III b :' \"\1‘2 :

; -.III i_ \‘x__:}'}:

DAL [353pss
J!l},\l‘ 56“:. \

a

Oblicz dlugosci krawedzi podstawy i wysoko- :
sci graniastostupa prawidlowego przedstawionego S L [207
na rysunku obok.

Wyznacz miary kKatow o« i § w graniastosiupie prawidlowym przedstawionym
na rysunku.

a} : b) I A [:;' i i
I / : _z"" |II : I."I :I:I
: /z'z I __z"zﬂ -'I F ol
| I P I Ll
| ] : |
i i ; 1?_..'( { 1 | I|
I i [ I | g | 3a
7 L/ 15 : L
: Vi Vi ' i
A et botd 4
s / F I i1
F iy i I | o / e i ¥ ([~
B B e = /
"1
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Wyznacz miare kata o w graniastostupie prostym przedstawionym na rysunku.

a) b) T~

JEEN

H
: 3
| LY
I N\
! \

/) B A

2

a) Oblicz objetosé i pole powierzch-
ni calkowitej graniastostupa prawidlo-
wego przedstawionego na rysunku.

b) 5]

a) Oblicz objeto$¢ graniastostupa
prawidlowego przedstawionego na ry-
sunku.

b)

a) Objetos¢ graniastostupa pra- b) Objetosé graniastosiupa prawidiowe-
widlowego przedstawionego na poniz- g0 przedstawionego na ponizszym ry-
szym rysunku jest rowna 675./3. Ob- sunku jest rowna 512./6. Oblicz dhu-
licz tangens kata o. gos¢ przekatnej graniastostupa.

7 1 |

I T I

| | | H s

| | i #

| | ] e

| I Lo

| | ] y

| I i :

ool ol T S —
/// | .. HH"H i /
\ [H5e ; SB0° L
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Z wierzchotka prostopadioscianu poprowadzono trzy przekatne scian o diu-
gosciach: 2, 2.2, +/10. Oblicz objeto$¢ oraz pole powierzchni calkowitej tego
prostopadloscianu.

Modele dwoch szescianow sklejono ze soba $cianami w taki sposob, ze $ciana
mniejszego szescianu jest calkowicie zawarta w Scianie duzego szeScianu. Jeden
Z szescianow ma krawedz diugosci 8, a drugi — 5. Oblicz pole powierzchni catko-
witej powstalego w ten sposob wieloscianu.

Kontener na deszczéwke ma ksztalt szescianu o objetosci 1 m?. Po nocnej
ulewie poziom wody w kontenerze podniost sie z 49cm do 51 cm. Ile litrdw wody
splyneto podczas nocy do kontenera?

\“\ Oblicz, ile w przyblizeniu litrow
5 N | powietrza miesci sie w namiocie przed-
et 4 N i Sﬂ" stawionym na rysunku obok.
i) I ,ﬂ,ﬁ’
o) 1 ;,-}J_,?lgﬁ

Ile ton ziemi nalezy wywiez¢, aby przygotowac miejsce na basen o wymiarach
25m x 10m i o glebokosci zmieniajacej si¢ wzdiuz basenu od 120 cm do 220 cm?
Dno basenu ma by¢ plaskie (cho¢ nie poziome). Przyjmij, ze 1 m? ziemi wazy 21,
lle metréow kwadratowych kafelkéw potrzeba na wylozenie tego basenu?

Czy 1 m? piasku wystarczy, by wypelni¢ piaskownice w ksztalcie szedciokata
foremnego o boku 1 m i glebokosci 60 cm do % glebokosci?

32.7 graniastosiupa prawidiowego tréjkatnego wy-
cieto graniastosfup prawidiowy szesciokatny w spo-
sob pokazany na rysunku.

a) Jaka czesc objetosci danego graniastoslupa stano-
wi wyciety graniastosiup szesciokatny?

b) Jak zmienifo sie¢ pole powierzchni graniastostupa?

33. prostopadioscianu o podstawie kwadratu odcie- T T
to cztery graniastosiupy trojkatne i otrzymano grania- [

stoslup prawidlowy oémiokatny.

a) Oblicz objetos¢ otrzymanego graniastosiupa przy za-
lozeniu, ze objetos¢ prostopadioscianu jest rowna ().

b) Oblicz pole powierzchni catkowitej otrzymanego gra- ol ~11-1/
niastostupa, jezeli pole powierzchni prostopadioscianu 4
jest rowne S.
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34. z graniastostupa prawidlowego czworokatnego o objetosci V i polu po-
wierzchni P wycieto mniejszy graniastosiup prawidiowy czworokatny o objetosci
V" i polu powierzchni P’, ktdrego wierzchotki sq srodkami krawedzi podstaw po-

czatkowego graniastoshupa.

a) Czy znajac wartosc¢ V, mozna obliczyé V'7

b) Czy znajac warto$¢ P, mozna obliczy¢ P'?

135. Podstawg graniastostupa prostego jest czworokat, w ktérym obie przekatne
maja dlugosc d i sa do siebie prostopadle. Krawed? boczna i przekatna graniasto-
stupa, wychodzace z tego samego wierzcholka, sa nachylone do siebie pod katem

o. Znajdz objetosc tego graniastoshupa.

26. Oblicz objetos¢ szescianu, ktorego przekatna jest o 2 cm dhuzsza od krawedzi.

A37. Krawedz podstawy graniastosiupa prawidlowego szesciokatnego ma diugosc a.
Przekatne sasiednich Scian bocznych, poprowadzone z tego samego wierzchotka,

sq prostopadie. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

a138. Rysunek obok przedstawia widok basenu z go-
ry. Basen ten ma 20 m dlugosci i 8 m szerokosci. Licz-
by umieszczone w wierzchotkach prostokata ozna-
czaja glebokos$é w rogach basenu (w centymetrach).
Sciany basenu sa pionowe, a dno plaskie (choé¢ nie

poziome). lle wody miesci sie w tym basenie?

OSTROSLUPY

Przerysuj tabele i jg uzupelnij.

120

80

200

160

Podstawa ostrostupa

stukat

Liczba Scian g

Liczba krawedzi

12

Liczba wierzchotkow

20

" Ustal, ile bokéw ma podstawa ostrostupa, ktéry ma:

a) 8 scian,
b) 15 wierzchotkow,

¢) 12 krawedzi.

194
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Na rysunku przedstawiono ostroslup prawidlowy, ktorego wysokosé ma diu-
g05¢ 6. Oblicz dhugosci odcinkow oznaczonych literami.

W ostrostupie ABCDS podstawq jest kwadrat ABCD o boku diugosci 5, a kra-
wedz AS jest wysokoscia ostrostupa. Najdiuzsza krawedz boczna tego ostrostupa
ma dlugosé 8. Oblicz dlugosci pozostalych krawedzi bocznych tego ostrostupa.

' a) Wysokosd sciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest
rowna 7. Oblicz dilugosci krawedzi podstawy i wysokosci ostroslupa, jezeli wia-
domo, #e krawedz boczna ma dlugosé /74.

b) W ostrostupie prawidiowym trojkatnym krawedz podstawy i wysokos¢ majg jed-
nakowa diugos¢ rowng 6. Oblicz dlugos$¢ wysokosci Sciany bocznej ostrostupa oraz
diugosc krawedzi bocznej.

¢) W ostrostupie prawidtowym szesciokatnym wysokos¢ ma diugosc 9, a krawedz
boczna jest dwa razy dluzsza od krawedzi podstawy. Wyznacz dlugosé krawedzi
podstawy oraz diugosé wysokosci sciany bocznej.

d) Prostokat o bokach 6 i 10 jest podstawa ostroshupa, ktorego wysokos¢ ma
diugos¢ 5. Wszystkie krawedzie boczne sa jednakowej diugosci. Oblicz diugosci
wysokosci scian bocznych tego ostrosiupa oraz dlugosc¢ krawedzi bocznych.

Opisz, jakie katy oznaczono na rysunku obok
literami «, B, y oraz o.

Oblicz dlugos$é krawedzi podstawy i wysokosc
ostrostupa prawidlowego czworokamego, ktdrego
krawedz boczna ma dlugosc 6 i tworzy z przekat-
ng podstawy kat o mierze 30°

E
Na rysunku obok przedstawiono osmioscian AN

foremny ABCDEF. Oblicz miare kata miedzy taki- "

mi dwiema krawedziami o$mioscianu wychodzacymi /,B/ ﬁf}c

z jednego wierzchotka, ktore: A‘/?\_ —

a) leza na jednej Scianie, ; 4 f:;

b) nie leza na jednej $cianie. F
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Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosc ostrostupa prawidlowego przed-
stawionego na rysunku.

a) P C) AN
¥ R /;_..-' |,
4
4/ N 17/ /1 | "\
i ™, £ Y
/ i // /"I ",,_“‘
i £, N
8

. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ ostrostupa prawidlowego o kra-
wedzi podstawy dlugosci 2 i wysokosci 4, jesli wiadomo, Ze jest on:

a) trajkatny, h) czworokatny, ¢) szesciokatny.

Oblicz objetos¢ ostrostupa o wysokosci réwnej 12 i podstawie przedstawionej
na ponizszym rysunku.

x.\‘ - 9
DN
4
b) | d__;-:;.-:-'“" d) 6
g oy A
. 8 g (457N
11

Jedna ze scian ostroshupa prawidlowego szesciokgtnego jest trojkatem o bo-
kach diugosci 5, 13, 13.

a) Narysuj siatke tego ostrostupa.

b) Oblicz wysokosc jego sciany bocznej.

¢) Oblicz wysokosc¢ tego ostrostupa.

d) Oblicz odleglosc spodka wysokosci od krawedzi bocznej.

] W ostrostupie prawidiowym krawedz boczna ma dlugosc 6, a wysokos¢ Sciany
bocznej jest o 3 diuzsza od wysokosci ostrostupa. Oblicz wysokosc¢ ostrosiupa,
jezeli wiadomo, Ze ostrostup jest:

a) czworokatny, b) szesciokatny.
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Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidiowy. Oblicz dlugosci odecinkow
oznaczonych literami.

a) b) c) S
- A1
L TR
/ 7111\,
- ~ - o I'l .I‘\- )
o /f’ Fd a8 "I.I l\'-.__
s a /.-' '__. '-_‘ Y "..__\
£ ] >
b 1~
a

a) Oblicz objetosc oraz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidiowego
szesciokatnego, w ktorym krawedz boczna ma diugosc 10, a krawedz podstawy ma
diugosc 4.

b) Oblicz objetos¢ oraz pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego,
w ktorym wysokosc sciany ma dlugosc 12.

Oblicz objetos¢ oraz pole powierzchni catkowitej przedstawionego ostrosfupa.

a] : h} JSI\ E;' __.-’/I'TI\"‘\\
E: P e . / ! \ i
. L 5
~ \ C o Pl
/// v £ /3{;;\5 / s 6 \ f%S
S 1] R o
ostrostup prawidlowy ~J e 6 .
ostrostup prawidlowy wszystkie krawedzie
Paage =93 boczne rownej diugosci

a) Podstawg ostrostupa jest romb o kacie ostrym 60° i boku diugosci 4. Obje-
tos$c tego ostrostupa jest rowna 16. Oblicz wysokos¢ tego ostroshupa.

b) W ostrostupie trojkatnym krawedzie podstawy majg diugosci 5, 12, 13. Oblicz
wysokosc ostrostupa, jezeli wiadomo, ze objetos¢ tego ostroshupa jest rowna 20.

¢) Podstawa ostrosiupa jest szesciokat foremny. Oblicz diugosc krawedzi podstawy,
jezeli wysokos¢ ostrostupa ma diugosé 12, a jego objetos¢ wynosi 18./3.

W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym po- P

le podstawy jest rowne 216+/3, a pole powierzchni e S
bocznej wynosi 432. Oblicz objeto$é ostrostupa. e T
Podstawg ostrostupa przedstawionego na ry- /

sunku obok jest prostokat. Oblicz objetos¢ i pole [
powierzchni catkowitej tego ostrostupa.
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58. W szescianie o krawedzi dlugosci 1 wybrano
cztery wierzcholki, jak na rysunku obok.

a) Czy czworoscian o wierzchotkach w wybranych
punktach jest prawidiowy?

b) Ile wysokosci o réznych diugosciach ma ten czwo-
roscian? Znajdz te dlugosci.

¢) Czy wybierajac w inny sposob cztery wierzchotki tego samego szescianu, moze-
my uzyska¢ czworoscian o innych wymiarach niz opisany powyzej (niekoniecznie
foremny)? Jesli tak, wyznacz diugosci jego krawedzi. Znajdz wszystkie mozliwosci.

99, Scianami bocznymi ostrostupa prawidlowego trojkatnego o krawedzi podsta-
wy a sa trojkaty prostokatne. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ tego ostrostupa.

60. Dwie sciany ostrostupa trojkgtnego sa prostopadle i ich wspdélna krawedz ma
dhugosc a. Wszystkie pozostate krawedzie maja rowne diugosci. Znajdz objetosc
tego ostrostupa.

61. Bryla ABCDEF przedstawiona na rysunku jest
oSmioscianem powstalym ze sklejenia dwoch ostro-
stupow prostych. Czworokaty ABCD oraz BFDE s3 i
rombami o boku a i kacie ostrym 60°, a ich przekat- /D >C
ne AC i EF sg prostopadle. "
a) Czy Sciany tego osSmioscianu sg trojkatami rowno- ANT T % g
bocznymi? Fe

S

b) Oblicz pole powierzchni i objetosc tej bryly.
c) Jaka figurg jest czworokat AFCE?

162. Ostrostup Sciety to bryla otrzymana z ostrosiu-
pa przez odciecie od niego mniejszego ostrosfupa
plaszczyzng rownolegla do podstawy. Oblicz pole

e powierzchni catkowitej i objetosc ostrostupa Sciete-
\ g0, ktorego dolna podstawa jest kwadratem o boku
7 dlugosci a, gorna podstawa jest kwadratem o boku

diugosci b, a wysokos¢ jest rowna h.

63. w ostrostupie prawidtowym trojkatnym krawedz boczna tworzy z wysokoscia
podstawy kat o taki, ze sin @ = li Oblicz objetos¢ i pole powierzchni bocznej tego
ostrostupa, jezeli wysokos$¢ Sciany bocznej ma dlugosé h = 6.

64. w ostrostupie prawidlowym czworokatnym wysokos¢ Sciany bocznej tworzy
7z wysokoscia ostrostupa kat, ktorego tangens wynosi ]—; Krawedz boczna tego
ostrostupa ma dhugosc¢ 8. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

65. Kazda ze $cian graniastostupa jest rombem o boku a i kacie ostrym 60°.
Narysuj siatke tego graniastoslupa i oblicz jego objetosc.
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WALEC

. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest kwadratem o polu 10cm?®.
Oblicz objetos¢ tego walca.

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest kwadratem o przekatnej diu-
gosci 8 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego walca.

Oblicz objetosc i pole powierzchni bocznej walca przedstawionego na rysun-
ku (zaznaczone punkty to srodki podstaw).

a) b) — c)

Przekroj osiowy walca jest prostokatem o bokach 6 i 7. Oblicz objetos¢ tego
walca. Rozpatrz dwa przyvpadki.

Przekrdj osiowy walca jest prostokatem, ktorego krotszy bok ma diugosc
4cm, a przekatne tego przekroju przecinajg sie pod katem 60°. Oblicz pole po-
wierzchni calkowitej tego walca. Rozpatrz dwa przypadki.

Wysokosc¢ walca jest dwa razy diuzsza od $rednicy jego podstawy. Oblicz pole
powierzchni catkowitej walca, jezeli jego objetosc jest rowna 327r.

Pole powierzchni bocznej walca wynosi 30 em?®, a obwdd jego przekroju
osiowego jest rowny 22 cm. Oblicz objetosc tego walca.

Pole powierzchni catkowitej walca jest rowne 2381, a wysokosc jest o 3 dluz-
sza od promienia podstawy. Oblicz pole przekroju osiowego tego walca.

Gdyby wysokos¢ pewnego walca zwiekszono o 3, a promien podstawy pozo-
stawiono bez zmian, to objetos¢ tego walca zwickszylaby sie o 12. Oblicz diugosc
promienia podstawy tego walca.

a) Przekatna przekroju osiowego walca jest trzy razy dluzsza od jego wyso-
kosci. Oblicz stosunek diugosci przekatnej prostokata powstalego po rozwinieciu
powierzchni bocznej tego walca do wysokosci tego walca.

b) Stosunek dlugosci przekatnej prostokata powstalego po rozwinieciu powierzch-
ni bocznej walca do wysokosci tego walca wynosi 3: 1. Oblicz, ile wynosi stosunek
diugosci przekatnej przekroju osiowego do wysokosci tego walca.
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Wysokos¢ walca jest o 2 dluzsza od promienia podstawy tego walca. Oblicz
objetos¢ walca, jezeli pole powierzchni catkowitej tego walca jest rowne 5281.

Z prostokata o bokach diugosci a i b, gdzie a > b, mozemy otrzymac po-
wierzchnie boczna walca o wysokosci a albo walca o wysokosci b.
a) Krory z tych walcow ma wieksza objetosc?
b) Ktory z tych walcow ma mniejsze pole powierzchni catkowitej?

Po rozwinieciu powierzchni bocznej walca otrzymano kwadrat o przekatnej
diugosci d. Oblicz objetosc tego walca.

Objetosé¢ walca wynosi V, a pole powierzchni bocznej jest rowne 5. Oblicz
tangens kata miedzy przekatna przekroju osiowego walca a srednica podstawy.

Jakie wymiary ma walec, ktorego pole powierzchni bocznej jest rowne sumie
pol jego podstaw i ktorego objetosc jest rowna 277

Wysokos¢ walca ma taka sama diugosc jak srednica jego podstawy. Objetosc
tego walca jest rowna objetodci sze$cianu o przekatnej 6./3. Oblicz pole powierzch-
ni catkowitej tego walca.

Dziesiec litrow soku nalezy rozla¢ po réwno do jednakowych szklanek. Wne-
trze kazdej z nich ma ksztalt walca o wysokosci 13 c¢m i $rednicy rownej 6cm.
Sprawdz, czy 30 szklanek wystarczy, aby rozla¢ ten sok.

Basen o glebokosci 1,5 m postanowiono catkowicie napelni¢ woda za pomoca
dwunastu dysz dopltywowych o jednakowym przeplywie. Basen widziany z gory ma
ksztalt figury przedstawionej na rysunku. Jak dlugo potrwa napelnianie pustego
basenu, jezeli przez jedna dysze przeplywa 151 wody w czasie kazdej minuty?

i_*z—-l :_2_;1_1_-] 4m
| ;
14 m
Kasia upiekla drozdzowa babke w ksztalcie
| 30 cm | walca z wydrazonym sSrodkiem (zob. rysunek).
_ rl-ﬂc@j N a) Jaka powierzchnie babki Kasia musiataby polu-
i = 3 krowac, gdyby tylko spod ciasta nie byl lukrowany?

_ b) Przed przyjsciem gosci Kasia podzielila babke na
e 12 réwnych kawatkow. Ile kilokalorii ma jeden ka-
walek babki, jezeli 100 cm?® tego ciasta ma 42 kcal?
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Kragzek do hokeja ma ksztalt walca o Srednicy 7,6cm i wysokosci 2,5 cm.
Guma, z ktorej jest wykonany, ma gestos¢ 1410 -nl%% lle gramow wazy taki krazek?

26. pole powierzchni bocznej pewnego walca jest rowne polu kola opisanego na

przekroju osiowym tego walca. Znajdz stosunek wysokosci tego walca do promienia
jego podstawy.

n87. Cysterna w ksztalcie walca umieszczona poziomo na samochodzie zawiera
2000 litrow oleju. Najwieksza glebokosc oleju w cysternie wynosi 80 cm, co stanowi
f‘ii- srednicy cysterny. Jaka jest pojemnos¢ tej cysterny?

B8, szklanke w ksztalcie walca, ktérego wysokosé //‘Q\
jest dwa razy diuzsza od Srednicy podstawy, wypel- - \
niono po brzegi woda, a nastepnie przechylono o kat /ﬁ
o, gdzie o € (3[}‘“;9[}‘*)‘ Jaka czes¢ wody pozostala \ 7

w szklance? Ny /&\

STOZEK

Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej narysowanego stozka.
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Oblicz objetos¢ i pole powierzchni bocznej narysowanego stozka.
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Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym, ktorego pole jest row-
ne 15+/3 cm?. Oblicz objetosé i pole powierzchni catkowitej tego stozka.

Wysokos¢ stozka jest dziewieciokrotnie mniejsza od jego promienia. Oblicz
pole powierzchni bocznej tego stozka, jezeli jego objeto$¢ wynosi 1257 cm?,

Powierzchnia boczna stozka ma trzy razy wieksze pole od pola podstawy tego
stozka. Znajdz przyblizong miare kata rozwarcia tego stozka.

Na rysunku przedstawiono wycinek kola o promieniu diugosci 6 cm. Oblicz
objetos¢ stozka, ktorego powierzchnia boczna po rozwinieciu jest tym wycinkiem.
a4 b) 0 d A0
D < > \ 225 | | 3308

— = ! k! 4
g - -\. LY s

\'.

Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym. Oblicz pole powierzch-

ni catkowitej tego stozka, jezeli wiadomo, ze jego objetos¢ jest réwna 3—”’?‘3

Ile metréow kwadratowych papieru zuzyjemy na wykonanie czapeczki w ksztal-
cie stozka o wysokosci 60 cm i obwodzie podstawy 50 cm? Jaki kat powinien miec
wycinek kota potrzebny do sklejenia tej czapeczki?

a) Trojkat rownoboczny o boku a obracamy wokdt jego osi symetrii. Oblicz
objetosc i pole powierzchni bocznej otrzymanej bryly.

b) Trajkat rownoboczny o boku a obracamy wokdl jego boku. Oblicz objetosc i pole
powierzchni otrzymanej bryly.

Promien podstawy stozka ma diugosc 8, a pole powierzchni bocznej tego
stozka jest rowne 1287r. Oblicz objetosc stozka.

Tworzaca stozka jest o 2cm diuzsza od promienia podstawy tego stozka. Pole
powierzchni calkowitej stozka jest réwne 841 cm®. Oblicz objetos¢ stozka.

Oblicz objetosc i pole powierzchni bocznej stozka, w ktorym wysokos¢é ma
diugosé /55, a tworzaca jest o 2 diuzsza od s$rednicy podstawy.

Przekrojem osiowym stozka jest tréjkat o polu réwnym 75./3 i kacie roz-
wartym 120° Wyznacz objetos¢ tego stozka.

Przekroj osiowy stozka jest trajkatem prostokatnym o polu 5. Oblicz obje-
tosc i pole powierzchni caltkowitej tego stozka.
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Kwadrat o boku dlugosci 8 cm obracamy wokol jego osi symetrii. Oblicz
objetosc i pole powierzchni calkowitej otrzymanej bryly. Rozpatrz wszystkie moz-
liwosci.

Jaki jest stosunek pola powierzchni bryly otrzymanej w wyniku obrotu kwa-
dratu wokot jego boku do pola powierzchni bryly otrzymanej w wyniku obrotu tego
samego kwadratu wokdl jego przekatej?

Trojkat o bokach diugosci 2, 3, 4 obraca sie wokol najdiuzszego boku.
Oblicz objetos¢ bryly powstatej w wyniku tego obrotu.

a) Trdjkat o polu P obrocono wokdl jednego z bokéw. Wysokosc opuszczo-
na na ten bok ma dlugos¢ h. Znajdz objetosc¢ brvly otrzymanej w wyniku obrotu.

b) Tréjkat o polu P obracamy wokol boku o dlugosci a. Oblicz objetosc otrzymanej
bryly.

¢) Boki trojkata maja dlugosci 7, 8 1 9. Wokol ktorego boku nalezy obracac ten
trojkat, aby otrzymana bryla miala najwieksza objetosc?

W trojkacie rownoramiennym o podstawie a kat nachylenia ramienia troj-
kata do podstawy ma miare «. Oblicz objetosc i pole powierzchni calkowitej bryty
otrzymanej w wyniku obrotu tego trojkata wokot:

a) wysokosci poprowadzonej do podstawy trojkata,
b) podstawy trojkata.

W rownolegioboku diugosci bokow wynoszg 3cm i 5cm, a kat ostry ma
miare 30° Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej bryly otrzymanej w wyniku
obrotu tego rownolegloboku wokol prostej zawierajacej:

a) diuzszy bok rownolegioboku,
b) krotszy bok rownolegltoboku.

Dany jest trapez prostokatny o podstawach diugosci 8cm i 5 cm oraz kacie
ostrym 45° Oblicz objetos¢ bryly powstalej w wyniku obrotu tego trapezu wokaét
prostej zawierajacej:

a) krotszg podstawe,
b) dluzsza podstawe,
¢) wysokosé.

Dany jest trapez rownoramienny o podstawach diugosci 10 i 6 oraz wyso-
kosci 7. Oblicz pole powierzchni catkowitej bryly, jaka powstaje w wyniku obrotu
tego trapezu wokdl prostej zawierajacej:

a) krotsza podstawe,
b) dluzszg podstawe.
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Pole podstawy stozka jest piec¢ razy wieksze od pola podstawy walca wpisa-
nego w ten stozek w taki sposob, ze dolna podstawa walca zawiera sie w podstawie
stozka, a brzeg gornej podstawy walca zawiera sie w powierzchni bocznej stozka.
Objetosc stozka wynosi 125.,/5em?, a tangens kata nachylenia tworzacej stozka
do plaszczyzny podstawy jest rowny _11 Znajdz objetosc walca.

Walec i stozek majg jednakowa wysokosc i takie samo pole przekroju osio-
wego. Wyznacz stosunek objetosci walca do objetosci stozka.

Dany jest stozek o kacie rozwarcia 120° i wysokosci 8cm. Stozek ten
przecieto ptaszczyzna rownolegla do plaszczyzny podstawy i przechodzaca przez
wysokose stozka dokladnie w polowie. Oblicz objetosci otrzymanych bryl.

Jaka miare ma kat srodkowy i jaka dlugos¢ ma promien wycinka kola, z kto-
rego utworzono powierzchnie boczng stozka przedstawionego na rysunku?

a) b) c)
.r;. b ..\\
; " "? /'/ 8 \\‘\ T
J6O° i N -
’Gﬂn i % p o

Wykaz, 7e nie istnieje stozek, ktorego pole podstawy jest rowne polu po-
wierzchni bocznej.

Udowodnij, ze nie istnieje stozek, ktorego pole powierzchni catkowitej jest
trzy razy wieksze od pola jego przekroju osiowego.

Wycinek kolowy bedacy % kola zwinieto w stozek. Oblicz objetos¢ tego
stozka, jezeli najdiuzsza cieciwa w tym wycinku ma diugos¢ a.

118, oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej bryly powstatej w wyniku
obrotu szesciokata foremnego o boku diugosci a wokol:

a) prostej zawierajacej najdluzsza przekatna szesciokata,

b) osi symetrii przechodzgcej przez srodki dwaéch przeciwleglych bokow,
¢) prostej zawierajacej krotsza przekatng tego szesciokata,

d) jednego z bokow szesciokata.

119. ro zwinieciu wycinka kola otrzymano powierzchnie boczng stozka, w kto-
ryim tworzaca nachylona jest do plaszczyzny podstawy pod katem «. Jaka miare
mial kat srodkowy tego wycinka?
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120. a) Stozek i walec majg takie same promienie podstaw, wysokosci i pola
powierzchni bocznych. Oblicz miare kata nachylenia tworzacej do podstawy stozka.
b) Stozek i walec maja takie same tworzace, objetosci i pola powierzchni bocznych.
Oblicz miare kata nachylenia tworzacej do podstawy stozka.

KULA

a) Oblicz objetosc¢ kuli, ktorej pole powierzchni wynosi 324m.

b) Oblicz pole powierzchni kuli, ktorej objetosc jest rowna %

¢) Oblicz objetos¢ kuli, ktorej pole powierzchni jest rowne 5.
d) Oblicz pole powierzchni kuli o objetosci V.

a) Pole przekroju kuli zawierajacego jej srodek jest rowne 144m. Oblicz
objetosc tej kuli.
b) Objetosc kuli jest rowna 0,75, Wykaz, ze najdiuzszy odcinek zawarty w tej kuli
jest krotszy niz 1,2.

Dziesie¢ srebrnych kulek, z ktérych kazda ma promien 3 cm, przetopiono
na jedng duza kule. Wyznacz promien tej kuli.

Czy pot litra soku mozna rozla¢ do trzech szklanek o ksztalcie i wymiarach
przedstawionych na ponizszych rysunkach?

3cm
g o 3cm

e a—[
/

8cm 7em =

4cm

Do wazonu w ksztalcie walca o promieniu podstawy dlugosci 10cm cze-
sciowo wypelnionego wodg wrzucono 5 identycznych szklanych kulek i wowczas
poziom wody podnioslt sie o 4 cm (woda sie nie wylata). Oblicz srednice jednej kulki.

" Kule przecieto plaszczyzna w odleglosci 4 cm od jej $rodka. Pole otrzyma-
nego przekroju jest rowne 81 cm?. Oblicz pole powierzchni tej kuli.

Oblicz stosunek objetosci kuli do objetosci szescianu:
a) opisanego na tej kuli, b) wpisanego w te kule.
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©. W ktérym namiocie miesci sie najwiecej powietrza, a w kKtorym — najmnie;j?
Na uszycie ktorego namiotu trzeba zuzy¢ najwiecej materialu, a na uszycie ktorego
— najmniej?
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Przedstawiony na ponizszym rysunku bojler ma ksztalt walca zakonczone-
go z jednej strony potkula.

80cm

=
a) Ile litrow wody pomiesci ten bojler?

b) Firma produkujgca bojlery planuje pomalowac¢ zewnetrzna powloke bojlera far-
ba o wydajnosci 10m?/litr farby. Ile pojemnikow z farba jest potrzebnych do
pomalowania 12 takich bojlerow (zakladamy, ze farby sprzedawane sa w pojem-
nikach o pojemnosci 11)?

Do basenu o wymiarach 20m x 10m x 1,5 m czesciowo wypelnionego woda
wrzucono 10000 jednakowych metalowych kulek o promieniu 3 cm. O ile podniost
sie poziom wody w basenie, jezeli wszystkie kulki znalazly sie pod wodg?

Oblicz stosunek objetosci kuli do objetosci walca wpisanego w te kule, jezeli
wiadomo, ze powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest kwadratem.

132, Oblicz objetosc¢ kuli wpisanej w stozek o Srednicy podstawy 6 cm i wysoko-
§ci rownej 4 cm.

133. w kule wpisano stozek o promieniu podstawy diugosci 2 i wysokosci 5.
Oblicz pole powierzchni tej kuli.

134. 7 czterech kul bilardowych o promieniu r zbudowano ,piramide” w ten
sposob, Zze na stole na trzech stycznych kulach polozono czwarta. Oblicz wysokosc
tej piramidy.
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W graniastostupie prawidlowym dwunastokatnym krawedz podstawy ma diu-
gos¢ 2, a pole powierzchni bocznej jest dwa razy mmiejsze od pola powierzchni
calkowitej. Jezeli objetos¢ tego graniastosltupa wynosi 100, to wysokos¢ graniasto-
stupa ma dlugosd:

A. mniejsza od 4 B. rowna 4 C. réwna 22 D. wieksza od %

Jaka diugos¢ ma krawedz czworoscianu foremnego o wysokosci rownej 67

A. 3.6 B. 4.3 L D. 6+/3

Jaka dlugo$¢ ma krawedz boczna ostroslupa
prawidlowego przedstawionego na rysunku? -

A. 8.2 B. 16 Call D. 8,3 P

Jezeli promien kuli zwiekszy sie o 10%, to objetosc tej kuli zwiekszy sie o:
A.10% B. 20% C. 33,1% D. 40%

Z drutu o dhlugosci 1 m wykonano model ostrostupa prawidlowego czworokat-
nego, ktorego wszystkie krawedzie majq jednakowa diugosc. Oblicz wysokos¢ tego
ostrostupa.

Na rysunku obok przedstawiono siatke pew-

nego ostrostupa. Oblicz jego objetos$c. 10/ \l

Przekatna graniastostupa prawidlowego czwo- 10— 10
rokamego ma diugos¢ 10 i tworzy z przekat- "
ng podstawy kat 56° Oblicz objetosc¢ i pole po-
wierzchni calkowitej tego graniastostupa.

Podstawg graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym 60° i krotszej prze-
katmej rownej 6. Oblicz diugos¢ krotszej przekatnej tego graniastosiupa, jezeli
wiadomo, Ze objetos¢ graniastoslupa jest rowna 72./3.

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem prostokatnym. Oblicz pole powierzchni
bocznej i objetos¢ tego stozka, jezeli wysokos¢ stozka ma dlugosé 1.

Metalowy walec, ktorego przekroj osiowy jest kwadratem o boku dlugosci 8,
przetopiono na kule. Oblicz pole powierzchni tej kuli.
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Informacje do zadan 11.1i 12. AN
Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidiowy, ;

w ktérym |€ ASC| = 60°. P LY
Miara kata o jest réwna:
lara Kata o jest rown /b | H c
A. mniej niz 30° G- B0e £, \ _,f&_{.,;ﬁ-"
B, 45° D. wiecej niz 60° | /
45 wiecej niz 60 A i

Stosunek wysokosci sciany bocznej do wysokoséci tego ostrostupa wynosi:
32 3.2 5 6
B gs B € D3

Stosunek dlugosci krawedzi wychodzacych ze wspolnego wierzcholka prosto-
padioécianu wynosi 2:3:4, a przekatna tego prostopadloscianu ma dlugosé 5./29.
Oznacza to, ze najkrotsza krawedz prostopadioscianu ma diugosé:

A 2 B. 10 €15 D.5

Na rysunku przedstawiono graniastosiup pra-
widlowy trojkatny, w ktérym poprowadzono odcin-
ki AC" i BC'. Miara kata AC'B jest rowna okolo:

A. 64,2° B.129° C. 25,8° D. 26,6

Z wycinka kola stanowiacego -IT kota wykonano powierzchnie boczna stozka.
Ile stopni ma kat rozwarcia otrzymanego stozka?

A. mniej niz 45° B. 45° C. 90° D. wiecej niz 90°

W graniastoslupie prawidlowym szesciokatnym dluzsza przekatna tworzy
z dluzsza przekatna podstawy kat 30° Objetosc tego graniastoslupa jest rowna
648. Oblicz pole powierzchni bocznej graniastostupa.

Punkty K, L, M sa srodkami trzech krawedzi szescianu wychodzgcych ze
wspolnego wierzchotka S. Wyznacz stosunek objetosci ostrostupa KLMS do obje-
tosci bryly powstalej przez odciecie od sze$cianu tego ostrostupa.

Krawedzie boczne ostrosiupa prawidlowego czworokatnego o podstawie ABCD
i wierzcholku 5 sa czterokrotnie dhluzsze od krawedzi podstawy rownej a. Oblicz
obwod trojkata BDK, gdzie K jest Srodkiem krawedzi SC.

Stozek i walec majg jednakowe podstawy i rowne wysokosci. Ponadto pole
powierzchni bocznej stozka jest rowne polu powierzchni bocznej walca. Wyznacz
miare kata rozwarcia stozka.
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Dhugosc¢ przekatnej szeScianu jest rowna 6. Stad wynika, ze pole powierzchni
calkowitej tego szescianu jest rowne:

A. 72 B. 48 C. 152 D. 108

Roznica liczby krawedzi i liczby wierzchotkow ostrostupa jest rowna 11. Pod-
stawg tego ostrostupa jest:

A. dziesieciokat B. jedenastokat C. dwunastokat D. trzynastokat

Pole powierzchni bocznej walca jest rowne 167, a promien jego podstawy ma
diugosc 2. WysokoS¢ tego walca jest rowna:

A 4 B. 8 C. 4m D. 8

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat réwnoboczny o boku dlugosci 6. Obje-
tosé tego stozka jest rowna:

A. 273 B. 9m/3 C. 18w D. 61

Na rysunku przedstawiono bryte zbudowana z wal-
ca i polkuli. WysokosS¢ walca jest rowna r i jest taka d
sama jak promien potkuli oraz taka sama jak promien = —— ]
podstawy walca. Objetosc tej bryly jest rowna: l : Ir

i 4 .3 2 3 1 :
A. Jmr B. FTr C. ST D. 3 -

Stozek o promieniu podstawy r i kula o tym samym promieniu maja rowne
objetosci. Tangens kata miedzy tworzaca i plaszczyzna podstawy tego stozka jest
rowny:

A. i} B. 12 £ D. 4

Jacek bawi sie szeSciennymi klockami o krawedzi 2 cm. Zbudowal z nich je-
den duzy szescian o krawedzi 8 cm i wykorzystal do tego wszystkie swoje klocki.
Nastepnie zburzy! budowle i utozyt z tych klockow druga brvie — graniastostup
prawidlowy czworokatny. Wtedy okazalo sie, ze zostal mu dokladnie jeden klo-
cek, ktérego nie bylo gdzie dolozy¢. Oblicz stosunek pola powierzchni catkowitej
pierwszej ulozonej bryly do pola powierzchni catkowitej drugiej bryty i wynik po-
daj w postaci ulamka nieskracalnego.

Dany jest stozek o objetosci 81, w ktorym stosunek wysokosci do promienia
podstawy jest rowny 3: 8. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.
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Dany jest graniastosiup prawidlowy trojkatny F

(zob. rysunek). Pole powierzchni calkowitej tego g _E
graniastostupa jest rowne 45./3. Pole podstawy gra- _ N Byl
niastostupa jest rowne polu jednej sciany bocznej. C 3 :
Oblicz objetosc¢ tego graniastostupa. -
A
Sa. Podstawa ostroslupa ABCDS jest prostokat
Vi “\ o polu rownym 432, a stosunek dlugosci bokow te-
/1 VN go prostokata jest rowny 3:4. Przekatne podstawy
: | .. ABCD przecinaja sie w punkcie O. Odcinek SO jest

::@-"’“’” \ o /
A

wysokoscig ostrostupa (zob. rysunek). Kat SAO ma
_.---:7:‘C miare 60° Oblicz objetosc tego ostrostupa.

B
Krawedz podstawy ostrosiupa prawidlowego A
czworokatnego ma dlugosé a. Kat miedzy krawe- R

J dzia

boczna a krawedzig podstawy ma miare «,

gdzie o > 45° (zob. rysunek). Oblicz objetosé tego
ostrosfupa.

fa

rysunku) mozna obliczy¢ ze wzoru o -

|I 4 /
To “a
L

Podstawg ostrostupa ABCDS jest trapez ABCD. Przekatna AC tego trapezu

ma diugos¢ 83, jest prostopadla do ramienia BC i tworzy z dluzsza podstawa AB
tego trapezu kat o mierze 30°. Kazda krawedzZ boczna tego ostrosfupa ma te sama
diugosc 4./5. Oblicz odleglos¢ spodka wysokosci tego ostrostupa od jego krawedzi
bocznej SD.

Objetos¢ stozka Scietego (przedstawionego na P F

V= %TFH(F2+P’R+R2}, .'I

gdzie r i R sa promieniami podstaw brvly (r < R),

a H jest jej wysokoscia. Dany jest stozek Sciety, ktore- | .
go wysokos¢ jest rowna 10, objetos¢ 840, a r = 6. ' \
Oblicz cosinus kata nachylenia przekatnej przekro- :' R

ju osiowego tej bryly do jednej z jej podstaw.
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Blad bezwzgledny przyblizenia to wartosé

bezwzgledna roéznicy miedzy wartoscia do- =~ Blad wzgledny przyblizenia to sto-

kiadna a wartoscia przyblizona; sunek bledu bezwzglednego do war-

blad bezwzgledny = tosci dokladnei:

_ e - G - _ blad bezwzgledny
|warto$¢ dokladna - warto$é przyblizona| =~ blad wzgledny = i A

$rednia arytmetyczna liczb x, X2, X3, ..., X» to liczba X obliczana wedlug wzoru:

X1+ X2 4 owe + Xi
H

X =

Dominanta zestawu danych to war-

to$¢, ktéra w tym zestawie wystepuje Niech a;, az, ..., dp oznacza ciag liczb,

najczesciej. w ktorym a; £4a: £ ... £ dp.

Uwaga. Zestaw danych moze mied kilka Gdy n jest liczba nieparzysta, to mediang
dominant. MoZe rowniez nie mie¢ do- liczb ay, az, ..., Gy nazywamy srodkowy wy-
minant. {Jezeli wszystkie wartodci w ze- raz w tym ciagu, czyli ag, gdzie k= ";1
stawie wystepuja z tg sama czestoscia, Gdy n jest liczbg parzysta, to mediang liczh
to przyjmujemy, ze zestaw nie ma do- a, as, ..., a, nazywamy Srednig arytme-
minanty). tyczng dwoch srodkowych wyrazow tego

ciagu, czyli liczbe ﬂ%u,gdzie k= g

Aby okredli¢, jak dany wynik wypada wzgledem calego zestawu danych, mozemy
obliczy¢, jaki procent danych jest nie wiekszy od tego wyniku. Gdy dane opisane sg
w ten sposob, to mowimy, ze sg przedstawione w skali centylowej.

Srednia wazona liczb x,, x», .oy Xy 2 wagami odpowiednio a,, a-, ..., a, (gdzie a,,
az, ..., an 0znaczaja liczby dodatnie) to liczba X,, obliczana wedlug wzoru:

X + d2Xz + . F dpXe

X, =
L dy + dy + ... + dpy

Odchyleniem standardowym zestawu danych liczbowych xy, xz,...,X, nazywamy
liczbe o, ktérg obliczamy ze wzoru:

.'II'["‘I “XP o (s R+ o + g - FP

Y n

lub ze wzoru:

i [Xf + X3 + o 4 X
=y .

gdzie X oznacza $rednia arytmetyczng liczb xy, Xz, ..., Xq.



PRZYBLIZENIA

A | . Oszacuj wynik dzialania, a nastepnie oblicz doktadny wynik za pomoca kalku-
latora oraz okresl biad bezwzgledny i wzgledny swojego oszacowania.

a) 7,003 + 7,985 d) 61,25 -49,85 g) 52,683 +37,112 j) 417
b) 5,976 - 6,112 e) 49,83:7,21 h) 8253 -2179 k) 722
c) 21,806: 7,03 f) 507,3 - 41,23 i) 301 -302 1) 99°

Oblicz bledy bezwzgledny i wzgledny przyblizenia.
a) Podano, ze 1 stycznia 2002 roku w pewnym miescie mieszkalo 200000 osob,
chociaz dokladnie miasto liczylo 193 256 osob.
b) Przyjeto, ze $ciana o wymiarach 2,45m x 3,90 m ma w przyblizeniu powierzch-
nie réwng 10 m?.
¢) Przyjeto, ze faka, ktora ma ksztalt trapezu prostokatnego o podstawach 200 m
i 100 m oraz wysokosci 150 m, ma powierzchnie 2 ha.

Iy

d) Akwarium w ksztalcie prostopadioscianu ma wymiary 2,5m x 1,2m x 80cm.
Oszacowano, ze zmiesci sie w nim maksymalnie 2500 litrow wody.

e) Oszacowano, ze odsetki od kredytu w wysokosci 5000 zI oprocentowanego 10,5
% w skali roku beda po roku wynosity 500 z1.

A Oblicz blad wzgledny przyblizenia.

Lp. Wartosé ‘.w‘v’artgz';(: Lp. Wartos¢ ‘T*-.’grtf:_nléﬁ
dokladna przyhlizona dokladna przyvblizona
1 3513mm 3,50m 4 0,6357 cm 6,5 mm
2 187,2dag 1,8kg 5 823 ml 0,81
3 505 1 min G 53372 tys. 3,3 miln

A Zaokraglij liczbe do czesci dziesiatych, do jednosci i do dziesigtek. Oblicz biad
wzgledny kazdego z otrzymanych przyblizen.

a) 515,45 b) 79,82 ¢ 102,51

A Dywan ma wymiary 6,4 m x 8,2 m.
a) Zaokraglij pole powierzchni tego dywanu do metrow kwadratowych, a nastepnie
oblicz blad wzgledny dokonanego przyblizenia.
b) Zaokraglij najpierw wymiary dywanu do metrow i oblicz pole powierzchni dywa-
nu dla tak zaokraglonych wymiarow. Nastepnie oblicz biad wzgledny dokonanego
przyblizenia.
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Zaokraglajac liczby 126, 256, 1086, 256536 do dziesigtek, otreymujemy przy-
blizenie z takim samym bledem bezwzglednym. Czy mozesz odpowiedzie¢ bez
wykonywania obliczen, w ktorym wypadku blad wzgledny jest najwiekszy, a w kto-
rym — najmniejszy?

Ponizej podano kilka liczb oraz ich przyblizenia.
a=2532,79 = 2530 ¢ =3094,81 = 3095 e=24,02 = 20
b=27,452 = 27,5 d=392,9 = 400 f=5,309=~55
Wymien, ktore z tych przyblizen spelniajq warunek:
a) jest to przyblizenie z niedomiarem i biad bezwzgledny jest wiekszy od 0,5,
b) jest to przyblizenie z nadmiarem i blad bezwzgledny jest mniejszy niz 1,
¢) blad wzgledny przyblizenia jest wiekszy niz 1%.

. Przyjrzyj sie rysunkowi. Jaki blad wzgledny popelnimy, gdy liczbe a przyblizy-
my liczba p, a jaki — gdy liczbe b przyblizymy liczba p?

a) a p b
3,15 3,2 3,25

b) a P b
3,7 3.9 4,1

Znajdz liczbe, ktorej przyblizenie wynosi 20, jesli wiadomo, ze:
a) jest to przyblizenie z niedomiarem, a jego blad bezwzgledny wynosi 1,5,
b) jest to przyblizenie z nadmiarem, a jego blad bezwzgledny wynosi 2,3.
¢) blad bezwzgledny tego przyblizenia wynosi 0,05,
d) blad bezwzgledny tego przyblizenia wynosi 1,01.

. a) Jacek podal, ze wazy 75 kg, stosujac przyblizenie z nadmiarem. Wyznacz
blad wzgledny tego przyblizenia, jezeli wiadomo, ze blad bezwzgledny wynosi 1,1 kg.

b) Diugosc¢ szkolnego korytarza przyblizono z niedomiarem do 60 m. Wyznacz blad

wzgledny tego przyblizenia, jezeli wiadomo, ze blad bezwzgledny wynosi 3,4 m.

¢) Koszt remontu pewnego mieszkania oszacowano z nadmiarem na kwote 15 000 z1.

Wyznacz blad wzgledny tego przyblizenia, jezeli wiadomo, ze biad bezwzgledny

jest rowny 1230 z1.

Waga wykazala, ze na samochdd zaladowano 3t wegla, chociaz masa tego
fadunku wynosila dokladnie 2995 kg. W laboratorium przyjeto, ze porcja pewnej
substancji wazy 2 g, podczas gdy naprawde wazyla 2,05 g. W ktérym z tych przy-
padkdw popelniono wiekszy blad wzgledny?
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A Piorko strusie wazy 7,2 g, a w przyblizeniu podano, ze jest to 10 g. Strus wazy
126 kg. Jaka mase tego ptaka nalezaloby podac, aby blad wzgledny przyblizenia
byl taki sam jak w wypadku piorka?

7 . a) Przyblizenie z niedomiarem pewnej liczby wynosi 18. Blad wzgledny przy-
blizenia jest rowny 4%. Znajdz te liczbe.

b) Znajdz liczbe, ktorej przyblizenie z nadmiarem jest rowne 119, jesli wiadomo,
7e btad wzgledny tego przyblizenia jest rowny 6,25%.

a114. Podaj, jaki moze byc:

a) najwiekszy mozliwy blad bezwzgledny, gdy zaokraglamy liczbe rzeczywista do
tysigcy,

b) najwiekszy mozliwy biad wzgledny, gdy zaokraglamy liczbe naturalng trzycyfro-
wa do dziesiatek,

¢) najmniejszy (rozny od zera) blad wzgledny, gdy zaokraglamy liczbe dwucyfrowa
do dziesiatek.

715, Liczba a’ jest przyblizeniem liczby a, liczba b’ jest przyblizeniem liczby b
(wszystkie te liczby sa dodatnie). Blad bezwzgledny obu tych przyblizen jest jedna-
kowy, ale blad wzgledny jest dwukrotnie wigkszy w wypadku przyblizenia b = b,
Ktora liczba jest wieksza: a czy b? lle razy?

a116. Przyblizone wymiary akwarium wynosza 50 cm x 40 cm x 30 cm. Kazdy z tych
wymiarow obarczony jest btedem bezwzglednym réwnym 0,5 cm. Przyjeto, ze ob-
jetosc tego akwarium wynosi 60 litrow. Oblicz najwiekszy mozliwy blad wzgledny
tego przyblizenia.

SREDNIA ARYTMETYCZNA, MEDIANA,
DOMINANTA

Al Znajdz srednig arytmetyczna, mediane i dominante danego zestawu liczh.

a) 53, 43, 21, 41, 53

b) 4, 5, 4, 9, 47, 101, 9, 51

& 38,0y, 18,0 150990, 18. 8

a2, 558222566749

e) 11, 8, 8, 10, 12, 11, 14, 21, 8, 8, 8, 10, 22, 34, 12

f) 19, -14, 16, 10, 1, -17, 4, 7, =2, -5, 13, =20, -8, -11
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0

W dwoch klasach drugich pew- Krasa II A
nego liceum przeprowadzono ankiete,

zadajac kazdej osobie pytanie: lle fil- L_iczl?a ol1l213lals!eg

mow ogladasz miesiecznie w kinie?". filmow

Wyniki ankiety przedstawiono obok. Liczba il ;
vislcazat 5 13| 3 |10]1F]| 2| 1

a) Okresl srednia arytmetyczna, media-
ne i dominante liczby ogladanych fil-

mow dla kazdej z tych klas. KLasa 11 B
b) Okresl srednig arytmetyczng, media- p—
ne i dominante dla obu tych klas razem. f}ll;iﬂif Pl ZElR ] 5 | & B

¢) Przeprowadz te sama ankiete w swo- Liczba

jej klasie i okresl Srednig arytmetycz- e Ry 1115|383 |12 | 211
ng, mediane i dominante liczby filmow

ogladanych miesiecznie.

Losowo wybranym osobom w dwoch miastach zadano pytanie: ,lle godzin
w tygodniu poswiecasz na uprawianie sportu?”. Wyniki ankiety przedstawione sg na
diagramach. Okresél $rednia arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych
dla kazdego miasta i dla obu miast razem.

Miasto A Miasto B

liczba
wskazan

liczba
wskazan

@

L] . ~ollglll] o

I 2 & €. & 0 1 F 4.5 %
liczba godzin liczba godzin

fA: Bilans to bardzo wazne i obowiazkowe badanie. Jego celem jest sprawdzenie,
czy dziecko prawidliowo sie rozwija w stosunku do calej populacji (z uwzgled-
nieniem plci). Podczas bilansu dziesieciolatka blizniaki Jacek i Agata uzyskaly
nastepujace wyniki dokonanych pomiarow:

Wzrost centyle waga centyle
Jacek 146 cm 75 34 kg 50
Agata 141 cm 50 30kg 25

a) Ile procent dziesiecioletnich chlopcow wazy co najwyzej 34 kg?

b) Ile procent dziesiecioletnich dziewczynek ma co najwyzej 141 cm wzrostu?
¢} Ile procent dziesiecioletnich chiopcow ma wezrost wiekszy niz 146 cm?

d) Ile procent dziesiecioletnich dziewczynek wazy wiecej niz 30 kg?
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Okresl s$rednig arytmetyczng, mediane oraz dominante opisanego zestawu
danych.
a) Wzrost zawodnikéw pewnej druzyny pitki siatkowej:
2,02 m 1,98 m 1,95 m 2m 1,99 m
2,01 m 1,98 m 2,05 m

b) Wyniki wazenia jedenastu bochenkow chleba:
1 kg 1,03 kg 1,05 kg 1,03 kg 0,98 kg 1,05 kg
0,99 kg 0,95 kg 1,05 kg 1,05 kg 0,95 kg

¢) Liczba spinaczy w kilkudziesieciu pudetkach:

Liczba pudetek 5 3 15 8 1 3

Liczba spinaczy

: 98 99 | 100 | 101 | 102 | 103
w pudetku

W samorzadzie uczniowskim pewnego liceum zasiadaja uczniowie, ktérych
dane o wieku przedstawiono w tabeli.

Wiek 151at 16lat 17 lat 18 lat

Liczba uczniow -+ §] 7 3
Gdyby uwzgledni¢ réowniez wiek nauczyciela — opiekuna samorzadu, to Srednia
wieku czlonkow tej grupy wzrosnie o 0,55.

a) lle lat ma opiekun?
b) Ile wynosi mediana czlonkow samorzadu uczniowskiego wraz z opiekunem?

Druzyna pitkarska wraz z zawodnikami rezerwowymi liczy 16 oséb. Sred-
nia arytmetyczna wieku wszystkich zawodnikow wynosi 21,5 roku. Gdyby druzyne
opuscit kapitan, to Srednia ta wyniostaby 21 lat. Ile lat ma kapitan?

W grupie 200 osob przeprowa-
dzono sonde na temat liczby samocho-
dow posiadanych w gospodarstwie do- i X
mowym. Wyniki sondy przedstawiono | A . N 2 samochody
na diagramie. Wyznacz $rednig arytme- R e S
tyczng, mediane oraz dominante tego 54% R ERl Sty
zestawu danych (zauwaz, 7e niektore R ("] 4 samochody
z tych parametréw mozna wyznaczy¢ s
bez przeprowadzania obliczen).

: 1 || 0 samochoddw

23%§ N 1 samochad

f Srednia arytmetyczna liczb x, y+2, 9 jest réwna 12, za$ $rednia arytmetyczna
liczb 2x, v, 12 wynosi 16. Wyznacz x i y.
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Kamil i Karolina otrzymali w ciagu semestru nastepujgce oceny z zajec wy-
chowania fizycznego:
Kamil 3,6,4,3,5,5 4,3
Karolina 4,5, 5,3,6,5,4,6,6,5
a) Nauczyciel wystawia ocene semestralng na podstawie Sredniej arytmetycznej
ocen czastkowych zaokraglonej do calosci. Jakie oceny semestralne otrzymaja Ka-
mil i Karolina?
b) Oblicz biedy wzgledne przyblizen dokonanych przy zaokragleniu ocen seme-
stralnych Kamila i Karoliny.

Na diagramie kolowym przedsta- {1 brak rodzestwa

wiono informacje o liczbie rodzenstwa [ 1siostra
20 uczniow klasy I C. Dla tego zestawu 7 1 brat
danych znajdz srednig arytmetyczna, i 2 braci
mediane i dominante: B 2 siostry

a) liczby rodzenstwa, [ 1trati1 siostra
b) liczby braci, N8 2 siostry i 1 brat

c) liczby siostr. L | 3 bracii 2 siostry

a) Srednia arytmetyczna dziesieciu kolejnych liczb naturalnych wynosi 41,5.
Wyznacz najmniejsza z tych liczh.
b) Srednia arytmetyczna dziewieciu kolejnych liczb podzielnych przez 9 wynosi 99.
Wyznacz najwieksza z tyvch liczb.
¢) Mediana jedenastu kolejnych liczb catkowitych wynosi 3. Wyznacz najmniejsza
z tych liczh.

d) Mediana dwunastu kolejnych liczb nieparzystych wynosi 100. Wyznacz najwiek-
szg z tych liczb.

e) Srednia arytmetyczna liczb naturalnych: 31, 16, 25, 29, 27, x jest réwna polowie
najwiekszej z nich. Wyznacz mediane tych liczb.

A Uzasadnij, ze jezeli w zestawie danych liczbowych wszystkie liczby wzrosng
0 1%, to Srednia arytmetyczna rowniez wzrosnie o 1%.

fl a) Czy mediana dwustu liczb moze by¢ réwna jednej z tych liczb?

b) Czy $rednia arytmetyczna dziesieciu liczb moze by¢ wieksza od dominanty tego
zestawu?

¢) Jaka moze by¢ najwigksza liczba dominant w zestawie pigtnastu liczbh?

d) Czy $rednia arytmetyczna dwudziestu réznych liczb moze by¢ rowna najwiek-
szej z tych liczb?

e) Czy érednia arytmetyczna stu roznych liczb moze by¢ réwna najmniejszej z tych
liczb?
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Podaj zestaw dziewieciu liczb, dla ktorego:

a) Srednia arytmetyczna jest rowna 10,5,
b) dominanta jest rowna 7, a mediana 3,

¢) srednia arytmetyczna jest mniejsza od dominanty i mediany,

d) mediana jest wieksza od dominanty,

e) Srednia arytmetyczna i mediana to te same liczby, a dominanta jest liczba od

nich rozna.

Dla kazdego zestawu danych podano jego srednig arytmetyczng. Oblicz war-

tos¢ a. Okresl dominante i mediane tych zestawow danych.

a) x=8,25
Wartosc x
Liczba
wskazan

b) X=5
Wartosc x

Liczba
wskazan

=1

9

10

¢) X=9,625
Wartosc x
Liczba
wskazan

d) x=8,2
Wartosc x

Liczba
wskazan

6

2a-1|

10

a

12

4a

10

a) Srednia temperatura w pierwszym tygodniu wakacji wynosila 21°C, a $red-
nia temperatura w ciagu kolejnych dwoch tygodni wynosita 30°C. Oblicz srednia
temperature trzech pierwszych tyzodni wakacji.

b) W zarzadzie pewnej firmy pracuja 3 osoby, ktore zarabiaja przecietnie 7,5 tys. zl.
Oprocz tego w firmie tej pracuje 20 osob w dziale marketingu i 12 oséb w dziale
technicznym. Srednia ptaca w dziale marketingu wynosi 5,3 tys. zl, a w dziale
technicznym 3,2 tys. zI. Jaka jest Srednia zarobkow w tej firmie?

W ciezarowce przewozono dwa rodzaje paczek. Ladunek wazyl razem 4,8 t,
a srednia masa paczki wynosila 16 kg. Wieksze paczki wazyly Srednio po 20 kg,
a mniejsze — po 10 kg. Jaka byla taczna masa wiekszych paczek?

W pewnej szkole do egzaminu maturalnego z jezyka angielskiego przystapito

250 uczniow.

a) Michal uzyskal na tym egzaminie wynik 72%. Wynik ten odpowiadal 84. centy-
lowi. [lu uczniow w tej szkole zdobylo wynik lepszy od wyniku Michata?

b) Egzamin uznaje sie za zdany, jezeli uczen zdobyl co najmniej 30% punktiw. Ile
osob nie zdalo egzaminu z jezyka angielskiego w tej szkole, jezeli wiadomo, ze

wynik 29% odpowiada 2. centylowi?
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Przeczytaj tekst zamieszczony w ramce.

Mediana dzieli zestaw danych na dwie czesci. Mediany poszczegolnych czesci nazy-
wane sa dolnym kwartylem (lub pierwszym kwartylem) oraz gérnym kwartylem
(lub trzecim kwartylem). Wartosci najmniejsze i najwicksze w zestawie danych oraz
kwartyle i mediane danych mozZna przedstawic graficznie za pomocg tzw. diagramu
pudelkowego.

| |
i o |

. wartose dolny mediana gorny wartosc
: najmniejsza kwartyl kwartyl najwicksza

I Réénice miedzy najwicksza a najmniejsza » danych nazywamy rozstepem danych.
Réznice miedzy gornym i dolnym kwartylem nazywamy rozstepem miedzykwarty-

Narysuj diagramy pudetkowe odpowiadajace ponizszym zestawom liczb i oblicz
dla kazdego z tych zestawow rozstep danych oraz rozstep miedzykwartylowy.

Zestaw A: 3, 5,5, 5,7, 8,9, 12
Zestaw B: 10, 13, 15, 15, 19, 24, 25, 30, 34, 34, 40, 42, 43, 43, 45

Przeczytaj tekst zamieszczony w zadaniu 36. Podaj przyklad zestawu danych,
ktorego diagram pudetkowy wyglada tak, jak na rysunku.

a) c)

' r | 1 5

1 3 6 9 12 10 22 24 26 30
b) d)

2 4 "7 9 10 5 6 1112 14

Przeczytaj tekst zamieszczony w zadaniu 36. Narysuj diagram pudelkowy dla
zestawu danych, o ktorym wiadomo, ze:

« najwieksza liczbg jest 55,

= rozstep danych wynosi 43,

« dolny kwartyl jest liczba dwa razy wieksza od najmniejszej wartosci,
« rozstep miedzykwartylowy wynosi 15,

« miedzy gérnym a dolnym kwartylem jest dziewie¢ liczb, w tym piec¢ liczb row-
nych 34.
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Wiek mieszkancow trzech miej- Miejscowosé A
scowosci porownano za pomoca diagra- i .
mow pudetkowych (zob. tekst zamiesz- 07 30 40 96

czony w zadaniu 36) przedstawionych

na rysunku obok. Miejscowosé B

a) Jakie sa mediany wieku mieszkan- [ b

cow w tych miejscowosciach? 0 20 41 50 90

b) W ktdrej miejscowosci jest najwiek-
szy rozstep miedzykwartylowy wieku
mieszkancow?

Miejscowosé C

e o o 0 12 3035 96
¢) W ktorej miejscowosci jest najwiek-

szy procent dzieci w wieku do 7 lat?

d) W ktorej miejscowosci jest najwiekszy procent ludzi w wieku powyzej 50 lat?
e) W jakim wieku sa najstarsi mieszkancy tych miejscowosci?

f} W ktdrych miejscowosciach co najmniej 75% osdb ma nie wiecej niz 40 lat?

a40. Gdyby w pewnym zestawie liczb zmniejszy¢ o 10% najmniejszq z liczb, a naj-
wiekszg zwiekszy¢ o 5%, to S$rednia arytmetyczna by sie nie zmienila. Ile razy
najwieksza z liczb jest wieksza od najmniejszej w tym zestawie?

ad1. a) Oblicz, dla jakich wartosci x i y $rednia arytmetyczna liczb: 3, 5, 4, 9, 12,
4,9, 5,5, 4, x, ¥y wynosi 6,25, a dominanta jest réwna 5.
b) Srednia arytmetyczna zestawu liczb: 1, 3, 7, 4, 9, 10, 2, 4, 8, x, ¥ wynosi 6,
a mediana jest rowna 5. Oblicz wartosci x i y.

¢) Dominanta zestawu liczb: 3, 5, 8, 9, 4, 2, 14, 17, x, ¥ wynosi 9, a mediana 7.
Znajdz wartosci x i y.

ad2. w pewnym technikum dziewczeta stanowig 40% wszystkich uczniow. Po
pierwszym semestrze Srednia ocen dziewczat i srednia ocen chiopcow byly jed-
nakowe. Na koniec roku érednia ocen dziewczat wzrosfa o 1,2, a mimo to $rednia
ocen calej szkoly sie nie zmienifa. O ile zmniejszyla sie srednia ocen chlopcow?

SREDNIA WAZONA

A7 W tabeli podano liczby i odpowiadajace im wagi. Oblicz érednig wazona tych
liczb.
a) b)
Liczba 7 4 9 Liczba 1 3 5 7
Waga 3 1 + Waga 6 1 2 1
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c) d)

Liczba @2 3 g (11|10 3 Liczba | 5 3 9 2 7
Waga 0,1 0,1 0,1 0,1 03 0,3 Waga | 0,5 (0,150,05/ 0,2 | 0,1
7000 a) Podezas pewnego konkursu uczestnicy odpowiadaja na dwa zestawy po 10

pytan. Wynik konkursu jest srednia wazona liczby poprawnych odpowiedzi: liczba
poprawnych odpowiedzi na pytania z pierwszego zestawu ma wage 3, a liczba
poprawnych odpowiedzi na pytania z drugiego zestawu — wage 5. Jaki wynik
w tym konkursie uzyskala osoba, ktora odpowiedziala poprawnie na 3 pytania
Z pierwszego zestawu i na 7 pytan z drugiego?

b) W zawodach tuczniczych uczestnicy strzelali do tarczy z trzech odleglosci. Na-
stepnie obliczano Srednia wazona wynikow tych trzech prob: wynik pierwszego
strzelania mial wage 1, drugiego — mial wage 2, a trzeciego — mial wage 3. Ob-
licz wynik koncowy zawodnika, ktory w pierwszym strzelaniu uzyskal 10 punktow,
w drugim — 7 punktow, a w trzecim — 4 punkty.

A5 W pewnym konkursie kulinarnym jurorzy oceniali prace druzyn kucharzy
i przyvznawali punkty w skali od 0 do 10 w czterech kategoriach. Ocena konco-
wa druzyny to srednia wazona punktow zdobyvtych w tych kategoriach. W tabeli
podano wagi poszczegolnych kategorii i wyniki trzech druzyn. Ustal, ktéra z tych
druzyn byla najlepsza.

Sprawnos¢ organizacyjna (waga 0,3) 8 | 7 B
Utrzymanie czystodei na stanowisku pracy (waga 0,1) | 2 | 3 - 3
Wyglad potrawy (waga 0,2) 9 | 6 4
Walory smakowe (waga 0,4) | 8 | 8 - 4

Przyjmijmy, Zze ocena semestralna to srednia wazona (zaokraglona do czesci
setnych) nastepujacych liczb: sredniej ocen ze sprawdzianow (z waga 0,25), sredniej
ocen z klasowek (z waga 0,55) oraz oceny za prace na lekcji (z waga 0,2).

Ocena roczna to zaokraglona do liczby catkowitej srednia wazona oceny za pierw-
szy semestr (z waga 0,35) i oceny za drugi semestr (z wagg 0,65). Wystaw oceny
semestralne i oceny roczne uczniom, ktorych wyniki przedstawiono w tabeli.

| semesir Ocena Il semestr Ocena Ocena
Nazwisko | imig : Pra Ia T Pr 2
Sprawdziany | Klasowki |mi Ie[:hzji I semestr | Sprawdziany Klasowki ,,a[:iz" Ml semestr | 0%

e 5 ) R N 5 e S

]
|
|
|

LM [y |h
1| O |2
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a) Ania chce pojecha¢ za granice, korzystajac z oferty last minute. Aby wy-
brac¢ najlepsza propozycje oferowana przez biura podrozy, sporzadzila ponizsza
tabele, w ktorej zapisala swoje oceny kilku proponowanych wycieczek, biorge pod
uwage pie¢ najwazniejszych dla niej kryteriow. Poniewaz kryteria te nie byly dla
niej jednakowo istotne, przydzielita im rozne wagi. Ktory wyjazd powinna wybrac?

Rodzaj Wycieczki

. Koszt Termin Hotel . :
Kraj e nie) | wrwageo | wewasan transportu fakultatywne
e ER gats {z waga 0,1) (z waga 0,1)
Egipt 6 4 + 9 2
Riwiera Turecka 9 4 ks 6 8
Tunezja 8 5 5 §] 6
Grecja 5 7 8 7 -4

b) Wojtek chce podja¢ sezonowa prace na miesigc. W tym celu znalazt kilka ofert
i sporzadzil ponizszg tabele. Ktorg z ofert powinien wybrac?

Wynagrodzenie | Czas pracy | Dyspozveyjnosé | Czas dojazdu do | Samodzielnosé

Fgs (z waga 0.4) {z wagaq 0,2) (z wagg 0,2) pracy (z wagg 0,1} (z waga 0,1)
Grosik 10 5 6 8 6
Janex & 9 8 5 3
Bonix 7 8 6 4 7
A W tabeli podano zawartos¢ biatka, tluszczu i weglowodanow w 100 g kilku

produktow. Oblicz, ile kilokalorii zawiera 100 g kazdego z wymienionych pro-
duktow, jezeli wartos¢ energetyczna tluszczu wynosi 900 kcal/100 g, biatka —
400 kcal/100 g, a weglowodanow — 300 kcal /100 g.

Nazwa produktu | Biatko (w g) Thaszcze (w g) -."quluwodﬂ.u}-' (w g}_"
Ser twarogowy tlusty | 18 | 9 | 3 |
Szynka gotowana 23 33 -
Mleko (2 %) | 3 | 2 | -+
Cebula | 1 | -— | 6
Czekolada | 8 | 33 | 55

Wiadomo, #ze za 1 kg cukierkow orzechowych trzeba zaplacic 25 21, truskaw-
kowych — 21 2, a za 1 kg cukierkow z likierem — 27 z1. Jaka powinna by¢ cena
1 kg mieszanki cukierkow, ktorej 30% stanowig cukierki orzechowe, 45% — cukier-
ki truskawkowe, a 25% — cukierki z likierem?
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a) Srednia wazona trzech liczb: liczby 5 z waga 2, liczby 3 z waga 1 i liczby a
7 waga 3 jest rowna 3. Znajdz liczbe a.

b) Srednia wazona trzech liczb: liczby 3 z waga 1, liczby 5 z waga 2 i liczby 8
7z waga b jest rowna 6. Znajdz liczbe b.

¢) Srednia wazona czterech liczb: liczby 2 z waga 1, liczby 4 z waga 3, liczby 5
7z waga 2 i liczby 7 z waga c jest rowna 5. Znajdz liczbe c.

7571, Producent pomidorow sprzedal jednego dnia na gieldzie towarowej 50% przy-
wiezionych pomidorow po 3,50 21 za 1 kg, 30% po 3,20 z1, a reszte tylko po 2 zl za
1 kg. Jakg Srednig zaplate za 1 kg pomidoréw otrzymat producent tego dnia?

n52. a) Srednia wazona liczb 5 i 8 jest réwna 7. Jaka jest zalezno$¢ miedzy wagami
tych liczb?
b) Srednia wazona liczb 2 i 7 jest réwna 3,5. Jaka jest zalezno$¢ miedzy wagami
tych liczb?
¢) Srednia wazona liczb x i y jest rowna z. Jaka jest zalezno$¢ miedzy wagami tych
liczb?

a53. Wyjasnij, dlaczego srednia wazona zestawu liczb nie moze by¢ wieksza od
najwiekszej z tych liczh.

ODCHYLENIE STANDARDOWE

A Oblicz $redniag arytmetyczna i odchylenie standardowe zestawu danych.
a3y F 1215 g 5 2 2 1 6 1.5 05
b) 5, 8, 2, 13, 4, 4 d) 54, 12, 32, 78, 23, 17

A W konkursie wystartowalo 15 uczniow klasy I ai 10 uczniow klasy II b. W kto-
rej z klas wyniki byly bardziej wyrownane?

Ifa: 23, 22, 30, 12, 45, 47, 49, 28, 17, 3, 18, 24, 44, 48, 40
IIb: 28, 43, 49, 29, 35, 38, 41, 45, 33, 1

0. Obok podano liczby zdobytych bra- ) ) o
mek w trzech pierwszych kolejkach me- [ kolejkar 3, 2, 0, 3, 2, 0, 3, 3, 5
czow polskiej pierwszej ligi pitki noz- 1l kolejka: 1, 3, 3, 1, 1, 1, 2, 3, 1
nej w sezonie 2019/2020. Oblicz érednia Il kolejka: 3, 5, 2, 3, 3. 5, 3, 3, 8
arytmetyczng i odchylenie standardowe : b T R R TR TR T
liczby bramek w kazdej z tych kolejek.
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Zwazono jabtka z dwoch koszykow. Oblicz odchylenie standardowe dla kaz-
dego z koszykow.
koszyk I: 25¢g, 17 g, 28¢, 16g, 15¢g, 17¢g, 17 g, 25¢g, 29¢, 31¢g, 29g, 18¢g, 15¢g
koszyk II: 23 g, 23 g, 24p, 19g, 21g, 15g, 25g, 24¢, 24¢, 21g, 25¢

Z ponizszej tabelki mozna odczytac, w ilu meczach (w regulaminowym czasie
i w dogrywce) Mistrzostw Swiata w Pilce Noznej w roku 2018 nie padla ani jedna
bramka, w ilu padia jedna bramka, dwie bramki itd. Oblicz srednig arytmetyezng
i odchylenie standardowe liczby bramek.

=l

Fiicobatramek | 0O 1 5 | 3 4 5 6
T 1 15 17 19 5 2 2 3

W celu obliczenia odchylenia standardowego zestawu n danych obliczono ich
sume S i sume K kwadratow tych danych. Oblicz to odchylenie standardowe.

a) n=10, 5=158 K=2590
b) n=20, §5=356, K=_8684
c) n=100, 5=348, K=1296

Dwie maszyny pakuja pinezki do pudelek. Sprawdzono, ile pinezek znajdo-
walo sie w 30 losowo wybranych pudetkach. Wyniki przedstawiono w tabelach.

Maszyna | Maszyna Il
Liczba pinezek 48 49 50 | 51 Liczba pinezek | 49 50 | 51 | 52
Liczba pudetek = 2 3 5 | 10 Liczba pudetek = 7 1 1 |

a) lle sposrod skontrolowanych pudetek bylo pakowanych przez maszyne I, a ile
— przez maszyne II?

b) W przypadku ktérej z maszyn srednia arytmetyczna liczby zapakowanych pine-
zek byla blizsza 507

¢) W przypadku ktérej z maszyn odchylenie standardowe liczby pakowanych pine-
zek jest mniejsze?

Bez wykonywania rachunkow ocen, ktory z ponizszych diagramow przed-

stawia zestaw danych o najwiekszym, a ktéry — o najmniejszym odchyleniu
standardowym. Nastepnie zweryfikuj swoja odpowied?Z za pomoca obliczen.
| Il 111 v
2 6 2 6 % 6 % 6
£4 S 4 S4 S4
S" 2 S" 2 g 2 S" 2
0512345 071 2.8 4 5 "1 234 5 0T 2335
wynik wynik wynik wynik
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A Na diagramie przedstawiono wyniki pewnego sprawdzianu w trzech réwnole-
glych klasach liceum. Czy umiesz zgadnac bez liczenia, w ktorej z nich odchylenie
standardowe ocen bylo najwieksze, a w ktérej najmniejsze? SprawdZ swoje przy-
puszczenia za pomocya rachunkow.

liczba ucznid
o
T
e
liczba uczn
[ R
=1
—}
| 7 1
AR |
liczba uc
Mo O
e
e
=1

aumill
TR s 4 58 Y i o 6 i 2 3 4 5 B
ocena oCena oCena

700 Diagramy przedstawiaja oceny z kolejnych pieciu sprawdzianéw otrzymane
przez trzech uczniow. Oblicz odchylenie standardowe ocen kazdego z nich.

& A. Bociek o B. Skowronek = C. Indvk
S5l o = = S 54-- =
41 Jl 411 4rmrmmmmnnmmen e
3 - -1 beee 3 N | (—— || S— 3 ..........................
21 i JI 2 B-f W-——=maF 3 2 -H--
1. alm 1 - 1 = - =
l [ ENENE T
I I mIv Vv I I m v v I II Imwv v
sprawdzian sprawdzian sprawdzian
77, Diagram przedstawia powierzchnie wojewodztw (z doktadnoscia do 1000 km?).

a) Oblicz srednig artymetyczng i odchylenie standardowe tego zestawu danych.
b) Jaki procent wojewodztw ma powierzchnie z przedzialu (X — o; X+ o)?

“‘E 40 1
* 35 =
EIE =
=R =F=R=0 = =—=0
e E E S B 8EE 8 E B E=
wE E SEESEESEE:CE EE —
T EE BEEEEEEEEEEEEEEE =
= = 5 2 E E B2 =2 E B E B E E BE B =
G'EEEEEEEEEJEEEEEEE_
"% B B 4 & & ¥ @& & 40 1 i1z 13 14 15 1B
numer wojewddztwa
1. mazowieckie 5. zachodniopomorskie 9, fodzkie 13. lubuskie
2. wielkopolskie 6. podlaskie 10. kujawsko-pomorskie 14. slaskie
3. lubelskie 7. dolnoslaskie 11. podkarpackie 15. dwietokrzyskie
4. warminsko-mazurskie &, pomorskie 12. matopolskie 16. opolskie
770, Do Miodziezowego Klubu Filmowe-

go nalezy 20 uczniow. Informacje o ich
wieku przedstawiono na diagramie. Oblicz
érednig wieku czlonkow tego klubu oraz
odchylenie standardowe.
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Tabela przedstawia, ilu pracowni-
kow w firmie A i ilu w firmie B otrzy-
_ muje wynagrodzenie danej wysokosci.
1800 7 2 W ktorej z tych firm $rednie wynagro-
2500 ' 6 9 . dzenie jest wyzsze? W ktdrej pensje sa

. . bardziej zroznicowane? Sprobuj odgad-
3500 2 6 ' na¢ odpowiedzi, a nastepnie sprawdz
2 7

Pensja Liczba pracownikow

w ozl Firma A Firma B

5000 swoje przypuszczenia, obliczajac sred-
nia arytmetyczna i odchylenie standar-
8000 : | dowe.
Oblicz srednig aryvtmetyczng i od- Fragment 2:

chylenie standardowe diugosci wyrazéw  puch — jak gorgco!
(liczby liter w wyrazach) dla kazdego Uch — jak gorqco!
z ponizszych fragmentow znanego wier-  pyff — jak gorgco!
sza Juliana Tuwima Lokomotywa. Uff — jak gorgco!

Fragment 3:

Fragment 1: Stoi na stacji lokomotywa,
Juz ledwo sapie, juz ledwo zipie, Ciezka, ogromna i pot z niej splywa:
A jeszcze palacz wegiel w niq sypie. Ttusta oliwa.

Zapisz slowami w dwodch réznych jezykach liczby od 1 do 10. Oblicz sred-
nia arytmetyczna i odchylenie standardowe liczby liter zapisanych wyrazow dla
poszczegolnych jezykow.

Zbierz dane o wynikach w zawodach jakiej$ dyscypliny lekkoatletycznej: mi-
strzostwach kraju czy swiata oraz zawodach otwartych dla wszystkich chetnych.
W ktorych zawodach odchylenie standardowe wynikow jest wieksze?

Bez wykonywania obliczen ustal, czy odchylenie standardowe powierzchni
panstw swiata byloby mniejsze, czy wieksze, gdyby nie wzieto pod uwage:

a) Rosji, Chin, Kanady, Stanéw Zjednoczonych i Brazylii,

b) Watykanu, Monako i San Marino,

¢) wszystkich krajow, ktorych powierzchnia rozni sie od Sredniej arytmetycznej
powierzchni krajéw $wiata o mniej niz 100 000 km?.

Pewien uczen, stojac przy szosie, liczyl przejezdzajace samochody i zapi-
sywal, ile ich przejeidza w ciggu kolejnych minut. Obliczyl, ze srednia liczba
samochodow jadacych ze wschodu na zachod byla niemal taka sama jak jadacych
z zachodu na wschod. Jednak odchylenie standardowe bylo znacznie wicksze dla
samochoddw jadacych ze wschodu na zachod. Z jednej strony ucznia bylo skrzyzo-
wanie ze $wiatlami. Czy skrzyzowanie to znajdowalo sie na wschod czy na zachod
od ucznia?
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Suma dziesieciu danych jest rowna 10, a suma kwadratow tych danych wynosi
L5
a) Oblicz srednig arytmetyczng i odchylenie standardowe tych danych.

b) Do tego zestawu danych dolaczono dwie o wartosci 2 i 3. Oblicz Srednig aryt-
metyczng i odchylenie standardowe tych dwunastu danych.

Srednia arytmetyczna zestawu czterech danych: -2, 2, x, y jest réwna 0, a od-
ot
[137

VB Jakie wartosci maja x i y?

chylenie standardowe jest rowne

Srednia arytmetyczna zestawu czterech danych jest rowna 3, a odchylenie

standardowe jest rowne @ Dwie z tych danych to 2 i 4. Znajdz pozostale dane.

A75. Na diagramie przedstawiono przybli-
zone informacje o liczbie oséb w gospo-
darstwach domowych w Polsce w 2018
roku. Jaka byla wowczas Srednia arytme-
tyczna liczby osob w gospodarstwie do-
mowym? Jakie bylo odchylenie standar-
dowe?

. " —— " l1osoba [7]4osob
Uwaga. Gospodarstwa domowe liczace 6 osob — _— y

i wiecej potraktuj tak, jakby liczyly dokladnie NN 2 osoby  []5 osdb
6 osob. [ 13 0soby [ |6 os6biwiecej

a70. Jaka liczbe nalezy dopisac do zestawu liczb 4, 8, 10, 12, aby otrzymany zestaw
pieciu liczb miat odchylenie standardowe réwne 47

aft. Jakie dwie liczby nalezy dopisa¢ do zestawu liczb 2, 5, 6, aby otrzymany
zestaw liczb miat $rednia arytmetyczna rowna 5 i odchylenie standardowe rowne 27

7 7 8. Srednia arytmetyczna dziesieciu liczb jest rowna 10, a odchylenie standardo-
we jest rowne 2.
a) Oblicz sume tych liczb.
b) Oblicz sume kwadratow tych liczb.
¢) Kazda z tych liczb zmniejszono o 5. Oblicz sume kwadratow tak powstalych liczb.

779, Suma czterdziestu liczb w zestawie A jest rowna 300, a suma kwadratéw tych
liczb jest rowna 5000. Suma szescédziesieciu liczb w zestawie B jest rowna 500,
a suma kwadratow tych liczb jest rowna 15 000. Oba te zestawy polaczono w jeden
zestaw liczacy 100 liczb. Oblicz $rednia arvtmetyczna i odchylenie standardowe
tego zestawu.
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780, W tabeli zebrano informacje dotyczace dwoch zestawow danych.

Liczba danych = Srednia arytmetyczna = Odchylenie standardowe
Zestaw A 10 G 2

festaw B 40 3 3

Oba te zestawy polaczono w jeden zestaw liczacy 50 liczb. Oblicz srednia arytme-
tyczna i odchylenie standardowe tego zestawu.

181, Zestaw danych sklada si¢ z n zer i m jedynek. Wykaz, ze Srednia arytmetyczna
tych danych jest rowna -51-—’1}5, a odchylenie standardowe jest rowne -;-n%

a82. Srednia arytmetyczna pewnego zestawu danych jest réwna X, a odchylenie
standardowe jest rowne s.

a) Do kazdej danej tego zestawu dodano liczbe a. ZnajdZ Srednig arytmetyczna
i odchylenie standardowe tak powstatego zestawu danych.

b) Kazda dang tego zestawu pomnozono przez liczbe b. Znajd? Srednia arytme-
tyczng i odchylenie standardowe tak powstalego zestawu danych.

783, Srednia arytmetyczna pewnego zestawu danych jest rowna X, a odchylenie
standardowe jest rowne s.

a) Kazda dang tego zestawu pomnozono przez b i do wyniku dodano liczbe a.
fnajdz srednig arytmetyczng i odchylenie standardowe tak powstalego zestawu
danych.

b) Srednia arytmetyczna pewnego zestawu danych jest rowna 5, a odchylenie stan-
dardowe jest rowne 2. Kazda z tych danych pomnozono przez 6, a nastepnie
dodano do iloczynu 3. ZnajdZ Srednia arytmetyczna i odchylenie standardowe tak
powstalego zestawu danych.

¢) Srednia arytmetyczna pewnego zestawu danych jest réwna 12, a odchylenie
standardowe jest rowne 3. Kazda dana x tego zestawu nalezy zastapi¢ wynikiem
bx +a, gdzie a i b sg pewnymi liczbami, tak by srednia arytmetyczna zmienionych
danych byla rowna 0, a odchylenie standardowe bylo rowne 1. Znajdz a i b.
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Liczbe 13,8 przyblizono do 15. Biad wzgledny tego przyblizenia:
A. jest rowny 1,2
B. jest wiekszy niz 2%, lecz mniejszy niz 5%
C. jest wiekszy niz 5%, lecz mniejszy niz 10%
D. jest wiekszy niz 10%

Losowo wybranych mieszkancow pew-
nego miasta zapytano o to, ile razy w cig-
gu minionego roku wyjezdzali za granice.
Wyniki ankiety przedstawiono na diagra-
mie. Ktore z podanych zdan jest falszywe?

liczba wskazan
o o=~ o8 Lo
|
I

A. Ponad polowa ankietowanych osob by-
ta za granica co najmniej 2 razy w cig-
gu minionego roku.

wr
|
|
I
|

B. Dominanta tego zestawu jest taka sama
jak mediana.

C. Srednia arytmetyczna tego zestawu jest
wieksza od mediany.

D. Dominanta tego zestawu jest mniejsza 0 1 2 3 4 5 6 10
od Sredniej arytmetycznej. liczba wyjazdow

= g e W
: ]
|
|
|
|
|

Srednia arytmetyczna zestawu dwunastu liczb jest réwna 6,5. Gdyby do tego
zestawu dopisano liczbe k, to Srednia wyniostaby 8. lle wyniostaby srednia arytme-
tyczna, gdyby do poczatkowego zestawu dwunastu liczb zamiast liczby k dopisano
liczbe 2k?

A. 26 B. 8 C.12 D. 10

Dominanta zestawu liczb 4, 5, 2, 15, 8, 9, 8, 2, x, ¥ wynosi 2, a srednia arytme-
tyczna tego zestawu jest rowna 6,6. Oznacza to, ze:
A .x=vy
B. mediana jest rowna 6,5
C. mediana jest rowna 6,6
D.x+yv=06

Srednia wazona trzech liczb: liczby 2 z waga 3, liczby 5 z waga 2 i liczby 4
Z waga 5 jest rowna:

i o 20 ’ ;
A. .:3§ B. 3;';'["]. C. 21 D. 36
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Cztery uczelnie, wybierajac kandydatow na studia, obliczaja srednig wazona
ich wynikéw z trzech egzaminow. Wagi przydzielone kazdemu z wynikow podano

w tabeli obok.

| Egzamin | Jezvk polski Jezvk obey - Matematvka
Uczelnia A 0,2 0,3 0,5
Uczelnia B 0,2 - 0.4 - 0,4

[ Uczelnia C 0,5 0,2 0,3
Uczelnia D 0,6 0,3 0,1

Ada uzyskala na egzaminie 70 punktow z jezyka polskiego, 90 punktow z jezyka
obcego i 60 punktow z matematyki. Na ktorej uczelni Srednia wazona jej wynikow

jest najwyzsza?

A. na uczelni A B. na uczelni B C. nauczelni C D. na uczelni D

Zestaw A danych sklada sie z czterech liczb: 5, 8, 9, 14. Jesli usuniemy jedna
Zz nich, to otrzymamy zestaw B zlozony z trzech danych. Ktora dang z zestawu
nalezy usunac, zeby réznica miedzy odchyleniami standardowymi obu zestawow

byla jak najwieksza?
A5 B. 8 G D. 14

Przeliczono zapalki znajdujace w dziesieciu pudetkach. Wyniki przedstawiono

w tabeli.
Liczba zapalek 47 48 49
| Liczba pudelek [ 2 - 3 | 5
Odchylenie standardowe liczby zapalek w tych dziesieciu pudelkach nalezy do
przedziafu:
A. (0,5;0,6) B. (0,7;0.8) C. (0.9;1) B.{L152)

Suma dziesieciu liczb jest rowna 41, a suma kwadratow tych liczb jest rowna
195. Jakie jest odchylenie standardowe w zestawie tych dziesieciu liczh?

A. okolo 1,54 B. okolo 1,64 C. okolo 1,75 D. okolo 3,05

Wzrost Ani oszacowano na 170cm, a wzrost Michala — na 195 cm. Tym-
czasem w rzeczywistosci Ania mierzy 172cm i jest o 30cm nizsza od Michala.
W przypadku ktorej z tych osob popelniono wiekszy blad wzgledny przy szacowa-

niu jej wzrostu?

Liczbe x przyblizono do pewnej wartosci. Blad wzgledny tego przyblizenia

wynosi 4,1(6)%, a btad bezwzgledny jest rowny 0,12. Wyznacz liczbe x.
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Na diagramie przedstawiono, ile audiobookow wypozyczono w pewnej szkol-
nej bibliotece w poszczegdlnych miesigcach.

= 25 -
28 20 o——s e S e AT R TR SO . S P VSR
o o :
g8 15 p
%g ...................... o
5 i b S e S R e W e AR e e S i
= = L R B e
= :
= e e e e e
e :
IX X Xl X1 | II 11 v v VI
miesiac

a) Ile wynosi srednia arvtmetyczna, mediana i dominanta miesiecznej liczby wypo-
zyczonych audiobookdow?

b) O ile procent srednia miesiecznej liczby wypozyczonych audiobookow w drugim
semestrze jest wyizsza od sredniej 2 pierwszego semestru (przyjmij, ze pierwszy
semestr triwa od wrzesnia do konca stycznia)?

W pewnym liceum ogdlnoksztalcacym do matury z jezyka niemieckiego przy-
stapilo tacznie 25 o0s0b z trzech klas: A, B i C, z czego uczniowie klasy A stanowili
40% zdajacych. Z klasy C do matury przystapilo o 3 uczniow wiecej niz z klasy B.
Sredni wynik uczniéw klasy B byl o 6 punktow procentowych wyzszy od érednie-
go wyniku uczniow klasy A i o 2 punkty procentowe nizszy od Sredniego wyniku
uczniow klasy C. Sredni wynik uzyskany przez wszystkich uczniow wyniost 78,32%.
Oblicz sredni wynik z matury uczniow klasy C.

Srednia wazona trzech liczb: liczby 5 z waga 2, liczby 4 z waga 3 i liczby 7
Z waga w, jest rowna 6. Oblicz wartos¢ w.

Naukowcey zwazyli 20 ryb rzadkiego gatunku. Wyniki przedstawili w tabeli.

Masa (kg) 1.2 13 1.4 1.5 1,6
Liczha sztuk 3 7 4 5 1

Nastepnie postanowili, ze dalszym badaniom poddadza tylko te ryby, ktdrych masa
w kilogramach nalezy do przedzialu (E -0;X- G'), gdzie X oznacza Srednig mase
zlowionych ryb, a ¢ — odchylenie standardowe mas zlowionych ryb. Ille ryb zosta-
nie poddanych dalszym badaniom?

Srednia arytmetyczna czterech liczb jest réwna 7, dominanta jest réwna 9,
a mediana jest rowna 8. Oblicz odchylenie standardowe zestawu tych czterech
liczb # dokladnoscia do czesci setnych.
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Liczba 0,3 jest jednym z przyblizen liczby % Blad wzgledny tego przyblizenia,
wyrazony w procentach, jest rowny:

A. 4% B. 0,04% C. 2,5% D. 0,025%

Srednia arytmetyczna zestawu danych: 2, 4, 7, 8, 9 jest taka sama jak $rednia
arytmetyczna zestawu danych: 2, 4, 7, 8, 9, x. Wynika stad, ze:

A.x=0 B. x=3 C.x=5 D.x=6

Srednia arytmetyczna zestawu danych: 2, 4, 7, 8, x jest rowna n, natomiast
srednia arytmetyczna zestawu danych: 2, 4, 7, 8, x, 2x jest rowna 2n. Wynika stad,
ze:

A.x=49 B. x=21 C.x=14 D.x=7

Srednia arytmetyczna czterech liczb: x -1, 3x, 5x+1 i 7x jest réwna 72. Wynika
stad, ze:

A.x=9 B. x=10 C.x=17 D.x=18

Srednia arytmetyczna osmiu liczb: 3, 5, 7, 9, x, 15, 17, 19 jest rdwna 11. Wtedy:

ALax=1 B. x=2 C.x=11 D.x=13

Jezeli do zestawu czterech danych: 4, 7, 8, x dolaczymy liczbe 2, to Srednia
arytmetyczna wzrosnie o 2. Zatem:

A. x=-51 B. x=-6 C.x=10 D.x=29

Wsrad 100 osob przeprowadzono ankiete, w ktorej zadano pytanie o liczbe
ksigzek przeczytanych w ostatnim roku. Wyniki ankiety zebrano w ponizszej tabeli.

Liczba ksigzek 0 1 2 3 4 3
Liczba osob 23 14 28 L7 11 i

Srednia liczba przeczytanych ksiazek przez jedna ankietowana osobe jest réwna:

A. 0,5 B. 1 k. 2 20

Srednia arytmetyczna zestawu danych: x, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 jest réwna 9.
Wtedy mediana tego zestawu danych jest rowna:

A. 8 B. 9 C. 10 D. 16
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Abiturient jednego z licedw zestawil w tabeli oceny ze swojego $wiadectwa
ukonczenia szkoly.

Ocena 6 5 4 3 2
Liczba ocen 2 3 5 5 1
Mediana przedstawionego zestawu danych jest rowna:

A3 B35 C.4 D. 4,5
Mediana zestawu szeSciu danych liczb: 4, 8, 21, a, 16, 25 jest rowna 14.
Zatem:

A.a=7 B. a=12 C.a=14 D.a=20

W zestawie 2,2,2,...,2,4,4,4,...,4 jest 2m liczb (m > 1), w tym m liczb 2

v v
m liczh m liczh

i m liczb 4. Odchylenie standardowe tego zestawu liczb jest rowne:

A. 2 B. 1 C. L D. 2
/2

W tabeli przedstawiono roczne przyrosty wysokosci pewnej sosny w ciggu
szesciu kolejnyceh lat.

kolejne lata 1 2 3 4 5 6
przyrost (wem) 10 10 7 8 8 7

Oblicz $redni roczny przyrost wysokosci tej sosny w badanym okresie szesciu lat.
Otrzymany wynik zaokraglij do 1 cm. Oblicz blad wzgledny otrzymanego przybli-
zenia. Podaj ten blad w procentach.
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w0 o~ D

10.

11.
12.

13.
15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
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. a) stopnia 8, b) stopnia 13, e} stopnia 20, h) stopnia 3, i) stopnia 0, k) stopnia 5,

I) stopnia 5

. @) 9x% + 60x% + 100, b) 4x°—4/6x% +6, ¢ 25x° +40x% +16x%, d) 2x10 - ‘“‘Ex?+%x“‘

3x"3’+“;x* 27, 85 1xt-1, h)oxE-4x2, i) —3x“+T,

i) 3x5 - 10x% - 11x° -8, k} (OvVZ+ 1x°-6(1 +/2)x+18, D5x®+2x¥ +3x°+1,
m) 184! =940 4+ 2445~ 1207 + Ba -4, n) 8xF —=64x? 4+ 154x - 126,

e) x!12+3x1143x104x9. ) x“

o) f§?ﬂc3+4 X +33X+855, P)-9x -9 -9

-a) B22x12) b) 256x17, ©) 60x24, d) —5-x0

. a) m4, b)2, -8 d)-129, e30, -2, g- mﬂ' Wy, D-53+2
)357-26v3, K-35, D68v2-54, m19+£fg' ik

. a) =213 +?:2-:+% b) 7pt -8p3 +8p° —=p+4, © =x*+11x% - 10x% + 15x,

d}—-x4+3x5 x 243, e 2x¥+10x° —6x° +14x-18, D 6K -4k +12k2-23k+ 10

.a)6, b)l1s, C}32, d) 6
.a)a=1, bja=-13, ca=-15
LAl dxd +dx? —=3x =8, hB)6x+12, c)3xt+0x3 +4x+12, d)-3x¥-10%% -5x% +6

LA X200+ VDIXE 4342V, BIXY - (2VZ+2xT 34202, o) xt-6x3 +13x% - 12x + 4,

d) x4 = 12x3 + 54x2 - 108x + 81, e) 16x* + 32(?}:3 +120x° + 40/5x + 25,

f) 16x® - 96x6 + 216x4 - 216x2 + 81, g) 1x® - Px0+ Lx4 10552 4 25,

h) x% + 4x° + 2x* - 8x - 7Tx" + dx + 4

) Ox6 -4, b) 8/2x, ¢ 588x2+16, d)x2-2x+1, e) 16x* - 392x2 + 2401,

f) x5 - 15x% + 75x% - 125

a) 10y -8;-6, b)1;1, o -3x2+33x-8; 7%, d)-2/2x+2/2-5; 22

a) x> +(v3-1%+vZ2a-5+3a, b) B33 +tx-13+2t2, c¢) 2x° +{2a+b3}x +H2b-2)x+1,
d) ab/3x* + x2 +(3b - V3)x

a) 10, b)11, )50, dj10, )20, )39

ala=-4, bla=1,5, cla=-3, dla=5, ea=1 luba——r

2

ala=2,b=-3, bla=-1,b=3, cla=10,b=7

aAla=5b=-6,c=2 bla=2,b==-1,¢=5, )a=3,b=0,¢c==-1, dla=1,b=-
c=-4

a,c,deR, b=}

a) Nie istnieja takie wspolczynnikia i b. bja=3, b=3

b=-7ic=0

a=-4,b=-9

k=2

g==1,hb=lic=1

96. Wskazowka. Zauwaz, 2e tvlko wspolezynnik przy najwyiszej potedze nie moike byé
rowny 0, czyli sa cztery mozliwosci wybrania tego wspolczynnika. Kolejny wspolczyn-
nik nie moze by¢é rowny temu, Ktdry stoi przy najwyizszej potedze, wiec pozostaja
cztery mozliwosci wybrania tego wspolczynnika. Trzeci wspdlczynnik nie moze byé
rowny dwom wspolczynnikom juz ustalonyvm, wiec pozostaja trzy liczby do wyboru itd.
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25.
26.
27.

28.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

a) 100, b) 25, o 20, d)102

-1, Wskazdowka. Oblicz W{1).

a) np. x*(x2+2), b) np. x3(=5x%+x+3), ¢) np. 3x%x3 +4x%+3), d) np. -2x3(5x° =3x%+2),
e) np. =3x%(6x* + 4x% = 5x - 8), f) np. —4x3(15x%% — 8x15 + 5x11 - 3)

a) 2x*(3x-1), b) :-‘x:*{Ex +1), X -x+3), dEE+1M3-x), e)(x+5)2x-1),
f)y (2x+1)5x-2), g (4x2+5)2x+1), h)(6x-7)3x*+2), Dx-15x-4)

«a) (x=6)(x+6), b) (x=v2)x+2), © @x=/5N4x+5), d) (x+2)(x+2), e) (3x-1)(3x-1),

f) (x=2)(x+2)(x* +4), g} (x~+/3Nx+3)x*+3), h) (x ik 2) (x + -“zz) (x - _2;) (x + _22)
) 2x2+ DX +1), ) (x-2(x% +2x+4), K (x+DEE—x+1), 1) 35(3x+ 1)9x% -3x+1)
a) X3(1-3x)(1+3x), b) x¥(5-4x)(5+4x), ) xB(3x=v2N/3x++2), d) x*(2x-1)4x*+2x+1),
e) X} (3x + 4)N9x? = 12x +16), ) x1%(0,1x - 1)(0,01x" + 0,1x + 1)

a) (x+1)(x2+1), b)(x=3)x2+1), ¢ (2x+3)(x2+2), d) (6x-7)x? +£}, e) (x=2P(x+2),
£) (2x - 9x - V3 +V3), g (x-DV2x - VIV2x+V3), h) (xF+3)@2x-5),

i) (2 =5x)x+35)Nx2 =5x+25)

a) (x+4)x—1(x2+x+1), b) (x+1Hx=5Mx2=x+1), ¢} (x=202(x2+2x+4), d) x(3x+1)12(3x-1),
O x(x-3) (x+3)Bx-2, HXx-2K-VAx+v3), @ xx-Dx+1)(3x+1),

h) x(x=304x-3016x2 +12x+9), 1) 3x2(x+2)x-1)x? +x+l}, i) SxHx=3Nx+2)x2 -2x+4)
a) $5(16x-9)9x~ 1), b) $(15x% +10)(7x +2), ©) 75(9 - 10x%)(5x - 3),

d) (vV2x -3 11)2x +3), e) (k26 +23)3x-7), f]l (—il[zu.ix - 3J/2)(8x + 3),

g) (5x—1)2x% +3), h) (3x%-2)4x-3), i) (30x-10)3x-2), j)(16x—-50)3x% +5)

a) 5x3(x+32x%+1), b) 4x3B3x*+1)2x=5), o) 5x’(x*+7)3x+1), d) 2x°(3x+2)3x-2),
e) 2x4(2x - 3)2x +3), 0 5x% (Fx-1)(Fx+1), @ 3x%(x-5)x2 +2),

h) 4x*(2x = Dix +3)x=3), 133 (x =20 x+2), j) =3x%(x = 2)x+2)2x -3),

k) x2(2x + 30Sx - IBx+1), D3xT(x+2)02x-1)(2x+ 1)

a) x(x=1)?, b) 3x2(x=5)%, <) 8x>(2x-+/3), d) -5x3(x-3)°, e) 6x*(x+2)%, f) —;ﬁtx—l}f
a) (x +v2)°, b (x-2.3)F, o GBx-J10¥, dix-17°, e (3x-27°, ) dx-11)F,
&) (x=Dx+1)x"+x+10x7 =x+1), h) (=x+2Nx+2)x2 =2x+4Nx7+2x+4), 1) (k=1 (x"+x+1)°
a) (2x=1)2x+ Dix=+/3), b @x-1)(x2+2), ¢ 3x2+1)5x-2), d) (3x% + 1)mwx - J2),
O (2 + 1x++3), 0 (x+3)2+2), @ (¥+3)6x+1), b (¥+3)(/2x-1)

A (2 +x+ Dix-DE2x+3), byx+Dix-Dx2-x+1), ¢ x+2)4x - 32 - 2x + 4),
d) (2x=1)x=3)4x2+2x+1), &) x(2x+Dx=2)x%+2x+4), ) 2x2(3x=2)(x +5)(x" =5x+253),
9 x(3x-2)3x+2)8x-5), 0 (x- 1) (x+3) Oxr2m i (B2 -1) (G +1) ax+ 1),
DGx=2V2)V2x - 1Xv2x+ 1), k) (x°+3)x+2), D(x+3)x-3)M2x-32),

m) x(x* +/30x - /5), n) x*(v2x - VINV2x + V3NV3Bx + 1)

a) Wx)=(x+4)x+3)x-1x-4), b) W(x)=x(v/3x-1(/3x+ 1)(dx + Dix+ 1),

¢) Wix)=(x = v2)x + VIx® + 2)(x = 2)2x +3), d) W(x)=(x - 1)*(3x+ 4)(x° +x + 1),

e) W(x) = x(3x = 2)(x + 2)(x - 5)(9x° + 6x +4), ) W(x) = (x - 1)(x + 2)(3x - 2)(3x - 4),

g) Wix)=(x*+x+1ix-1-VB)x-1+6), h) W) =(2x-S02x+/3)N3x-1)°,

D) W) =(2x+1P(2x - 1), j) Wx) = x%(5x - 2°(2x - 5)2, :

K) Wx) = (V2 - X)VZ + 20 = V3, D) W) = (/Fx+ V22 (2x-1)
a) W(x) = 6x(2x-1)(x+3), b) W(x)=5x2(3x+1)(x-2), ¢ W(x)=(4x+5)x -1 (x% +x+1),
d) Wix) =(2x - 1(x - 32x + 5)4x% + 2x + 1), e) Wix)=(x* + 2)(x2 + x + 3),

£) W(x) = x(3x% + 4)(x® =x + 2)
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41.
42.

43.

45.
46.

47.
48.

49.
50.

a21.

52.

53.

54.

55.

56.
57.

58.

59.

61.
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al (x+74x+9), b)dxx-12x-1)2, O @2-x)x-3)2, d)-(x+12x+2p2

a) 3(x* +2)%, b)(x- V2P (x+ /2P (x* +2)%, ) x*(x +2)(x* - 2x +4),
d) 3x(x - V2)x2 + V2x+ V4), €)(x-2)x+2)x2+6), ) x2(x-5)Nx+1)
a) (x-S +xt+x3+x2+x+1), b) (x-2)(x* + 2x3 + 4x? + 8x + 16),
©) Bx—1)81x* +27x% +9x% + 3x+ 1), d) (x - vV2Wx® + vV2x? + 2x% + 2v2x% +dx + 44/2)
Wskazdwka. Rozloz wielomian na czynniki.
Wskazdwka. Rozloz wielomian na czynniki.
a)x2+3, b)X5H 2D g x-3
1

a) —4; 4(x+1)%(x=1) (x +3 ), b) =4; (x = 2)x = I)x + 20x + 6), ©) 3; (x* +3)x = 5)Nx +4),
d) -54; 2; (3x% + 2)(x + 6)(x - 3)

GO0Y

a) (x% +3)x = 3)0x - 1), b) (x* +x+ Dx+ v2Ux - v2), ) (2x% + 1)(x - 2)(x + 4),

d) (x +3)x —3)x+ 1)ix—4), €) 2x* -2x+ Dix+1), ) (x—1)P(x+2),

§) (2x-Dx+3)x-1), 1) (3) (x- 255 ) (x= 555 ), ) o300, ) (xe12(x-2),

k) (x% +2)(x* + 3x+5), D xix— Dix+ Dix* +2x+ 3}

a) (x° = y2x + 1)(x% +v2x+ 1), b) 2(x% = 22x + 4)(x° + 2/2x + 4),

€) (X* + DIx* = VBx+ DI +3Bx+1), d) (%2 =x+ D%+ x+ Dix? = 3x+ DIk +/3x + 1)

a) (x -3 + 102, b (x+20x- 33P0+ Bx+ Y92, o) (x+2)x% -2x +4x? +3x + 7),

d) (x2 + x +4)(x? = /Bx + 3x* + VBx + 3)

Wskazowka. Liczba jest podzielna przez 120, jeieli jest podzielna przez kazda 2 liczh:

2% 3 oraz 5. Rozloz wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia i zauwaz, ze gdy x

jest liczbg catkowita, to wartosé tego wielomianu jest iloczynem pieciu kolejnych liczb

calkowitych.

Wskazdwka. Rozldz wielomian na czynniki jak najnizszego stopnia (moZesz najpierw

wylaczye % i skorzystac z tego, 7ze 11p° = 5p° + 6p°).

Wskazowka. Rozidz wiclomian na czynniki. W tym celu mozesz najpierw przedstawic¢

wielomian w postaci (n? + 8n¢ + 16) + (4n® + 16n) albo zapisa¢ 8n w postaci 4n® + 4n?,

a) Xz, x3, b)x3, cxy, x2, %3, d)xy,x3, e)xzx3, ) xg, x3.

Alxi =2, x==2,x3==3, x23=0, hx=2,x==2, oxi==1,x:=1 dyx; =0,
x2=1,x3==1, ex1=0x =2 x3=+2, x4 ==v2, Dx;=35 x2=-6, x3 =6,

Xa=-35, 8x1=0,x2=3, hx;=2,x=2/2,x3=-2/2,x4=8

a)xp =-7, x2 “—'—3—1‘ Xy = %, b) x; = % x2=9, € x5 =-5%=-5 x3= 133, x4=15,
d) x; = —Ez X2 = -‘iéz X3 = % e)X;=-3,x2=3,x3=0, x4 =33, x4 =-33, HHx;=0,
Xz = % X3 = '1.%

a)x; =0,x2=35 Dbx=0, x3=-2,x2=0x3=1, d)x; =0, x; = J_Eﬁ
x3=4—+§'E. e)ny=0,x=15x3=3, x;1=0,x=5

aAx;=v2, xo==2, b)x; ==3, x2==2, x3=2,x3=3, 0)x; =-4, x> =4, x3 =-/2,
X3=2, d)x;=-3,x2=3, e)x; =2, x2 =-2, xj—'T? x.;=—§. f) xi =2, x2 =2,
g) nie ma rozwigzania, h)x; = Tz- X2 =—'Tz. i) x; =0, x2 =—TE X = TE nx=-1,
X2=2, Bxi==1Lx=1,%3==3, x4=3, X5 ==v2, Xg =2, Dx=0
alx;=-1,x2=1,x3 =3, x4 = ~.,-'3, b) X1 = =7, X2 =7, ©) X1 =-2, x2 = -2/3,

X3.= 2\-"‘?1 d} X] = EL Az = _%1 X3 = _11 X4 = ]-l X3 = _2‘.:..2\ Xg = 2 '2
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62.2)x=3, blxi=Lx=3 Ox=0, dx=0

63.a) x; =3, xa=1,x3=-1, B)xy=-Lxa=vZx3==/2, Ox=3%, d)x1=2x2=-3,
e}x1=—%,xg=5}§ Nx=-1,x=1,x3=0, m-—% gix=2 hix;=1,x=-1,
X3=3, Dx = i,x;—-vz X3 =vZ, xg==2,X5=2, j)x=3

64. a=-2;x:=+5,x3==5

65. k=73

EE.a=—1,b=—1{};}c3=2.x4=—1,x5=%

67.m=3lubm=-13

68.a)x; =5, xx=24+2,x3=2-V2, bx-= %, EJx1=—4.x2=l,x3=%. dyx =2,
O x=-2,x=2 Hx=-J5x=\5x3=3

69.a)x=0, hix=1, Cx;==2,x2==1,x3=1,%x34=2, d]x1=~%ﬁ,xg=%. e)x; =1,

70.

71.
72.

74.

Xp=2,x3==2, Plxi==-3,%=-1,%3=0,x4=1,%5=3

a) xp =2, Xg—\,z—l Xy = -v'?-l, b}X]Zl,X3=-2, Cl Xy =2, % =-1, l:”.k’|=3,

1-413 1+,13
Xz =2, x3= -

5

a)x=0, bx=2, dx1=-2,X%=-3, dx;=3x=-5 1=/

aD =R\ {-v3,-2,v3], bD=R\{02}, oD =R\{0,-10,-/10,10,15},
d) D =R\ {-V6,-1,0,v6,1,3}
a) x; = 0 — jednokrotny, x» = 5 — jednokrotny, x; = -2 — dwukrotny, b)x; = -1
— Irzy krutm xp=1— dmukrmm ¢) x; = 0 — dwukrotny, x2 = —/3 — trzykrotny,
d) x; = 5 — dwukrotny, x; = ‘E — jednokrotny, e)x=3 — jednokrotny, fix; =3 —
trzy kmmy, x2 = 9 — dwukrotny

T7. Wilx)

TB.alx; = — — pieciokrotny, x> = 2 — treykrotny, b)x; =3 — trzy kmmy Xz = —% —
piqcinkmm;, ¢) x; = 0 — czterokrotny, x; = % — dwukrotny, x3 = -— — jednokrotny,
d) x; = 0 — pieciokrotny, x» = ;— — trzykrotny, x; = ul — _]Edn(:rkrﬂtl‘l}, e) x; =2

79.
80.

81.
82.

83.

84.
85.

87.

— trzvkrotny, x; = -2 — dwukrotny, fx; =0 — trz',krnmy, X2 = 5 — pieciokrotny,
g) 0 — pieciokrotny, 3 — trzynastokrotny, h) -1 — dwukrotny, 0 — 1::'lTv~r|,|krul:nyH 1 —
treynastokrotny, 4 — trzykrotny

Wix) = %t’x +2) = %x-" + %xz + %xa- 5—3}
a) xj = -4, 4’<°=‘1“:_?'- b)xp = V2, x2=v2, x3 =4, x4 =4, dJx=5, dx;=-3+2,

3=—3—\r2 e) brak rozwiazan, ) x; = 34, xa =-32
20, 258 A8 s -5 V8

z \
a)x=-2, b)x } % "'; ?} c}xe{—%,—%.%.%i}, d) x =0,
Q]\’EI -53, E}
alx=45y=6lubx=-5,y=6, bix=-2,¥y=0, 0dx=2,y=3lubx=0, y=-1,

d)x=0,y=0lubx=-3, v=45

A x=0, b)x=0, Ax;=0x2=y-p,x3==p

Liczba 3 spelnia to rownanie niezaleznie od wartosci p. Rownanie ma dwa rozwiazania:
=0, x>=3dlap=0orazx;=-3, x2=3dlap=9.

Wskazowka. Przedstaw skladnik 9x° w postaci sumy dwdch jednomianow i rozidz

wielomian na czynniki.

WIELOMIANY 237



88.a)Dla m € {-90,9} row-

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.
99.

238

nanie ma dwa rozwigzania,
dla m € R»{-9,0,9] —
trzy rozwigzania,

b)dla m (—2;2} rowna-
nie ma jedno rozwigzanie,
dla m = -2 — dwa rozwig-
zania, dla pozostalych m —
trzy rozwigzania,

cidla m & (—3;3) réwna-
nie ma jedno rozwiazanie,
dla m € {-3,3,5} — dwa
rozwigzania, dla pozosta-
tveh m — trzy rozwigzania.

}’|1 ¥y y

- 3\, s :}3-} o a3
. e g
-9 ' g m k| B m -3 35 m

a) Dla m = 0 rdwnanie ma jeden pierwiastek x = m, dla m = -1 — dwa pierwiastki:
x =1, x = -1, dla pozostalych m — trzy pierwiastki: x =m, x=./=m, x=-,/~m, b)dla
me (—m;—'j) L (Z-};+m) rownanie ma jeden pierwiastek x = m, dla m = -3 — dwa
pierwiastki: x = 0, x = -3, dla m = 3 — dwa pierwiastki: x = 0, x = 3, dla m = 322 j dla

3¥2 _ dwa pierwiastki: x = 322 jf dla pozostalych m — trzy pierwiastki:

2
=== X=-
X=m, X=v3=-m? x==y0=m".

2 ]

ape (—m ;D) ] (8:+m) Wskazdwka., Zauwaz, ze jednym z rozwiazan rownania jest
x = 0. Zatem aby mialo ono trzy rozwigzania, to réwnanie x* + (p-2x+p+1 =0
musi mie¢ dwa rozwiazania rozne od zera. by p € (—“T'T’ : %) Wskazowka. Zauwaz, ze
jednym z rozwigzan roéwnania jest x = 0. Zatem rownanie x° —(2p + 1)x +p + 1 = 0 nie
moze mieC rozwigzan albo jedynym jego rozwigzaniem takze jest x = (0.

chp e (—3;—2) Wskazowka. Rownanie x* + px2 + p = -3 ma cztery rozne rozwiazania,
gdy rownanie 2 + pt + p+ 3 = 0 (gdzie t = x°) ma dwa roine rozwiazania dodatnie.
dpe (l - 242 ;+m) Wskazowka. Rownanie 2x* +(p~-1)x? +1 = 0 nie ma rozwigzan, gdy
rownanie 2t + (p - 1)t + 1 = 0 (gdzie t = x*) nie ma rozwiazan lub ma tvlko rozwiazania
bedace liczhami ujemnymi.

a)-x+9, b2x-3, )3x2+x-2, d-2x2-2x+1, e)5x2+x-3, H-x-x-1,
g axi+2xi-x+1, h-2x3+3x2+2
a)5x® +3x243x+3, b)-16x3-8x2-4dx-1, o) 2x}+2x3 +2x%2+5x+5, d) 3x¥-6x3+

+8x% - 16x + 33,
h) x3 —x2 +2x-10
a)Sx+7 reszta 4, b)2x-7 reszta 9, c)l-x+ ,21 reszta —-:]1-. d) =2x + 1 reszta -2,
e)x*+5x+14 reszta 32, N 2x*+2x-4reszta 3, g 7x-23 reszta 82, h)x"-x+1
reszta =3, i) x* +3x° + 10x + 30 reszta 91, j) -2x* —x -6 reszta -7

ef2xt=-5x3-1, D3x*+2x-5, 23x*+2x3 +5x2 +8x + 16,

a) x*+xt e x+ L xM a8 Lwxal, DA - xt-xF el x4 LA -a% 4 4
X xt—x+1, A +2xt 44 487 416x +32; x* 3P+ 9x° - 27x + 81
a)x2+3x—-1reszta5, b)x3+2x2-3x+1reszta-4, o) x’—-x+5reszta3, d)x2-x+6
reszta -8, e} x? +3x% + 3x* + 3x + 8 reszta 8, f)2x* - 8x* + 18x - 36 reszta 71,
g) -3x% +9x - 22 reszta 68, h) 3x° +5x-2, i)5x*-4x+2
aldix-7), b x(2x-5)x+1), ©)3x(x-1ix+2), d) Hx*+1),
) x3x+3), g)2x2(x-2P%(x+2), hyx+4, 0 x(x+5)x-1)
AWix) =2x2+5x=1, bBWHK =23 +x2+5x=4, ¢Wix)=3x +4x2 - x+6,
d) Wix) = x2+5x-1, ) W(x)=x*=7x+9, ) W(x)=x2+8x+40, g W(x)=-3x3-4x?+x-2,
h) Wix)=x*-5x+3, i) Wx)=-2x%+9x-43

a) tak, b)nie, c)tak, d) tak,

a) iloraz 2x + 1 reszta 5,

€) 27(3x + 5)2x - 1)2,

e) nie, [} nie, g) nie

b} iloraz x* + 5x + 3 reszta 5
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100.

102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.

109.

110.
112.
113.

114.

116.

117.

118.
119.
120.
121.
122.
123.
124,

125.
126.
127.
129.

130.

131.

133.

a) Wix) =5x3 - 13x" -5x-1, b) Wx)=2x*-5x-6, ¢ Wix)=3x*-14x-8,

A W) =x> = (m+5)x2+(53m+6)x-4m, e) W(x)=8x*-4x* - 12x% +x

a) np. (x=1)(x+2)x+5), b)np.x*=1, c)np. (6x°+x=2)x+1), d) np.(x*+4x+4)x-3)
ala=-1, bla=-10, ca=4, dia=-11

as bl

5x - 7 Wskazéwka. Rozioz na czynniki wielomian x* - x% + 5x = 5.
b) 8

alp=-2, bipeR, c)p=-5 d) nie istnieje takie p

a)2x—3 reszta 3x-7, b)3x2-5x+2 reszta 2x+3, ©) 2x2-x+35 reszta —4x + 5,
d) x* +5x% - 3x+1, e)x*+x%-2x—4 reszta 3
AA=3,B=2,C=1,D=6,E=7,F=4, byA=4,B=2,C=3,D=6,E=9,F=7,
G=1,H=8§

a) Wilx), Walx), Wilx), b) Walx), <) Walx), Walx), Wilx), d) Walx), Wylx)

a)5, bl4, 2, d)0, e 1000, f) 269

ajxz=-3, x3=9, blxx==5 0Cx=7, x3=-7, d)nie ma innych pierwiastkow,
¢) nie ma innych pierwiastkdw, flx: = =2, x3 =3, 2x2 =1-5, x3 =1+ 5,
h) 2 =2V2, x3=-22, Dxi=0,x2=1,%x3=4, Dxi=0
a)x;j=-1,%=15x3==25 bx=-4x=-1,x3=3, Ox;j=1-y2, x=1+2,
x3=2, dixp=15x2=2

axx=-2,x3=3, blxz= Ji—l, X3 =—+/5-1, ¢) nie ma innych rozwiazan, d)x:=2,5,

el X2 =5, x3=-7, Dxo= "l‘é“s, X3 = “’T%

a) X3 = =3, x4 = -‘%1 b)xy=-4 x4 =-2, clxyg=-1, dix3y= —-"-;—E, X4 = %,
e) x3 =-1

a)a=-2°!, bla=-100, c)a=0

a) nie, b) tak, «©) nie

a) jednokrotny, b) trevkrotny, < dwukrotny, d) jednokrotny
ala=-5,b=-3, bla=1,b=0, cJa=2,b=-14, da=-4,b=1
Wix)=(2x = 1)ix + 1){x + 3)

42+13/2 (a=-6,c=-6)

X1=2,%=5,x3=3 (m=-22,n=-10)

a) R(x)=-x+4, b)RX)=2x+3, )RX)=dx+1, d)Rx)=-5x*-x+14

ayxz=-2,%3=7, bDxo=2p, x3=-1, Xz =2p, X3=-3

a5 by-3, o-1, d7. e5-5 0H-1,-3,3 201, h) -8 -2 11
axi=1x=-3:=-2, bx=4 Ix=-15x=2x=3 dx=2x-=5
elx==2, flx;==15 =15 x3=2

Axp=-LLx=Lxm=2x%=3 bwv=-15»=05m=1wm=2 ¢ m=-1,
m2=1, d)p =-5, L‘J‘z_=—2, pP:=1, pa=2 ea=-1,a=1a=2 fix =-3

Xp==1, X3=3, X3 = 3--2«,-"5. Xs = 3*2»-'5

a) x = IE' b) x; = —%, X; = %, Xy = %, ¢) x; =-2, x» =_1'_li* d) nie istnieja pierwiastki
wymierne, € x1=%,X2=2, f)x=-2, X2 =-%,X3=-%,X;= 3, X5 =2

a) x="';I§1 b) x; = "j;zﬁ. Xz = 'lgf My 3+2x-"§+ Ax;=2-2,x:=0,x3= 7;,1 Kym B pafD.
d}x|=—1,x3=%
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134.

135.
136.

137.

138.
139.

140.
141.

ajx; =1~ ,TE»P«L'2=]~+-TE x3==2,x4=0, b)x;=3, x2=-1,5, x3 =2,5, C}xl=%,
xz=~::’:,-,x;,__3_x4=91 d}x'=;r""2'2'1";§‘x2=\'2}3_3'=x:1=-1, ey xy=1,x; ==2,
flx, =0, Xg—zlx3=.-3fx45%,x3=%

a}am%ﬁ"azkjj1Uhﬂ=l- b)a=4, cJa=-2

e = LA m:—%, XJ':%- b)x; = 3, x; = -1, ¢} rownanie sprzeczne,

dixy=-2,x2=-1,x3=2
a) X = -6 — jednokrotny, x; = 1 — dwukrotny, b)x; =1 — jednokrotny, xp = 2 —
trzykrotny, ¢) x =-2 — trzykrotny, d) x; = 1,5 — dwukrotny, x; = 4 — jednokrotny,

x3 =0 — jednokrotny, e)x;= -% — jednokrotny, x» = 2 — trzykrotny

osiem B

ax;=-3, x2=-3, X3 =3, bx = "—1—5-“2 X2 = %, x3 = S5, o x = -33,
d) x; = —/3, x2 =—%, Xy = % X3=+v3, ex3=0,x2=7

glme {-13,-3,-1,2}, bhmed&

Wskazdowka. Jednym z rozwigzan jest x = m. a)Dla m = {-2, 2} rownanie ma dwa
rozwiazania, dla m € (—2:2) — jedno rozwiazanie, a dla m £ (—w;—E) 0] (2:+m) —

trzy rmmqmnm bydla m (3 ,+o<>) rownanie ma jedno rozwigzanie, dla m = -2,

m= + i dla m =0 — dwa rozwiazania, dla m (—m;—E) L (—2;{}) L (G:%) — 2y
mzquama
142. a) m=6lubm=-6, bym=1lubm=3, c)m=-k* ke N,
d) me {-17,-15,-6,-5,-2,3}
143. nie
144. a) tak, x=p, bitak, x=2, c)nie, d)tak, tylkodlap=3(x=13)
145. Wskazdwka. Wielomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek.
146. a) x; = s {“” Xa=0,x3= 1*3’” Xg = 1 b) rdwnanie sprzeczne
148. osiem
PRZED SPRAWDZIANEM
LG
2. A
3.D
4.k
5.D
6. P(x) = 3x% - 9x% + 12x -4, P(-/3)=-21,/3-31
7.a=5,b=3
8. a) x(x +3)2x - 5), b) (2x% +3)3x-5)
9. a)4x?+3x =1, b) 2x3 —6x% +21x = 70 reszta 220
1. ax =-5x = %. X3 =+/5, X4 = %, B xi=-v3,%=0,x3=+3, Ox1=-2, %2 = —%,
X3 = ']E' d) x; =-3, x2 = %, X3=2
12.x1=1,x2=2, x3=4{a=-7, b==-8)
13.C
14.C
15 0
16. B
17. 24x% + 128

240
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18. a) x(x — VS)x + VI4x +3), b) (x —Dix + 1)x +2)

19. X1 =—%, Xa = —%, X3 = %

20. 0 Wskazdwka. Zauwaz, ze suma wspolczynnikdw wielomianu jest zawsze rowna W(L).
21.x = —v‘“—; — pierwiastek pieciokrotny, xz = —:z— — pierwiastek jednokrotny, x; = 3 —
pierwiastek trzykroiny, x4 = % — pierwiastek czterokrotny
22.4x-8
PRZED MATURA
e
2.D
3.C
4.-6,-%, 6
9.-1,2,5
6.-3,2
7.D
8. A
9. 0,125
10. Wskazéwka. Po uporzagdkowaniu wielomianu otrzymamy x®+x2-2x*-2x+2 = (. Zauwaz,
ze zachodzi rownosé (x% - 2x* + 1)+ (x* - 2x+ 1) = 0.
1

11.m=6x1=-2,x2=3,X3=3

12. a=8,b=10luba=-8, b=22

1. a) dwa: < ASB, < CS5E, b) [ C5B| =32% |« DSC| =58°% |<B5A| = 148°,
c) |€«DSB| =270° |€ESA| =328 |€ ASB| =212°
2. 2) 18° 34°, 38°, b) 252° 513°, 10287, o 36°, 72°, 108°, 144°
3. a) 105°, b) 70°, ¢) 120°
4. a) « ABE, « BEF, « DEL, b) |« LEF|=223° |<LED}|=317°
5.a) o= 60° f=30% y=150°, b)a=135° B=y=20° ¢ a=155° B=13° y=25°
6.a) a=y=130° B=50° b a=£=120°y=060° c)a=125° 8=y=55°
7. a) 40% 60°, 80° b) 40° 70° 70° c) 58° 38° 64°
8. a) 45°, B5°, 50° b) 657 40° 75° <) 90° 38° 52° d) 80° 80° 20° e)17° 17° 146°%
f) 73° 73° 34°
9. rownoleglobok: 70° 70% 110°% 110% trapez rownoramienny: 50° 507 130° 130%
trapez: 50° 130° 30°% 150°
10. a) 365, 144°, 72° 108° b) 70° 70° 70° 150° c¢) 80° 102° 88°, 90°
14. a) ¢ =115°% B =653% b)22,5°% 157,5°% «©)40°% 140°
15. a) 30°, b) 100°, ) kazdy z katow jednej pary ma 55° a kazdy z katow drugiej pary ma
1257
16. Wskazowka, Wykaz, ze trajkaty ABM i ANE sa rownoramienne,
19, ody e = 15% 82,5° 82,5 1ub 15° 150% gdy o= 115" 32,57, 32,57
20. a) 30° 30° 120° D) 20° 80° 80°
21. a) 80°, b) 35° ) 70°
24. Wskazowka. Skorzystaj z faktu, ze katy padania i odbicia maja rowne miary.
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25. b) Wskazdwka. Zauwaz, Zze do kazdego kata wrojkata przylegaja dwa katy preylegle.

26. a) 2907, b) 370°%, c) 440°

27. a) 40°, 70°, 100°, 150°% b) 90°, 100°, 50°, 120° ¢) 30° 120° 90° 120°

28. a) 72° 1087, b) 60°, 120°

29, x=B=140° y =40°, @ = 70°, o = 20°

31. a) nie, b)tak, c)ak

32. Wskazowka. Przeprowadz dowdd nie wprost.

33. a) [«DAC| = §, b) |«DCE| =38, |<FEG| =58

34. Wskazowka. Udowodnij, ze dwusieczne dwoch sgsiednich katow réwnolegloboku sa
prostopadie.

35. a) tak, b) nie, c) nie, d) tak, e) tak, f) nie, g)tak, h) nie, i) tak

36. 22,5° 45°, 112,5°

37.2) &8 3.5 83, p)5,12,48, 94R+vDI)

38. 1. 10, II—1*—: IIL. 7,5, IV.9, V. 5,5, VL. 10, VIL. 6,5

39.3)/2, V513 V17,317, V17,3142, V17,315, B 1,5,5;2,4,5;3,3,5; 3,4, 4

40. a) tak, b) nie, c) tak

41. a) tak x= I .23, b) nie, c) nie

42, } b 2 30 O3

1
43.a}x>1 b}%.-.:

43.2) 22 25 p) /5, (T3

46. Wskazowka. Wykaz, ze trojkaty ABD i AEC sy preystajace.
47. Wskazowka. Srodkowa dzieli trojkat na dwie czeéci o réwnych polach.

x<Bb

50. polowe

51. 7P Wskazowka. Dorysuj odcinki EC, FA, DB.

52. a) nie, b) Wskazdwka. Skorzystaj ze wzoru na pole trojkata i z nierownosci traojkata.

53. Wskazowka. Zapisz nierownosc¢ trdjkata dla tréjkata o danych bokach i podnies jg
stronami do kwadratu. Skorzystaj z nierownosci 2ab < a” + b-.

54.a=2.5,b=2,¢c=60,d=6

55.1.10+2/5, 113+ 13+ 34, lIL3+ v20+5V2, IV. 25 +v29 + /17, V. /10 + 17 + /41,
VI.5 + 25 + /65, VIL. /13 + 26 + /65

56.2) %2, b) 10, 0 3

57. a) 6,753, b) \.: = +T~f ¢) 1043

58. a) tak, b) nie, c) tak

59. a) tak, b) nie, ¢) nie

60. Wskazowka. Znajdz diugosci bokow trdjkata prostokatnego, ktérego jeden z bokow ma
diugosc¢ rowng podanej liczbie.

62. a) /57, b) /26

63. ) 84cm?i56cm, b) 1292, o 22, g) /I5:1

64.2) 12, b) 4>

65.a) 6+6.7 b] 4./17, ¢) 45

66. a) /19, b) obwad = 14 + /86, P =
7 wierzcholka C.

67.36i64

il

¢} 7 Wskazowka. Poprowadz wysokose
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68.

69.
70.

78.
79.
. b} l\,-"zbz + 207 = a? Wskazowka. Uzupelnij dany tréjkat do rownolegloboku o bokach

81.
83.
85.

86.

87.
. 30° 50° 100°
89.
90.
95.

96.
97.
. Wskazdwka, Zauwaz, Ze pdlproste AE i BE sg dwusiecznymi dwoch katow trajkata

99.

100.
. ¢) Wskazdwka. Zbuduj rdwnoleglobok ABDC tak, by srodkowa poprowadzona z wierz-

101

102.
103.
104.

a=4,b=2v3,c=3,d=32, e=25, =22, g=h=32 i=4,j=3/3 k=43,
| = 83

3
a) 443 +2v6, b) 25

5 Wskazowka. Poprowadz? wysokosd trojkata z wierzcholka podstawy do ramienia i za-
uwaz, ze dzieli ona dany trojkat na dwa trajkaty, z ktorych jeden jest polows trojkata
rownobocznego.

Wskazowka. Przedstaw pole trojkata na dwa sposoby.

5 Wskazowka. Poprowadz wysokosé CI). Co mo#na powiedzieé¢ o trojkacie BDC?

diuf.,ﬂbﬂl b i ¢, a nastepnie bfxﬂl‘{.}‘i!&_} 7z wlasnosci podanej w podpunkcie a).

a) B=90°-a, y =, b) f=135"- 3, y =00°+ §, ©) B=45°+ &, y =45°- 3%
a) 7543, h) 3 x-'-::d“
dwa trojkaty o katach: 15°% 75° i 90% dwa trdjkaty o katach: 40° 50° i 90% dwa

trojkaty o katach: 357, 5571 90°

20°% 60°1 100% 30° 80°1 70% 305 50%i 100% 40° 60°i 80% 40° 70°i 70% 20° 50°
il10®

6 Wskazowka. Wykaz, ze kazdy z mniejszych trojkatow ma takie samo pole.

25°

6

a) Wskazowka. Wyznacz konstrukceyjnie $rodki dwoch bokow narysowanego trojkata
i potacz je z przeciwleglymi wierzcholkami. Punkt przeciecia otrzyvmanych srodkowych
jest srodkiem ciezkosci trojkata. b) Wskazowka. Z jednego z wierzcholkow zakredl tuk
tak, by przecial on przeciwlegly bok w dwoch punktach. Symetralna odcinka o koncach
w tych punktach zawiera jedna z wysokosci trajkata. Skonstruuj w podobny sposab
prosta zawierajacy inna wysokos¢ tego trojkata. Punkt przeciecia otrzymanych prostych
jest ortocentrum trojkata.

ac he
a+b' a+b
3:4 — dla najmniejszego kata, 2:3 — dla najwickszego kata

AEBD.

Wskazowka. Rozpatrz trojkaty ABC i ACD. Odcinki AM 1 AN sa Srodkowymi tych
trojkatow.

Wskazowka. Skorzystaj dwukrotnie z twierdzenia o dwusiecznej.

chotka A zawierala sie w jednej z przekatnych tego rownolegloboku.

Wskazowka. Wykaz, #ze trojkaty APM i BNFP sa rownoramienne,

aly= %, b) “—EE jesli o jest katem rozwartym, ‘B:T“, jesli B jest katem rozwartym
a) Wskazowka, Skonstruuj proste prostopadie do ramion kata przechodzace przez
punkt P. Proste te przecinaja ramiona w dwdch punktach: jeden z nich jest spodkiem
wysokosci, a drugi wierzcholkiem szukanego tréjkata. b) Wskazowka. Poprowadz pro-
stg prezez wierzcholek kata i punkt P. ZnajdZ na tej prmlej taki punkt nalezacy do
kata, ze jego odleglos¢ od wierzcholka kata jest réwna 5 3 odleglosci punktu P od te-
go wierzcholka. Ten punkt jest srodkiem boku uukanegu trajkata prezeciwleglego do
wierzcholka kata. Poprowad? przez ten punkt proste rownolegle do ramion kata. Proste
te przecinaja ramiona kata w punktach, ktore sg srodkami bokow szukanego trojkata.
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105. a) 72°, 108°% b) 60°% 120° albo wszystkie katy maja miare 90° (wowczas trapez jest
kwadratem)

106. a) P = 13,44, obwdd = 20, b) P =67,2, obwod = 38, ¢ P =30, obwid =23, d) P = 252,
obwdd =72, e) P = 2944, obwod =236, ) P =31,8, obwad = 25

107.2)6, b)18, ¢ 12, d) 103, e 133

108.a) §, b) 3, o 3

109.2) 3, b) 3, O 3

110. 2) 1P, b) 3P, ) 5P

111. a) 21, b) 32./2, ) 14(3-/3)

112. ) 239, b)6a+2b, o 2b+a+v2), da+b+3b-a)

113. a) 27 cm?, b) 36m?

114. a) 12, b) 122, ¢) 123

115. a) 253, b) 24,5

116.a) 7,68, b)12cm, ¢)6ecmi9cm

118. a) 18, b)4+2,15, ¢) 28

119. 1+ 23

120. a) 27 cm, b) 5cm, ¢) 26cm

121. a) 60, b) 24, © 30

122. a), ¢), d), f), g)

123. a) tak, b) tak, c) tak

124. 35 cm

125, 20cm lub 12,5cm

126. a) 20, b) 2,13

127. 5.5, 3.5, 5345, 11,5 Wskazowka. Jeden z trojkatow, na ktére przekatna dzieli ten
trapez, jest rOwnoramienmny.

131.2.5i4.5

132. 210 cm*

133. P = 16 m?, cbwdd = (8 +4/5)m

135. Wskazowka. Najpierw pordownaj pola trojkatow ABD i ARC.

137. 5, = 325

138. x = 3, ¥ = /2 Wskazowka. Zauwaz, Ze rozwazany pieciokat mozna otrzymac z kwadratu
o boku 4 przez odpowiednie odciecie naroza.

)

RZED SPRAWDZIANEM

el i 8
UrrpoOREEAg®

=l
o
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11.
12.

13

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29,
30.

D
23°, 69°, 88°

. 72 cm?
14.
17.
18.

481906
B

2mnmomnaoodnEeE o

g}
"%
il

|

12

169 cm® Wskazdwka. Narysuj wysokosé trapezu przechodzaca przez punkt przecigcia
przekatnyeh. Zauwaz, ze ten punkt dzieli wysokos? na dwa odceinki, a kazdy z nich jest
dwa razy krotszy od odpowiedniej podstawy.

PRZED MATURA

1. A
2.8
3.C
4, A
5.A
8.2,17
11. Wskazowka. Zauwaz, ze trojkaty PED i DPC majg rowne wysokodci opuszczone
2 wierzchotka D, wiec stosunek ich pdl jest réowny stosunkowi dlugosci bokdw, na
ktore te wysokosci sa opuszezone. Nastepnie wyraz pola obu tych trojkatow za pomoca
pola trajkata ABC.
12. Wskazowka: Przyjrzyj sie rysunkowi. Wykaz, ze trojkaty ASM i NPC sq prezystajace.

C
o\
M{ |\
YEBNR
A $ 7 B
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LaxeR; f(1)=2 fB3) =-4, f(-3)= 14, f(-3) = 63, f(vD) = 5-3v2, b)x € R\ {0};
F) =3, F3) =1, F-3)= -1, fF(-31) =-6, F(vD = 12, dxe RN 25 fD=1,fB) =7,
f-3)=-1%, f(-3) = 5 FD = 0, d)x € (~o; a); f(1) = V2, f3) = 0, f(=3) =
f(-3) = w@' f(V2) =3-VZ, ex e R; f(1) =2, f3) =6, f(-3) = 0, f(-3) = 0,
FWD=2v2, HxeR;f(1) =2, f(3)=14, f(-3)=-70, f(-}) =43, (/D) = 7(2-1)

B B b) : ¥ i ; : ) . X
; 3
0 i %
5 I . *
BRI "% 0 1 T
d) ¥ e) ¥i = ) ¥
L] - -
» -
..1..
o 1 X .
. 1
L b T I Lo S LTI :
0 1 : X o 1 x
S

3.a) A — tak, B — nie, b) A — nie, B — nie, ¢) A — tak, B — tak, d) A — nie, B — tak,
e) A — tak, B — tak, f) A — nie, B — tak

4.2)f(3)=6, dx=-3,x=3, d)x=0
5.a) f(-15)=~-3, 0 x=%, d) nie, ¢) 1001 - v2)

6.a)y=x+5 by=x} oy= d) y = v/x Ee}lyf—;. f) y = |3x|

7.aly=y=x, b)y==x’ cy=

8.a)B, B, 0B, dC ecC

9.®

10. 2) (3:+), b) (- 3), ::}R\{ 4}, muu{ 1,1}, e}]R\{ -1}, ) (-1;+0)\ {0},
O R\ 2,1 DRY {525} n( L3), 0151 1 (-25%) N 3], 0 (-wi0)

11. a) R~ {-2; 2} x = =3,5, b]( z,+m 0,3 x=-05, o (—8,+m);x={}, d) B~ {11,
x==y2Zlub x=+2, e (3;+m) x=35, ) (-— -m:-) brak miejsc zerowych

)
|

P T

|
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12.
13.
14.

15.
16.

17.
19.

20.
21.
22.
23.

24.
25.

26.

28.

29.

a) x = =11, b) brak miejsc zerowych, cjx; =-1,x2=0, d) x; =-2,x2 = —%

a} =1 —mnie, 3 — tak; b) -1 —tak, 3 — tak; ) -1 — tak, 3 — tak; d) -1 — nie, 3 — tak

2 1
ala=-5, bla=-3

aja=2,b=-1, ba=1b=1
a]f{zﬂ'} 4&2‘—1‘](3"!'? f[ﬂ 2}=a2uga+21’f{1_a}=a2+3ﬂ+3'
i —gal - o 3.3
h}f{2d}~4a l,f{ﬂ 2= % fll-a)= 1 Sai+32f; at
¢) f2a)=a-6a-1, fla- 2}--;;“1...;351_‘_,, fll-a)= -'--ﬂ JI=3a

Pl | =

aja=-1, b}a=—§. clag=-
) (7i4). b (Bis), @ (Fivw)

fix)=2x+3, glx)=-x-4, h{x}—ix 2, k(x)= —-x+1
a}ﬂx}u—xh b) fx)=~Llx+11, o fx)=31x+ 3, d) fl0) =
a) g(x) = 2x~7, b) glx)=~2x -1, 0 glx) = -3x -6, d) glx) = Ix

a) f(x)=2x+1, b) f(x) = —-%x, ¢ fix)=-4x+19, d) fx)=0,1x+6,6, €) f(x)=2x+.5,
f) f(x) = 201
a) Fx)=-3v2, b) F)=-Fx+ 1} lub fx) = -3x- 3
a) . I bl : WV / Vil LM
\ | \ / \ /
I|I III|IlI ! IIIIII I'.I III
) i* / \ / \ f2
_\ 0 1 |I|'l X \/- lllllll Ill'l ﬂ 1 X
\
RH / 1+ | - "'g\ /-HI
Rl 0 1 X A
d) Y e) y £y ¥
1 : o 1 : Illlr'/_\\l
4 — il K |l £ — i / I'|
0 1 X / 0 1 X f \
¥ '.II Il| ||
f IIIl Ij II||I
/ . =
S A
|II | ||
/\ ,'l : IIIII 1+ r|I II
/ \ [ \ 0 N "
a) f(0) = 3(x +4)x~2) = 352 +X~4, b) f(X)= -2(x + 12 +4 = -2x2 - 4x + 2,

) fX)=-3(x-27 +6=-2x?+2x +4

.ajﬂx}=—{x 2)° + 5, h]f{x}-——[xvlll[x+ﬁ} o) fix)=2x*-x-13,

d) =4 (x-41) - 1=4x - Hx-3)
ax e (—m;mz) u(2;+m). bl x (D E) Cy N = }s’ djx e ( 8 1), elx { 1;3},
f]J{E(-oo;-%)u(H;+m), g}xe(- ) {g +o<:-) h]xe( ), hxeR

a) f(-3) = 14, f(0) = -5, f(8) = 1, b)f(-3) = 17, f(0) = 5, f(8) = -54, ) f(-3) =
FI0)=1, f(8) =63, d) f(-3)=-43, f(0) =0, f(8)=64
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30. a) ¥l

zhidr wartosci: (-m ; 5),
funkcja rosnaca w prze-
dziale (-m : 1), malejaca
w przedziale {l ;+m),

miejsca zerowe: x| = —4,

h‘] ]J.y /

zbidr wartosci: (-? ;-m:r),
funkcja stata w przedziale
(-oo : -1), funkcja rosngca
w przedziale (mi ;-ru:m:nl1
miejsce zerowe: x = 2

2

c) y
.\H-H""\-\.
Sl
H‘M.
<
i
Fol
b
N
0 1 X

zhior wartosci: (0;2) u
L (3;5}, funkcja maleja-
ca w przedziale (-4:2),
funkcja rosngca w prze-
dziale (2;4), brak miejsc

xX:=6 zerowych
d) i ) y ) y
/ |
AR
N —_— o
f-fri 14 : 1+ f
.l'l -_— i i
£.8 .4 A 1 x N 0 1 / X
-r.‘l -\._\\ [
ff g \ ,.-’I
."J !
o] : : ;

zbior wartosci: (—4;+e),
funkcja rosnaca w prze-
dziatach: (—3: I) oraz
{1 ;+m), miejsce zerowe:
x=-1

zbidr wartosci: (—2 ; 2}.
funkcja rosnaca w prze-
dziale {—E :2}, funkcja
stala w przedziatach

(-4;—2} oraz {2;4), miej-

sce zerowe: x =0

zhior wartosci: R, funkcja
malejgca w przedzialach
(—m:ﬁ> oraz (3:+m),
funkcja rosngca w prze-
dziale (9;3)+ miejsca
zerowe: Xy =—4, xa2=2

S s B § o AL e e ;lx_ﬁ gia_gﬂif
rajfisled e 1 gl 1gues v IR e S S
5 3 =4X + Fil X £
%}H% dla-5<x<-2
Ofx)=135x+4 dla-2<x<1
%x+:‘—i dlal<x=<4
32.a) | ¥i b))\ ¥i
-l,lI | III"-.I f‘-\
S o \ A
\ i 4 o1 i
\ 0 1/'\ x 0 1) X
I"\. I

NP EN R

zbior wartosci: R, funkcja przyj-
muje wartosci niedodatnie dla
X e <-\f§; v?} u (2;4--:0)

248

zbior wartosci: R, funkcja preyj-
muje wartosci niedodatnie dla
X € {u"ff;+m) U {=2}
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33.a) yi

By

34.a0<-2
35.a)a<-6, bla<-16

36.a)b=-3 ba=L 0a=-3 da=2% b=

3!

37. a) plx); six), b) sx); px),

¢} qix); pix),
38. a) M) —glx), @ —F(x), @ —hix), b) @ — h(x), @ — glx), @ —Ffx),
) (D —f(x), @ — hix), @ —i(x), @ —gix)

d) six); rix)

39.a)x ¢ (—1:&). b)x e {1;+m) ufD}, ooxe (—1;+m) N {01,
d)xe (*W:d) U (1;+m} u {0}

40. a) w jednvm, b) trzy

41. a), b)| ¥ o,d) ¥
1.. 1..-
x
. o
bq{ —I.Er‘-'.
L &
-
FUNKCJE

= 2x5

-4

]
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42. a) fi(x), mx} h} falx), © ﬁ{x}, falx), f5(x), d) fa(x), fa(x)
43. a) fix) = —x++ b) flx) = ——x+11 ) flx) =0, d}f{x}-——x+—, e}f{x}-——x+5
44.a) . | Y / b) N | o 3 I

d) Yio ! e) s b .

45. a) Y b B y I y )Ly
i X o7 1% o 1 X \ / x

/ 0 /0 . 4,

d \ '

-dx-6 dla-3=sx<-2

1
0
46. a) fix) = {

-x-2 dlax<-1
1 1 =, b} flx)= { da-2<x<2 ,
sx-5 dla-1gx<5
-2 ~4x+10 dla2<x<3
§x+l:-,fl dla -5 <x<-2

¢ fix)= %x-rlﬁq dla-2<x<l
%X-b% dlal<x<4d

47. ) -22, b) #2312 ¢ 514, ) 482-1
48. Eﬂf{x}--(x 212+::-, hlf{x}-- I{x-llll[x+ﬁ}, ¢) f(x)=2x% - x - 3,
d) flx)= 4(:: 4= ) —1=4{x-4)Nx-35)
49. fi:a) (-4;3), b) (-14;-5) U (-3;5), O x=3, &) (~4;-1), e xe (-1;3);
f: AR, b) (-54;+0), ¢)x1 =0, x2=12, d) {3,+w), e) x € (~0;0) U (12;+00);
frra R, b) (-6;+0), ) x; ==VI0, X2 =0, x3 = /10, d) (0;2), (2;+w),
e}xe -0 —u’—l}') ( 23 2} {’ﬁ;ﬂc);
fa: a) (—4 +m) b]l{ i +m + YNy =—3%.xz=2. x3=4, d) {—4:—1), (3:+W),
el x e (-3%—;2} U{4;+m)
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) @l B et

c}an—E dya=-3, ela=-3, Da=-yZluba=+2

Pt

51. a) g(x) = 2(x - 3)%, by gix)=-3x* -8, g{x}z—gix+4}’+l, d) g{xyd%-lﬁ
52. f(x) = x + /10 lub fix) = x - /10 lub f(x) = -x + v10 lub f(x) = -x - /10
54. (0,-7)
55.?{1 -—~i Xz'ﬂ' X'{.-l
56. a) (=1,-9), (0,-8), (2,0), b} (=1;0) U (2;+)
[(x* -5x2+7x-11 dlax<-2 X 4+x-x-6 dlax<-4
57. a) glx) =1 2x% - 3x -2 dla-2<x<1, bigx)=42x*+5x+3 dla-4<xg-1,
—:':-:‘]3_- dla x> 1 —2% dla x > -1
x3-8x2+20x-17 dlaxg-1
c) glx) = { 2x* - 7x + 10 dla-1<xg2
13 dla x> 2
B9.a)1, b)2
60.2a) x € (1 +oo) b)x & (—ﬁ;+m), )X € (—m;2) U (3;4), dyx (—2;1> U (2;+w),
e}lxe ‘m“}}u{-} t‘}xe(—w;z)\{l}.
61l.ax € R, bxe (-3;-1) u{1;:3), ox e R\N{0,4}, dx e (~2-3) U (3;+m),

62.
63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

e) x € (3;5), f}lxe(—m 0) U (3;+) U {2}

(
a]xe<{} +tx=) h}xe -0 ] —1) (D‘E) c}xe(um;HE)U({};E)
a]xe{ 45 % (\.-’:_n +m) b}*ce{ =2z 2} (—m;—ﬁ}, c}xe(—%;ﬂ)u(5;+w),
d)x € (4;+0), efxe (-eo;-2) U (3:4), Dxe (6;+0) ui-1},
g}xe( 3; 2) ( ) h}AE(um'-l} (ﬂ'-:-m}
a}xe(lﬂ) 1+w h}xE(E +m) clxe(m—ﬁ}u( ﬂ},
d) x € (0; l)u(i +m) e) X € (% +00) U {0}, D x € (~00;=v5) U (V5i+m),
gxe(-6:0), hxeR
axe () u(2es), Bre Coriho (38, ore (s (b))
d}xe((l_l 2) e}xe( ;g %)u(l; ) t‘}xe{—S +m)

glx e (~0:-2-5) u(-3i-2+5) u(L;+e), W xe(-2;:3) u(4:5),
i) brak rozwigzan, jlx e R

a]xe( V5 Cr) (\.J +m) h}xe(S:MG), c}xe(—m:—E)u(ﬂ:E},

d)x e (-1;0) U (3i+0), @ xe (~o;-3) U (3;+) U {0},

f}xe( 00 —1) (:.;+oo)

a)x € (-2;2) U (5i+2), blx € (~o;-B3)u (V5;:3), axe (-2:-1) u (1;+),
(-1;+0) {1}, @ x € (3;+%), Dxe (-;3)

a]xe(-mEEI}U 2—; ) h]xe( —), c}xe( )

‘*;TE;-MG), e)xe(ﬂ,+m) ( ) (a;w:-)

a]xE( } b]xe(—w;—l) c}le( ) (2 +c-u)
d x € (-/5:-2) u (2;V5), e xe (-v3;0) u (V5; +a¢) P x e (-/3;v3)
Ay xe (~o;-1)u(-3:1)u(2+), byse (2;3)u(3;+), ote(-3;-3)u(0;1)
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71.

72.

73.
74. ;

75.

a)x € (-0;2) \ {0}, byxe(-w;-7) U{E}, xe(-w:-v3)u(VEi+e),
d}xe{-.’i;%), e) x R, f}xe(— +o0), @ x=0, h)brak rozwigzan
aD=(}+o)ui-1l, BHD=R oD=(-m;3)uiel, dD=(3:+w),
PP e N

3

C}xe{%;ﬂufnu(l%ﬁw) d}xe( ooy —y
el x e (—W;—l—»"§>u<§:—l+vj>1 f}xE(—

wiecej niz 3 dm

76.a) x € (—3;0} L {2;+o-:-), b)x (—m;—v"ﬁ) u (—3; v‘TF)
??.KE(-Z;-I)U(H%ﬁm)

78.1,2,3

79.2)a=4,b=0,x€ (-;0) \ {-2}, bla=3,b=4,x€ (-2;2) U (3;+)
Bﬂ.a=—3,b:[l,xe(3;+m)

8l.p=4,r=15lubp=-3,r=-2

82.
83.

85.

86.
87.
88.
90.

91

95.
96.
97.
98.
99.
100.

101.

102.

252

e (—'-.-"FE:E) L (\frf;;"'m)

Wskazowka. Przedstaw skladnik 5x° w postaci sumy dwdch jednomiandw.

ax e (um;ui) u (1 ;+m), hix e (-—-—m;-—-—v'ﬁ) U (J?;ﬁn),

CIxe (-m;—f‘}) ] (—I;D) ¥ ({];1) U ({i;+m)

alb=2ic=-8, blb=0ic=-1, ¢ b*<4c, d) nie istnieja takie wartosci b i ¢
@ = f2(x), @ =fa(x), @ =f1(x), @ -Fi(x), B - fex), ® -f5(x)

a)5 b6

a) —ax(x + 3)x+ Dx-3), b) J(x-1)2(x - 2)?

L a) W00 = 3+ Dix=2)x=4), b) W) ==5(x+3)x = 2%, ) W)= 3x(x~3)(x+3)
92.
94,

[—®, 10— O, 1l —®,V—@®

Wilx): -2 — jednokrotny; 1 — trzvkrotny, Walx): -2 — trzykrotny; 1 — dwukrotny,
Wilx)k =2 — dwukrotny; 1 — czterokrotny, Walx): -2 — trzvkrotny; 1 — ceterokrotny

®—-@0®— 0O

@-3 ®-0 0-@ O-O®

a)2, bll, 2, d0

tak

dwa miejsca zerowe, gdy n =2k, k € N,, trzy miejsca zerowe, gdy n=2k-1, ke N,

Al x € (-3:1) U (2;4), IL x € (~w;-3) u (1:2}), BIL x € (~1:+e0) \ {3},
ILx € (~0;-1) U {3}, AL xe (~00;-1)uU(-1;4),IL x & (4;+) U {-1}

A xe (-3;-1) U (2;40), bxe (-oi-1), Oxe(-0;-4) U (0;+m),

dxe (134) \ 2, Oxe (b Uld], Dre (Coi-)u(2hin)u 2iee)
a}xE( 1;1)u(2,5;+=), bixe {—v‘?:—%}u (u’?HW),

axe (-=;0)u(0;2) u(4:+2), dxe (-B:i-3)u (0;V8),

(-2

2)u (3ir). Dxe (3i-d)u (3

elx e
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103. ¢

}. b}xe( 2;0)u (0;3), Oxe (3;+0) U {-1,0},
-1} u Wskazowka. Zauwaz, ze A =9+42 = (22 + 1)°.
oxe (wit)u(112), Dxe (4i3)N 13]
Ju

104. a) x € (-;-2) u (1:1), b}xe{——-——) (2;+), 0 xe (-5;-1) u(0;2),
d)xe(a}l) e}lxe(m f}xe(—m —i—)u[:]_;} g}xe(—m;ﬂ),
wxe (23,1) o (235,

106. a) x & (-0 2)u(3 5) U (10;+) b}xe(—4 0) U {5;+00) U {1}

10?.x€(n¢ Ju( w}a=—4b 2, cmd

108. A = (~00;-7) U {0;2), B= (-;-2) U (}:2), C=(~m -3) u (5; +W)U=~2}

109.
110.
111.
112,

113.

ANB=(0;3) u{2}, BAC=(~o; -3} AUC = (-00;=3) U (0;2} U (5;+00) U (-2}
dla x (—m;—B) U (—2:0) L (1 ;3) U (3;+°¢)

X € (—m:—z}u{l}u(3:5>

a)x€R, bjxe(-w;1)\{-3}, Oxe(5:+m), dxre(-3;2)u{5)

axe (—»ﬁ—2;—3)!.)(—2;\,-"'5—2)!\,1({};1), byx e (—2;2), CXE (—W;—I)U(\-@;+N),
d) x € (-2;+00) \ {0}

ax e (-5:3)u -3, Bxe (-1:0)u (6;+), Ox € (-=:-2) u (-V3;-3),
d)x e (uS:u%) v (-"2—32) U (3;+m) U {0}

114. m=-28

115. Wskazdwka. Skladnik 5x* przedstaw w postaci sumy dwach skladnikow.
116. D—h,@O—k3—f,@D—g
M7.0-L0—-9.0—fO@-kE®-h®—m

118.2) D = (};+%), b)D=(-=;13), o D=(-v3;v3), dD=R,

119.
120.

121.
122.

e}D=E§;+m))\{l}, f) D= (-3;400) \{=2}, g x€ (-eo;m=3)u(m+3;4),

.,_

ala=2, bla=2, c]a— o d)a= ;, ela=0, fla=-10
a)a=2,b=-3, bla=3,b=2, c}a=§,b—41 d}a—a+b=5
b) J’r c)
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d) Y 5 S O /
' .j_ ’ it | S
X i X
g \}’ i) 4 =;""
\ "
II|
_——_/) . _.-Z___I
X 1 X
123. a) vl | b | y
|i IIlI
a'll \
\
1-;,5- N 1
= = "

driedzina: R, zbior wartosei: (-1 ;+m),
miejsce zerowe: x = 0, funkcja rosna-
caw R, asymptota pozioma: y = -1,
punkt przeciecia z osiami: (0,0), funk-
cja przyjmuje wartoéci dodatnie dla

X E (EI:+°°)‘ funkcja przvimuje war-
tosci ujemne dla x £ (—w:ﬂ)

254

drziedzina: R, zbidr wartosei: (--I::o ;G},
brak miejsce zerowych, funkcja male-
jaca w R, asymptota pozioma: y = 0,
punkty przeciecia z osiami: (D, -341—3)
funkcja przyjmuje wartosdci dodatnie
dla x € R, funkcja nie przyjmuje warto-

sci ujemnych
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W d) \ y
|
— = III
™, L
0 N X il s i &
\ ". g
\. . IIlII L~ ]
IIII'|II Illl,l 7 l."‘Ir.i"].
| \/ ;
|III 'D 'i ‘E

dziedzina: R, zbiér wartosci: (-e;2),
miejsce zerowe: x = 1, funkcja malejaca

w R, asymptota pozioma: y = 2, punkty

przeciecia z osiami: (0, 1), (1, 0), funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie dla

X e (um : 1), funkcja preyvimuje warto-
sci ujemne dla x € (1 :+m)

124. g(x) = hix) = i(x) = j(x), fix) =
125. a) y = -27, (0,-26), (

3,0),

nix)

126.)a=5ib=-3, bla=j5ib=2
127. f(x) = 35%, g(x)=372%, h(x)=2"%"
129.2) D = (1;+0) N {1}, b)D=(4;

130. a) x & (2:4) \ {+/5}, b)x e (§:+

e (i o1 1 oo

by =0,(0,1,37), ©y=08, (0,18, dy=0, (0
e) y =-4,(0,-3), (log 54,0), 0y=2,(0,2:)

dziedzina: R, zbior wartosci: {ﬂ - +M).

miejsce zerowe: x = —1, funkcja ma-
lejaca w przedziale (—m —1), funkcja
rosnaca w przedziale {—1 ;+m), brak
asymptot, punkty przeciecia z osiami:
(=1, 00, (0, 2), funkcja previmuje warto-
$ci dodatnie dla x € R~ {1}, funkcja
nie przyimuje wartosci ujemnych

6)\ {5}, 9D=R\ {-1}
o) \ {1}, o) x € (2;+) \ (39,

(6142

131. a) ¥ a ¥l cl b d) ¥
Ir"l X 1 X L e I;"l X (’1 - X
e) ¥ f) v g by h) |
_________ 0 g Moo S S 1x"“““
il X /1 ' Sl X (1 X
i) by i) ¥i k) w 1) by
D At L3 el
e e feasegnee Socon dntany
|
132. f1(x) = felx), f3(x) = f7(x)
FUMKCIE
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133
134
135

136.

137.
138.
139.

141.
142.

O—-0.0-0.0-@ @—-®
.a)a=2, ba=10, da=1, da=5 e]a=‘“’—f, f) a =4

- f(x) = logs 5 x, glx) =log s x, hix) = log :{ﬁx

am=In625in=3, b)ym=3in=-log; 10
aa=3,b=-1, bla=3,b=3

alg.h, bif,hk, cg, df,g, ef,ah Hfh
a)x=-1,(0,0, bx=450, Ax=0(5.0), dx=0 (55.0), ©x=0(70),
Hx=0(15.0), @x=1,0, hx=-21(01+n2),(1-20), Hx=0,(50)

dla argumentu x = log 0,025 = -1,6

a) \ ¥ b) ¥ c)

(1340 (3:4e) (roni-

Fod] =
e

47 62 +3
mamﬁ,m@,mfr-
1u4u,m%§m%
145, a) ¥l . b} yi
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146. a) b) }’Iil]
/ \ |
/ 17 \
2 o A O =
driedzina: B~ {=2}, zhior wartosci: R, dziedzina: R {0}, zbior wartosci: R,
miejsce zerowe: x = =3, x = -1, funkcja miejsce zerowe: x = —4, x = 4, funkcja
rosnaca w przedziale (—m;—z}, funk- rosnaca w przedziale {—m;u), funkcja
cja malejaca w przedziale (—2;+m), malejaca w przedziale (D;-r-m), asymp-
asymptota pionowa: x = -2 tota pionowa: x =0
147.a)x=1, bix=1, cjx=2
148. a) x (1;3), bixe (D;E), cxeR
150. Wskazdwka. Sporzad? wykresy odpowiednich funkcji.
151. k=1
152.a)x=-1, blx=3 ox=35 dx=3 ex=-2 Dx=3 gx=-4, hx=-6
i) x=3
154.2)x=9, b)x=-1, Ox=2
155. a) x = /5, b) x=1000, c}x=—5
156. a) x = 3, b) rownanie sprzeczne, ¢ x=1, d)x=3, e)rownanie sprzeczne,
fyw=25
157.a)x =49, b)x=V10, c)x =216, d)x=+2, e)x=2, f]X=5:I~
158.a) x =7, h}x=-_}, chx=2, djx=96, e)x=25 ffl}vr=lé—E
159.a)x=-3, blx=4, x-= % dix=-2, ex = %g Xz = —% fix; = l;
x2=—LE, g x =U,X3=%, hix=-1, ilx=1, jlx=3, klx=2, Dx=1
1Eﬂ.a3x=—%. b]x=5%. c}x=—§, dix=-1, e)x=-4, f)x=-5, g}x=G%. hyx=4
161.a)x=-1, blx=4, ox =—%, dix=25 ex-= % 11X =—%, g]x=—%,
h) x =-3
162.a)x=2, b)x=4, Ax=-2, d}x=%, e}x=%, flx=-1, glx=3, hlx=-1
163.a)x=-1, blxi=2,x=-1, dx; =—%.x2 = % d}x=—%. e)x=-2, f)x;=-3,
X2=3, g x=0, hxy=-3,x=0
. e
164. a) x = log, 5, b)x = log; %, ¢l x = logg; 10+/30, d) x = log; {,‘%, e} x = log, %,
f) x =logs; 25, gix=log»5 h)x=log3, i x-=log; %. j) x =logg 2473,
k) x =logz2, Dx=log;v3, m)x=Ilogs6, mn)x;=0 x2=1logs7, olx;=0,
X2 =logs 3
165. a) x =14, b) x =80, ¢} x = 24, d)x=§, ey x; =23, x:==-2/3, Dx=12, ghx= 372,
h]'x=:']x-"§
1ﬁﬁ- ﬂ] X e m. b} X| 2 115. x2 =2r5‘1 C}Xl =_6| x? =_lr5- d} x] =_I +\".IEI: xg =3
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167.

168.

169.
170.

171.
173.
174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.
182.

183.
184.

185.
186.
187.

188.
189.
190.
191.

192.
193.
194.

258

a) X1 = -\_"-::1 Xo = --21 A3 = 2, Xq = x."l_g, h_} X1 = D, Xp = l-; Xy = 8! c) Ay = --2\.-'.?, Xa= 2’
x-5=2v’2, djx;==2, x2=2 e

— TE! hl e
alx=2, bxs= '312- AOx=+3, dix=-—5=, ex=1, f) réwnanie sprzeczne,

gl x= %, h) réwnanie sprzeczne

alx=1, blx=2, cx=2

Axi=lxz=e? b)x1=01x=1010, Oxi=4x =7 dx= 3, e)x; =62,
X2 =—1%‘£—, f) rownanie sprzeczne

alx=01 b)x=27, c)x=8, dixeR,, e}x=ﬁl4, f) x =512

x=3

alx= %— Mx=1 clx=2 dix= % e) x=1,5, f)rdwnanie sprzeczne

1+ 13 i ; N s ;
a)x = ——= b)x=1, c) rownanie sprzeczne, d)x =2, e)x=1, f)réownanie
sprzeczne, g)x;=-3, X2 =+/3, h) réwnanie sprzeczne

a)dla m < -1 brak rozwiagzan, dla m > -1 jedno rozwigzanie x = log,(m + 1),
b) dla kazdego m € R jedno rozwigzanie x = log17 - m, c¢) dla m < 0 brak rozwigzan,
dla m = 0 jedno rozwigzanie x = log, m—-m

aldla m € (—%;ﬂ) brak rozwigzan, dla m £ [—%,ﬂi jedno rozwigzanie, dla m <
€ (—m;—_;l._;) U ({}:+m) dwa rozwiazania, b)dla m € (—\_.-"E; v’?) jedno rozwiazanie, dla
m € {—/2,+/2} dwa rozwiazania, dla m € (—-:x:r . —»-"?) U (~..-’§;+m) trzy rozwigzania

a) xo =5, x € (1;5), b}xu=—f—f,xe (—f—%) ) Xp = 16, X € (16;+m), d) xg=—i.—f',
.10 ) '

x € (-4;-3) |

ayx = ﬁ By =21y  Chass :i—? d) réwnanie sprzeczne, e)jx =3 lub x = 6,
i

f) x = gVohons

ﬂ}xze:i.y=[_:51ubx=e5Iy=,|33, b]x=l,y=ﬁ, C}X=-4,}"=|ﬁ

d) X = e:-‘]“ﬁ"'ﬁti, blx= e“ﬁ, ¢) rdwnanie sprzeczne Wskazowka. Naszkicuj wykres funkcii.
a) dla kazdego m € R jedno rozwiazanie, h)dla m e ({}: 1) U (] ;+m) jedno rozwia-
zanie, dla m (—w;[}} U i1} logarytm nie jest okreslony, ¢ dla m (2 ;+m) dwa
rozwigzania, dla m = 2 jedno rozwigzanie, dla m (l]; 1) ¥ {1 ;2) brak rozwigzan, dla
me (—m ;D} w11} logarytm nie jest okreslony

a) 10000; okoto 15200, b) po okolo 11,5 godz.

a) 10%, b) okolo 1217000, c) po okolo 18 minutach; po okolo 28 minutach,

d)D= {D ;rmu,‘.), gdzie tyax = 176, ¢) okolo 3,4 - 103 bakterii; 3,4 bln ton

a) okolo 1875 min, h) w 1926 r.

o okolo 2,3%

10 razy, czyli ponad 3 razy

a) m = my (%) T‘m, b) okoto 93%, ©) po okolo 17,5 h

a) o okolo 8%, b) o okolo 22%

a) okolo 730 hPa, okoto 540 hPa, b) okolo 5200 m n.p.m.

a) pH = 3,89, b)we krwi: 4 - 107®* moli/dm?; w soku cytrynowym: 5 - 1073 moli/dm?,
c) okolo 126 razy

A =10%¢, wicksza

Syriusz; okolo 24 razy

c=hk=Ina
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195.
196.
197.

198.

199.

200.
201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.
210.

a=02b=15
011"

a)y=flx-5, BDy=Ffx+3), dy=fx)+10, diy=fx)-4, e)y = flx-2)+1,
fly=fx+7)+6, gl y=fx-8)-12, h)y=f(x+9)-11

b) 4 35
: a1 _ .QI
% /y N
1 T -

gz

a)gx)=flx-2)+1, b)gx)=flx-1)-2, cJgx)=flx+1)-2
a) gix) = ~3x2 43, b) g(0) = (x - 3%, ©) glx) = - &5

a) gix) = Lx 5)%; 0 5 jednostek w prawo, b) g(x) = V/x +2; 0 2 jednostki w lewo,

) gix) = a+3 -4; 0 3 jednostki w lewo i 0 4 jednostki w dol, d) glx) = (x =17 + 7;
o 1 jednostke w prawo i o 2 jednostki w gore, e) g(x) = x% +6x+6; 0 4 jednostki w lewo
i o5 jednostek w datl, f) glx) = % —-3: 0 4 jednostki w prawo i 0 3 jednostki w dof,
2) gix)=3*"2+1, 0 2 jednostki w lewo i 0 3 jednostki w gore, h) gi(x) = log.(x - 8) - 1,
0 3 jednostki w prawo i 0 2 jednostki w dod

a)y=-2x"+2, b)y=-2x" -3, c}y——?{x+ 17, d) y=-2(x-2), e) y=-2(x+3)" +1,
fly=-2x-27-1, g y=-2(x-3) +3, Wy=-2(x+2 )_g

¥
a) 0 3 jednostki w prawo, blo 5 ,|ednustek w ddl, clo 1l jednostke w lewo i o 2 jed-
nostki w dot, d) o é jednostki w lewo io % jednostki w gore, e) o 6 jednostek w prawo
i 04 jednostki w dél, ) o 5 jednostek w lewo i o 3 jednostki w dél, g) o 2 jednostki
w prawo i o 1 jednostke w gore, h) o 2 jednostki w prawo i 0 1 jednostke w dot

y — B +4
a) y = 2x+10, b) y = 5(x+2)2+2, ©) y = 2Ix—V2|+1-VZ, d) y = =41, e y = (§) 43,
f) y=log(x -2)-5
a) fx)= Ix=1-2, b) f0 =220 42 ¢) f(x) = x* —6x% + 9x -3

X+4
e) f)=2"4+15, Hf(x)=logix-4)+1
al 0 1 jednostke w dol, b) o 1 jednostke w lewo, ©) o 3 jednostki w dot,
d) o 5 jednostek w prawo, e) o 5 jednostek w prawo i o 3 jednostki w gore,
f) 0 2 jednostki w lewo i 0 6 jednostek w dol

N " —
a) fix) =(x-2¢-5 b)fix)= ——h ¢ flx) = |x-3| -1, djf{x]:xllx—2§+1,

a) 0 2 jednostki w gdre, b) o 5 jednostek w lewo i o 2 jednostki w dol,

c) o 6 jednostek w lewo i o 10 jednostek w dof,

d) o 3 jednostki w prawo i 0 3 jednostki w gore,

¢) 0 4 jednostki w lewo i o 4 jednostki w dof,

f) 0 12 jednostek w prawo i o 20 jednostek w gore

a) brak punktow przeciecia, b) (2,4), © (0,0) oraz (-2, -8)

a)x € (2:7); gx) € (2;4), b)x € (4;9); gix) € (4:6), o) x € (3:8); gx) € (8;10),
d) x e (-4;1), gx) € (13:15), e x e (7;12), gtv € (16;18), N x e (-19;-14),
g(x) € (-12;-10)
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211. a) jedno, b) dwa, c) jedno, d) jedno

212, a) funkcja rosnaca w przedziale (—m ; 2). malejaca w przedziale {2 ; +m),
b) funkcja g osiaga najwicksza wartos¢ rowna 8 dla argumentu 5,

O x1=-8 x2=-43,x3 =432
213. a) y l b)

¥ c) | ¥

s,

] \%
\
\
214. a) yi b IS
I e | :x {f’f X
b) y ) ¥ d) vi

driedzina: x € (1 ;+m). zbidr wartosci:
R, miejsce zerowe: x = 2, funkcja ro-
snaca w przedziale (1 ;+m). asymptota
pionowa: x =1

260

=1

dziedzina: x = ({} : +m). zbidr wartosci:
R, miejsce zerowe: x = %, funkcja ma-
lejaca w przedziale (ﬂ;+¢¢), asympltota
pionowa: x =0
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c) }| ¥
|

/ \\ i
87BN %

dziedzina: R {2}, zhior wartodci: R,
miejsce zerowe: x = -3, x = -1, funkcja
rosnaca w przedziale (—m : —2). funk-
cja malejaca w przedziale (—2 : +m),

asymptota pionowa; x = -2
217 ﬂ]f{\’}=‘}x2+4x+3 dla x <3
3 4 x+4 dlaxz3

dziedzina: R {0}, zbior wartosci: R,
miejsce zerowe: x = —4, x = 4, funkcja
rosnaca w przedziale (—u:- :G), funkcja
malejaca w przedziale (El ;+-:x>), asymp-
tota pionowa: x = ()

dla x <-3

[x+2f-1
dla x -3

218. a) fix) € R, funkcja rosnaca w przedzialach (—m ; 1} oraz {4;+m), funkcja malejaca

w przedziale {l ;4), migjsca zerowe: x; = —%, x3=3x3=5 bim=-1lubm=2

dla x € (0;5)

-5 dlax e (-4;1) 5
219. a) fix)=1-x-6 dlaxe(iﬂ) b) fix)=1 -x+8 dlaxe(ﬁ;?).
|x*-12 dlaxe (3;5) (x-47-2 dlaxe (7;9)
(8 dlax e {—Il;—fﬁ)
) flx)=4 X dlax e (—G;—4)
x+72+1 dlaxe {—4;—2}
220.L 11
221.a)g=15 big=ap
223. a) y b) y ¢) Y
i S s :Ez A
g 1 & T 1__ % } 1
| ; g / ;
0 1 P Ly : 0 1 x % 0 3 .7 I«
PN Mg g |
i ars, a4,
224. a) ¥ c) ¥ d)
H Fa
J:.. =
-

FUMKCIE




225.

226.
227.

228.

229,
230.
231.

232.

233.

234.

235.

236.
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a) zbior wartosci: (—? : 2}, Xxp =3, b) zbidr wartosci: (—2 ; ?). xp =-3, ¢} zbidor wartosci:

(—2: ?), xp =38, d) zbior wartosci: (—?:2}. Xp=8

a) y =-(x+2), b}y=—u-+ +3, gy=E "";214 = {"":";3]'4

a) gix)=3x-2, b) glx)=3x+2, ) glx)=-x*+2x-3, d) glx)=x+2x+3,

Qa0 = ~(x+22+3, D) = (-x+22-3 = x-2°-3, g ax) = -2x + =2 - 6,
h) glx)=-2x + E%'j +6, 1) glx)=-2x+ ;éj +6, j) g{x]=m2x+x—f-.j+ﬁ

a) g(x) = =2x3 = x% + 7x, h(x) = =2x3 + x% + 7x, b} gix) = x ’4 h{ )= Xzzx++4|'

€) gIx) = 3(x + 2%, h(x) = -3(x - 21, d) g(x) = -x* /X - 3, h{x} =22/ R-1,

&) gix) = —4x3 + 3x, h(x) = -4x* + 3x, f) g(x)=- log[x - 4), hix) = Icg{—x -4)

a) g(x) = 2x -3, b) gix) = -x* ~4x -5, ¢ glx) =x* - x>~ x, d) glx) = 2 - »?
O-0O0-00O0-® 0—©®

a) funkcja g jest malejaca w przedziale (—m,—l}, stala w przedziale {—1 ;2}, rosnaca
w przedziale {2;+m), b) funkcja g jest rosngca w przedziale (—m ;-2>, stala w prze-
dziale (HZ; 1>+ malejgea w przedziale <] ;+o<:-), ¢) funkeja f jest rosnaca w preedziale
(—m;nz}, stala w prezedziale <~2;1}, malejaca w przedziale (1 ;+m), d) funkcja g
jest malejaca w przedziale (-m;-2>, stala w przedziale <~2; l}. rosngca w przedziale
(]: ++:n). ¢) funkcja f jest rosngca w przedziale (—no;—l}. stata w przedziale (—I :2}.
malejaca w przedziale (2 : +no). f) funkcja g jest rosnaca w przedziale (—m :—2}, stala
w przedziale (—2; 1}, malejaca w przedziale {1 ;+oo)

a) 5 b) v ) Yi
z/.r 1 ! \ . \ ’ l' ‘\-__\
..-" ﬂ 1 = i _.-'P X D - - X L ﬂ \‘\ /\ X
g‘__z'{ .\\ .‘._,-" j : -"].'\_"_ i ;_‘._ _. ; ] '\‘
o f > h ) i
3 /h \"-. il
4 e
| S
¥ /

a}ye{—m;l}, b) x; = ;,x;—«-l L]xE{-—-m u?} d}xe{—-z:ii}

a) funkcja g przyjmuje najwicksza wartos¢ rowng 5 dla argumentu -3, b) nie moina
stwierdzic, jaka jest najwieksza wartosc¢ funkcji g, < funkcja g przyimuje najwieksza
wartos¢ rowna 6 dla argumentu 0

a) dziedzina: (-5;?}; zhidr wartosci: (-E;Ii}f b) dziedzina: (-?;5}; zhior wartosci; (—3;2},
¢) dziedzina: {—8;4}; zhior wartosci: (—3 ;2)

x2 =3, b)x =2,xz=10

a) xyp =-5 ==3,x2=5, OJx1=-5,x2=3, dx
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237.

238.

a ¥ b) Vli c)
III|
\ T i /IIJII
i / = 1“\
|II
[
I | _
a) glx) =-2(x-2)"+3, b) glx)=-2(x-2°-1, ) glx)=2(x+1)* -7, d) gix)=2(x-7)¢ -7,

e) glx) = -2x*

PRZED SPRAWDZIANEM

-
e

11.
12.
13.
14.

15.
16.
17,
18.
19.

FUMNKCIE

NG e AN .

a) dziedzina: (-3 : +oo), zhior wartosci: (—-4 ;G}, b) funkcja malejaca w przedziale
(—3 :ﬂ). rosnaca w przedziale {D: 5). stala w przedziale {5:+m). C)x) ==2,x2=2
a=4

a) X = %. b}x=%, Q)x==7, dix=+2

gx)=3x*-20x+17, x1=1, x2 = .!%

a) dziedzina: (—3:2}, zhior wartosci: (—?:8}. Xg = —%. b) dziedzina: (—2 ;3), zhidr
wartosci: {—8; ?}, Xg = %

B

D

B

C

A=(5,72), B=(~2,8+2), C=(+2,8-2)
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20.a)x (—% ;+m) “ {3} blxe (—m ;—E‘r} U {§ : \,.-’E}, clxe (—m ;~1) U {L‘I;E) L (2;+m)
21.a) x e {(~3:3) U (4;+%), by x € (~o0;2) \ (-3}
22.x € (""'ﬁ;Z) U (l-*-gi‘_"‘-i;m); W(x) = =2{x = 1){x + 1){x - 3)

2
23. x € (-;-2) U (2;3);a=-3,b=-4
24.m=-8
25. x € (0;2) U (31:4)
26.a1x=§, b) %1 =0, X2 =2, hx=5, d)xj=125 5.3

2
27. Wskazowka. Naszkicuj we wspolnym ukiadzie wspolrzednych wykresy odpowiednich
funkcii.
PRZED MATURA
A

PENPER WD

= 3, zbiér wartosci (-2 ;+)

== T -
N =0
&8 BE R M0 R ME g

=h
(]
=
Il
(Y
=
|
g
|
T
=
i
Pl
I
—

1.a) 5=, b) Ew@’ 0) 10y7, d) 222

2.2)25-3m, b15-F, 07, d)10+%, e 14

3. a) okolo 17km, b) okolo 3 arow

4. a) P=5m, dlugﬂsc tuku =2m, h) P = 11' diugosé uku = ]4511' c) P = 257 - 502,
diugosc ]ukuw'q

5. % m, T.jm, v;?-m

6.0 %n‘

7.P=Zmr? obwéd = Lr+ Bnr

8.a) a:’“”" b) ‘;:’%;:

9.a)o0 21%, b)o 19% c)o 50%

10. a) okoto 223 m, b) okolo 448 razy, ¢} okolo 149 obrotow
11.a) (-— - l)r:rZ b) (- - 1)4:1z ¢) 2m - 3v3a?
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12.

13.

14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

22,
23.
24.
25.
26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

40.
41.

42.
43.

44,

a) P = 21%rr+8v"'§, obwod = ”T", h) P = ‘IE—U‘]T +4+/3, obwéd = %, c)P= 'ﬂ?ﬁn+8v’§,

obwaod = 127 )

o 3\? 23 - =
a) == b 233" € w3
r=2, oo=60°

300 Wskazdowka. Pole pierscienia jest rowne P=m(R* —r?)=mw(R—r)(R +r), gdzie R i r
oznaczaja promienie odpowiednio wiekszego i mniejszego okregu. Zauwaz, ze réznica
diugosci promieni okregdw jest dana, a sume mo#na obliczyé na podstawie obwodu.

mim

minutowa okolo 1,6 ™2 godzinowa okoto 0,09 i

min*
okoto 37 <*
a) okolo 9100km, b) okolo 16
a) 32-8m, b)16./3-8m, ¢) 54-12,96m
a) Wskazowka. Skonstruuj symetralne dwoch nierdwnoleglych cieciw narysowanego
okregu. b) Wskazdwka. Przez zaznaczony punkt poprowad:Z Srednice, a nastepnie
skonstruuj do tej srednicy prostg prostopadia w zaznaczonym punkcie. ¢} Wskazow-
ka. Skonstruuj symetralng cieciwy. Z konca cieciwy zakresl tuk o promieniu dwa razy
diuzszym niz cieciwa.
a) 11 + 8m, b) 15+ 6 Wskazowka. Jesli p to obwod wielokata, a n (n € N) to liczba

{n-2)-180" ST
Mo elos L 2. 2
360

jego bokow, to obwad powstalej figury jest rowny p-2 -2 -n+
al 21 600™, b} 0,5

w Lukowie; o okolo 27 minut

150+/3

Wskazowka. Skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa.

a) Wskazowka. Skonstruuj tréjkat prostokatny, ktorego przyprostokatne maja diugoéci
rowne promieniom narysowanych kol Dlugoscé przeciwprostokaine] tego trojkata to
promien szukanego kola. b) Wskazowka. Skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa podobnie
jak w podpunkcie a).

a) 35°% h) 36° o) 17° d} 100° e)30°

a) 70°% bh) 50°% <) 20° d) 74°% e)42° f)49°

a) o= 60° B=80° b)a=65° B=115° c)oa=50° B=40°

a) o= 13°% B=65°% y=38° b) a=70° B=140° y =64° ¢) & =106° B=37°y=21°
®=45°% B=60° y=30° 6 =w=45% ¢ =45"

alo=4, bla=48, cla= %B

a) 130°% b) 120°% o) 60°

a) 13% b) 100° lub 160°, <) 30° lub 80°

25°% 40° 115°

45°

a) 45°, 60°, 75°% b) 70° 90°, 90°, 110° c) 72° 96°, 108°, 120° 144°, d) 105° 115° 125°,
135°% 145°% 155° 165° 135°

1207

a) oo =160°% B=10° y =40° b) x=40° f=25°% y=65°

V3 b1, 0% do

aly = ﬁ—iﬁ, b)y = K—EE Wskazowka. Narysuj odpowiedni kgt wpisany oparty na tym
samym fuku co kat o

a) 80° b) 40° 20°
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45.

46.
47.
48.
49,

50.
51.
52.
54.
55.
56.

57.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.

70.
71.

72.
73.

74.

266

Wskazdwka. Rozpatrz katy jednego 2 trojkatdw, ktorego wierzcholkami sa punkt prze-
ciecia opisanych w zadaniu prostych i srodki dwdch sasiednich fukow. Dwa z nich sa
katami wpisanymi. ZnajdZ katy $rodkowe oparte na tych samych tukach co te katy
wpisane,

a) 20°, b) 140°, «¢) 120°

a=2,5-2,b=2,¢c=2.3

o) ErrlzJ :rx'?

all, b)10, ¢ 9 lub 11, d)wieksza od 9 i mniejsza od 11, e) dodatnia mniejsza od 9
lub wieksza od 11

a) 55 b) g,

a) nie mniejszy niz 2r, b) nie wiekszy niz R - r

a)4,5, b9 o2l

a)llub7, b)4v2-3lb4/2+3, 3-/5b3+.,5

a) 5,8, b) 1.8, c) 2,8, d) 3,8

a) +3r? b) 6r? Wskazowka. Wykaz, Zze trojkat jest prostokatny.

a) Wskazowka. Przez drodek okregu i zaznaczony punkt poprowadZ prosta. Na tej
prostej zaznacz dwa punkty, ktore sa odlegle od zaznaczonego punktu o polowe
diugosci promienia narysowanego okregu. Te punkty to srodki szukanych okregow.
b) Wskazowka. Przez srodek okregu i zaznaczony punkt poprowad? prosta, a nastepnie
skonstruuj prosta do niej prostopadia przechodzaca przez zaznaczony punkt.

a) plaszczyene, b) prosta, ) punkt

50°

180° - &

30°

a) Wskazowka. Zauwaz, ze trojkaty ASP i BTP sa rdwnoramienne,

a) 2+/ab

a) f=2a, y=180°-2c, § =90°+ e, b) f=90°- @, y=45°- F,5=45°- 5

B =20 -90° *

a) (vVZ- DR, b) 3R

1 lub 7

23 +442

ID% Wskazowka. Oblicz wysokosc trojkata PSO (gdzie O jest srodkiem okregu) opusz-
czong na ramie 08,

b) 97

a) P = 16-8m(2-/2), obwod = 16-82+22mr, b) P = 4GB=1 ghusd = 4(1 + 1r),
P = %{2 J3-m), obwéd=9+7,3-3.3

P= z—n—%é-ﬁrz. obwdd = 2y
a) Wskazdwka. Skonstruuj symetralng narvsowanej cieciwy. Przez punkt, w Ktorym ta

symetralna przecina okrag, poprowadz do niej prosty prostopadia. b) Wskazowka.
Skonstruuj okrag, ktdrego srednica jest odcinek laczacy srodek narysowanego okregu
i zaznaczony punkt. Narvsowane okregi przecinaja sie w dwdch punktach. Kazdy z nich
moze by¢ punktem stycznosci szukanej prostej, zatem zadanie ma dwa rozwigzania.
Wskazowka. Skonstruuj okrag wspolsrodkowy z narvsowanym okregiem, ale o promie-
niu dwa razy diuzszym, oraz prosta rownolegla do narysowanej prostej odlegla od niej
o dlugos¢ promienia narysowanego okregu. Punkty przeciecia skonstruowanych okregu
i prostej sa srodkami dwach okregow, ktdre spelniaja warunki zadania.
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75.
77.
78.
9,
80.

81.

82.

83.

84.

85.
86.
87.
88.

89.
90.
92.

93.

94.

95.

30% 6071 907
Q

180

a) czarna, b) a= =

12 lub 2./22
a) 51, b) 6,75
a) 2vRr, b) 4003 - 52011' Wskazowka. Oblicz pole trapezu, kidrego wierzcholkami sq
srodki okregow i punkty stycznosci prostej z okregami. ¢) 36 lub %%’
Wskazowka. Sposob L W kazdym z okregow rozwaz trojkat, ktdrego dwoma bokami sa
promienie, a trzecim bokiem jest cieciwa wycieta z prostej m. Trajkaty te maja rowne
odpowiednie katy. Sposob 11. Dorysuj styczng do obu okregdw w punkcie ich stycznosci
i skorzystaj z twierdzenia o kacie miedzy styczng a cieciwa,
Wskazowka. W kazdym z okregow rozwaz trojkat, ktorego dwoma bokami sa promie-
nie, a trzecim bokiem jest cieciwa wycieta 2 prostej PR. Tréjkaty te maja odpowiednie
katy rowne,
Wskazowka. Skorzvstaj z faktu, ze odleglosé miedzy punktami stycznosci prostej AE
do obu okregdw jest taka sama jak odleglos¢ miedzy punktami stycznosci prostej AD
do tych okregdw.
6-47

]
Lo
Eﬂ'!‘
nie (zabraknie okolo 8 mm)
(4 + v"?JE% cala = 12,9cala = 32,8cm
MozZna, ustawiamy 5 pionowych rzedow po 5 sloikow, a miedzy kazde sasiednie dwa
takie rzedy wstawiamy 4 stoiki. (Kazdy 2 nich bedzie ,styczny” do czterech innych
sloikdw).
na poludnie od réwnoleznika 66°33 S
(VZ-1)d d

2 R
Wskazowka. Odleglodci miedzy punktem przeciecia prostych a punktami stycznosci sq
rowne,
Jezeli wybrane punkty leza na prostej prostopadiej do narysowanej prostej i sa od
niej jednakowo odlegle, to istnigje nieskonczenie wiele okregow spelniajacych warunki
zadania, Jezeli wybrane punkty leza na prostej prostopadlej do narysowanej prostej
i nie sa od tej prostej jednakowo odlegle, to zadanie nie ma rozwigzan. W pozostatych
przypadkach zadanie ma jedno rozwiazanie.
a) Wskazdwka., Narysuj okrag o tvm samym Srodku co wiekszy okrag i promieniu
rownym roznicy promieni danych okregow. Skonstruuj styczne do tego okregu prze-
chodzace przez Srodek mniejszego z danych okregow. Dwie 2 szukanych prostych sg
rownoleglte do tvch stycznych. Trzecia styczna jest prostopadia do odcinka taczace-
go Srodki okregdw. b) Wskazdwka, Dwie 2 szukanych prostych moZzna skonstruowad
w sposob opisany we wskazdwcee do podpunktu a).
a) Wskazdwka, Skonstruuj prosta prostopadla do narysowanej prostej przechodzaca
przez srodek narysowanego okregu. Ta prosta przecina okrag w dwach punktach. Kaz-
dy # nich moze byé punktem stycznosci okrega i szukanej prostej, wiec zadanie ma
dwa rozwigzania. b) Wskazdwka. Skonstruuj prosta rownolegla do narysowanej prostej
przechodzaca przez $rodek narysowanego okregu. Ta prosta przecina okrag w dwoach
punktach. Kazdy z nich moze by¢ punktem stycznosci okregu i szukanej prostej, wiec
zadanie ma dwa rozwigzania.
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97.
98.
99.
100.

101

104.

106.
108.

110.
111.

113.
114.

115.

116.

117.
118.
120.

124.
125.

126.

127.

129.
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Wskazdwka. Narysuj odcinek o diugosci rdwnej obwodowi trdjkata, kidrego wierz-
chotkami sa Srodki okregow. Polowa tego odcinka ma dlugos¢ a rowng sumie trzech
szukanych promieni. Odleglos¢ b miedzy srodkami dwdch z okregdw jest rowna sumie
promieni tych okregdw, Odcinek o dlugosci a - b jest promieniem trzeciego okregu.
g) 40° 3071 110°% b) |AR| =8, |BC|=7, |AC|=9
a)3v3:m, b)4m:3V3
8L

3
aj 5\-‘@, b} 19,5

. a) 2,5 Wskazowka. Wykaz, ze trdjkat jest prostokatny. b) *E—T‘j
102.
103.

promien okregu opisanego = 6,5, promien okregu wpisanego = 2

a) Wskazowka. Srodek przeciwprostokatnej narysowanego trdjkata jest srodkiem szu-
kanego okregu, a polowa przeciwprostokatnej jest jego promieniem. b) Wskazowka.
Punkt przeciecia symetralnyeh dwoch bokow trojkata jest $rodkiem szukanego okregu,
a odcinek faczacy ten punkt z dowolnym wierzcholkiem trajkata jest jego promieniem.
a) Wskazdwka. Punkt przeciecia symetralnych bokdw narysowanego trajkata jest srod-
kiem szukanego okregu, a odleglos¢ tego punktu od boku jest jego promieniem.
b) Wskazowka, Punkt przeciecia dwusiecznych dwach katow trojkata jest érodkiem szu-
kanego okregu, a odlegios¢ tego punktu od boku jest jego promieniem.

a) 30, by 12,5

Wskazowka. Jesli AE jest srednica okregu, to trijkaty BAD i AEC maja réwne odpo-
wiednie katy.

a)d:1, b)25:4, 0 1:(3-22)

a)r?, b) i, o L2

a)3, b)2v2+3

Wskazowka. Uzasadnij, ze symetralna boku trojkata o wierzchotkach w punktach stycz-
nosci jest dwusieczna kata trajkata o wierzcholkach w srodkach okregow.

Wskazowka. Zauwaz, 7e A, B i spodki opuszczonych 2 tych wierzcholkow wysokosci
leza na jednym okregu. Odcinek faczacy spodki wysokosci to cieciwa tego okregu.

Wskazowka. Zauwaz, ze dowolny trajkat, ktorego wierzchotkami sa wierzchotki danego
wielokata, jest wpisany w okrag opisany na tvm wielokacie,

a) =21°% B=69°% b) a=36°% B=72° c¢) a=46° B =46

a) v91, h) 25

a) Wskazowka. Rozwaz czworokat AD'BC, gdzie D’ jest obrazem punktu D w symetrii
wzgledem prostej AB. b) 60°

Wskazowka. Zauwaz, ze |LACE| = |£ ABCJ.

aj) -‘%i Wskazowka. Promienie okregu opisanego na trapezie poprowadzone do jego
wierzcholkéw dziela go na cztery trajkaty réwnoramienne. Suma wysokogei dwdch
z tych rojkatow jest rowna wysokosci trapezu. b) 61 8

Vab? = a?, 0 < a < b2 Wskazowka. Narysuj okrag o srodku A i promieniu b. Aby okres-
li¢ warunek, jaki musza spelnia¢ diugosci a i b, rozwaz skrajne polozenia odcinkdw AD
i AC: gdy kat miedzy nimi jest bliski 180° i gdy kat ten jest bliski 0°.

Wskazdwka. Wykaz, Ze suma kata tréjkata przy jednym z wierzcholkdw i kata mie-
dzv wysokosciami opuszczonyvmi z dwoich pozostalych wierzchotkdw jest rdwna 180°,
Skorzystaj » wlasnosci ceworokatow wpisanych w okrag.

Wskazowka. Skonstruuj w danym okregu dowolng cieciwe o diugosci jednego z danvch
odcinkow. Skonstruuj symetralng tej cieciwy, a nastepnie dwie proste rownolegle do
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tej symetralnej odlegle od niej o potowe dlugosci drugiego z danych odeinkdw. Kazda
Z tych prostych przecina okrag w dwdch punktach, kitdre sa wierzcholkami szukanego
trapezu, zatem zadanie ma dwa rozwigzania.

130. 20

131.5:2

132. 20

134. 21, 39, 45, 63

135. a) 20, b) 96.3

136. Wskazowka. Wyraz kwadrat diugosci ramienia ¢ trapezu za pomocyg a, b i h, a nastepnie
uzasadnij, ze 2c=a+ b,

137. EJI-I-- Wskazowka. Uzasadnij, ze trojkat SBC jest prostokatny. Zauwaz, ze |[PC| + |[RB| =

1B£I gdzie P i R sg punktami stycznoéci okregu do podstaw.

138. a]}3.}6, b)4:1, c) 28:9

190, 221 ; 200

142.a) 2:3, b) V6:2

144, a) 1800°, b) 3240°

145. a) 14, b) 63

146. a) 150°, b) 1567, c¢) 162°

147. 1207, 120°, 60°, 60°

148. b) Wskazdwka. Naryvsuj dowolny odcinek. Skonstruuj jego symetralna i zaznacz na niej
odcinek o dlugosci rownej narysowanemu odcinkowi, tak aby oba odcinki przecina-
Iy sie w polowie. Konce tych odcinkow sa wierzchotkami kwadratu. ©) Wskazdwka.
Narysuj dowolny okrag i zaznacz na nim punkty, tak aby odleglo$é miedzy dwoma
kolejnymi punktami byla rowna promieniowi okregu. Otrzymane punkty sa wierzchol-
kami szesciokata foremnego. d) Wskazdowka. Skonstruuj kwadrat wedlug wskazdwki
do podpunktu b) i symetralne jego bokow. Zaznacz na nich cztery punkty, ktdre sa
oddalone od punktu przecigcia symetralnych tak samo jak wierzcholki kwadratu. Na-
rvsuj kwadrat, faczac otrzymane punkty. Punkty przeciecia bokow obu narysowanych
kwadratdw sa wierzcholkami osmiokata foremnego.

150. a) tak; 14 katow, b) nie istnieje, <) tak; 19 katow

151. a) tak; 6 bokdw, b) nie istnieje, c¢) tak; 10 bokdw, d) tak; 16 bokow

152, a) w szedciokacie, b) pieciokgt, c¢) w wielokatach, ktore majg co najmniej 6 bokdw

153. a) tak; 18, b) nie istnieje, c) tak; 24, d) nie istnieje

155. Wskazowka. Uzasadnij, ze trojkat ABC ma pole dwa razy wieksze od trojkata ABO.

156. 75./3

158.2) =, b) -lfri’i}?

159, nie

160. a) Wskazowka. Rozwaz okrag opisany na tym wielokacie. Katy miedzy przekatnymi
poprowadzonymi z jednego wierzchotka sa katami wpisanymi w ten okrag. b) dziewied

161. np. okrag

163. Wskazowka. Rozwaz dwa przypadki: gdy dane punkty sa wspélliniowe i gdy nie sa
wspolliniowe.

164. 3 (3+ /9 +8k)

165. V2 + 2a, (1 + v2)a, Va+2./2a

166. V2 - 2r

FIGURY NA PLASZCZYZNIE. CZESC 2 269



168. 100 - 750(7/3-12)
169. 2) || 252, b) vZ-1, o V2-2

180°
1?“- T
171.a) 1.8% b) 36% c) 1,8 d)45°
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11.
12.

14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.
21.
22,
25.

26.
27.

28.

29.

30.
31.
32.
33.
34.

© LN W N

=2 hjtgfx—g,lgﬁ 1, c}lgﬁx—;,tgﬁ_'i dtgae=1,tgf =1,
=% fltgae=1,tgf=1, ghtgex=72,tgf= _L. h}tgot—z.tgﬁ-—

37
Lt mE ol 02 o948 ni gXE nid

15 *

. &) iaTzf b) \-"’?1 ) %, d}%
a=15,b=3%, c= 303 471

L 133%124%

.altgfh, b colgn digo
aly, b, o« dy

;A x=3, bx=+22, Ox=2%

10.

a]tgcx—;ﬂ,tgﬁ 40, b)tge =40, 186 = 40, c}tgpoc=%,tgﬁ=%, d]tgaf—%
tgﬁug, e}lga‘z,tgﬁ-:, fliga= u,tgﬁ* -

a)5i7; 17,5, b)+106, ¢ 30

1

a) tgrx—,f; mnix—;. cosa:—;:_b}tg(x=%.simx=~i.msa=%:

g = [’;:j,smﬁ—%’ COS X = \,-?u

a) sine = cos f = "'?,cnsa’=sinﬁ=%. b}hll‘l(‘t‘—{:ﬂ‘:ﬁ*T§1CUbﬁ—ﬂ1nB'—TE,
¢)sin=cosf = gﬁ-tmof-xmﬁ Jig

a]smm=f-l3-'ﬁé.cusﬂ— l;,tgﬂ.’"f b}ﬂina=%.cinsa=%m.tga=‘izgﬁ
Ax=125y=075 bx=32 y=2 ox=1,y=2v2 dx=100_ 48
alsine <sinfl, blcosa<cosf, o Ln.q ¢ < sin f8

a)sin2® < sin18°% b)sinl3® > sin1,5% ¢ cosd4® > cos74°, d)cos3® < cos0,1°,
e) sin 20° < cos 20°, ) sin 30° > cos 30°

alf, o, oo, d) o
a,d, e
alsine =006, cosee =08, b)sina=096, cosex=0,28, c)sin=0,7, cosxx= -‘%

§in3% = 0,09, tg10° = 0,18, cos 17° = 0,96, sin29° = 0,48, cos 57" = (0,54, sin 72" = (1,95,
cos85° = 0,09, tg89° = 57,29

a) 0,92, b) 4,58, o 1,44, d)5.85, e)l4,81, £)10,73, 20,07, h) 212, i0,02

a) okolo 11% bl okolo 75% ¢) okolo 8°, d) okolo 27° ) okolo 35° f) okolo 58°
g) okolo 677, h) okolo 14° i) okolo 847

aa=349 bb=643, cdc=23 dd=238 ee=453 Hf=018 gg=1,5,
hi h = 5,67

ayor = 31°% B =59% b)o = 38% B=352% clao= 68°% B = 22°% d)o= 395 B = 515
e)a=59%8=31° ) a=19°% B = 10°

a) 2,35, b) 3,28, 04,72

a) 58,5cm, b)okolo 94 emi 3,4 cm, «¢) okolo 18,7

a) okolo 36,971 53,1, b) okolo 22,671 67,4, ©) okolo 28,171 61,9

aa=18 bib=32 c=29 dd=38 ee=1, fif=33

alx=22 blx=75 ox=78
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35.

36.
37.
38.

39.
40.
41.
42.
43.
. a) okolo 0,62, b) okolo 0,73
45.
46.
47.
48.
50.

51.
52.

53.
54.

55.
56.

57.

58. —
59.
60.

61.

62.
63.
64.
65.

272

a) okolto 6,2 cm, b) okolo 16,7cm, < okolo 5,2cm, d) okolo 2,9cm, e) okolo 5,6 cm,
f) okolo 4,1 cm

a) okolo 1,5a, b)okolo 11,3b, ¢) okolo 0,3¢

a)a=20% B=T71° B o=16°B=110° o a=19°%8=29°

a) okolo 447, 68°, 68°, b) okolo 58° (i okolo 122°), c) okolo 35° d) okolo 42°, e) okolo
44° 136° f) okolo 83°

okoto 100 ¢cm?

0 mniej

dlugosci bokéw: okolo 3,3cm i 2,2cm, P = 5,6 cm?, przekatna; okolo 2,5cm

okolo 5,4cm

a) okofo 5,1 cm, b) okolo 35°

a’ g o a‘ cos osin o hitgec+1g B
a) 2 b) 2 y O 2tgmgﬁ
2 a’ g o b) Hh ) zttgaﬂgﬁ

= sin o’ 2potap
a) okolo 7,9, b) okolo 28

a) okofo 1,5, b) okolo 29°

=37 B=72°% vy = B7°
okolo 73,7°, okolo 67,4°
. _ la-bla+b)tg o _ (2arge—hih
a) P = 4 i Dl 2ge
okolo 2,687
a}IP:xSE-':Iﬁ hJP"~34cm3
a) Zrtg —— 'H“ . bl 2rsin — lg”
ml}nsm - cos 125 100
a) n T h]ng@ %

%rga dla 0° < ¢ £ 457
" 11-5 dlad5°<x<90°

T Tigo

h Y h c YO 0 (5 S )
sine' sinp' b~ Z2ligo TEF *h " Z\tge " t@p

trajkat ABC — uLc}it} 37° 37°% 106°, trojkat ARD — okolo 12° 37° 131°

a) %, % Wskazowka. Niech a i b (a = b) bedg dlugosciami przyprostokatnych, ¢ —
diugoscia przeciwprostokatnej, a o« i f — miarami odpowiednich katdéw ostrych danego
traojkata pmstukamegn Zauwaz, 7e z warunku “L;,b % wiynika %— E = é a stad
sina —sinf = =. Ponadto z réwnosci a® + b* = ¢*, wynika (%)2 + (F)e = 1, czyli
sin? o + sin? ;3—1 b “lﬁﬂﬁ, %

V2 - 1 Wskazowka. Niech a i b beda dlugosciami podstaw trapezu (b > a) i ¢ diu-

= 4, 7 rownosci tej wynika, ze i:‘_-+ f = 4,
£

goscia jego ramienia. Pokaz, Ze “fh

czyli % - 4 - ii Przedstaw cosinus kata ostrego na dwa sposoby: cos« = & uraf

Cos X = —g— = %(g_ —) Zastepujac w drugiej 2 tych rdwnosci % wyrazeniem 4 - = F
b g

oraz ¢ wyrazeniem g——

a) okolo 292 cm, b) okolo 14,5°

a) okolo 70,5° b) okolo 272 cm

a) nie wiecej niz okoto 125 cm, b) okoto 3,8°

x = 238cm, y = 653 cm, @ = 68°, § = 23°

ofrzymujemy cos o = k ( m:ta o (4 -:0:-: o8 ))
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66.
67.
68.

69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.

78.

okolo 3'26"
okoto 14cm

srednie nachylenie drogi od A do B: okolo 5%, od C do D: okolo 5,5%; kat nachylenia
drogi od A do B: okolo 2,9% od € do D: okolo 3,2°

okolo 12,3m

okolo 0,22 T

okolo 17m

a) okolo 47%, b) okolo 31 m

a) okolo 0,14 przekroju rury, b) okolo 0,63 przekroju rury

a) okolo 226 269 '%, b} o okolo 17°

a) okolo 16m, b)okolo 4,3m

Merkury — okolo 59,33 min km, Wenus — okoto 108,08 min km

Ax=6,y=3/3, blx=y=5 0x=6y=4/3, dx=2y=2/2, € x=3/6,
y =343, l‘n—y— 3““, g}x=%3, y = % hyx=2V3,y=3

al |[€A| =30°% |€EB| =60° b)|€A4|=30% |«<B|=60% c)|<A|l=|<B|=

d) |2 Al = GD”, |« B| =30°% e)|«Al=30°% |<Bl=60° f)[xAl=60°|xB|=30°

152 By, 928
80.

81.
82.
83.
84.
85.
87.

. a) M Wskazowka. Patrz rysunek.

trojkat: 16, romb: 82, rownoleglobok: ﬁzl-i, trapez: 1—#

a= E-‘é!—j b=\7+2J3,c=242+2

60°

(72 +723) cm?

83 +3+v2) cm

a) 5(v3-Dcm, b)(9/2+6.3-3,/6lcm

all:v3, B2:.3, o1:43

b) ﬁi&?:l.l Wskazowka., Zauwaz, ze

[€CAD| =
90. a) cosx = )?,tga-%—u,, h]cnsa{-j—?, tg{x=%, c}sma=%,tga=%,
d}sino{—_i,tg{x—% E}smix—% cosa’=i—5 }sma—% cos:x=:%
91. a) 10, b}ﬁ\rll, c) 0,99, d)@
92. a) cos? «, %, b) cos e, %, ) —— = .4, d) m 2, ) sinq, —; 11,1
4.9 B ofp 93
95.a)1, b1, 0, d)1

97.
98.

99.
100.

. Wskazowka. Skorzystaj ze zwigzkow miedzy funkcjami kata o a 90° - «. d) Zapisz kat

45%+ o jako 90°—({45°- ). e) Zapisz kat 45°— & jako 90°-(45°+ &), f) Zapisz kat 60°- o
jako 90° = (30°+ o)
I cos37° =5in(90°- 37%) =5in 53% IL cos37°=+1-sin® 37°

f | f o o
a) cos54° = 3OS g5gen S22 p) sin75e= (BB L B2 g750-04 3,
¢) 5in22,5°= ¥2:32 c0522,5°= N242
al e=60°% B=30° bla=p=453" c)a=60° B=230°

sinocoso = 02442
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101.

103.

104.

105.
106.
107.
108.

109.
111.

112.

113.
114.
115.
117.
118.
119.
120.

a) 1, b) 1 Wskazowka. Zwrdd uwage na nieparzysta liczbe czynnikdw. ©) 1 Wskazdwka.
Zamien funkc;;r; sinus na cosinus lub odwrotnie,

alsing = \Ii?’ Coso = j";[;o, tgox = %f b)sinf = 3‘ H , COsf = _‘2\],-'_;51 tgfh = u%,
c)siny = : }?Tcos;r——‘f};‘;,tg; _—%

. 3413 2413 : . J20 -2./29 5
a) sinee = "11"'3""’ Cos o = -ﬁ-—, tg o = %! h) sino = 3,9 , COS 0 = ,;9 ‘], tg o = -%,

il pagaa =_3
)sin=7%,cos=-3, [ga=-3

a) ukom 13,4, b) ukmlu 993 ¢) okolo 29,3, d]l Dkoiﬂ 10,6
AL, n-2 o -1 9 n-2, 9-L, no

aj 18 b) 36, ¢) 15, d) 8
a) okolo 18,4%, b) okolo 63,4°, ¢} okolo 56,3% d) okolo 108° e) okolo 131°, 1) okolo
148"

a) ujemna, b) dodatnia, c) dodatnia, d) dodatnia

V21 33 3\ ”] ~10 ]U
a)=g=; ) = = d) -

1 4 __E = 3426 L ol 1K
a) sin o : g =55, 36 56+ C)eosor=—2=,
tg o= =3 luhmam“T, tgcx_%
a) okolo 8, b} okoto 28,5, c) okolo 51,3

a) okolo 14,5%, b) okolo 6,2°% c) okolo 40,5

okolo 3,08

a) 45°% okolo 63,47, 71,6° b) 45° okolo 18,4% 116,6% «¢) okolo 26,6% 68,27, 85,2°

a) 167°, b) 98° ¢) 125°

a) sin154° blsin111° c¢) cos80° d)sin70° e)cos95° f)tgl70°

x = 4,5 Wskazdwka. Pole duzego trajkata jest rdwne sumie pdl dwdch mniejszych
trojkatow.

121.a) 1:2, by 3:1, o 3:1
122.0) 3. b %, 0 B
123. a) /3, b) 45in72°=8sin 36°cos36° = 3,8, ¢) 4sin80°-2sin 160° = 3,3

124.

125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.

132.
133.

134.
135.

274

5 £ . . . r . . .
a) r? (#E + ? + ﬁf) b) 5 (sin e + sin B + sin y) Wskazowka. sin(180° - &) = sin «
2 5 z

a) okolo 18,4° b) okolo 66% ¢ okolo 29,3°

a= 3,05 b=513 c=446,d= 653, e = 5,64, f = 7,60

o= 19,5° B = 130,5° ¥ =53,5% 8 =86,5% =32,9% ¢p=127,1°

a) okolo 3,26 m, b) okolo 11,65km, c) okolo 2,82m

a) okolto 35°% b) okolo 517, ¢) okolo 1237

a=19, 0= 127° b= 15, f = 20°

a) [«BAC] = 31° |£ABC| = 129° |AC| = 23 lub |€BAC| = 149° |<ABC| =
|AC| = 6, b)|<ACE| = 24°% |«BAC| = 116°% |BC| = 11, o) |AC| =11, |<ABC| = HE",
|« CAB| = 147, d) |[£ ABC| = 64% |<ACB| = 76° |AB| = 8 lub |« ABC| = 1167
|« ACB| = 24° |AB| = 3, e)|«CAB|=80°% |AC| = 11, |BC| = 21, f)|4BCA|=10°%
|[BC| = 10, |AC| = 14

a) okoto 2,2 (czvli okolo 11:5), b)okolo 28 cm

a) 307 okolo 5,75 144,3% b) 307, okolo 17,53% 132,5°% c) 30% okolo 44,4° 105,6°

lub 30° okoto 14,4% 135,6°

a) 10, okolo 15,3, okolo 19,7, b) okolo 7,3

a) %\.-"'1_5. b %\-ﬁ
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136.
137.
138.
139.
140.
141.
143.
144,

145.
146.

149.
150.
151.
152.
153.

154.
155.
156.
157.
158.
159.
160.
161.

162.
163.

164.
165.

166.

167.
168.

169.

okolo 4,32 oraz okolo 6,01

okolo 79°

IAC| = 794, 4 m, |BC| = 729,9m

okolo 5,8

Z danej rownosci i twierdzenia sinusdw wynika, e tg ee = tg B, czyli & = f, a wiec a = bh.
okoto 1,97

a) 22, b) 90°, okoto 18°, 72°

1:(+/3 = 1): 1 Wskazowka. Zastosuj twierdzenie sinusow do dwoch trojkatow, na ktore
polproste dziela dany trgjkat: jeden, w ktorym dwa katy maja miary 307, 457 i drugi
z katami 60°, 45°.

30°, 60°, 90°

okoto 23,7 Wskazdwka: Trojkat ABC jest prostokatny. Zwrad uwage, Ze sinusy katow
ABC 1 ADC sa rowne.

a=23,b=158, x=54° B=46", y = 80°

a) okolo 35°% 39° 86° b) okolo 24° 31° 125% c) okolo 47°, 61° 72°

a) |AB| = 3,2, b)|AC| =358, ¢ |BC| =32

55,8°

a) [LM| = 11, |« KLM| = 38°, [<KML| =62° b) |KM| =54, |[$KML| = 45°

[« MKL| = 85°% ¢ |[«KML|=36° |«KLM| = 114° |[KM| =109 lub [« KML| = 144°,
|[€KLM| =6° |[KM| = 1,2, d)|<LMEK| = 24° |+ MEKL| = 46° |KL| = 5,6°

e) |[KL| =42, |[$KLM| = 156° |« MKL| = 14° f) |KL| = 13,8, |[KM| = 10,7,

l«LEM| = 30°

a) okolo 7,9 km, b) okolo 7,6 km

a), e} — rozwartokatne, ¢) — prostokatny, b), d), f) — ostrokatne

a) okolo 16,2, b)okeolo 5,1

a) +/15, b) 8, ¢) okolo 5,1

3.3

okolo 9; 140°% okolo 99° okolo 81° lub okoto 3; 140° okolo 19°% okolo 161°

a) okolo 795 m, b) okolo 548 m

b) %fm Wskazowka. Uzupelnij dany tréjkat do rownolegloboku o bokach
diugosci b i ¢, a nastepnie skorzystaj z wlasnosci podanej w podpunkcie a).

okoto 1,47 mi453m D3 € 3 F

a) 3./301 V130,

b) 642 -3 -2 lub 6v2+ V3 -2,

c) 120° Wskazowka. Przvijrzyj sie rysunkowi
obok. Szukany kgt miedzy przekatnymi AC ;

i BD jest rowny katowi ACE. A 11 B 3 E
60°, okolo 162,4°, okolo 47,67

a) okolo 72,4° 88,6°, 91,4°, 107,6°, h) ¥126329 146329

43 41
ab abZ ab./3
a) a+hb' b) a+h’ c) a+h
a) x=1, y = 25in105°, cos 105°= Y258, b) cos 75°= B2

% +1 - /3 Wskazdwka. Wykaz, ze kazdy z lukow ograniczajacych figure jest wyciety
przez kat srodkowy o mierze 30°

40
3'1T
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170.

171.

172.

a) a2 - 2cos 108°, b) ﬂﬂmr

—
asin 1{}2‘{:"’,‘,'2-21:.::5 1283°

ay/3-2c0s128%°~ 22 - 2c0s 128%° - cos 1024 ° = FREL

Wskazdwka. Pierwsza postad wyrazenia przedstawiajacego dlugosé dluzszej preekatne
wynika z zastosowania twierdzenia cosinusow, druga — twierdzenia sinusow,

a) v/3m = 1,7m Wskazéwka. Wyraz odleglosci oczu chlopca od dolnej i gornej krawe-
dzi obrazu za pomoca odleglosci chlopea od sciany, a nastepnie zastosuj twierdzenie

cosinusow, ) 1_;' &gﬁ m = 0,94m lub M.'Iﬂt'-gﬁi m=426m

143 + 3+/21 Wskazowka. Katy ADB i BDC maja rowne miary, wiec poréwnujac pola
odpowiednich tréjkatdw, otrzymamy, Ze bok AD jest dwa razy dluzszy od boku DC.
Skorzystaj z twierdzenia cosinusow i faktu, ze trajkat ABC jest rownoboczny.

PRZED SPRAWDZIANEM

®

it G o o
9N nN»0Nnog>d

=W o O = O O <

%o M)

Lot
| e R

B

. okolo 17,2cm
. okolo 747 lub okolo 106°

._.] Ei“
)

;

~j

£ad

¥
i

Wskazdwka. Oblicz wartose sin o + cos .

=
(=]

. okolo 110°
28.

PRZED MATURA

1.
2.

C
C

3. A
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4.D
5.8
6. A
7-B
8.D
9. A
10.C
11. A
12.D
13. A
14. 2
15. 1
16.a) 12, b) 42
3 2(}_ N
18. 2 ?4+ 1 ’ A.r-l_—l
19.C
21. Prams =40, Paars =45, Papys =80, Pacrs = 135
22, "u'll'%
23. /145
24. 120
- Podstawa graniastoslupa | trzynastokat | dwudziestokat | pietnastokat | dziewieciokat
Liczba $cian 15 a2 17 11
Liczha krawedzi 39 60 45 27
Liczha wierzchotkdw 26 40 30 18
2. a) osiem, b) siedem, c¢) szesc
3. a) tak, b)tak, c)tak, d)nie, ) tak, f)nie
5. Ai B
6.a)a=43,b=6, bls=6,p=8/2, r=2/41, c)x=245, y=231
7. wszystkie cztery sciany boczne to prostokaty o wymiarach 5 cm = 10cm
8. a) 33, b) VB9¢m, ©) ‘Tﬁ m, d) krawedz podstawy: 3, dluzsza przekatna: 85
9.a) w34, b) 2.3, ¢ 24
11.a)x=6, b) ¥y =725 2= 1504, cla= 262, h=2]11
12. okolo 35°
13.2) P = 1880, V =4800, b) P =248,V =240, ¢)P=1720,V =3600, d)P=192+40.2,

14.

15.

V=160, e P=29516,V =2758 £ P=320+12,7,V =300+60,7

al P =8J3+72, V=243, b)P=288/3+504, V=1008.3, 0 P =290, V=300,
d)P=36V2+18, V=272, e P =108,/3+180, V =270,3, )P =483 +264,
V =264.3

a} V =77, b) Pp=48, ¢) V= 30003
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16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.
36.
37.
38.
39.

40.
41.
42.
43.

45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

278

a) v2aZ+ hE, b)V3aZ+he, VaaZ+h?

b) 213, © 10 lub 410, d) 5 lub 2,/10
a=3/2,b=6

V144 sin® 35°+ 108 cos? 35° = 10,95

5 oy -
krawedzZ podstawy: :m-o =43, wysokoscé: % = 3,1

a) B = 69,3° b) ot~ 28,1% ) & = 56,3 B =60°

a) o = 34°% b) a0 = 60° Wskazowka. Skorzystaj z twierdzenia cosinusow.
a) V=323, P=16+32/6, )V =307, P = 274

a) 32./3sin70°cos” 70° = 6,1, b) %

a) 1,8, h) 1642

V=421, P=2(421+/3+J7)

484

20 litrow

okolo 1426 litrow

okolo 8501t ziemi, okolo 369 m? kafelkow

nie (potrzeba okolo 1,04 m? piasku)

a) %, b) zmalalo (stanowi % pola powierzchni graniastostupa tréjkatnego)

a) 2(+2-1)Q, b)2(v2-1)§

a) tak (V' = V), b) nie
d.! -

2ig e

].ﬂ: Ex-'g

224 m* (2240001)

Podstawa ostrosfupa osmiokat szesciokat dziewietnastokat stukat
Liczba scian 9 7 20 101
Liczba krawedzi 16 12 38 200
Liczha wierzchotkdw 9 7 20 101

a) siedem, b) czternascie, c) szesc¢

aAa=4y7,b=2,23, b)a=8,h=2,21, 00 b=2v21,h=43, d)a=3.6,h= 9.2
|AS| = /14, |BS| = |DS| = V39

a) krawedz podstawy: 10, wysokos$é: 2./6, b) krawedz boczna: 4.3, wysokos$¢ Sciany
bocznej: /39, ¢ krawed? podstawy: 33, wysokos¢ Sciany bocznej: gf, d) krawedz
boczna: /59, wysokosci Scian bocznych: 542, /34

krawedz podstawy: 3./6, wysokosé: 3

a) 60°, b)90°

al P=9./7+9./3, V=63, b)P=800,V=1280, ¢ P=96/3+24.273, V=480.3
AP=8/3 V=48 bp-4+4/17,v=18 P=-6/3+6/19,V=8/3

a) 8+/33, b) 32415, ¢) 72, d) 170

b) “—"? 012, dy4=

a) 346-6, b)2,/10-4
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52.
53.
54.

55.
56.
57.
58.

59.
60.
61.
62.
63.
64.

65.
66. 2
67. :

68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.

75.
76.
77.

78.

79.
80.

81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.

89.

aH=+3,b=y15, bh=2,7,a=2v21, c)a=11,b =136
a) V=487, P=24(y3+2.6), b) V=128,6, P=192,/3

a) V=~ 1042,3, P ~ 830,42, b) V=63, P =9(/3+ 7,
o) V=813, P=2(12 + 2\/22 + 3/17)

2203, b)2, O V3
4323
V=323 P=4(12+5/3+2D

a) tak, b) dwie; 1, -ﬁ, c) tak, sa jeszeze dwie mozliwosci: czworoscian o krawedziach
dlugosci: 1, 1, /2, V2,1, V'3 lub o krawedziach dlugosci: 1, 1, V2, V2, V2, V3

a) nie, ale sa trojkatami rownoramiennymi, b) P =./15a°, V = %1. ¢) kwadratem
P=a’+b’+(a+bIRT+(a-b), V = 3(a* +ab+ b )h

V=144, P=108.2

_ 2048V 5 128(1+ 17
Vo 8 P = 9

Ef‘:a3 Wskazdwka. Odszukaj wierzchotki tworzace czworoscian foremny.

BOSM p o WOST )y = 27./3m, P=18/3m, oV =128/2m, P=64m
73,57 lub G371
8m(3 +2/3)cm? lub 8m(l1 +2./3) cm?®
407
457 em? lub ‘rf em?
140
2
T
a) vV1+8m2:1l, b)VmZ+8:m
1573
a) o wysokosci b, b) o wysokosci a
\-"Ed:i
LG
S.i
LG V< 5
Promien podstawy i wysokos¢ walca maja dlugosé =

2161
tak

okolo 7 godzin i 18 minut

a) 6001 cm? = 1884 cm?, b) 707 keal = 220kcal
okoto 160 g

4423 b 4-2.3

okoto 23321

4tgee -1
41 o

a) V= 133” P.=16m(1++/3), bV = —ﬁ‘gj", Pe =8m(10+6./5), ¢V =100, P =907
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91.
92.

93.
94. a
95.
96.

97.

98.
99.
100.
101.
102.

103.
104.
105.

106.

107.

108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.

117.
118.

119.
120.

121

280

AV =9/3m Py =18r, b)V=12821 p 325, v=12887 p _ 00T
ADV=3314,P,=2019, V=09 P=41 V=214 F =34, 2

a) vV =15./5mcem?, P. =457 cm?

25/82mem?

okolo 39°

) jxn"l;:‘-l'ﬂ' cm’ h) 1627 4

225434 E 21422
: 2T e, 22539 an®. ) 121,23

3
A =53 Y
1271

12‘? J13aTE + 25 1800

W 1ddmr? + 25

a) V= "}_ﬁ” Py = m’ , by v =15 p= 3ma’

512./3m
3
2471 cm?
V = 3/55m, P, =24m
3?5\-@“ _
V=T33 po=qrS(1+4/2)

=

=}

cm? = 0,15m?, a=

i

256.2m

walec: V = 128m, Pr =96m; dwa stozki zlaczone podstawami: V = el P. =64\2m

2.2
4*;
6" _
a) ?rth, b) %n”;—', ¢) wokdl boku o dlugosei 7
= Tra:"tga _ mat | ,_ ma’ tg*-:r _ mattge
IR i Pe= 4 {1+(,nsr:)' bV = 2 » Fe= 2 00s o
45

"’“ cm" P.=24mwems, b V= ‘1" cm?, P, = 401 cm?

aVvs=s
a) 63 cm", b) 54 cm?, ¢) 1291 cm?
a) 14m(10 + +/53), b) 14m(6 +/33)

75m(/5 - Dem?
3

4

G4 i 4487
a) promien wycinka: 8, kat rozwarcia: 180° b) promien wycinka: 10, kat rozwarcia:
]U\ 3

216°, c} promien wycinka:
2y, “[ma
729

2V =mad, P, = 2/3ma?, bV DS p fz. V= 1-{“!-1%7{31 P. = 7ma?,
d) V=22 p 6/3ma?

360° - c-:n;cx

a) 30°, b)okolo 48,6° (sinfi=

, kat rozwarcia: okolo 3127

.hlu

e
.a) 972m, bym, O £S\/%, d) V36wV?
122,
123,
124.
125.
126.
127.
128.

a) 2304

3¥10em = 6,5¢cm

nie

2560 = 7,8cm

961 cm” ~

aj %. b) l—‘%‘l

najwiecej powietrza w (3), najmniej powietrza w (1); najwiecej materialu na (@), najmniej
materialu na (1)
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129, a) okolo 637 litrow, b) 5 pojemnikdw
130. o okolo 0,57 cm
131. £ (L +mr)VI+m?
132. %TT cm?
133. 33.64m
134. (38 42)r
PRZED SPRAWDZIANEM
A

i

s 173

S \."IE
4
. 887

.V = 129,62, P = 162,39
213
Pp=m2, V=%

. 3218w

© @ NO MR LN

B L 't
-l O

D
A
. B
C
A

-t ek
o o

. 14443
. 1:47
.4 2a
19. 120°
PRZED MATURA
A

r——
o o~

=0 = W P M

i | (=1

2
r"-\.
2
=

W oo N

- 40,5
10. 21603

11‘ 'Mugﬂjz“]

i

=
Y

=
¥

o=
Eel

e

12.
13.

LA

106
106

L=
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. a) blad bezwzgledny 6744; blad wzgledny okoto 3,5%, b) btad bezwzgledny 0,445 m?;

blad wzgledny okolo 4,7%, c) blad bezwzgledny 0,25 ha, blad wezgledny okolo 11,1%,
d) blad bezwzgledny 1001, blad wzgledny okolo 4,2%, e) blad bezwzgledny 25 zI; biad
wzgledny okoto 4,8%

3. 1: okolo 0,37%, 2: okolo 3,8%, 3: okolo 1,7%, 4: okolo 2,2%, 5: okolo 2,8%, 6: okolo
1,3%
4. a) okolo 0,01%, 0,09%, 0,88%, b) okolo 0,03%, 0,23%, 0,23%, ©) okolo 0,01%, 0,48%,
245%
5. a) okoto 532 m?, okolo 0,9%, b) okolo 48 m?, okolo 8,5%
T.c0d, e f
8.a) 1,59%, 1,54%, b)5,41%, 4,88%
9.a) 21,5, b) 17,7, <) 20,05 lub 19,95, d) 21,01 lub 18,99
10. a) okolo 1,5%, b) okolo 5,4%, c) okolo 8,9%
11. w drugim
12. 77kg lub 175 kg

13.
14.
19.
16.
17.

18.

19.

20.
21.

22,
23.
24.
25.
26.
27.

28.
30.
32.

33.
34.

282

a) 18,75, b) 112

a) 300, b)okolo 4,76%, < 1,(01)%

liczha a, dwa razy

okolo 4%

drednia arytmetyczna: a) 42,2, b) 28,75, c¢) 10, d) okolo 5,08, e)okoto 13,1, 1) -0,5;
mediana: a) 43, b9, ¢ 10,5, d) 55 e 11, [}-0,5 dominanta: a) 53, b)4 1 9,
cy12i13, d)y2, e) 8, f)brak

a) srednia arytmetyczna; klasa 11 A okolo 2,8, klasa II B okolo 2,5, mediana: klasa IT A 3,

kKlasa II B 2, dominanta: klasa Il A 4, klasa Il B 2, b) Srednia arytmetyczna okolo 2,69,
mediana 2, dominanta 2

srednia aryvtmetyczna: miasto A okolo 1,86, miasto B okolo 2,62, razem 2,35; mediana:
miasto A 2, miasto B 3, razem 2; dominanta: miasto A 2, miasto B 1 i 4, razem 1

a) 50%, b) 50%, c) 25%, d) 75%

a) Srednia arvometyczna 1,9975 m; mediana 1,995 m; dominanta 1,98 m, b) Srednia
arvtmetvczna okolo 1,01 kg; mediana 1,03 kg; dominanta 1,05kg, ¢ Srednia arytme-
tyczna okolo 100,17 kg; mediana 100 kg; dominanta 100 kg

a) 28 lat, b) 17 lat
29 lat

srednia arytmetyczna 1,91, dominanta 2, mediana 2
x=11,y=14
a) Kamil 4, Karolina 3, b) Kamil okolo 3,03%, Karolina okolo 2,04%

a) drednia aryvtmetyczna 1,7; mediana 1,5; dominanta 1, b) $rednia arytmetyczna 0,8;
mediana 1; dominanta 1, <) frednia arvimetyczna 0,9; mediana 1; dominanta O

a) 37, b) 135, ¢} =2, d) 111, ¢) 28

a) tak, b)tak, c)siedem, d)nie, e)nie

a) a = 13, dominanta 7; mediana 7, b)a = 2, dominanta 2; mediana 4,5, cla =4,
dominanta 12; mediana 11, d) a =10, dominanta 10; mediana 10

a) 27°C, b) okolo 4768,57 2t

3600 kg

ODPOWIEDZI



35.
36.

39.

40.
41.

42.
43.
. a) 5,5, b) G punktow
45.
46.

47.
48.

49,
50.
51.
52.

54.
55.

56.

57.
58.
59.
60.

61.

62.
63.
64.
65.
66.
67.
70.
71.
72.

a) 44, b s

zestaw A: rozstep danvch 9; rozstep miedzvkwartvlowy 3,5, zestaw B: rozstep danych
35; rozstep miedzykwartylowy 27

a) miejscowost Ar 30, miejscowosc B: 41, miejscowosé C: 30, b) w miejscowosci A,
c) w miejscowosci A, d) w miejscowosci B, e) Miejscowosé A: 96, miejscowosé B: 90,
miejscowosc C: 96, f) w miejscowosciach A i C

dwa razy

alx=5y=10lubx=10,y=5 b)x=5y=13bx=13,y=5, cx=6y=%9Iub
x=0,y=6

o 0.8

a) 7,625, b) 2,6, © 65 dr4,5

druzyna z restauracji Sedan

Dowcipny Jan: sem. [ — 2,75; sem. [1 — 3,08; ocena roczna — 3, Pilna Aneta: sem. [ —
5,57; sem. Il — 4,71; ocena roczna — 5, Pracowity Adam: sem. [ — 4,02; sem. 11 — 4,44;
ocena roczna — 4

a) wyjazd na Riwiere Turecka, b) oferte firmy Grosik

ser twarogowy thusty 162 kcal, szynka gotowana 389 kcal, mleko 42 keal, cebula 22 keal,
czekolada 494 keal

23,70 21

a) 2, b) 25, 03

3.11 zi

a) stosunek wag jest rowny 1:2, b) stosunek wag jest rowny 7:3, ) stosunek wag jest

rowny (z—y):(x—z)
alxXx=82 024062, bX=6,0=36, O0x=2,0=1,7, dx=360=231
w klasie Il b

kolejka I: ¥ = 4 = 23, 0 = |5 = 1,49, kolejka I: X = ¢ =~ 1.8, 0 = ﬁ% =~ 0,92,
kolejka II: ¥ = £ = 3,9, o = \J'I% ~1,73

koszyvk I: okolo 5,93, koszvk II: okofo 2,89

X=12~26, 0 ~156
a) 3,06, b) 10,83, ¢} 0,92

a) 20 pudelek przez maszyne I, 10 pudelek przez maszyne I, b) w przypadku maszyny
[ (x; = 50,15, X = 49,6), ¢) w przyvpadku maszyny I (;y = 1,01, oy = 1,02)

ap = 1,645, oy = 1,414, oy = 1,033, o = 1,480; najwieksze odchylenie standardowe 1,
a najmniejsze — 111

najwieksze — w Il ¢, najmniejsze — wll a

o = 0,49, o = 1,855, oc =08

alx =195, o = 6,7, b)okolo 69%

=161, 0= 1,1

srednia jest wyzsza w firmie B, odchylenie standardowe — w firmie A

fragment 1: X = 4,2, o = 1,8; fragment 2: X = 4,2, ¢ = 1,3; fragment 3: X = 4,7, ¢ = 2,5
a) mniejsze, b)) mniejsze, ©) wicksze

na wschod od ucznia

aXx=10c=0387, b)Xx=125, o= 0,692
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73. x=-55iy=55lubx=55iy=-55

74.1i5

5. X=262,0=1,35

76. 1 lub 16

77.41i 8

78. a) 100, b) 1040, c) 290

79.%=8, 0 =234 = 11,66

80.X=52, 0 =816 = 2,86

82. a) drednia =X + a, odchylenie standardowe = 5, b) drednia = bX, odchylenie standardo-
we = by

83. a) srednia = bX + a, odchylenie standardowe = bs, b) srednia = 33, odchylenie standar-
dowe = 6 Wskardwka. Skorzystaj z rozwigzania podpunktu a). ¢)a=-4, b= %

PRZED SPRAWDZIANEM

. C

©OND MWD
o B = R

B

. w przypadku Michata (Michal: okoto 3,47%, Ania: okoto 1,16%)

. 2,88

. ) Srednia arytmetyczna 16,2; mediana 17,5; dominanta 10 i 20, b) o okolo 38,2%
. B2%

. 8

. 11 (tylko te o masie 1,3 kg i 1,4 kg)

. /6 = 2,45 Wskazowka. Liczbami w zestawie sq 3, 7, 9, 9.

e T G (e e Gy
D B N =0

RZED MATURA

1°
e v
]

P

o i - v B

A

pRNoMA RN

=k
e

C
B
C
B
B

b ek
By o=k
-

. okolo 8cm, 4%
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Podreczniki w wersji uczniowskiej sg przeznaczone
do nauki matematyki w czteroletnim liceum lub
piecioletnim technikum. Spetniajg one kryteria
Ustawy o systemie oswiaty i najnowszej podstawy
programowej z 2018 roku. Zostaty dopuszczone
przez MEN do uzytku szkolnego i wpisane

do wykazu podrecznikow.

Numery dopuszczenia:

964/2/2020 (zakres podstawowy)

963/2/2020 (zakres rozszerzony)

Zestaw dla ucznia sktada sie z odpowiedniego podrecznika (dla zakresu
podstawowego lub rozszerzonego) i zbioru zadan. Uczniom poszukujacym
dodatkowych éwiczen warto polecic¢ zeszyt ¢wiczen lub dostepny online
program Matnau 2.

Zeszyt cwiczen www.rmatnau.gwo.pl

gdanskie
wydawnictwo

www.gwo.pl oswiatowe

K




