Funkcja liniowa

Dla snowboardzisty czy narciarza kat nachylenia stoku jest niezwykle istotny.
Jest to jeden z czynnikéw branych pod uwage przy ustalaniu stopnia trudnosci
trasy narciarskie;j.

Kat nachylenia terenu ma tez zasadnicze znaczenie w zagadnieniach inzynie-
ryjnych, takich jak budowa drég czy kolei.

O nachyleniu prostej bedacej wykresem funkcji liniowej y = ax + b decyduje
wspotezynnik a.
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Uczen:

rozpoznaje funkcje liniowa,
majac dany jej wzér, oraz
szkicuje jej wykres,
interpretuje wspoétczynniki
wystepujace we wzorze
funkcji liniowej 1 wskazuje
wsréd danych wzoréw funkcji

liniowych te, ktérych wykresy

sg réwnolegle,

sprawdza, czy punkt nalezy
do wykresu funkcji liniowej,
wyznacza wzor funkcji
liniowej, ktorej wykres
spelnia podane warunki, np.
jest réwnolegly do wykresu
danej funkgcji liniowej i prze-
chodzi przez dany punkt.

Cwiczenie 1

a)

=

5.1. Wykres funkciji liniowej (1)

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji okreslonej za pomoca wzoru
f(x) =22 4+ 1, jesli jej dziedzina jest zbidr liczb rze-
czywistych.

[

Aby naszkicowaé wykres funkcji f(x) = 2z + 1, spo-
rzadzamy tabele wartosci funkcji dla wybranych argu-

mentow.
T -3 -2 -1 0 1 2
fx) -5 -3 -1 1 3 5

Otrzymane punkty zaznaczamy w ukladzie wspélrzednych. Zwrdé uwage, ze
wszystkie te punkty leza na jednej prostej — jest ona wykresem funkcji f.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f, jesli jej dziedzina jest zbioér liczb rzeczywistych.
) f@)=a+2 D) f@) =21 o f@)=— d) @)= —u+3
Definicja

Funkcje okreslong wzorem f(x) = ax+b dla 2 € R, gdzie a i b sa stalymi,
nazywamy funkcja liniowa.

Wykresem funkeji f(z) = ax + b (uzywamy tez zapisu y = az +b) jest prosta.
Aby naszkicowaé wykres tej funkcji, wystarczy znalezé dwa nalezace do niego
punkty i poprowadzié¢ przez nie prosta (przez dwa rézne punkty przechodzi
tylko jedna prosta). Prosta ta ma réwnanie y = ax + b.



Cwiczenie 2
Znajdz dwa punkty o obu wspdirzednych catkowitych nalezace do wykresu

Cwiczenie 2
a) (07 _2)> (27 1)

funkcji f. Naszkicuj ten wykres. Y v
a) f@) =22 b) f@x)=—2x o fl)=2r+2 d)fl@)=—to—1 1
1
Definicja 0O X
Liczbe a wystepujaca we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b nazywamy
wspotczynnikiem kierunkowym proste;.
b) (07 O)> (57 _3)
Przyktad 3 Yoo Y
Wykresy funkcji liniowych y =2x +2iy =2x — 3 */is /W 1
sa prostymi réwnolegtymi. Kazdy z nich moze- ) 0 =
my otrzymadé przez przesuniecie wykresu funkcji S S F
y = 2x wzdluz osi OY.
Po przesunieciu prostej y = 2z o 2 jednostki w gore 1/ ) (0.2), (4.5)
c ) ) )
otrzymamy prosta y = 2x + 2. 1 e v
Po przesunigciu prostej y = 2z 0 3 jednostki w dot
otrzymamy prosta y = 2x — 3. i)
Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji y = 3z, a nastepnie wykres funkeji f. 1
a) f()=3z+1 b) flz)=32+3 ¢) flz)=3z-2 d) f(z)=3z—1 o| 1 X
Twierdzenie d) (0,-1), (7,-5)
Y
Wykresy funkcji liniowych o tym samym wspoltczynniku kierunkowym sa
prostymi réwnolegltymi. 1
| X
Podane powyzej twierdzenie mozna tez sformutowaé nastepujaco: r
Proste dane réwnaniami y = a;z + by i y = asx + by sg réwnoleglte wtedy
i tylko wtedy, gdy a; = as.
Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Ktoére sposréd prostych Iy, 1, ..., s sa réwnolegle?

llzy:%m—?) lgzy:—%x—l—fi l5:y:8—%m lr;ry=1-2x
ly:y=2x—3 ly:y=4+2x lo:y =22 —+3 ls:y=+b—1La
Cwiczenie 4

lo |l lall ls; Is || 15 || Is

\EZ
%\

e}
N2

R

i
[l
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Cwiczenie 5

a)y=2z+1
b)y=—3z+1
¢)y=—-32z-2
dy=-2z+1

Odpowiedzi do zadan
1.a)Q b)P,R ¢) P d) Q
e) P,Q f) R g), h) zaden

2. a), b)

Y b)

—
—
-
—

1 )

i 7

Ol 1 X

a) np. (0,—-2), (2,-1), (4,0)
b) np. (_3a3)a (07 4)a (37 5)

c), d)
Y
<)
- 0)
C) np (_2a4)a (O 3)7 (272)

d) np. (—8,0), (0,—2), (4,—3)

O~
<

=
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Przyktad 4

Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykresem Y
jest prosta przechodzaca przez punkt P(4,1) i réw- vy
nolegta do prostej y = sz + 3. Y

\

Funkcja liniowa dana jest wzorem vy = ax + b,

a jej wykresem jest prosta rownolegta do pro- . (4.1)
stej y = %m + 3, wiec a= % Aby wyznaczy¢
wspotezynnik b, podstawiamy wspotrzedne punktu
P(4,1) do réwnania y =iz +b i otrzymujemy <
1=1-4+b skad b= — o

Zatem warunki zadania spelnia funkcja y = %x —1.

Q
e

=2

a)

Cwiczenie 5
Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykresem jest prosta rownolegta do
prostej [ i przechodzaca przez punkt P.

a) Ly=2x—4, P(3,7) ¢) lly=—3x+3, P(3,—4)
b) l:y = -3z +5, P(—43,2) d) lby=—-2z-1 P(3,-1)
Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji. Ktore z punktéw P(4,3), Q(2,5), R(—2,-3)
nalezg do jej wykresu?
a) y=x+3 c)y=2x—5 e)
b)y=z-1 d)y=3z-1 f)

=—z+7 g) y=—-3x+6
=—2r—-7 h)y=—-4zx-3

2. Naszkicuj wykres funkcji. Podaj trzy punkty o obu wspélrzednych catko-
witych nalezace do tego wykresu.
a)y=3rx—2 ¢)y=—3x+3 e) y=z2r—1 g) y=—3x+4
Y

b)y=3z+4 d)y=—32-2 f) y=3r+2 h)

3. Ktore sposrod prostych: Iy, s, ..., ls sa réwnolegte?
llzy:5x—% lgzy:éx—\/g l5:y:—%m+3 l7:y:4—%x
ly:y=—1x ly:y =5z — & le: y = ¢ + 5z ls: y =5z — /5

@ 4. Czy czworokat, ktérego boki sa zawarte w prostych k, [, m, n, jest trape-

zem? Czy jest rownolegtobokiem? Odpowiedz uzasadnij.
a) kiy = —%I—I—?), ly=03x -2 my= %x—|—4, n:y=6-—0,75z
b) kiy =222 —4, Ly =4 —25z, my =1++/8zx, niy = —%x—i—%

Bl [ lallls |l ls, L2l 15|l I
4. a) ap =an =—3
Czworokat ma jedna pare bokéw réwnolegtych, czyli jest trapezem.
b) ar = am = 2V/2, a=an=-2
Czworokat ma dwie pary bokéw réwnoleglych, czyli jest réwnolegltobokiem.



5. Wyznacz wzér funkcji, ktérej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej
o podanym wzorze i przechodzaca przez punkt P.

a) y=4x —2, P(0,5) ¢) y=—32+6, P(—6,5)
b) y= —3z+4, P(1,8) Q) y= 303 P(-4,2)

6. Dwa boki réwnolegtoboku sg zawarte w pro- Y

stych y = %x —1iy = 3z + 4 (rysunek

obok). Wyznacz réwnania prostych zawiera- /

jacych pozostale boki réwnolegtoboku.

[l

7. Jedna z podstaw trapezu o wierzchotkach
A(0,-3), B(4,0), C(-2,4), D(~3,~1) jest | © X

zawarta w prostej y = —2z + 5. Wyznacz
réwnanie prostej zawierajacej druga pod-
stawe trapezu.

8. Proste [; i [y sa réwnolegle do prostej k. Do prostej I; nalezy punkt A,
a do prostej I, punkt B. Wyznacz réwnania tych prostych.

a) k:y =3z -3, A(2v3,6), B(1—+3,V/3—4)
b) kry=(vV2-1)z+6, ANS,3—2), B(1+2,4)

Powtorzenie

9. Naszkicuj wykres funkcji. Podaj wspoélczynnik kierunkowy proste;j.

a) y=x—3 c) y=3—-2z e) y=3x+2 g) y = 3(6-5x)
b)yy=2zx+4 d)y=2-5z f) y=2£8 h) y = +(42—06)
Y
10. Wiérdd trzech podanych prostych wskaz dwie pro-
ste réwnolegle.
a)y:Qf%m,y:Qxfé,y:% ] ]
b)y=2x—4), y=4(1-%), y=-2(z+1) ; 1 X
2
c)yzgx—i-l,y:\/gw—&y:z—]gl k
11. Proste przedstawione na rysunku obok sa rowno- i
leglte do prostej k:y = %x. Podaj ich réwnania.

12. Wyznacz wzoér funkcji f, ktérej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej
y = —6x 4+ 5 i przechodzaca przez punkt P.

W PL-4) B PE2 P

39 5 5

d) P(l— @,3\/§+2)

11, 5 y:%m+4,l2: yz%x—i—l,lg: y:%x—Z

12. a) f(z) = —6z+ 2
b) f(z) = —6z +6
c) f(z) =—6x+1
d) f(z) = —6x+38

10.
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. Prosta y =

a)y=4z +5

b)y = —3z +11
)y=—-3z-3
dy=2z+1

.y:%x—l—%,y:&r—ll

—%:L‘ + % przecho-
dzi przez wierzchotki B i C.
Réwnanie prostej zawieraja-
cej druga podstawe trapezu:

y:—%x—&

. a) ly: y = /3,

l2: y = \/5:5—1
b)li: y = (V2—-1z++v2-1,
la: y:(\/g—l)x—i—i’;

a)y= triy="5%2
b)y=4(1-3)
iy=—2(z+1)
o) y=Y 1iy:’”—’31



Uczen:

— interpretuje wspotczynniki
wystepujace we wzorze
funkcji liniowej i wskazuje
wsrod danych wzoréw funkcji
liniowych te, ktérych wykresy
sg rownolegte,

— sprawdza, czy punkt nalezy
do wykresu funkcji liniowej,

— wyznacza wzér funkcji
liniowej, ktorej wykres
spelnia podane warunki, np.
jest réwnolegly do wykresu
danej funkcji liniowej i prze-
chodzi przez dany punkt,

— stosuje wlasnosci funkcji
liniowej do obliczania pol
wielokatéw.

Uwaga. Odcieta punktu to jego
pierwsza wspoélrzedna, rzedna —
to druga wspélrzedna.

Cwiczenie 2
a)y=3z+6

b)y=—3z— 3

2

Multitefa

* Wykresy funkgiji liniowych

® Proste rownolegte i proste
prostopadte w uktadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.2

(> Generator

testow i sprawdzianow
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5.2. Wykres funkciji liniowej (2)

Szczegdlnym przypadkiem funkeji liniowej jest funkcja stata.

Przyktad 1 v

Funkcja f(z) = 2 dla dowolnego argumentu z € R f
przyjmuje wartos¢ rowna 2. Jej wykresem jest pro- 1

sta réwnolegta do osi OX i przechodzaca przez

punkt (0,2). of 1 X
Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = ax + b, jesli:

a) a=0,b=1, b)a=0,b=-3, ¢) a=0,b=0.

Wspétezynnik b we wzorze funkeji liniowej f(z) = ax + b wskazuje punkt
przeciecia prostej bedacej wykresem funkcji z osia OY.

Przyktad 2 Y 9
Wyznacz wspélrzedne punktu przeciecia wykresu ©
funkeji f(x) = 22+ 2 z osia OY. §

A\

Jesli podstawimy « = 0 do wzoru funkcji, to otrzy-

mamy rzedna punktu, w ktérym jej wykres prze-
cina 0§ OY. Zatem f(0) = 3 - 0+ 2 = 2, czyli
wykres przecina o§ OY w punkcie (0,2).

=

Twierdzenie

Prosta bedaca wykresem funkcji liniowej f(x) = ax + b przecina o§ OY
w punkeie (0, b).

Przyktad 3
Wyznacz wzor funkcji, ktorej wykres jest prosta rownolegla do prostej o row-
naniu y = 2z — 6 oraz przecina o§ OY w punkcie (0, 3).

Szukany wzoér funkcji ma postaé f(x) = ax + b. Z warunkéw zadania: a = %,
b =3, zatem f(z) =2z +3.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzér funkeji, ktérej wykresem jest prosta réwnoleglta do prostej [
i przecinajaca o$ OY w punkcie P.

a) l:y =3z —4, P(0,6) b) liy=—3z+1, P(0,-2)

Cwiczenie 1
Y
; a) f(z) =1
c) f(z)=0
O | X
b) f(z) = —3




Cwiczenie 3 %
Na rysunku przedstawiono proste przechodzace
przez punkt (0,3). Sa one wykresami funkcji li- /
niowych: by ;
2
fi(x) =z + 3, f3($):_%$+3>
fo(x) =3, fa(z) =3z + 3. g A I3
a) Oblicz wartosci tych funkcji dla x = 1. e
b) Dla kazdej z tych funkcji okresl, ktéra prosta o] 1 X
jest jej wykresem. /

Czy wiesz, ze...
Zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt nazy-
wamy pekiem prostych, a punkt przeciecia tych prostych — srodkiem peku.

Przyktad 4
Wyznacz wzér funkeji liniowej, ktérej wykres Y o)
przechodzi przez punkty P(0,3) 1 Q(3,5).

Funkcja liniowa dana jest wzorem y = ax + b. P
Jej wykres przecina 0§ OY w punkcie (0, 3), wiec
b = 3. Aby wyznaczy¢ wspélezynnik a, podsta-
wiamy wspolrzedne punktu Q(3,5) do réwnania
y = az+3iotrzymujemy 5 = 3a+3, skad a = 2. o 1 X

[y

Zatem szukany wzor funkcji: y = 2z + 3.

Cwiczenie 4
Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkty P i Q.
Czy punkt R nalezy do wykresu tej funkcji?

a) P(0,5), Q(4,2), R(8,-1) b) P(0,-4), Q(—3,-9), R(6,5)

Cwiczenie 5 Y

a) Ramiona trapezu ABC D zawieraja sie w pro- D
tveh — 1, _ 5 3 - _1 7 k
stychy = o0 — 3 iy 5 + & (rysune 1 C(5.1)

obok). Wyznacz wspélrzedne wierzchotkéw A

i D, a nastepnie oblicz pole tego trapezu. ol 1 BG.0 X
b) Proste y = %m +oiy= —%x — 1 przecinaja 7
sie w punkcie (—3,0). Oblicz pole tréjkata ogra- A
niczonego tymi prostymi i osia OY.

Cwiczenie 5

a) A(Oa _g)’ D(Oa %)

Pole trapezu: P =1 (6+1)-5=175

b) Punkty przeciecia wykreséw z osig OY: A(0,5) i B(0,—1)
Podstawa trojkata: |AB| = 6

Pole trojkata: P =1-6-3=9

Cwiczenie 3

a) fi(1) =4, f2(1) =3,

fs(1) =23, fa(1) =6

b) f1 — niebieski, fo — brazowy,
fs — czerwony, f4 — zielony

Cwiczenie 4

a) Dla prostej PQ: b = 5.
2=4a+5, czylia = —%.

Yy =— %a: +5
-3.845=-1

Punkt R nalezy do wykresu
funkcji.

b) Dla prostej PQ: b= —4.
—9 = .
y= gx —4

% -6—4=6#5

Punkt R nie nalezy do wykresu
funkcji.

—3a — 4, czyli a = %
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Odpowiedzi do zadan

1. Y
/ll ls
1 la
/
|
Is
Y
l6 /lz
1 b
/
-
I3
2. a) f(z) = 3z—1, Q nie nalezy
b) f(x) = 2z+3, Q nie nalezy
¢) f(z) = -2z +2, Q nalezy
3. a) y==x J’-4
b) y =3z +4
¢)y=-3z+4
d)y=—8c+4
4.a) P=3-(2+3)-6=15
b)P=6-(5+3)=24
6. a) k1:(0,0), k2: (0,—4),
k3: (0,3), ka: (0, 5)
b) k1:(0,0), k2: (0, —1),
k3: (0,8), ka: (0, 3)
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Zadania

1. Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych te spoérdd prostych [y, ..., lg,
ktére przecinaja o$ OY w punkcie (0,2), a w drugim te, ktére przecinaja
0$ OY w punkcie (0,—1).
li:y=3x+2
lyry=3x—1

ls:y=—2x+2 h:yz%x—l
lg:y=—-2x—1 lg:y=%x+2

I3 y=—1
lyy=2
2. Sprawdz, czy punkt @ nalezy do wykresu funkcji liniowej f, jesli nalezy

do niego punkt P.

a) P(8,3),Q(16,9)  b) P(—6,-9), Q(7,19) ¢) P(9,—4), Q (8,—-33)

Y Y A Y
” 2
1 i f /11 1 !
L J
0] 1 X Ol 1 X O 1 X

3. Wykres funkcji liniowej przechodzi przez punkt P i przecina o§ OY
w punkcie (0,4). Wyznacz wzor tej funkcji i naszkicuj jej wykres.

a) P(2,6) b) P(—6,1) c) P(5,—11) d) P(2,-2)
4. Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) Y b) Y .

—Y=—ga43 WA

1 1

O] 1 22 6 X B

% 0%@ 6 X
'\5/ =

Powtorzenie

5. Prostal przecina o$ OY w punkcie P, a prosta k —w punkcie (). Naszkicuj
te proste. Podaj dtugo$é¢ odcinka PQ).

a) hy=2x+6, kry=x+3 b)liy=—tx—2, kry=—3a+3
6. Naszkicuj w jednym uktadzie wspoétrzednych proste: ki, ko, k3 i k4. Podaj

punkty, w ktérych te proste przecinaja o$ rzednych.

a) kq: Yy = %LE, k2:y=%$—4, ksy: %.’L‘+3, ka: Y= %LE+5

b) ki:y=—2x, kpy=—-20—-1, kyry=—22+38, kpy=—2x+1

5. a) |PQ| = 3 b) |PQ| =45
Y Y
k
D
1 Q
I k )
& O] 1 X
1 T
1 P \\
O] 1 X




5.3. Wiasnosci funkciji liniowej

B Miejsce zerowe funkcji liniowej

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = 2z + 3. Y
Jej miejsce zerowe jest réwne —g. Mozna je wyznaczy¢,

rozwigzujac rownanie 2x + 3 = 0. %
oY

Jesli a # 0, to funkcja liniowa y = ax + b ma jedno

miejsce zerowe: —2.

[N][e)
Q
b

[] Cwiczenie 1

Uzasadnij powyzsze twierdzenie.

Cwiczenie 2
Wyznacz miejsce zerowe funkcji:
a) y = —4x + 6, b) y = -3z — 4,

Cwiczenie 3
Dla jakich wartosci wspélczynnikéw a,b funkcja f(x) = ax + b:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma nieskoficzenie wiele miejsc zerowych?

Przykfad 1
Oblicz pole tréjkata ograniczonego osiami uktadu v
wspolrzednych i wykresem funkcji f(z) = £x+3
(rysunek obok).

B
f
Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f: » )
2r+3=0dlaxz=—% Zatem |OA] = L& e i
Punkt B ma wspélrzedne (0,3), stad |OB| =3. 4 0] 1X

Obliczamy pole tréjkata AOB:
Py=1.2.3=38

Cwiczenie 4
Oblicz pole trojkata ograniczonego osiami uktadu wspétrzednych i wykresem
funkcji f.

a) f(x)=2zx+4 ¢) flz)=—3z—4
b) f(x):—%m—O—Q d) f(x)zgx—f)
Cwiczenie 4

Punkty przeciecia wykresu z osiami uktadu wspétrzednych oraz pole trojkata:
a) (0,4), (—2,0); P =4

b) (0,2), (6,0); P =6

c) (0,—4), (-8,0); P =16

d) (0,-5), (3,0); P=17,5

Uczen:

— wyznacza miejsce zerowe
i okresla monotonicznos$é
funkcji liniowej danej wzorem,

— wyznacza wspolrzedne
punktéw, w ktérych wykres
funkcji liniowej przecina osie
uktadu wspotrzednych, oraz
okresla, w ktérych éwiartkach
uktadu znajduje sie wykres,

— okresla monotonicznosé
funkcji liniowej w zalezno$ci
od parametru,

— rozpoznaje wielkosci wprost
i odwrotnie proporcjonalne.

Cwiczenie 1
y=ax+b
0=ax+b
aa:——b/ a#0
p— _b

a

Cw |czen|e 2

| ol

O: [S]'S

a)
b)
©)

T
T
T
T

q)

Il
wIn

Cwiczenie 3
a)a=01b#0
b)a=b=0

Multite4a

* Wykresy funkcii liniowych

* Monotonicznos¢ funkgji liniowej

® Punkty przeciecia wykresu
funkgiji liniowej z osiami uktadu
wspotrzednych
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B Monotonicznos$¢ funkcji liniowej

Funkcja liniowa moze by¢ funkcja rosnaca, malejaca lub stala.

Przypomnijmy, ze funkcje f nazywamy rosnaca, )1/ _—
jesli dla dowolnych argumentoéw xq, x5 spelniony L
jest warunek: jesli x; < xs, to f(z1) < f(22). _—— 0] 1 X

Jedli a > 0, to funkcja liniowa f(z) = ax+b

: Na rysunku przedstawio-
Jjest rosngca.

no wykres funkcji liniowej,
ktoérej wartosci rosna wraz
Dowéd ze wzrostem argumentow.

Rozpatrzmy funkcje f(x) = ax + b, gdzie a > 0.
Niech z;, x5 beda dowolnymi argumentami takimi, ze x; < x,.

Wowcezas mamy:

Mnozymy obie strony nieréwnosci
przez liczbe a > 0, zatem nie
zmieniamy jej zwrotu.

1 <xy/-a
ar, < ars

ar, +b<ary+b

Oznacza to, ze f(x1) < f(xs). Zatem f jest funkcja rosnaca.

Funkcja f jest funkcjg malejaca, jesli dla dowol-
nych argumentéw 1, z, spelniony jest warunek:
Jeéh r1 < To, to f(xl) > f(l'g)

Jedli a < 0, to funkcja liniowa f(z) = ax +b
jest malejaca.

[0] Cwiczenie 5

Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Funkcja f jest funkcja stala, jesli dla dowol-
nych argumentéw xz;, x, prawdziwa jest réw-

nosé: f(z1) = f(x2).

Jedli a = 0, to funkcja liniowa f(z) = ax +b
jest funkcja stala.

Jesli funkcja liniowa jest funkcja stata, to jej wy-
kresem jest prosta réwnoleglta do osi OX.

Cwiczenie 5

\\ Y

1
N
O 1T™>_X

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkcji linio-
wej, ktorej wartosci male-
ja wraz ze wzrostem argu-
mentow.

Y

1
T

o] 1 X

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkcji liniowej,
ktéora przyjmuje stale te
sama wartosc.

Niech z1, z2 beda dowolnymi argumentami takimi, ze 1 < x2.

Wowecezas:
z1<z2 [-a<0
ary > arz
ar; +b>ars+b

Oznacza to, ze f(z1) > f(x2), czyli f jest funkcja malejaca.



Cwiczenie 6 Cwiczenie 6

Okresl monotoniczno$é funkeji f. a) rosnaca
a) f(@)=5zx—12 b) f(z)=8-3z ¢ f(x)=B-2vDz d) flz)=—3 ) maldaca
c) rosnaca
Cwiczenie 7 d) stala
Dany jest wykres funkcji f(x) = ax + b. Podaj znaki wspélczynnikéw a i b. Cwiczenie 7
a) v b) v c) v a)a<0ib>0
b)a>0ib<0
Fy 1 ) fog €)a<0ib<0

B Proporcjonalnos¢ prosta

Przypomnijmy, ze zaleznosé miedzy dwiema dodatnimi wielkosciami z i y dang
wzorem y = ax, gdzie a > 0 jest stala, nazywamy proporcjonalnoscia prosta.
Wielkosci x i y nazywamy wprost proporcjonalnymi, a liczbe a — wspélczyn-
nikiem proporcjonalno$ci.

Y
Przyktad 2 v,
Dlugosé boku kwadratu x i dlugo$é jego przekatnej y sa 7
wielko$ciami wprost proporcjonalnymi: zachodzi réwnosé 1 /
y = \/2z. Zaleznoé¢ te przedstawiono na wykresie obok.

o] 1 X

Cwiczenie 8

Czy opisane wielkosci s odwrotnie proporcjonalne, czy wprost proporcjo- Cwiczenie 8
nalne? Podaj wzor tej proporcjonalnodci. a) W}frost proporcjonalne,
a) Dlugosé¢ boku kwadratu i jego obwod. a=30b ,
b) odwrotnie proporcjonalne,
b) Dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego o ustalonym polu P. a=2L
¢) Obwod i promien okregu. ¢) wprost proporcjonalne,
.. Ob = 27r
d) Dlugosci przekatnych rombu o ustalonym polu P. d) odwrotnie proporcjonalne,
p — 2P
Cwiczenie 9 =G

Wielkosci = i1 y sa wprost proporcjonalne. Podaj wzér tej proporcjonalnosci,
a nastepnie przerysuj do zeszytu i uzupelnij ponizsza tabele. Naszkicuj wykres
tej proporcjonalnosci.

a) g 21 2 Pz 118 3 9 oz 28 7 14
y 21 3 6 y 212 2 y 12 5 10

Cwiczenie 9

a) y =3z b)y = 3z ©)y=3z

Y Y Y
/

1|/ 1 1

o1 X Of1 X 01 X
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Odpowiedzi do zadan

2.

3.

. a

a) malejaca

b), ¢) rosnaca

a) rosnaca dla m < 5,
stata dla m = 5,
malejaca dla m > 5

b) rosnaca dla m > —%,
stata dla m = —%,
malejaca dla m < —%
c) rosnaca dla

m € (—oo; —1) U (1;00),
stata dla m € {—1, 1},
malejaca dla m € (—1;1)

. a) malejaca b) rosnaca

)

¢) malejaca

a)y=32z+4
b)y=—1z-2
a)y=2z-2,y=-%z+3,
y=3r+3,y=—a-2
b)y=—-322-72,y=22-72,
y=—4x + 144, y = 3z + 144
a)y=—-x+3

) 0), (0, 6), rosnaca
) ,0), (0, —3), malejaca
c) 0), (0, 3), rosnaca

d) (—3,0), (0, —2), malejaca

=
O wjw N

(_
(_
(_

. Punkty przeciecia prostej

z osiami uktadu wspoélrzed-
nych oraz pole tréjkata:

a) (2’0)’ (0’4); P=4
b) (2,0), (0, —6); P =6
C) (_4a O)a (07_1); P =2

Zadania

1. Przez ktére éwiartki uktadu wspotrzednych przechodzi prosta:
a) y=—32z+1, e) y=(1—+v2)x+3,
b) y =4z +1, f) y=-5?

¢) y=—8xr—3,
d) y =12z -1,

2. Okresl monotoniczno$é funkeji f(x) = ma — 4, gdy:

a) m=+/3—2, b) m =5 — 25, c) m=3—/-2T7.
3. Okredél monotonicznosé funkeji f w zaleznosci od parametru m.

a) flx)=(G-—m)z  b) flz)=0+5m)z ¢ f(z)=(m|-1z
4. Okresl monotoniczno$é funkeji, ktérej wykresem jest prosta przechodzaca

przez punkty:

a) (—37,-9)1(-9,-37), b) 3v2,7)1(2v3,5), «¢) (2,-8)1 (2,-7).

5. Wyznacz wzér funkcji liniowej, jesli do jej wykresu nalezy punkt:
a) (0,4) i przyjmuje ona warto$ci ujemne tylko dla x < —6,
b) (0,—2) i przyjmuje ona wartosci nieujemne
tylko dla = < —4. %

6. Wyznacz réwnania prostych, w ktorych za-

ey

wierajg sie:

a) boki przedstawionego obok czworokata, O] 1 X

b) boki czworokata o wierzchotkach:
A(—48,0), B(0,—72), C(36,0), D(0,144).

7. Wyznacz wzér funkeji liniowej, jesli trojkat ograniczony jej wykresem
i osiami uktadu wspotrzednych jest réwnoramienny oraz:
a) funkcja ta przyjmuje wartodci ujemne tylko dla x > 3,
b) do wykresu tej funkcji nalezy punkt (0, —4).

Powtorzenie

8. Wyznacz punkty, w ktorych prosta przecina osie uktadu wspoélrzednych.
Naszkicuj te prosta i okreél monotonicznosé funkceji, ktérej jest wykresem.
a)y=3x+6 b)y=-2r—-3 c)y=1ir+3 d)y=-2zx-2

9. Oblicz pole trojkata ograniczonego osiami uktadu wspoétrzednych i prosta:

BN 196 5. Funkcja liniowa

d) (-1,0), (0,3); P=2 a) y=—2x+4, b)y=3x—-6, c¢)y=—tcx—1, d)y=~6x+3.
.a) LI IV b) I, II, III c) II, III, TV d) I, III, IV e) [ II, IV f) 111, IV
Y Y Y Y [ Y Y
I
/ \ I
/ | I ~
1 1 \ i I 1 = 1
X 1l x | —~ X X
ol \ x g 1 o] 1 ol 1 x O] 1 ~ ol 1
/ \
I
/ \ I
/ R




5.4. Rownanie prostej na ptaszczyznie

Jesli znamy wspolrzedne dwoch punktéw nalezacych do prostej, mozemy wy-
znaczy¢ jej rOwnanie. Dla prostej bedacej wykresem funkcji liniowej wyzna-
czamy réwnanie postaci y = ax + b.

Definicja

Réwnanie postaci y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym prostej.

Przyktad 1 Y D_—
Wyznacz roéwnanie prostej przechodzacej _—

przez punkty C'(—2,1) i D(4,3). c_—1

Aby wyznaczy¢ wspolezynniki a, b réwnania =

y = ax + b, rozwigzujemy uklad réownan: o] 1 X

1=aq- (_2) +b Roéwnania uktadu otrzymujemy,
podstawiajac wspétrzedne punktéw
3=a-4+0

C'i D do réwnania y = ax + b.

Powyzszy uktad spelniony jest przez pare liczb a = %, b=

wlot

Zatem réwnanie prostej ma postaé y = sz + 2.

Cwiczenie 1
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty C'i D.

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy punkty A, B, C sa wspdlliniowe.

a) A(0,1), B(6,2), C(12,3) c) A(-2,6), B(2,-2), C(5,—7)
b) A(8,3), B(6,4), C(-2,8) d) A(—4,5), B(7,5), C(7,2/6)

Przyktad 2
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez Y
punkty C(3,2) 1 D(3,-1).

Q

—

Do szukanej prostej naleza wszystkie punkty

o pierwszej wspolrzednej réwnej 3. Jej rowna-

I}
€17

nie ma postaé x = 3.

Zwrdé uwage na to, ze prosta réwnolegla do osi OY nie jest wykresem funkcji
(dlaczego?), a jej rébwnania nie mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej.

Cwiczenie 2

a) Prosta AB: y =tz +1

Podstawiamy wspolrzedne punktu C' do réwnania prostej AB:

é -12 + 1 = 3, czyli punkty A, B i C sg wspétliniowe.

b) Prosta AB: y = —1z+7

—% - (—2) + 7 =8, czyli punkty A, B i C sa wspdlliniowe.

c) Prosta AB: y = —2z + 2

—2-5+42=—8%# —7, czyli punkty A, B i C nie sa wspotliniowe.
d) Prosta AB: y =5

5 # 24/6, czyli punkty A, B i C nie sa wsp6Hiniowe.

Uczen:

— podaje rownanie kierunkowe
i ogblne prostej,

— zamienia réwnanie ogdlne
prostej, ktéra nie jest
rownolegta do osi OY,
na réwnanie w postaci
kierunkowej (i odwrotnie),

— wyznacza réwnanie prostej
przechodzacej przez dwa
dane punkty,

— rysuje prosta opisana
rownaniem ogdélnym.

Cwiczenie 1

Komentarz

Warto zwréci¢ uwage uczniéow
na przyktad 2 i powréci¢ do
definicji funkcji, aby ulatwi¢
im odpowiedZ na pytanie:
»,Dlaczego prosta réwnolegta
do osi OY nie jest wykresem
funkcji?”.

MultiteZa

* Wykresy funkciji liniowych
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Cwiczenie 3
a) x = —3, nie jest
b) y = —3, jest

c) x = 8, nie jest

Cwiczenie 4
a) y=sx+2
Y
1
o] 1 X
b)y=—-2z+3
Y
1
o] 1 X
_ 2
c)y=3sx+4
Y
1
Ol 1Xx
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Uwaga. Réwnanie prostej y = b (réwnoleglej do osi y=b Y

OX) jest rébwnaniem w postaci kierunkowej. Dla tej b
prostej wspélczynnik a = 0. @) X
Cwiczenie 3

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C i D. Czy ta prosta
jest wykresem funkcji liniowej?

Przyktad 3

Naszkicuj prosta dang za pomoca rowna- Y

nia r + 3y — 3 =0. \fo'g\g\\
\

Roéwnanie przeksztatlcamy do postaci kie-

runkowej y = —1x + 1 i nastepnie szkicu-

X
jemy prosta. T

Definicja
Réwnanie Az+ By+C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwnaniem
ogo6lnym prostej.

Roéwnanie kazdej prostej na plaszczyznie (réwniez prostej réwnoleglej do
osi OY) mozna zapisa¢ w postaci Az + By + C = 0.

Cwiczenie 4
Naszkicuj prosta dana réwnaniem ogolnym.
a) —x+2y—4=0 b) 6z +3y—9=0 ¢) sr—iy+2=0

Jedna prosta moze mie¢ wiele réwnan ogoélnych. Na przyklad kazde z poniz-
szych réwnan opisuje te sama prosta.

I. 22+y—4=0 II. 4o +2y —8=0 L. z+4y—2=0
Zauwaz, ze po przeksztalceniu do postaci kierunkowej w kazdym z powyzszych
przyktadéw otrzymujemy réwnanie y = —2x + 4.
Cwiczenie 5
Ktére z ponizszych réwnan opisujag te sama prosta?

.3 _ . — . —
I: —3x+y—1=0 n: 9z —12y+12=20 p:3r—4y+4=0
m: —3x+4y+4=0 0: 6x —8y+12=0 r: =3r42y—2=0
Cwiczenie 5

Réwnania: [,n, p,r opisuja prosta y = %m + 1.



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Sprawdz, czy punkt C nalezy do prostej AB. 1. a) prosta AB: y = 3z + 23,
a) A(1,3), B(7,4), C(13,5) ¢) A(=5,4), B(~1,—4), C(2,9) C nalezy
b) prosta AB: y = —z+ 9,
b) A(Q,O), B(4’5)7 0(079) d) A(370)7 B(S’ 7)’ 0(37 \/6) C nalezy

c) prosta AB: y = —2z — 6,

2. Réwnanie prostej przedstawionej na rysunku zapisz w postaci kierunkowej C nie nalety

oraz W pOSta?i ogélnej. Czy punkt A(—10,—5) lub punkt B (_37 %) nalezy d) prosta AB: x = 3, C nalezy
do tej prostej? 2.a)y=32—1,2—3y—3=0,
a) Y b) Y c) 1Y nie nalezq
N ol 1 X - b) y = -1zz - 23,
o 4z 4 3y +8 =0,
o —— % nie nalezg
T ! c) y =3z +23,
4 2 0l 12X 3z —4y + 10 =0,
A nalezy, B nie nalezy
3. Naszkicuj prosta o podanym réwnaniu. Wyznacz wspolrzedne punktow, 3. a) (0,2), (1 0)
w ktérych przecina ona osie ukladu wspoélrzednych. b)) EO 4;’ E A ) 0)
_ 3 1 _ 1 — ¢ Y
8) 20— y+2=0 o) ~dr+iy-2=0 o) —4(y—1ix)=16 d) (0,-3), (3,0)
b) 10z 4+5y—5=0 d)tz—3y—21=0 ) 2(1-3y)—42=0 e) (0,—4), (16,0)

)
f) (0,3), (3,0)

4. Zapisz w postaci ogélnej réwnania prostych, w ktorych sa zawarte boki
4. a) AB:y+1=0,

réwnolegtoboku ABCD.

DC:y—2=0,
a) Y b)D Y c) v C AD:3z —y+5 =0,
D C g BC:3x —y—10=0
)} : C N - b) AB:z+2y+2=0,
/i / B -~ - _— 7 DC:x+2y—4=0,
O| 1 X A 1 X o1 X AD:x+2=0,BC:z—2=0
A B A c) AB:z —3y—2=0,
B DC:xz— 3y +6 =0,

AD:x+y+2=0,

Powtorzenie BC:z+y—6=0

5. Zapisz w postaci ogélnej réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (4, 3) 5.a)2x—y—5=0

i przecinajacej o§ OY w punkcie: b) 3z +4y —24=0
a) (0,-5), ) (0,6), ¢) (0,3 Y| p % YY=B=0
6. Dany jest prostokat ABC'D (rysunek obok). 6. AD:x =2, BC:x =7,
Wyznacz réwnania prostych, w ktérych za- AB:y=1, DC:y =4,
1 sy — 3 1
wieraja si¢ boki oraz przekatne tego prosto- A B AC:y =5z — 5,
kata. O| 1 X BD:y= -3z +5%
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Uczen:

— oblicza wspotczynnik
kierunkowy prostej, majac
dane wspélrzedne dwoch
punktéw nalezacych do
tej prostej,

— szkicuje prosta, wykorzy-
stujac interpretacje wspot-
czynnika kierunkowego,

— odeczytuje warto$é wspot-
czynnika kierunkowego, majac
dany wykres,

— wyprowadza wzér na wspot-
czynnik kierunkowy prostej
przechodzacej przez dwa dane

punkty.
Cwiczenie 1
da 2=
b) a = % =1
¢) a= gy = -3
Cwiczenie 2
apqg = %

a) aRrRs = %7 jGSt
b) ars = 1, nie jest
C) aRs = %7 jGSt

Multite£a

* Wykresy funkgiji liniowych

® \Wyznaczanie wspotczynnika
kierunkowego prostej

® Proste rownolegte i proste
prostopadte w uktadzie
wspotrzednych
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5.5. Wspotczynnik kierunkowy prostej

Twierdzenie

Wspolezynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(z1,91) 1 (w2, y2), gdzie x, # x,, dany jest wzorem:

Y2 — Y1

To — X1

a =

Dowadd
Podstawiamy wspoélrzedne punktéw (21, y1) i (22, y2) Y
do réwnania prostej i zapisujemy uklad réwnan:
Y2
y1 =azr; +b
Yo = axs + b

Y1
Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemy:

Y2 — Y1 = axrz —ary
czyli yo — y1 = a(xe — 21), skad:
Y2—Y1
To—Iq

_ Uwaga: 0
@= T1 # Ta.

Przyktad 1

Oblicz wspdlezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A(—2,3)
i B(4,6).

Mamy (z1,y1) = (—2,3) oraz (x2,y2) = (4,6).

Zatem wspotczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez
punkty A i B jest réwny:

y2-y1 _ 63 _ 3

a@= xo—x1  4-(-2) 6

1
2
Cwiczenie 1
Oblicz wspotezynnik kierunkowy prostej, do ktérej naleza punkty A i B.
a) A(377)7 B(9712) b) A(375)7 B(_77_5) C) A(12a_2)a B(678)

Cwiczenie 2
Czy prosta przechodzaca przez punkty P(4,8) i Q(—2,—1) jest réwnolegla do
prostej przechodzacej przez punkty R i S7

a) R(0,6), S(—4,0) b) R(—2,4), S(1,7) ¢) R(5,-2), 5(8,2)

[0] Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze czworokat ABC' D o wierzcholtkach A(—3,—5), B(6,—2), C(4,2)
oraz D(—5, —1) jest réwnoleglobokiem.

Cwiczenie 3
aAB =1 =acp, apc = -2 =apa
Proste AB, CD oraz BC, DA sa parami rownolegte,

zatem czworokat ABC'D jest réwnolegltobokiem.



M Interpretacja wspoétczynnika kierunkowego

Wspblezynnik kierunkowy prostej
pozwala okresli¢, jak bardzo jest
ona ,stroma”. Na przyklad dla pro-

Y

Komentarz
Warto uswiadomi¢ uczniom, ze
wykres funkcji liniowej tatwiej

jest narysowaé, kiedy rozumie
sie, co oznacza wspoétczynnik

kierunkowy.

ste] y = 2o + 1 wzrostowi argumen- //Q Wystarczy wtedy znaé¢ wspo6t-
tu o jedna jednostke odpowiada S - rze¢dne jednego punktu nale-
wzrost wartosci funkcji o dwie jed- R zacego do wykresu (np. punktu
nostki, a dla prostej y=ix+1 - przecigcia z osig OY).
wzrostowi argumentu o trzy jednost- —
ki odpowiada wzrost wartosci funkeji _— Cwiczenie 4
o jedna jednostke. /O ] X a) vy
Cwiczenie 4 /
Wykonaj rysunek przedstawiajacy interpretacje wspotczynnika kierunkowego
podanej proste;j. .
a) y=3z+2 b) y=ix+2 ) y=-20+2 d)y=—itx+2 /
‘ Oo| 1 X
Cwiczenie 5 b) Y
Wykonaj rysunek przedstawiajacy interpretacje wspoltczynnika kierunkowego
podanej proste;j.
a) y=32r—3 b)y=3r—3 c)y=—-32-3 d)y=-2 1
Przykiad 2 9 X
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P(3,—7) i Q(—2,3). c) Y
Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej y = ax + b:
_3-(=7n _ 10 _
O=""H5 3 T 5~ é 1
Nastepnie do rownania y = —2x+b podstawiamy wspoélrzedne jednego z punk- ol 1 X
téw: P lub Q.
Dla punktu P(3,—7) otrzymujemy: d) %
—7=-2-34+0b,stad b= —1. ~
Réwnanie prostej ma zatem posta¢ y = —2x — 1. o
~
Cwiczenie 6 o] 1 2
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P i Q. Gwiczenie 6
a) P(4,5), Q(—4,9) b) P(4,-13), Q(2,-7) c) P(3,3), Q(1, a)y=—3z+7
b)y=—-3z—-1
c)y= %x 12
Cwiczenie 5
a) Y b) Y c) Y d) Y
1 / 1 1 \ 1
O] 1 — X (0] (0] ~~ ol 1 X
— ~
_— ~
— ~
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Odpowiedzi do zadan

1. Wspbélczynniki kierunkowe
prostych: AB: —%, BC': 3,
AC: %

2. Wspbtcezynniki kierunkowe
prostych: AB: %, BC: -1,
CD: —%, AD: —6

3.a)y=1z+21

b) y=—2x+3
c)y=—-12z+5
d) y =2z —32
e)y=—6

f) y=v3z+1

4. a) AB:y =2z — &,
AD: y=2x + 6,
BC: y =2z — 6,
CD:y= %:1: IF %
AB || CD oraz AD || BC,
zatem czworokat ABCD
jest réwnoleglobokiem.

ca 2 2

AD: Yy = —3117 — 23,

BC:y=—-3z+7,

CD:y= —%:c + 2%

AB || CD oraz AD || BC,

zatem czworokat ABCD

jest réwnoleglobokiem.
5.a) PQiRS: 2, QR: — %,

PS: —%

PQ || RS, zatem czworokat

PQRS jest trapezem.
b) PQ: —%, RS: %,
QR i PS: —%

QR || PS, zatem czworokat

PQRS jest trapezem.
7. a) aAB =2, aac = —2,

apc =2

najwiekszy: aap,
najmniejszy: aac

b) aaB = 3, asc = 1,
apc =1

najwiekszy: apc,
najmniejszy: aap

Zadania

1. Odczytaj z rysunku wspdlrzedne wierzchol-
kow tréjkata ABC. Podaj wspélezynniki kie- /
runkowe prostych zawierajacych jego boki.

2. Oblicz wspdblezynniki kierunkowe prostych,
w ktérych sg zawarte boki czworokata ABCD,
gdzie: A(—4,-2), B(2,1), C(0,3), D(—5,4). B

A~ o]l 1/ x
T~

3. Oblicz wspélezynnik kierunkowy i wyznacz réwnanie prostej przechodzacej
przez punkty P i Q.
a) P(3,4), Q(7,6)
b) P(—2,7), Q(2,—1)

C) P(%? 1)» Q(%a _1)
d) P(3,9), Q2 1)

@ 4. Oblicz wspétezynniki kierunkowe i wyznacz réwnania prostych zawieraja-
cych boki czworokata ABCD. Uzasadnij, ze czworokat ten jest réownole-

e) P(—2,-6), Q(8,—6)
f) P(v3,4), Q(3v3,10)

gtobokiem.
a) Y C b) D Y
L .
D _—1 T~ C
ol + B X O 1 X
. AT
A T
B

@ 5. Oblicz wspdlczynniki kierunkowe prostych, w ktérych zawieraja sie boki
czworokata PQRS. Uzasadnij, ze czworokat ten jest trapezem.
a) P(0,-5), Q(9,1), R(6,11), S(—6,3)
b) P(-8,5), Q(—6,—2), R(4,—6), S(7,—1)

Powtorzenie

6. Naszkicuj proste o wspoélczynnikach kierunkowych: 1, 2, 3, —2 i —3, prze-
cinajace sie w punkcie P.
a) P(0,2) b) P(0,—4)

¢) P(3,0) d) P(—4,-2)

7. Podaj, ktory ze wspdlezynnikéw kierunkowych prostych zawierajacych
boki tréjkata ABC' jest najwigkszy, a ktéry — najmniejszy.
a) A(Oa _Q)a B(Sv 4)3 C(_27 2) b) A(G’ 3)7 B(Oa 1)7 C(_27 _1)

6. a) b) c) d)
A\ \¥ / I\ / Y
1 VY,
\|/ VY N 1
5 o X
N o] 1 X Ny o] 1x
\ \|/ 7\ P
[ X
\ 7.\
/ \ 71\ / \
/ \
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Nachylenie trasy

Wspolczynnik kierunkowy prostej mowi nam o jej stromosci,
czyli o jej nachyleniu do poziomu.

Nachylenie trasy

Nachylenie trasy czesto podaje si¢ w procentach.
Wyraza sie je wzorem:

n:%-100% -

d

Nachylenie réwne 100% odpowiada katowi 45°, a nachylenie 10% — katowi okotfo 6°.

Kat a 5° 10° 15° 20° 30° 45°

Nachylenie @ ok. 9% ok. 18% ok. 27% ok. 36% ok. 58% 100%

Skocznia narciarska

Najwieksza skocznia narciarska na swiecie znajduje sie w Vikersund
w Norwegii. Ma ponad pét kilometra dtugosci: od najwyzszej belki
startowej do konca odjazdu jest okoto 570 metrow. Maksymalne
nachylenie zeskoku to 38°.

El Wyszukaj informacje dotyczace nachylenia
poszczegdlnych czesci skoczni narciarskiej:
rozbiegu, progu, grzbietu skoczni i zeskoku.

zeskok
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Uczen:

— podaje warunek prostopa-
dlosci prostych o danych
réwnaniach kierunkowych,

— wyznacza réwnanie prostej
prostopadtej do danej prostej
i przechodzacej przez dany
punkt,

— uzasadnia warunek prosto-
padtosci prostych o danych
réwnaniach kierunkowych,

— rozpoznaje wzajemne
potozenie prostych na
plaszczyznie na podstawie
ich réwnan.

Cwiczenie 1

5.6. Warunek prostopadtosci prostych

Przykfad 1
Wykaz, ze prostey =2x iy = —%r sg prostopadte. Y

Punkt A(1,2) nalezy do prostej y = 2x, a punkt
B(2,-1) do prostej y = —+x (rysunek obok). Tréj-
katy prostokatne OPA i BQO majg przyprosto-

katne tej samej dtugosci, sa wigc przystajace.
Przyjmijmy, ze <AOP = «a, woéwczas w trojkacie
BQO: 4OBQ = « oraz 4BOQ = 90° — «. Stad
otrzymujemy:

JAOB = $AOP+ $BOQ = 2

=

/
~
Sy

=a+90°—a=90° / >
Zatem proste y =2z iy = —%x sa prostopadte.

a) Punkt A(1,3) nalezy do pro- @ Cwiczenie 1

stej y = 3z, a punkt B(3,—1) do
prostej y = —%x. Niech P(1,0)
i Q(3,0). Trojkaty prostokatne
OPA i BQO maja przyprosto-
katne tej samej dtugosci, sa wiec

przystajace.
Y
A y = 3x
A/
o\ | P Q
@) L\ X
Y= 5
3T B —
/ T~

Przyjmijmy, ze JAOP = a,
woéwcezas w trojkacie BQO:
JOBQ =«
JBOQ = 90° — «
Stad otrzymujemy:
JAOB = JAOP+ 4BOQ =
=a+90° —a=90°
Zatem proste y =3z iy = —%x
sa prostopadte.

Multitefa

® Proste rownolegte i proste
prostopadte w uktadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.6

(> Generator

testow i sprawdzianow
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Udowodnij, stosujac metode pokazana w przyktadzie, ze proste sa prostopadte.
a)y=3z iy=-lz by=3riy=-—tz ¢ y=v2riy=-La

Twierdzenie

Proste y = a1z + by (a1 # 0) i y = azx + by sa prostopadle wtedy i tylko

wtedy, gdy a; = —-- (czyli a1 - ay = —1).

Przyktad 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunkach I i IT sg prostopadle.
, e I 11
I. Wspélczynniki kierunkowe y l v (1, o
=lzxi—
prostych k i [ sa odpowiednio g z
’ 3 . 9 n:y=-—-3r+3
rowne: a3 = —2 iay; =1%.
n
ay - a; = —1, wiec proste k il . m,
sa prostopadte.
IT. Wspélezynniki kierunkowe . 5{ .
prostych m i n sa odpowiednio
réwne: alzl% iCLQ:—%, O|/ 1 X o] 1
. : kiy=-3242
ay -ay # —1, wiec proste min 5
nie sg prostopadle. biy=l3z—1
b) Punkt A(4,3) nalezy do prostej y = %m, a punkt Y
B(3,—4) do prostej y = —3x. Tréjkaty prostokatne A
OPA i BQO maja przyprostokatne takiej samej dtu- i
gosci, sg wiec przystajace. P %
Przyjmijmy, ze JAOP = «, woéwczas w trdjkacie 1
BQO: & Q
JOBQ = o oraz JBOQ = 90° — « 1 P X
Stad otrzymujemy:
JAOB = JAOP+ IBOQ = o + 90° — a = 90° 2
\
Zatem proste y = %LB iy= —%a: sg prostopadte. A \
&\Ra
I




Cwiczenie 2

Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunku sa prostopadte.

a) Y b) Y c) \ Y -
\Q'+0/ 1 Y=l A1 _/i 2
—~L 1 padkan 7w
ol/1 —X @) X _— \
S ] X
=3r—3/ L y=-3lz-1
Przyktad 3

Oblicz wspotczynnik kierunkowy prostej k, jesli jest ona prostopadta do pro-
stej y = 2o — 4.

Oznaczmy przez a; wspolczynnik kierunkowy prostej k. Wowcezas:

a; = _; = —g
8
Cwiczenie 3
Oblicz wspoétezynnik kierunkowy prostej prostopadlej do podanej proste;j.
a) y=+x+4 b) y =9z ¢)y=—23x—3 d)y:%x—l
[0] Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze jesli proste y = a1x 1 y = aox sa prostopadte, to dla dowolnych
wspotezynnikow by, by prostopadtle sa réwniez proste y = a,x+b; 1y = axx+b,.

Przyktad 4 Y
Prosta k ma réwnanie y = %x + 2. Wyznacz P
rownanie prostej [ prostopadiej do prostej k
i przechodzacej przez punkt P(—3,4).

Réwnanie prostej | ma posta¢ y = —3z + b
(poniewaz [ L k). Podstawiamy do réwnania
wspélrzedne punktu P(—3,4) i otrzymujemy
4=—2.(=3)+0,stad b= —1. .
Prosta [ ma zatem réwnanie y = —%x —

—

1
5
Cwiczenie 5

Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do podanej prostej i przechodzacej
przez punkt P.

a)y=-30+2 P(0,~1) b)y=—01z, P(1,9) ) y=2a+9, P(3,2)
Cwiczenie 1 Y
¢) Punkt A(1,+/2) nalezy do prostej y = 2z,
apunkt B(v/2, —1) do prostej y = —@x. Trojkaty
prostokatne OPA i BQO majag przyprostokatne @@ A
takiej samej dlugosci, sa wiec przystajace.

Przyjmijmy, ze JAOP = a, woéwczas w trojkacie S
BQO:

e
N

JOBQ = a oraz 4BOQ = 90° — Qo Q
Stad otrzymujemy:
JAOB = JAOP+ gBOQ = o+ 90° — oo = 90° 2N

N
Zatem proste y = V2ziy = — gx sg prostopadte. BN
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Cwiczenie 2

a) a1 =—23, a2 =12,
al-agz—%-g—oz—lfproste
sa prostopadte

b) alz—g,agzg,

a-as = —% % = —1 — proste sa
prostopadte

c) a1:%,a2=—%,
al-azzé-(—%):—% .

proste nie sa prostopadile

Cwiczenie 3

a) =5 b) =% ¢) 2 d) —3v2

Cwiczenie 4

Prostopadtos¢ prostych uzalez-
niona jest od wspdtczynnikéw
kierunkowych. Z prostopadtosci
prostych y = a1z iy = asx wyni-
ka, ze a1 -a2 = —1, zatem dla do-
wolnych wspotczynnikéw b1, b
proste y = a1x+b1 iy = azx+b2
sa prostopadte.

Cwiczenie 5

o) 3 = =l
)y—le—l
) y=—2x+9



Cwiczenie 6
a)y=2x+3
b)y=—3z—3

cy=—-3z-3

Cwiczenie 7
a)z=26
b)y=-5
c) y=-5

Odpowiedzi do zadan

l.a)y=1z-3
b)y=—-22+7
c)y= %:c—i—l
d)yz—%ac
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Przyktad 5
Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba 3, a jej wykresem jest prosta [
prostopadta do prostej 4z + 3y — 7 = 0. Wyznacz réwnanie prostej (.

Réwnanie 4z 4+ 3y — 7 = 0 przeksztalcamy do postaci kierunkowej:
y=—3x+1
Stad réwnanie prostej [ ma postaé y = %x + b. Podstawiamy wspotrzedne
punktu (3,0) i otrzymujemy 0 = 3 -3 +b, czyli b = —3.
9

Réwnanie prostej [ ma zatem postaé y = %x -1

Cwiczenie 6
Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba —2. Wyznacz réwnanie prostej
bedacej wykresem tej funkcji i jednoczes$nie prostopadlej do podanej proste;j.

a) 3z +2y+6=0 b) 2z —y—5=0 ¢) —3x+2y+3=0
Przykfad 6 Yt y=3
Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej
y = 3 i przechodzacej przez punkt P(—2,1). P "
Powy? ki spelni ta x = —2.

owyzsze warunki spelnia prosta o <
Cwiczenie 7

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(6,—5) i prostopadlej
do prostej:
a) y = —3, b) z = -3, c) = —2v3.

Zadania

1. Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej [ i przechodzacej przez
punkt P.
a) by =-3z+1, P(3,-2) ¢) Ly =—3x+11, P(—4,-2)
b) Ly =2z —3, P(4,1) d) l:y =342 — 3, P(14,—4)

2. Wyznacz réwnania prostych: AB, AC i BC. Czy trojkat ABC jest pro-
stokatny?
a) A(1,5), B(4,2), C(7,5) c) A(-7,-2), B(8,-2), C(-2,3)
b) A(=2,-1), B(0,-3), C(4,5)  d) A(43,6), B(—2,—3), C(43,-1)

3. Punkty: A, B, C i D sa kolejnymi wierzchotkami rombu. Wyznacz rowna-
nia prostych, w ktérych sa zawarte przekatne tego rombu.

a) A(-2,-6), B(5,-3), C(8,4) b) A(-1,-2), B(6,—1), D(—6,3)

2. a) AB:y=—x+6, BC:y=12—2, AC:y =5, jest
b) AB:y=—x—3, BC:y =2z — 3, AC:y = x + 1, jest
¢) AB:y= -2, BC:y = -1z +2, AC:y =z + 5, nie jest
d) AB:y=a2+ 3, BCiy=—1, AC:z =43, jest

3.a) AC:y=z—4, BD:y=—x+2
b) AC:y=3z+1,BD:y=—2z+1



D] 4.

Uzasadnij, ze przedstawiony na rysunku czworokat ABC'D jest trapezem.
Czy jest to trapez prostokatny?

RO ces Y gy
D(3,% D(—4, 1% B6.1)
1 B(7,%) o i >
9]
- * A<\—3,/—2>
A(=5,-3)

Uzasadnij, ze czworokat PQRS jest prostokatem.
a‘) P(_570)7 Q(_]-?_G)v R(870)7 S(476)
b) P(_Sa_Z)a Q(67_8)7 R(97_1)7 S(_575)

Punkty A(0,0) i C(2,8) sa wierzchotkami prostokata ABC D, ktérego prze-
katna BD jest zawarta w prostej y = —ix + 4+1. Uzasadnij, ze prostokat
ten jest kwadratem. Oblicz jego obwdd i pole.

Dany jest tréjkat prostokatny ABC, ktérego przeciwprostokatna jest za-
warta w prostej y = 3x+ 10, a odcinek BC' jest przyprostokatna. Wyznacz
wspolrzedne wierzchotka A tego tréjkata, jesli:

a) B(—2,-8), C(—2,4), b) B(—6,—-8), C(—6,7).

Wyznacz réwnania prostych prostopadiych [;, ls przecinajacych sie
w punkcie (2 6,0). O ile
procent wieksze jest pole trojkata ograniczonego tymi prostymi i osia OX
od pola trojkata ograniczonego tymi prostymi i osia OY?

,4), jesdli jedna z nich przecina o§ OX w punkcie (—

Powtorzenie

9.

10.

8.

Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej [ i przechodzacej przez
punkt P(6,—2).
a) lhy=—-2x+4 ¢) Ly=—-3x+6 e) :3x+y—3=0
b) l:y=3z—1 d) l:y=152x—-25 f) ix+2y—3=0
Punkty: A, B, C sa wierzchotkami prostokata ABCD. Wyznacz rownania
prostych zawierajacych jego boki.
a) A(_2a 1)3 B(lv _2)3 0(67 3) b) A(_157 3)7 B(_3a _3)7 0(07 3)
hiy=1z+3 lyy=—22+38 9.a)y=1r-5 b)y=—1iz
Y y=3z-11 d)y=—-2z+2
e)y=zz—4 f)y=220—14
b,
: 10.a) AB:y=—x—1, BC:y =z — 3,
CD: y:—$+9 AD y=x+3
b) AB:y = —12— %, BC:y=2x+3,
1 CD: y:——$—|—3 AD y = 2x + 33
Ol 1 X
Pox=1-10-4=20
Poy = l 5:-2=25

Pox = 4Poy, czyli Pox jest
wieksze od Poy o 300%.

. a) apQ = ars =

4,5

5 3
4-a)aAB:E—§—aD07

czyli proste AB i DC sg
rownolegte, zatem czworokat
ABCD jest trapezem.

_ =35 _ _ 7 8
ABC = 5" = 717 T3
czyli trapez nie jest prosto-

katny.
b)aAB:%:%:aDC’,
czyli proste AB i DC sg
rownolegte, zatem czworokat
ABCD jest trapezem.

aap = % = =3, czyli trapez
jest prostokatny.

- %, czyli
proste PQ i RS sg réwno-
legte.

aQr = asp = 2, czyli proste
QR i SP sa rownolegte.
—3.2=—1,czyli PQ L QR
oraz RS L SP.

Zatem czworokat PQRS jest
prostokatem.

b) apg = ars = —= czyh
proste PQ i RS sa rowno-
legte.

aQRr = asp = 3, czyli proste
QR i SP sg rownolegte.

7 =—1, czyli PQ L QR
oraz RS 1 SP.

Zatem czworokat PQRS jest
prostokatem.

. Przekatna AC: y = 4z jest

prostopadta do przekatnej BD,
zatem prostokat ABCD jest
kwadratem. Niech a bedzie
dtugoscia, jego boku.

|AC| = 2V/17 = av/2

a=+34

Ob =434, P =34
a) Wierzchotek C nalezy do
przeciwprostokatnej.
Prosta BC: x = —2,
prosta AB: y = —8.
Wspbtrzedne wierzchotka A:
(—6,-38).
b) Wierzchotek B nalezy do
przeciwprostokatnej.
Prosta BC: x = —6,
prosta AC: y =17.
Wspbtrzedne wierzchotka A:
(=1,7).
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Uczen:

— interpretuje geometrycznie
uktad réwnan,

— rozwiazuje uktad rownan
metodg algebraiczna
i graficzna,

— wyjasnia zwigzek miedzy
liczbg rozwiazan uktadu
rOwnan a potozeniem
prostych.

Multitefa

® Interpretacja geometryczna
uktadu dwadch réwnan liniowych

e Uktady réwnan liniowych —
interpretacja geometryczna

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.7

(> Generator

testow i sprawdzianow
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5.7. Interpretacja geometryczna
uktadu réwnan liniowych

Rozpatrzmy proste [; i [; opisane rownaniami ukltadu:
ar+by =
s + by = ¢y

Wspélrzedne punktéw (z,y) nalezacych jednoczesnie do obu prostych sa roz-
wiagzaniami tego uktadu. Moze zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji.

Y Y Y
I> Y
ll lz N
l1
o
@] X X o X
Uklad oznaczony (ma jed- Uklad sprzeczny (nie ma  Uklad nieoznaczony (ma
no rozwiazanie) — proste rozwiazan) — proste sa  nieskonczenie wiele roz-
przecinaja si¢ w jednym  réwnolegle i rézne. wiazan) — proste pokrywa-
punkcie. ja sie.
Przyktad 1 y
Rozwigz graficznie uktad réwnan.
{ o & v
3x—2y=—4 " o {
Pierwsze réwnanie po przeksztalceniu do po- F
staci kierunkowej ma posta¢ y = —z — 3, a dru- o 1x
gie y = %a: + 2. Szkicujemy obie proste i od- 3
czytujemy wspoélrzedne ich punktu przeciecia:
P(-2,-1).
Rozwigzaniem ukladu jest wiec para liczb: @ = —2, y = —1 (poprawnosé

rozwigzania mozna sprawdzié¢, podstawiajac je do ukltadu réwnan).

Cwiczenie 1
Rozwiaz graficznie uktad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.
20 —y = —4 de—y=3 r—y—3=0
a) v b) v ¢) Y
r+y=1 —r+2y=28 Jx+y=1
Cwiczenie 1
a)r=-1,y=2 b)z=2y=5 cJrz=1y=-2
& L WY Y v
[ N \
@ R5hY /
> 5
% Y / .
. : O[\1 X
ol 1 X ol h X N P
/y =dr—3 3 \




Przyktad 2

. : )2 —dy =4
Rozwiaz graficznie uktad réwnan
T —2y=—6
Réwnania uktadu przeksztalcamy do Y ” e
postaci kierunkowej i szkicujemy obie B Cwiczenie 2
proste. Y s x> a) Uklad sprzeczny
y=3r+1 v i x>
y= %1‘ +3 . \/ Y
)
Sa to proste réownolegle — nie maja punk- 5 >
téw wspolnych. Zatem uktad réwnan nie ] X )
ma rozwiazania — jest sprzeczny. 1
Przyktad 3 v ol 1 X
Rozwigz graficznie uktad réwnan.
1
) LR
T —3y=-3
Y 1 — b) Uktad nieoznaczony — rozwia-
2r — 6y = —6 — zaniami sg pary liczb postaci:
Obydwa réwnania opisuja te sama pro- — o] 1 X (z,2x — 6), gdzie z € R.
, s 1 Y
sta o rownaniu kierunkowym y = sz +1.
Uktad ma zatem nieskonczenie wiele rozwiazan. Sa nimi wszystkie pary liczb 1
(z, 42 + 1), gdzie z € R. al =
Rozwiazaniami tego ukladu sa na przyklad pary: (—3,0), (0,1) czy (3,2). >
. . . . . . 7’ a &)
Podaj trzy inne pary liczb bedace rozwiazaniami tego uktadu réwnan. /;V
Cwiczenie 2
Rozwiaz graficznie uktad réwnan.
r—y=-—1 20 —y =6 —3r+2y=2
a) b) ¢)
—r+y=3 0,5y —x = -3 6x —4y =8 c¢) Uklad sprzeczny
Y X\
Czasami nie musimy przeksztalca¢ rownan uktadu, aby okresli¢, czy jest on o
oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny. Wystarczy przyjrzeé si¢ wspotezynni- 7/ o
kom przy niewiadomych oraz wyrazom wolnym. N
o N
Cwiczenie 3 s
Okresdl, czy uktad rownan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzecziny. 0 )( X
20 —y=1 3z — 2y = —1 20 4+y=1
a) / b) Y o) Y
dr —2y =26 —3xr+2y=1 ~3r+y=—4
Cwiczenie 3

a) sprzeczny b) nieoznaczony c) oznaczony
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Odpowiedzi do zadan Zadania

=irx+3
1. a) {y 3

y=—-x+7 1. Rozwiagz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.
r=3,y=4 y:%x—l—?) 3r—2y =414 20 -3y =6
y=—2x+2 a) ¢ e) 4
b) y=—-32-3 yta=7 3r—y=>5 —3T+2y=—4
z=4,y=-6 y=—2x+2 —2r =4 3y+x=9
y=3x—2 b) " d) y f) ! 1
) 2 4y + 3z = —12 9 — 2y = —3 y+3=—3z
y=3x—5
r=2y=1 2. Rozwiaz graficznie uklad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwigzanie.
a) y=2z+4 3r4+2y=9 0,5z +2y =1 y =6z + 2
Yy = gx —+ 3 a‘) o C) o e) 3—y _
2 2 =342y y=2—-x St+3x=0
z=1,y=6
2
y=3T—2 =2z —2 20 =6 — 2y—1==x
D) { ; by ¢’ R S R
W= Fw—=2 —2z+3y==6 = by — 3z =3
Ukltad nieoznaczony, . , , , . . .
zER, y=2z-2 3. Napisz uktad réwnan, ktorego interpretacje geometryczna przedstawiono
ku.
. y=—iz+3 na rysunku
y=—1z-3 a) b) c)
Uktad sprzeczny Y Y Y
= 3742 N
2. a) {y 12x 32 h lo l2
Y=322= 3
x=3,y= 1 1
L [1 B 1
b) y=2x —2
o= %«'17 42 O | X @] L O L X
r=3,y=4
= 1,41
c) {y o2 4. Rozwazmy uklad réwnan:
y=—x+2
r=2,y=0 y=ar+b
y=3c+l Jakie warunki powinny spelia¢ wspotczynniki: ay, ao, by, by, aby uktad byt:
r=19y= .
Y= 6242 a) nieoznaczony, b) sprzeczny, ¢) oznaczony?
e
) {y =6z +3 5. Narysuj réownoleglobok, ktérego boki sa zawarte w podanych prostych.
Uktad sprzeczny Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkéw tego rownolegtoboku.
_ 1 1
f){y—5w+a a) y=2—2, y=2—6, y+3=0, y—2=0
=1 1
Yy=3T+ 2 b)yz%x—i—S,y:%x—Q,y:—2x—7,y:—2x—|—8
Uktad nieoznaczony,
zeR,y=1z+1 ¢)3x—y=-2, 3x—y=4, t—2y=6, x —2y=—14
=2 2y =4 3z — 2y = —2
3. a) np. ooy b) np. oy c) np. v
—2x+y=2 r+2y=—-2 6x — 4y = —4

4. a) a1 =aziby =by
b)alzazibl#bz
c) a1 # az i b1, bz dowolne
5. a) A(—1,-3), B(3,-3), C(8,2), D(4,2)
b) A(—2,-3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1)
c) A(-2,—-4), B(3,-23), C(42,91), D(2,8)

5775
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6. Trzy boki trapezu prostokatnego ABC' D sa zawarte w prostych: y = %:17—2,
Yy = %x + %, y = 2z + 3. Wierzcholek B jest punktem przeciecia osi OX
z prosta y = %:L‘ — 2. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego trapezu.

7. Dany jest réwnoleglobok ABCD (ry- Yt b C
sunek obok).

a) Punkt P jest punktem przeciecia 5 (N
prostej AD z prosta y = —x+2. Oblicz 5
pole trojkata ABP.

b) Punkt @ jest punktem przeciecia
prostej BC z prosta y = —2x+ 7. Ob- of 1 X
licz pole trapezu ABQD. A B

1
x

@ 8. a) Uzasadnij, ze tréjkat, ktorego boki sg zawarte w prostych: x +y = 0,
x—y =01y =3, ma pole réwne polu tréjkata o wierzchotkach: A(0,0),
B(2,2), C(9,0).

b) Uzasadnij, ze tréjkat, ktérego boki sa zawarte w prostych 2z —y = 0,
y—x—2=01iy+ 2= 0, ma pole réwne polowie pola réwnolegtoboku
o wierzchotkach: A(—2,-1), B(4,-1), C(6,2), D(0,2).

Powtorzenie

9. Sprawdz, czy wspélrzedne punktu P(z,y), ktéry jest punktem przeciecia
prostych l; i I, spelniaja warunek z? 4 y? < 25.
a) lipy=—x+1, lyry=4x+5 ¢) hiry=2zx+1, lyry=4r+5

b)lry=a—2, lpry=—3x+4 d) lipy=—32-2, Iy y = —2z+4

10. Ktéra para prostych (rysunek obok) przed- Y
stawia interpretacje geometryczna ukladu h
réwnan?

lo
r—y=3 T+2y=0

a) i DR A
T+2y=6 txt+y=3 o X

11. Podaj réwnanie dowolnej prostej, ktore wraz

iy

z réwnaniem prostej I3 (rysunek obok) two- I 1

rzy uktad sprzeczny.

12. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

6

10.
11.

. Réwnanie prostej zawieraja-

cej czwarty bok trapezu ma
posta¢ y = —3x + b i prosta
przechodzi przez wierzchotek
B(6,0), czyli y = —3x + 18.
Punkt przeciecia prostych
y=3z—2iy=2r+3:
A(-3,-3).

Punkt przeciecia prostych
y=3z+3iy=—-3c+18
C(5,3).

Punkt przeciecia prostych

Yy = %:L‘-f—% iy=2zx+3:
D(—1,1).

. a) P(—1,3),

Papp =1 -6-4=12

b) Q (33,0),

Pagp = Papcp — Popg =
=6-8—3-6-7=27

.a)z=-3,y=4

(=) < 4P = 95

Nie spetnia warunku.
b)z=4,y=2

4 +2°=20<25
Spelnia warunek.
c)r=-2y=-3

(—2)2 +(=3)>=13< 25
Spetia warunek.
d)z=4y=-4
4% 4 (—4)? =32>25

Nie spetnia warunku.
a)lyils b)liils

l3: y=x—3
Rozwigzaniem jest prosta
postaci y = = + b,

gdzie b € R\ {-3}.

Na przyktad: y = .

12.a) z = -1,y = -3
r+y=-—4 3r—y=3 3r+2y=1 ’
) v b) Y ¢) Y b)z=1,y=0
20 +y=—5 20 — 3y =2 T —2y= -5 )z=-1y=2
8.a) Poapc =%-9:2=9,P=1.63=9, b)iPapecp=1:6-3=9,P=1-3.6=0,
czyli PAABC = P2 czyli %PABCD = P2
Y Y
y::3
B D C
1 B YA
— $
1 ¢ X R 1 X
y= == A B
y=-2
y=2
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Uczen:

— analizuje zadanie z trescia,

a nastepnie zapisuje odpo-
wiednie rownanie, nieréwno$é
liniowg, lub wzér funkcji
liniowej,

— rozwiazuje utozone przez
siebie réownanie badz
nieréwnosé lub analizuje
wtasnosci funkcji liniowej,

— analizuje wynik i podaje
odpowiedz.

Cwiczenie 1

a) zysk = dochéd — koszt

Niech z bedzie liczba sprzeda-

nych krasnali.

Koszty po 6 miesiacach:

6-1500 + 12z =

= 9000 + 12 - 1800 = 30600 [zl]

Zysk po 6 miesigcach:

37x — 30600 =

= 371800 — 30600 = 36000 [z}]

b) y = 18z + 1500

Y
9000

7500
6000
4500
3000
1500

O 100 200 300 400 500 X

Cwiczenie 2
Niech x bedzie liczba wyprodu-
kowanych puszek.
zysk = dochdéd — koszt, zatem
dzienny zysk jest opisany
wzorem:

4z — (2x + 800) = 2z — 800
a) 2z + 800 = 4z

z = 400

Zerowy wynik ekonomiczny fir-
ma osiaga, gdy dzienna produk-
cja wynosi 400 puszek.
b) 600 c) 1100

Multitefa

® \Wykorzystanie funkciji liniowej —
rozwigzanie zadania

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.8

(> Generator
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5.8. Funkcja liniowa - zastosowania

Cwiczenie 1

Funkcja y = 1500 + 12z opisuje miesigczne koszty (w zlotych) firmy Skrzat
produkujacej krasnale ogrodowe: 1500 zt to koszt staly, 12 zt to koszt wypro-
dukowania jednego krasnala, x — liczba

krasnali. Y
9000

a) Jaki byl pélroczny zysk firmy, jesli
w tym czasie wyprodukowano 1800 kra- 7500
snali i sprzedano je po 37 zl za sztuke? 4o

b) Naszkicuj wykres funkcji opisujacej 4=
miesieczne koszty firmy, jesli podjeto
decyzje o produkcji wigkszych krasnali,
a koszt wyprodukowania jednego wy- 1500
niesie 18 z! (koszty stale bez zmian).

3000

O 100 200 300 400 500 600 600 X
Cwiczenie 2
Wzér y = 2z + 800 opisuje dzienne koszty, jakie ponosi firma produkujaca
pokarm dla kotéw: 800 zt to staly koszt dzienny, x — liczba puszek po-
karmu wyprodukowanych dziennie, a 2 zt — koszt wyprodukowania jednej
puszki. Dochody firmy opisuje wzér y = 4z, gdzie x jest liczbg sprzedanych
dziennie puszek pokarmu, a 4 zt to ce-

Y

na jednej puszki. Przyjmujac, ze liczba 9800
wyprodukowanych i sprzedanych dane-

2400

go dnia puszek jest taka sama, podaj
wielko$¢ dziennej produkcji, dzieki kto- 2000

rej firma osiagnie: 1600 -
a) zerowy wynik ekonomiczny (dochéd 1200 ¥ 3
jest réwny kosztom), 800 54
b) dzienny zysk w wysokosci 400 z1, 400

¢) dzienny zysk w wysokosci 1400 zl.

O 100 200 300 400 500 600 700 X
Cwiczenie 3
Wynajecie lokalu A na dyskoteke kosztuje 400 zt za sale i 10 zl za kazdego
uczestnika. Wynajecie lokalu B kosztuje 100 zt za sale i 15 zl za kazdego
uczestnika. Naszkicuj wykresy przedstawiajace koszty zorganizowania dysko-
teki w lokalach A i B w zaleznoéci od liczby uczestnikéw. Dla jakiej liczby
uczestnikéw koszty te beda rowne?

Cwiczenie 3. Y
Niech z bedzie liczba uczestnikéw.
Koszty zorganizowania dyskoteki:
— w lokalu A: y = 10z + 400

—w lokalu B: y = 15z + 100
Zatem:

1000

10z + 400 = 15z + 100
z = 60
Koszty beda réwne przy 60 uczestnikach. 400

100

O 10 60 X



Zadania

1. Samochdd A kosztuje 35 tys. zt i spa- v
la 8 1 benzyny na 100 km, a samo- 70000
chéd B kosztuje 40 tys. zt i spala 6 1
benzyny na 100 km. Niech x oznacza ¢y0q0
liczbe przejechanych tysiecy kilome-
trow, y — ceng samochodu plus kosz- )9
ty paliwa w zlotych (pozostale kosz-
ty pomijamy). Na zamieszczonym 40000
obok wykresie przedstawiono taczny
koszt dla samochodu B, jesli cena 50000
benzyny wynosi srednio 4 zt za litr. 0 20 40 60 80 100 120 X

a) Naszkicuj analogiczny wykres dla samochodu A.
b) Jezeli zakupiono samochéd B, to po przejechaniu ilu kilometréw zwroci

sie roznica w cenie?

Przeczytaj informacje dotyczace warunkow wypozyczenia roweréw w wy-
pozyczalniach Wagabunda i Szprycha (z oznacza liczbe godzin).

WYPOZYCZALNIA SZPRYCHA
6 zt + 3x zt

WYPOZYCZALNIA WAGABUNDA
10 zt + 22 2l
6 zt + 22 z1

o Rower gérski o Rower gérski

» Rower dzieciecy » Rower dzieciecy 2 zl + 3z zi

Na wykresie obok przedstawiono

koszt, [zt
koszt wypozyczania roweru gorskie- 22
go w wypozyczalni Wagabunda w za- 20
leznoéci od czasu. 18
a) Naszkicuj analogiczny wykres dla 16
wypozyczalni Szprycha. 14
b) Odczytaj z wykreséw, dla jakiej 12 -
liczby godzin korzystniejsze jest wy- 10 gra
pozyczenie roweru gérskiego z wy- C L
pozyczalni Wagabunda, a dla jakiej 8 ezas-{h]
z wypozyczalni Szprycha. 60 1 2 3 4 5 6

¢) Chcemy wypozyczyé dwa rowery gérskie i jeden rower dzieciecy. Dla
jakiej liczby godzin korzystniejsza jest oferta wypozyczalni Wagabunda?

Odpowiedzi do zadan
1. a) y = 35000 + 320z, gdzie x

— liczba przejechanych tysiecy
kilometréw, 320 — koszt (w z1)
benzyny potrzebnej do przeje-
chania 1000 km.
Y
70000

60000

50000

40000

30000

0 40 80 Y

b) Niech z bedzie liczba prze-
jechanych tysiecy kilometrow.
YLaczne koszty:
— dla samochodu A:

y = 35000 + 320z
— dla samochodu B:

y = 40000 + 240z

40000 + 240z < 35000 + 320z
T > 62,5

Roéznica w cenie zwréci sie po
przejechaniu 62500 km.

. b) Korzystniej z wypozyczalni

Wagabunda dla liczby godzin
wiekszej od 4.

c) 26 + 6z < 14+ 9z

x >4
koszt [z1]
50
qe)
45 00o
$o
35| &/ [o
N
30|41
25 =
20
zas [h]
14

01 2 3 45 6

Dla liczby godzin wiekszej
od 4.
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3. a) todleglosé od C' [km] 3. Piotr i Stefan wyruszaja na wycieczke ro- 30 km 105 km
135 \ werowa do miasta C' o tej samej godzinie. A B ¢
i Piotr startuje z miasta B i jedzie ze stala predkoscia 15 km/h, a Stefan
Jooles z miasta A i jedzie ze stala predkoscia 22,5 km/h.
\ Q4
\Stefar a) Naszkicuj wykres pokazujacy odlegtosé Piotra od miasta C' w zaleznosci
\ od czasu oraz w tym samym uktadzie wspotrzednych — wykres pokazujacy
\ odlegtosé Stefana od miasta C' w zaleznosci od czasu.
\\ b) Po jakim czasie Stefan dogoni Piotra?
45 ¢) O ile Piotr musiatby zwiekszy¢ swoja $rednig predkosé, aby Stefan do-
\\\ gonit go dopiero w miescie C'7
Pict
N 4. 7 miasta A o godzinie 8.00 wyjechal rowerzysta poruszajacy sie z predko-
5 \ $cig 20 km/h. Dwie godziny p6Zniej z miasta A w te sama strone wyjechal

012345 czash
b) Stefan dogoni Piotra po
4 godzinach.

samochéd, ktéry poruszal si¢ z predkoscia 60 km/h. Naszkicuj w jednym
uktadzie wspoétrzednych wykresy zaleznosci liczby przejechanych kilome-
o) Niesh @ Bedvic whcldetn, trow przez kazdy z pojazdéw od czasu, jaki uplynal od rozpoczecia po-
o jakg Piotr musi zwiekszy¢ drézy przez pierwszy z nich. Oblicz na podstawie wykresu:

Srednig predkosé [km /h]. a) o ktorej godzinie samochdd wyprzedzil rowerzyste,
Wzér na predkoséé przeksztal-

camy do postaci t = £. Wow- b) jaki dystans dzielil rowerzyste i samochéd o godzinie 10.30,

czas: 105 _ 135 ¢) o ktérej godzinie samoch6d oddalit sie od rowerzysty o 40 km.
T5+x 22,5
x = 2,5 [km/h] 5. 7 Kartuz do odleglych o 15 km Ostrzyc wyruszy! pieszo turysta. Godzing
4. km pézniej z Ostrzyc do Kartuz wyjechal samochdd, ktéry mingt turyste po
/ 15 minutach jazdy. Po pétgodzinnym postoju w Kartuzach kierowca ruszyt
/ w droge powrotna. Po raz kolejny minal turyste zmierzajacego do Ostrzyc
/ po 50 minutach od ich ostatniego spotkania. Oblicz, ile czasu zajeta tu-

ryscie droga z Kartuz do Ostrzyc. Przyjmij, ze turysta szedl cata droge

60 f w tym samym tempie, a kierowca w obie strony jechal z taka samg stala
[ predkoscia.
7
O¢®* / § 6. Z miejscowosci A do oddalonej o 40 km miejscowosci B wyruszy! rowe-
i) 2 /& godzing rzysta jadacy z predkoscia 16 km/h. Jednoczesnie z miejscowosci B do
& 9 10 11 12 miejscowosci A wyruszyl drugi rowerzysta, ktéry poruszal sie z ta sama
a) 011.00 b) 20 km c) o 12.00 predkoscia.
6. t — czas [h] a) Przedstaw na wykresie i za pomoca wzoru odleglto$é kazdego z rowe-
a) di(t) = 16t, t € (0;2,5); rzystéw od miejscowosci A w zaleznosci od czasu.

da(t) = 40 — 16t, t € (0;2,5)

b) d(t) = |32t — 40, b) Zapisz wzoér okredlajacy odleglo$é miedzy rowerzystami w zaleznosci

Dy = (0;2,5) od czasu. W jakim czasie od chwili rozpoczecia podrézy odleglosé ta byta
Odlegto$¢ miedzy rowerzysta- réowna 8 km?

mi wyniosta 8 km po 1 h oraz

po 1,5 h. 5. Niech x oznacza odlegtos¢ w km, jaka przeszedt turysta po 1 h 15 min, czyli do mo-

mentu pierwszego spotkania z kierowca, a y — odleglo$é w km, jaka przeszed! turysta
przez kolejne 50 min, czyli miedzy pierwszym i drugim spotkaniem z kierowcs.
Korzystamy ze wzoru na predkosé: v = 3.

Turysta szedl w stalym tempie, czyli £ = 4. Stad = = 1,5y.
4

Kierowca jechat ze stalg predkoscia, czyli % = %—%+E Stad 10z + 3y = 60.
z=1,5y
10z + 3y = 60

Turysta przeszed! 5 km w ciagu % h, zatem 15 km pokonal w czasie 3 h 45 min.

Rozwigzujemy uktad réwnan

i otrzymujemy x = 5, y = 1?
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5.9. Zagadnienia uzupetniajace

B Nieréwnosci liniowe

1.

Pétptaszcezyzne zawierajaca swoja krawedz nazywamy poélplaszczyzna
domknieta. Poélptaszczyzne, do ktérej nie nalezy zaden punkt z jej kra-

wedzi, nazywamy po6lplaszczyzna otwarta.
Prosta l : y = ax+b wyznacza dwie polplasz-
czyzny otwarte:

o zbiér {(z,y) : z € R,y € Riy < ax + b}
jest poiplaszczyna lezaca ponizej prostej [,

o zbiér {(z,y) : ® € R,y € Riy > ax + b}
jest polplaszezyna lezaca powyzej tej prostej.
Prosta [ jest krawedzia obu pélptaszczyzn.

Przykfad 1

Zaznacz na plaszczyznie zbior punktéw spel-

niajacych nieréwnosé¢ 2x —y+1 > 0.

Nierownos¢ zapisujemy w postaci:
y<2x+1

Szukany zbiér punktéw jest podlptaszczyzna

otwarta lezaca ponizej prostej y = 2z + 1.

Wspélrzedne punktéw tej prostej nie spelnia-

y>ar+b %f/

fﬁfy/‘

-

ja nierownosci y < 2x + 1, wiec te prosta rysujemy linia przerywana.

Przyktad 2
Zaznacz na plaszczyznie zbior punktéw spel-
niajacych nieréwnosé %a: +y+12>0.
Nierownos¢ zapisujemy w postaci:

Yy = —%m -1
Szukany zbiér punktéw jest podlptaszczyzna
domknieta lezaca nad prosta y = —%x - 1.
Wspotrzedne punktéw tej prostej spelniaja
nierownos¢ y > —%x — 1, wiec te prosta rysu-
jemy linia ciagla.

g (@] X
y<ar+b
Y
/
’2x-y+4+1>0
1/
/
20l 1 X
N/
& f
Y
| 3ety+1>
€L
1 X
&
g
Pl
7

Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktow spelniajacych nieréwnosé:

a) =3z 42y —6>0, b)y>—sz—1,

c)y— 2z < —3.

1.a)y> 3243

=

2
Q)X

o
-
<
WV
|
=
8
|
—_

[y

/

[y
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<2 3
2. a) {y e Przykfad 3

—1
v v Przedstaw ilustracje graficzna uktadu nieréwnosci.
o ] r+y+1<0
y <3 Y
1 Zaznaczamy odpowiednia polplaszczyzne
oy = domknieta, ktorej krawedzia jest prosta y=3
by y = —x — 1. Dla drugiej nieréwnosci zazna- N
; czamy polplaszcezyne otwarta ograniczona 3 1
N z gory prostg y = 3. Czes¢ wspodlna obu pot- N
y>3z—2 plaszczyzn jest zbiorem punktéw, ktérych 1.X
b {y <3 wspolrzedne spetniaja uktad nieréwnodci.
oy A Zauwaz, ze punkt (—4, 3) nie nalezy do czesci wspélnej obu polplaszezyzn.
nir
Q’// ) o5 2. Przedstaw ilustracje graficznag uktadu nieréwnosci.
)/
LT s ) 254y —3<0 b) 3z—y—2<0 o [rBu+3=0
ol /1 X x> -1 —6x +2y <0 2r+y>8
[
‘, 3. Przedstaw ilustracje graficzng ukladu nieréwnosci. Ktére z punktow
F P(6,1), Q(—3,5), R(8,—3) naleza do otrzymanego zbioru?
c){ygél""l ) r—y+1>0 b) r—y+1>0 20+y+1>0
a ¢
y=z—2zc+8 y+3>0 z—y—5<0 T+2y—T7<0
Y
YT /X 4. Napisz uktad nieréwnosci opisujacy zbior punktow przedstawiony na po-
= nizszym rysunku.
e a) Y b) LY ) v
o1 = X \ K N
1 N L
2 ] ) ~ =
s 1 N X _ O]l 11x
/\CP O J X \\_ i
3. a) P, R b) zad R . . L. .y . . ‘s
a) ) Zaden c) 5. Napisz uktad nieréwnosci opisujacy zbiér punktow lezacych wewnatrz tréj-
4. a) {y i ‘Z i 44 kata ABC, jegli:
y=z—ot a) A(1,2), B(5,—2), C(5,4), v
py ¥ <2 b) A(=6,7), B(0,1), C(2,3). =
y=>—x—1 1=
. . 7’ s . . . e L
y<lo+l 6. N/aplsz'uklad nieréwnosci OplSUJ%C}f. zbior punk- 5 <
c s <2 tow lezacych wewnatrz przedstawionego obok &
czworokata. Oblicz pole tego czworokata.
y<iz+3 y>-—z+1
5.a) y>-x+3 b)cy>a+1
z<5 y<-—sz+4
6. PL=3-4-6=12 Y
Po=1-(4+2)-3=9 —
P=P +P, =21 3 — -
1 P, -2
y<szzr+1 _— 1
y>x—5 .
z<6
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B Programowanie liniowe 7. a) Y

Przykiad 4
Chcemy wyznaczy¢ najwiekszg i najmniejszg warto$é sumy x+y dla punk-
téw (z,y) nalezacych do wielokata opisanego za pomoca uktadu nieréw-

nosci:
y> —jr+ 4 Y
y < %x +1 4
y=>0 3
2
z <6 |
Wielokat ten przedstawiono na rysunku
ek, O 1 2 3 4 5 6 X 1
Skorzystamy z twierdzenia méwiacego, ze wartos¢ najwieksza oraz wartoscé o] 1 X

najmniejsza sumy x + y jest osiagana w ktéryms z wierzcholtkéw (lub na
calym boku) danego wielokata.

(=3, -2 z+y=-5
Wierzchotkami wielokata sa punkty: (5,0), v (1,-2):z+y=—
(6,0), (6,4)1(2,2). Obliczamy dla nich war- o3 (6,8): z+y=14
tosci sumy x + y: 4 \{'\\j (6,16): x +y = 22
(5,0):z+y=5+0=5 3| : N4 Na‘]WleSZQ Wart.osjd% e
MR AN \ jest 22, a najmniejszg —5.
(6,0):24+y=6+0=6 : < b) y
(6,4): z+y=6+4=10 D
(2,2):x4+y=2+2=4 O 123456 X
Zatem najwieksza wartoscig sumy jest 10, a najmniejsza 4. .
W powyzszym przykladzie przedstawiono proste zagadnienie z dzialu ma- ol 1 X
tematyki zwanego programowaniem liniowym. Dzial ten zajmuje sie za-
gadnieniami optymalizacyjnymi, czyli szukaniem najlepszego rozwiazania
wéréd wszystkich mozliwych (np. maksymalizacji zyskéw lub minimaliza-
cji kosztéw). Programowanie liniowe bylo intensywnie rozwijane podczas (=4,1): 2 +y = —3
IT wojny swiatowej, kiedy wykorzystywano je w logistyce. (1,-4):z+y=-3
(4,2:z+y=6

(=2,5): z+y=3

7. Znajdz warto$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza sumy x+y dla wielokata Niofifchas, wemiolal, iy

opisanego uktadem nieréwnodci. jest 6, a najmniejszg —3.
y<2x+4 y<2xr+9 r—6<0 c) Y

y>2r—4 y=>2r—6 r—y+320
a) b) c)

Y= —2 y=>—x—3 z+y—7<0

<6 y< —itz+4 r+3y+3=>0 1

~ 1 X
T~
~—

( 37 ) T+ y= -3
(6,-3):z+y=3
6,1):x+y="7
(2,5):x+y="7
Najwiekszg, wartoscia sumy
jest 7, a najmniejszg —3.
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Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

. a) Wszystkie punkty naleza
do prostej .

b) Punkty P i R nalezg do
prostej [.

a) ujemne dla z < —6,
wigksze od 2 dla z > —3
b) ujemne dla z > %,
wieksze od 2 dla z < 1

c) ujemne dla z > —g,
wieksze od 2 dla z < —2

. a) (9,0), (0,3), P=135
b) (14,0), (0,—8), P = 56
C) (_370)7 ( 7_1_25)7

P =9,375

. a) rosnaca dla m € (—1;00),
malejaca dla m € (—oo; —%),

1
2

b) rosnaca dla m € (—o0;9),
malejaca dla m € (9; 00),
stala dla m =9

stata dla m = —

. a) nie naleza

b) naleza, y = -3z — 1
c) naleza, y = —2:c —4
d) naleza, y = ac -1
.a) 15 b) 12 c)16
a)y= %ac + 9, rosnaca

=3
—

b) y = —1x + 7, malejaca

c) y=—6x+ 2%, malejaca

d) y = 2+ 21 rosnaca

a)y=—-2zx—7
y=57-3

c)z=-3

d)y=-1

e)y=—32-6

f) z=-3

BN 218 5. Funkcja liniowa

. a) fo

. Naszkicuj prosta [. Podaj, ktére z punktéw P, Q), R nalezg do tej prostej.

a) l:y =2z —4, P(5,6), Q(—3,-10), R(—1,-11)
b) l:y=1x+2 P(-8,-2),Q(9,%), R(17,103)

. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje

wartosci ujemne, a dla jakich wieksze od 27

a) f(z) =2z+4 b) f(z) = —-3x+5 c) f(x)=-252—3

. Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu wspotrzed-

nych. Oblicz pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspoétrzednych
i wykresem funkcji f.
a) f(x) = f%m +3

b) f(z) =3x8 c) f(x)=-3x—-175

. Okresl monotoniczno$é funkcji f w zaleznosci od parametru m.

a) f(z)=(m+3)z -7 b) f(x)=(6—3Fm)z+9

. Sprawdz, czy punkty A, B i C' naleza do wykresu tej samej funkcji liniowe;j.

a) A(—4,1), B(8,7), C(11,5)
b) A(2,-7), B(3,—-10), C(—2,5)

c) A(—4,4), B(-2,0), C(1,—6)
d) A(—4,-3), B(—2,-2), C(12,5)

. Oblicz k, jesli punkty P i @ naleza do wykresu funkcji y = az.

a) P(2,2), Q(5,k) b) P(k,6), Q(3, 1) c) P(1,8,24), Q(12,k)

. Wyznacz wzér funkcji, ktérej wykresem jest prosta przechodzaca przez

punkt P i réwnolegla do prostej I. Czy ta funkcja jest malejaca?
a) l:y=3x—9, P(—8,3) ¢) l:y=—6x+27, P(3,3)
b) l:y=—3x+7, P(6,5) d) I: y = o — 11, P(—6,1)

. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(—3,—1) i prosto-

padlej do prostej [.
a) lby=3x—7
b) l: y=—-45zx -5

c) ly=—-6
d) I x=11

e) :3x—5y—1=0
fYy ie—y=y+uz

. Wyznacz wzor funkcji liniowej f, ktora spelnia warunki:

a) f(=2)=—4if(4)= -1,
b) f(=3)=21[f(3) =

) f(=8)=061f(=3)=4,
d) f(0)=01i f(v2) =2.

25”_

¢) f(z)=—2z+23

=

b) f(z) = 3z +4
=

d) f(z) = \/_



Vv

B Zestaw Il

N

Wyznacz zbiér argumentow, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci nie-
dodatnie, jesli jej wykresem jest prosta o rownaniu:

a) y = 6z + 18, b) y = -2z — 10, c) V2r4+y—4=0.
Wyznacz réwnania prostych, w ktorych zawarte sa boki trojkata o wierz-
chotkach: A, B, C. Czy jest to trojkat prostokatny?

a‘) A(O7 0)7 B(87 6)7 C(_6> 8) b) A(_67 0)7 B(17 1)? C(_37 4)
Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki czworokata o wierzchot-
kach: A(—2,-3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1). Uzasadnij, ze czworokat ten
jest prostokatem.

Rozwigz algebraicznie i graficznie uktad rownan.

z—y=—5 3z —2y=5 0,5y — 0,1252 = 1,5
a) c) e)
20 +y = —4 —6x +4y =8 !

SVt =3
3z —y=3 3¢+ 4y = —19 2y — 34 —
b) d) ) 2
{x—?)y——w {%x—y——lﬁ {y—1,5x—5

Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéow trojkata, ktérego boki sa zawarte
w prostych: [y, [, i 3. Narysuj ten tréjkat i oblicz jego pole.
a) lpy=x+2, loy=—-x+2, lzzy=-32x+6
b)l;: 20 —y+6=0, l5:3z—4y+4=0, l3y—4=0
) liix—2y—4=0, l5:3x+4y—28=0, I3 2+2=0

Przekatne rombu sg zawarte w prostych 3z +4y—10=01i4x—3y—5 =0,
a dwa sposrod jego bokéw w prostych —2y—5 =01z — 2y + 5 = 0. Nary-
suj podane proste i odczytaj wspétrzedne wierzchotkéw rombu. Wyznacz
rownania prostych, w ktorych sa zawarte pozostate boki rombu.

Narysuj trojkat prostokatny, ktorego boki sa zawarte w prostych k, [, m
i odczytaj wspolrzedne jego wierzchotkéw. Wyznacz wspotrzedne spodka
wysokosci opuszczonej z wierzchotka kata prostego.

a) k:y=2x+2,
b)kiy=-20-7 l:y=20-3, m:y=4x+3

2

liy=3z-3, m:yz—%x—l—f)%

Dwa boki réwnolegloboku sy zawarte w prostych y = sz —1iy = —2246,
a jeden z jego wierzchotkéw ma wspélrzedne (—1,2). Wyznacz wspdl-
rzedne pozostalych wierzchotkéw tego réwnolegtoboku.

a) wierzchotki: (—4, —6), (4,0),  b) wierzchotki: (—4,1), (4,5), (-1, —5),
(1,4), spodek wysokosci: (0, 2) spodek wysokosci: (2, —1)
Y Y
A
B}
NS
ol 1 X / X

AB 1 AC, zatem tréjkat jest
prostokatny.

b) AB: y=1x+ ¢,

AC: y= %x + 8,

BC: y = —%x 4k 1%

AC 1 BC, zatem tréjkat jest
prostokatny.

.AB:y:%x—Z,

BC:y=—2x+38,

CD: y= %m + 3,
AD:y=—-2x—-17

Czworokat ABCD jest pro-
stokatem, gdyz: AB | CD,
AD || BC oraz AB 1 AD.

.a)r=-3,y=2

b)z=3,y=6
c) sprzeczny
d)z=-5y=-1
e)z=8y=5
f) 2=-8,y=-7

. a) (0,2), (1,3), (2,0), P =2

b)( 47 2)3( ’ )7 (_174)3
P=15
C) (_27_3): (_27 %)7 (%7 %)a
P =529

Y

ol A X
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@ Sposéb na zadanie

Przyktad 1

Prosta y = ax+b przechodzi przez punkty P i Q. Wspdlezynnik a jest ujemny,
gdy:

A. P(=3,3) Q(=3:3), C. P(=3,—3), Q. 3),

B. P(2,-7), Q3. %); D. P(=5,1), Q5 3):

Aby wskazaé poprawna odpowiedz, mozemy postapié na rézne sposoby.

o Obliczamy wspotczynniki kierunkowe prostych w kazdym z przypadkéw A,

B, CiD.
Y
o Zaznaczamy punkty P i (Q w ukladzie wspotrzednych, p\
aby sprawdzi¢, w ktérym przypadku prosta PQ jest wy- 1 \’)
kresem funkcji malejacej (na rysunku obok przedstawio- 5
| X

no prosta PQ dla przypadku D).

« Mozna zauwazy¢, ze w przypadku D: 2p < zq (gdyz —2 < %) oraz yp > yg
(gdyz 2 > 2), zatem prosta PQ jest wykresem funkcji malejacej, czyli a < 0.

4
Odpowiedz: D

Przyktad 2

Ktora para punktow nie nalezy do prostej y = ax + 2 dla zadnej wartodci
wspolezynnika a?

A. (-8,-5), (8,9) C. (-8,-6), (4,—-2)

B. (-9,6), (9,-2) D. (-10,4), (5,1)

Aby wskazaé poprawna odpowiedZ, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

o Sprawdzamy wspdtliniowo$é podanych punktéw z punktem (0,2) w kazdym
z przypadkéw A, B, C i D.

o Zauwazamy, ze prosta y = ax + 2 nie moze przechodzi¢ jednoczesnie przez
punkty nalezace do IIT i IV éwiartki ukladu wspélrzednych (patrz rysunki),
a takie punkty podano w przypadku C.

a Y a= Y Y 0
e N
/ s X xr \
Ol 1 X O] 1 X Ol 1 X

Odpowiedz: C

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 5

(> Generator

testow i sprawdzianow
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Zadania testowe

)

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- ~ Y

c¢ji liniowej o wzorze: T

A. f(z)=32+2, C. f(z) =32 +1, 0|1 X
B. f(z) = —32+2, D. f(z) =—iz+1.

Przez ktérg ¢wiartke uktadu wspotrzednych nie przechodzi wykres funkeji
flz) = -2z —4?

A1 B. II C. III D. IV

Miejsce zerowe funkcji f(x) = v/2x 4 4 jest réwne:
A. —2V/2, B. V2, C. 2, D. 2V2.

Prosta przechodzaca przez punkt (—1,6) i przecinajaca o§ OX w punkcie
o odcietej 1 przecina 0§ OY w punkcie:

A. (0,3), B. (0,2), C. (0,-3),

D. (0,—6).

Punkt A(2k,7) nalezy do wykresu funkeji f(z) = 2z + 1 dla:

A.kz%, B.k:g, C.k:%, D.k=T.
Do wykresu funkcji f(z) = —32 + 6 nie nalezy punkt:

A. (-8,12), B. (5%,2), C. (-16,15), D. (—32,30).
Proste y = 3z 4+ 3m iy = (2m + 1)z 4 6 sa prostopadte, gdy:
A.m=0, B. m= -1, C.m:—%, D.mz—%.
Dwa boki tréojkata prostokatnego o kacie Y

prostym przy wierzchotku P sa zawarte

w prostych przedstawionych na rysunku

obok. Pole tego trojkata jest rowne: 1 P

A. 20, C. 28, ol 1 X
B. 24, D. 40.

Ktéra para punktéw nie nalezy do prostej y = a(x —2) dla zadnej wartosci
wspotczynnika a?

A. (4,1), (—4,-3) C. (-3,-2), (-1,3)

B. (_37 _10)5 (17 _2) D. (L 3)7 (Bv _3)

. Prosta y = a(x — 2) nie moze przechodzié jednoczesnie przez punkty nalezace do 11

i ITI éwiartki uktadu wspoétrzednych (patrz rysunki), a takie punkty podano w przy-

padku C.
a>0 a=0 a<0

Y Y Y

1 1 T

O X o] 1 X O 1 X
~ N~

Y
ol 1 X
f
V2 +4=0
B = 42: 2\/5
y=ar+b
6=—-a+b
0O=a+0d
b=3
.7T=2-2k+1

4k =6, czylik = 2

A f(-8)=-2.(-8)+

+6=12
B. f61)=-2-L+6=2
C. f(-16) = -2 . (—16) +
+6=18
D. f(—32) =—-2.(=32) +
+6 =30

. Proste y = a1x + b1

iy = a2z + b2 sa prostopadle,

gdy a1a2 = —1.

a1 =3,a2=2m+1
3-2m+1)=-1

6m+3=—-1
6bm = —4
m=-3
. P=1-10-4=20
~ Y
1 P
X
O

Zestawy powtdrzeniowe 221 I



.c=—4

. Proste w postaci kierunkowej:
Y= %x—l iy= —%x—l—l. Po-
niewaz a1-az = 3-(—2) = -1,
wiec proste sa prostopadte.

. Punkt przeciecia z osia OX:
(—4,0). Réwnanie prostej k:
y=—2x — 8.

. 2m+9<0,stad m < —6
Najwieksza liczba catkowita
spelniajaca nieréwnosé:

m = —T.

. Punkty przeciecia prostych

z osia OX: A(-5,0) 1 B(1,0),
czyli podstawa tréjkata

|AB| = 6. Punkt przeciecia
prostych: C(3,4), czyli
wysokosé trojkata h = 4.
Pole tréjkata:
P=3.6-4=12

. Réwnanie prostej PQ:

Y= —%x -1
Wspotezynniki kierunkowe
prostych PQiy = %x—G spet-
niaja warunek prostopadtosci:

3.2

—3 - 2 = —1. Zatem trojkat

jest prostokatny.

. aaB=1%,apc =—2

Réwnanie prostej AD, réwno-

legtej do prostej BC' i prze-

chodzacej przez punkt A:
y=—-2x—5

Réwnanie prostej C'D, réwno-

legtej do prostej AB i prze-

chodzacej przez punkt C:
y= %x +4

. Niech A(—3,-5), B(3,4).
aap =3

Roéwnanie drugiej przyprosto-

katnej wychodzacej z wierz-

chotka B: y = —2x + 6.

Punkt C' ma wspoélrzedne

(—3,8). Pole tréjkata:

P=1.13.6=39.

. Wspélrzedne wierzchotkéw

czworokata: A(0,5), B(—3,0),

C(0,—-6), D(4,0).

Pole czworokata jest réwne

sumie pol tréjkatéw ABC

i CDA:

P=3-11-3+3-11.4 =385
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Dla jakiej wartosci wspélezynnika ¢ miejsce zerowe funkeji f(z) = %x + ¢ jest
rowne 67

[0] Zadanie 2 (2 pkt)

Uzasadnij, ze proste y = 2z — (1 — ) i y = 0,4z — (x — 1) sa prostopadle.

Zadanie 3 (2 pkt)
Wyznacz rownanie prostej k, jesli jest ona prostopadta do prostej l: y = %x—i—Q
i przecina o$ OX w tym samym punkcie co prosta [.

Zadanie 4 (2 pkt)
Znajdz najwieksza liczbe catkowita m, dla ktérej prosta y = (%m + 9) r—4
jest wykresem funkcji malejace;j.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (4 pkt)
Oblicz pole tréjkata ograniczonego osig OX oraz prostymi 2z —y — 2 = 0
ixz—2y+5=0.

[0] Zadanie 6 (4 pkt)

Dwa boki tréjkata sa zawarte w prostych y = —3x+41iy = 22 —6. Uzasadnij,
ze jesli punkty P(2,—4) i Q(—2,2) naleza do trzeciego boku tego tréjkata, to
jest on prostokatny.

Zadanie 7 (4 pkt)
Punkty: A(0,—5), B(8,—3), C(4,5) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABCD.
Wyznacz réwnania prostych, w ktorych sa zawarte odcinki AD i CD.

Zadanie 8 (4 pkt)
Punkty (—3,—5) i (3,4) sa wierzcholkami tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna jest zawarta w prostej x = —3. Oblicz pole tego trojkata.

Zadanie 9 (5 pkt)
Prosta y = %3: + 5 przecina osie uktadu wspoétrzednych w punktach A i B,
a prosta y = 1,52 — 6 — w punktach C i D. Oblicz pole czworokata ABC'D.

Zadanie 10 (6 pkt)
Wyznacz punkt przeciecia przekatnych prostokata PQR.S, jesli wiadomo, ze
P(-3,0), S(—1,4), a punkt R lezy na osi OX.

10. Wspélczynnik kierunkowy prostej PS Y
jest rowny 2. Réwnanie prostej SR, pro- X
stopadtej do prostej PS i przechodzacej
przez punkt S:

y=—3%+33 ;
Zatem R(7,0). Przekatne prostokata F 5 R
dzielg sie w potowie, wiec punkt przecie- o| 1 X

cia przekatnych ma wspdlrzedne (2,0).




