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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy drugiej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowiazujgcej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu
podstawowego.

Ksigzka zawiera ponad tysigc zadan do samodzielnego rozwigzania. To wystarczy
do gruntownego prze¢wiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zadania trud-
niejsze oznaczono # lub ., zadania typu ,,Wykaz...” poprzedzono znakiem 0, na-
tomiast te zadania, do ktorych rozwigzania przydatny jest kalkulator - znakiem .

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
ktad w razie nieobecnosci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przyklada-
mi rozwigzanych zadan. W zrozumieniu materiatu bardzo pomogg kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwigzane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem (W)

Po kazdym rozdziale proponujemy zestaw siedmiu zadan zatytulowanych Prosto do
matury. Warto, by po oméwieniu kazdego rozdziatu uczniowie prébowali rozwiagzy-
wac je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Uwaga! W zadaniach testowych, w ktorych nalezy wybrac jedng odpowiedz sposrod
czterech podanych, wybrana odpowiedz nie musi by¢ jedynym rozwigzaniem posta-
wionego problemu.

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwigzan zadan nie nalezy zapisywa¢ w podrecz-

niku.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych

x € A; x¢ A xnalezy do zbioru A; x nie nalezy do zbioru A
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log b
log b

a<b (a>Db)
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AB
|AB]
allb
alb
JABC
AABC
A

SIN ¢
COS (¢

zbior, ktorego elementamisa a, b, ¢
zbior liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych
zbior pusty

zbior A jest podzbiorem zbioru B

czes¢ wspolna (iloczyn) zbiorow A i B

suma zbiorow AiB

roznica zbioréw A i B

pierwiastek stopnia n z liczby a

logarytm przy podstawie a liczby b

logarytm przy podstawie 10 liczby b

liczba a jest mniejsza (wicksza) od liczby b

liczba a jest nie wigksza, tzn. rowna lub mniejsza od liczby b
liczba a jest nie mniejsza, tzn. rowna lub wieksza od liczby b
przedzial otwarty, zbior liczb wigkszych od a i mniejszych od b
przedzial domkniety (zamkniety)

przedzial lewostronnie domkniety

przedzial prawostronnie domkniety

wartos$¢ bezwzgledna liczby a

warto$¢ funkgeji f dla argumentu x

dziedzina funkcji

zbior wartosci funkgji

okrag o srodku S i promieniu r

koto o srodku S i promieniu r

pole figury

obwad figury

punkt A o wspolrzednych a (tzw. odci¢ta) 1 b (tzw. rzedna)
odcinek o koncach Ai B

dlugos¢ odcinka AB

prosta a jest rownolegla do prostej b

prosta a jest prostopadla do prostej b

kat o wierzchotku B i ramionach: polprostej BA i potprostej BC
trojkat ABC

delta; wyrdznik trojmianu kwadratowego

sinus kata «

cosinus kata «

tangens kata «

figura F| jest przystajaca do figury F,

figura F, jest podobna do figury F,
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funkc)i kwadratowe

astosowania




1. Warto powtorzyc — wiasnosci
funkcji, funkcja kwadratowa

Parabola o réwnaniu y = x° jest wykresem funkcji

flx) = 2. W dalszych rozwazaniach tych zapiséw na ogot

0§ symetrii

nie bedziemy rozrézniac.

%
2\
AN

Parabola ma dwa ramiona oraz wierzcholek, czyli punkt
przeciecia paraboli z jej osig symetrii (na rysunku oznaczony "'w
literg W). !

Whasnosci funkcji f(x) = ax” dla a > 0:

» zbiorem wartoéci jest przedziat (0; oo),

* funkcja ma warto$¢ najmniejszg réwng 0
dla x = 0,
funkcja nie ma wartosci najwigkszej,

* miejscem zerowym jest x = 0,

* f(x) >0 dla x # 0, wiecwykres znajduje
sie w I oraz I ¢wiartce uktadu wspotrzed-
nych,

* w przedziale (—oo; 0) funkcja jest malejg-
ca, w przedziale (0; oo) jest rosnaca,
zatem funkcja nie jest monotoniczna,

* 0sig symetrii wykresu jest o$ y,

* rownanie f(x) = mn:

dla m < 0 nie ma rozwigzan,

dla m = 0 ma jedno rozwigzanie,
dla m > 0 ma dwa rozwigzania.

Wykres funkcji y = —ax” jest symetryczny do wykresu funkcji y = ax” wzgledem
081 X.

Wierzcholkiem kazdej paraboli o rownaniu y = ax’, a # 0, jest poczatek ukladu
wspolrzednych.

m -W

Funkcje f(x) = a(x - p)2 +¢g, a # 0 1 x € R, nazywamy funkcjg kwadratowg
zmiennej x w postaci kanoniczne;.




1. Warto powtdrzy¢ — wtasnosci funkcji, funkcja kwadratowa

Parabola o rownaniu y = a(x - p)2 + g, a # 0, ma taki sam ksztait jak parabola
y = ax’, ajej wierzcholkiem jest punkt W = (p, g).

Przykiad €D

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku W = (3, —1) przecho-
dzaca przez punkt P = (1, 7). Napiszemy wzor tej funkcji w postaci kanoniczne;.

Rozwiazanie
Wiemy, ze W = (3, —1), zatem do postaci kanonicznej f(x) = a(x - p)° + g
podstawiamy p =3, g = —1.

f(x) = a(x—3)" -1

7i=agf{1— 3)2 — ] «— punkt P nalezy do wykresu funkcji

8 = 4a, wiec a = 2

Odp.: f(x) = 2(x—3)" -1

|

Funkcje f(x)=ax’+bx+c, a# 0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratows
zmiennej x w postaci ogolne;j.

© Postacia kanoniczna funkcji f(x) = ax” +bx +c, a # 0, jest:

-b\* -A
f(x)=a(x—2—) +E

a
Wyrazenie A = b° — 4ac nazywamy wyréznikiem funkcji kwadratowej.
* Wierzcholek paraboli o réwnaniu y = ax’+bx+c, a # 0, mawspéltrzedne:

s =

X 3
2a 4q

Yw =

w

Przykiad @)

Wyznaczymy wspotrzedne wierzcholka oraz réwnanie osi symetrii wykresu funkcji
f(x) = 3x° +30x + 73.

Rozwiazanie
Wykresem funkcji jest parabola. Aby rozwigzac zadanie, przeksztalcimy wzor funkcji

dany w postaci ogdlnej f(x) = 3x” +30x + 73 do postaci kanoniczne;j.
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowe]

[ sposob

Stosujemy metode nazywang dopelnianiem do kwadratu.

3x2+30x+73:3(x2+10x)+73:3[(x2+2-5x+25)—25]+73:

:3[(x+5)2—25]+73:3(x+5)2—75+73:3(x+5)2—2

Zatem f(x) = 3(x+ 5)2 -2,
czyli x, = -5, y,, = —2, a osig symetrii wykresu jest prosta x = —5.

II sposob

Korzystamy ze wzorow podanych w twierdzeniu. Mamy a = 3, b = 30, ¢ = 73.

e .

St 5
a0 6

X

Aby obliczy¢ y,,,, albo wyznaczamy warto$¢ A = b® — dac =900 — 12 - 73 = 24

-A  -24
4a 4.3

1 wowczas y,, =

2

albo znajdujemy y,, = f(x,) = f(-5)=3:25-150 + 73 = -2,

Odp.: Osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkgcji, jest prosta x = -5,
wierzchotek paraboli ma wspotrzedne (-5, —-2).

1.1. Dane s3 zbiér A = |

2x

-1, 0, %, 5} i funkcja f(x) = = Oblicz wartosc
e

funkgji f dla tych liczb ze z

1.2. Odczytaj z wykresu funkgji f:
» dziedzine D i zbior wartosci ZW,
» warto$ci najwieksza i najmniejsza,

® miejsca Zerowe,

* przedzialy monotonicznosci,
» zbiory rozwigzan nierdwnosci

f(x)>01 f(x)<0,

hioru A, ktore naleza do dziedziny funkgcji f.

* liczbe rozwigzan rownania f(x) = m

w zaleznosci od wartosci

1.3. Dziedzing funkcji y =

M.

f(x) jest przedzial (0; 10), a zbiorem wartosci przedziat

(—=3; 5). Podaj dziedzine i zbior wartosci funkcji y = f(x - 2) - L

1.4. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$¢ najwiekszg rowng 4 dla x = 3 iprzyjmuje

wartosC najmniejszg rowng

—11 dla x = —6. Podaj wartos§¢ najwieksza oraz wartos$c

najmniejszg funkeji f(x + 5) + 3 oraz argumenty, dla ktérych funkcja je przyjmuje.



1. Warto powtdrzy¢ — wtasnosci funkcji, funkcja kwadratowa

1.5. Na rysunku przedstawiono wykres funkgcji
y = f(x). Sporzadz wykres funkcji y = g(x).
a) glx) =—f(x) d) g(x) = f(x—3)+2
b) glx)=flx)-1 € g(x)= f(-x) -3
c) glx) = fx+4) 1) glx)=-f(-x)

1.6. Przedstaw podane wyrazenie w postaci iloczynu. Wykorzystaj wzory skrécone-
g0 mnozenia.

iy (h—3) =1 b) p°—4p+4-5 o) w -4z +12z2-9
1.7. Wyznacz dziedzing funkgji f.

) f()=VEx=6  b) fl0)= == ) flo= 22
1.8. Podaj zbidr wartosci 1 okresl przedzialy monotonicznosci funkeji f.

2) f(x)=(x-2)7+3 ) f(x)=§(x—%)2+§

b) f(x) = —(x+1)" - 11 d) f(x)=-V5(x+V3)’

1.9. Wykresem funkcji kwadratowej y = f(x) jest parabola o wierzchotku w punk-
cie W = (-3, 1) przechodzaca przez punkt A = (1, 5). Napisz wzor funkgcji f
w postaci kanonicznej i w postaci ogolnej.

1.10. Podaj wspotrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkgiji f.
a) f(x)=x"-8x+6 ¢) f(x)=-9x” —6x+2
b) f(x)=-x*-x d) f(x)=0,25x> + 0,5x + 0,75

1.11. O funkcji kwadratowej f wiadomo, ze:

* jej zbiorem wartosci jest przedzial (—oo; 3),

* 0sig symetrii wykresu jest prosta o rownaniu x = 2,
» wykres przecina o$ rzednych w punkcie (0, 1).
Napisz wzor tej funkcji w postaci ogdlne;j.

1.12. Narysuj wykres funkcji.

2) fl(x) = —éxz 2 b) fx)=2(x-1%-4 ) f(x)=x+3x+ %
1.13. Dla jakiej wartosci m réwnanie ma jedno rozwigzanie?
a) 57x°—11 =m b) 7(x +11)*+32=m ¢) -3x"—-x+1=m

1.14. Do wykresu funkcji kwadratowej f(x) = %xz + bx + ¢ nalezg punkty

K = (-3, -8) oraz M = (6, 19). Wyznacz wspoélczynnikibic.

11



2. Wartosc¢ najwieksza
| wartoS¢ najmniejsza
funkcji kwadratowej

Umiejetnosci:
* odczytywanie wartosci najwiekszej | wartosci najmniejsze] funkcji kwadratowe]
okreslone] w przedziale domknietym

Przykiad @) < zad. 2.1

Kowboje na Dzikim Zachodzie popisywali si¢ strzelaniem do rzuconej pionowo w go-
re monety. Sekret tej sztuki polegal na tym, by trafi¢ monet¢ w momencie, gdy byta
w najwyzszym punkcie i przez chwile jak gdyby zatrzymywala sie w powietrzu.

Z fizyki wiadomo, ze ruch monety w gore jest jednostajnie op6zniony, a osiggang
przez nig wysokosc (jesli pominiemy opor powietrza) obliczymy ze wzoru:

h(t)=hﬂ+uﬂ-t—g7ﬁ
Przyjmijmy, ze: hy = 1m  — wysokos¢, z jakiej wyrzucona byta moneta,
vy, = 6m/s - predkosc poczatkowa monety,
g =10 m/s - przyspieszenie ziemskie.
Wtedy, po podstawieniu danych i uporzadkowaniu wzoru, mamy:

h(t) = =5t + 6t + 1

Obliczymy, po jakim czasie moneta osiggnie najwiecksza

wysokosc i jaka ona bedzie.

Dziedzing funkcji jest (mierzony w sekundach) czas trwa-
nia eksperymentu, czyli przedziatod ¢t = 0 do ¢t =, -
chwili, w ktorej moneta znajdzie si¢ na ziemi.

Wrykresem funkgji jest parabola skierowana ramionami
do dotu.

Znajdzmy wspotrzedne (t,, h,,) wierzchotka.
-6
t, =—=10,6
v =10 ol
h, = h(t,) = h(0,6) = =5(0,6)° +6-0,6 + 1 = 2,8 | 6l ]

Moneta osiggnie najwyzsze polozenie rowne 2,8 m po uptywie 0,6 s.



2. Wartosc najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji kwadratowe

[stotnym zastosowaniem matematyki jest rozwigzywanie probleméw dotyczacych
optymalizacji. Funkcje opisujgce rzeczywistos$¢ sa na ogot bardzo skomplikowane,
ale sprobujemy zilustrowac to zagadnienie za pomocg uproszczonego modelu.

Jednym z zadan konstruktora mostu jest pogodzenie sprzecznych warunkow - jak
najlepszej jakosci materialéw i jak najnizszych kosztéw budowy. Ponadto przyszli
uzytkownicy chcg, aby most sie nie zawalit i stat wiele lat. Wszystkie te uwarunkowa-
nia s3 powigzane. Zal6zmy, ze konstruktorowi udato si¢ przedstawic koszty budowy
jako funkcje rodzaju materiatow. Aby wyznaczy¢ dziedzing, musial uwzglednic za-
dang wytrzymatlos¢ planowanego mostu. Teraz powinien znalez¢ argument, dla kto-
rego funkcja osigga warto$¢ najmniejsza. Jesli natomiast wyznaczyt funkcje opisujgca
wytrzymatosc w zaleznosci od materiatlow, to w dziedzinie uzaleznionej od kosztow
musi szuka¢ argumentu, dla ktérego wartosc jest najwieksza.

Funkcja kwadratowa jest jedng z tych funkgcji, dla ktérych zadanie wyznaczenia war-
tosci najwiekszej lub najmniejszej (tzw. wielkosci ekstremalnych) przy ustalonej
dziedzinie jest proste.

Kowboje, rzecz jasna, nie wykonywali takich obliczen jak w przykladzie 1 - swoje
umiejetnosci nabywali dzieki praktyce. Roéwniez starozytni Rzymianie, ktérzy zbudo-
wali jedne z najdtuzej istniejgcych mostow, nie potrzebowali do tego badania funkcji.
My jednak, zeby choc¢ troche zblizy¢ sie do aktualnych zastosowan matematyki, zaj-
miemy si¢ znajdowaniem wartosci ekstremalnych réznych funkcji kwadratowych.

Przyktad @) < zad. 2.2

Poszukamy wartosci najwiekszej i wartoéci najmniejszej funkeji f(x) = x> —4x+5
okreslonej w roznych dziedzinach D oraz wskazemy argumenty, dla ktorych te war-
tosci sg przyjmowane.

Rozwiazanie

a) D= (1;4) 74

Wykres funkcji jest fragmentem paraboli o wierzchotku
(x> ¥yp) Wartosci ekstremalne funkcja moze przyjgé albo
dla argumentu x,,, albo na koncach przedziatu (1; 4). Wspol-

rzedne wierzchotkato x, =2 i y, = f(2) = 1. Natomiast
f(l)=21 f(4) =5.

Najmniejszg wartoscig funkcji jest zatem 1, funkcja przyjmuje
jadla x = 2; najwigksza wartos¢, réwna 5, funkcja przyjmuje
dla x = 4.

13
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b) D=(-11) Ay
Teraz x,, & D. 1
Obliczymy wartosci funkgeji na koncach dziedziny. | \

f(-1) =10

=2
Najmniejszg wartoscig funkgji jest liczba 2, przyjmowana dla
argumentu x = 1. |

Najwickszg wartos¢, rowng 10, funkcja przyjmuje dla x = —1.

c) D=(1 3) |
Dla takiej dziedziny x, € D oraz f(1)=21 f(3) = 2. |
Najmniejszg wartoscig funkgji jest liczba 1, przyjmowana dla : \-/

x = 2. Natomiast wartos¢ najwiekszg, rowng 2, funkgja przyj- 15

|

-
0 1 X

/

muje dla dwoch argumentéw: x =1 oraz x = 3.

Jezeli ograniczymy dziedzine funkcji kwadratowej y = f(x) do przedzialu domknie-
tego (a; b), to przyjmie ona swoje wartosci — najwigkszg i najmniejszg — albo na kon-
cach przedziatu, albo dla x,,. Metode znajdowania tych wartosci mozna przedstawic
w postaci schematu.

Oblicz
f(x). f(@), £(B).

J TAK
o v
@_;Oblic? // Czy\ Sposrod obliczonych

wartosci wybierz

A J_h\xw € (4 Eﬁ/ | najmniejszainaj“’ifzkﬂ@-
,-'/f ‘
NIE
Oblicz |
fla), f(b).|

Przykiad §) < zad. 2.3

Znajdziemy warto$¢ najwieksza i wartoé¢ najmniejsza funkcji g(x) = x* — 6x + 5
o dziedzinie D = (1; 4).



2. Wartosc najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji kwadratowe

Rozwigzanie 74
Parabola y = x* — 6x + 5 ma wierzcholek w punkcie 14
W = ('xw’ yw)' 0
X, = 3, zatem x, € D
¥y, = g(3) = —4

Punkty (1, 0) oraz (4, —3) nie nalezg do wykresu funkcji, ponie-
waz 1¢ D 14¢D.

Funkcja maleje w przedziale (1; 3) i rosnie w przedziale (3; 4),
wiec ¥ = —4 jest najmniejszg wartoscig funkcji.

Odp.: Najmniejszg warto$¢ y = —4 funkcjaprzyjmujedla x = 3. Natomiast wartoSci
najwiekszej funkcja nie ma.

Przyktad @) « zad.2.7

Liczbe 50 przedstawimy w postaci sumy dwoch takich skladnikow, ktorych iloczyn
jest najwiekszy.

Rozwigzanie
Oznaczmy szukane skladniki literami ¢, p; mamy wigc 50 = t + p. Iloczyn tp tych
skladnikéw mozemy wyrazic za pomoca jednej zmiennej:

50=t+p, czyli t =50— p, zatem tp = p(50 - p)
Interesuje nas, dla jakich wartosci p funkcja f(p) = p(50 — p) przyjmuje wartosc
najwieksza.

f(p)=~p”+50p

D =R «— z tresci zadania nie wynikaja zadne ograniczenia dotyczace dziedziny
Z wlasnoSci funkcji f(p) = - p2 +50p wynika, ze przyjmuje ona wartosc najwigksza
dla p,,,.

P = 25
Drugi sktadnik sumy jest réwny ¢ = 50 — p, czyli ¢ = 25.

Odp.: Iloczyn jest najwiekszy, gdy sktadnikami sumy sg liczby 25 i 25.

Przyktad € « zad. 2.16

Z drutu dlugosci 20 cm budujemy prostokatng ram-

ke. Zbadamy pole tworzonego prostokata jako funk- b
cje dtugosci jednego z jego bokoéw. Sprawdzimy, czy
wérdd tak powstajgcych prostokatow jest taki, ktory a
ma najwieksze pole.
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Rozwigzanie
Pole prostokata o bokach a, b wyraza si¢ wzorem P = a- b, zatem zalezy od dwdch
zmiennych - dlugosdci dwdch sasiednich bokéw.

Z tresci zadania wiemy jednak, ze 2a + 2b = 20. Mozemy wiec uzalezni¢ jedng
zmienng od drugiej, np. a = 10 - b.

Woéwczas, po podstawieniu ostatniej rownosci do wzoru na pole prostokata, otrzy-
mamy zalezno$¢ pola tylko od jednej zmienne;.

P(b)=(10-b) b
P(b) = -b* + 10b TR -
Zastanowmy sig, jaka jest dziedzina tej funkgji. LA
Dlugos$ci obydwu bokéw muszg by¢ liczbami dodatnimi: — —

b>0ia=10-b>0

Zatem b € (0; 10) iten przedzial jest dziedzing D.
Oznaczmy jako b,, pierwsza wspolrzedng wierzchotka

rA

paraboli bedgcej wykresem funkgji P. —ljp-

b, =5 € (0; 10)

P(5)=-25+50=25
Funkcja P ma warto$¢ najwieksza, gdy b = 5. n]i
Wowczas a =10-5=5. -

i ) (i) VY i ) ) G

Punkty (0, 0) oraz (10, 0) nie naleza do wykresu, poniewaz 0 oraz 10 nie naleza do dziedziny ({( )
funkcji. Interpretacja geometryczna tego faktu jest nastepujaca: gdyby b bylo réwne 0, to

zamiast prostokatnej ramki mielibysmy dwa ,sklejone” odcinki, kazdy dlugosci 10; jezeli z kolei
mielibySmy b = 10, to sytuacja bylaby analogiczna - odcinek a mialby dlugos¢ 0 i znow

z prostokata zrobilby sie odcinek. W jednym i drugim wypadku pole takiej ,ramki” jest rowne 0.

Odp.: Ze wszystkich prostokatéow o obwodzie 20 cm najwigksze pole ma kwadrat
o boku 5 cm.

Przykiad ) « zad. 2.18,2.19

Grupa studentoéw planuje wyjazd do Francji na narty. Autokar, ktory cheg wynajac,
zabiera maksymalnie 40 pasazerow. Najwyzsza ceng, jaka kazdy z uczestnikow moze
zaplacic za przejazd, jest 450 z1. Wiascicielka autokaru zgadza si¢ go wynajac po 450 zt
od osoby, jezeli pojedzie co najmniej 20 osdb. Przedstawiciel grupy uzgadnia z nig,
ze jezeli zbierze wiecej niz 20 chetnych na wyjazd, to przy kazdej kolejnej osobie cena
wynajmu bedzie mniejsza o 10 zt dla kazdego uczestnika. Zatem, jezeli pojedzie tylko
20 o0sob, to wlasdcicielka autokaru otrzyma 20 - 450 zi = 9000 zi, jezeli 21 osdb, to
21 - 440 zt = 9240 zt itd.



2. Wartosc najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji kwadratowe

Jezeli x oznacza liczbe uczestnikow, o ktorg zwiekszy sie 20-osobowa grupa, to:

20 + x jest liczbg wyjezdzajacych studentow,
450 — 10x jest ceng przejazdu dla kazdego z nich,

a wlascicielka autokaru otrzyma:

(20 + x)(450 — 10x) zt za jego wynajecie.

Przyjmijmy, ze f(x) = (20 + x)(450 — 10x), gdzie x € {0, 1, 2, ..., 20}, i poszu-

kajmy odpowiedzi na nastepujgce pytania:

* Jaka liczba uczestnikow wyjazdu zapewni wlascicielce autokaru najwyzsza kwote?

* Jaka maksymalng kwote moze otrzymac?

» Czy umowa ze studentami jest dla wlascicielki korzystna?

Narysujmy wykres funkgcji f.

‘9000 -

— e . i — - - — - . i - -

J
0 1 3

5 7 | 9 | 11121314

16

18

20

-
X

Wartosc¢ najwiekszg funkcja f osigga dla x,, = 12,5. Ta liczba nie nalezy do dziedzi-
ny, wiec na pierwsze pytanie otrzymujemy dwie odpowiedzi.
Wiascicielka autokaru otrzyma najwiecej pieniedzy dla x = 12 lub x = 13, czyli

gdy autokarem bedzie jecha!
Ta maksymalna kwota to:

0 32 lub 33 uczestnikow.

32 - 330 zt = 10560 zt (albo 33 - 320 zt = 10 560 z1)
Zauwazmy, ze f(0) = 9000, a f(20) = 40 - 250 = 10 000.

Zatem umowa ze studentami jest dla wlascicielki korzystna niezaleznie od liczby do-

datkowych pasazerow.
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Przykiad &

Kajetan, kierownik wyprawy w Himalaje, zatrudnial tragarzy do niesienia bagazu.
Umowit sie z 10 osobami, ze kazda z nich otrzyma 800 dolaréow za wykonang prace.
Fadunek okazat sie na tyle cigzki, ze tragarze zaprotestowali. Trzeba bylo zatrudnic¢
dodatkowe osoby. Wedlug nowej umowy kazdy tragarz miat otrzymywac o 40 dola-
réw mniej przy zwiekszanej o kazda nastepna osobe liczbie zatrudnionych. Ostatecz-
nie okazatlo sig, ze trzeba bylo zaplaci¢ najmniej korzystng dla wyprawy kwote. Jaka
laczng liczbe tragarzy przyjat Kajetan?

Rozwigzanie
Jezeli przez x oznaczymy liczbe dodatkowo zatrudnionych tragarzy, to:

10 + x jest liczbg wszystkich zatrudnionych,
800 — 40x jest zarobkiem kazdego z nich.

Koszt wynajecia tragarzy jest wiec rowny (10 + x)(800 — 40x) dolaréw. Zmienna x
musi spetnia¢ dwa warunki:

* x=210

* 800 -40x >0 «— zarobek kazdego tragarza musi by¢ wigkszy od zera

Zatem dziedzing funkcji f(x) = 40(10 + x)(20 — x) jest zbidr liczb naturalnych
z przedziatu (0; 20).
Warto$¢ najwiekszg funkcja f przyjmuje dla:

X, =5

Koszt niesienia bagazu byl najwyzszy przy pieciu dodatkowo przyjetych tragarzach,
czyli Kajetan zatrudnit ich w sumie pietnastu i zaplacit:

f(15) = 15- 600 = 9000 (dolarow)

Odp.: 15 tragarzy.

2.1. Oblicz, na jakg wysokos$¢ wzniesie si¢ pitka tenisowa odbita rakietg pionowo

z wysokosci 1 m, z predkoscig poczatkowg 20 m/s. Skorzystaj ze wzoru podanego
w przykladzie 1.

2.2. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkcji w podanym prze-
dziale. Podaj argumenty, dla ktorych te wartosci sg przyjmowane.

a) f(x)=2x"-16x+25 (2;5) d) f(x)=-x"+4x-9  (-1;3)

b) f(x)=-3x"+6x+6 {(-1;2) e) f(x)=x"-6x+8 (1; 5)

) f)=2x"+4x+7 (-8 -6) D flx)=-x"-2x+2  (-3; oo)



2. Wartosc najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji kwadratowe

2.3. Wyznacz warto$¢ najwieksza i wartod¢ najmniejszg funkcji y = f(x) wpodanej
dziedzinie D, o ile funkcja przyjmuje te wartosci.

a) f(x)=x"-6x+3 D=(-2;1)
b) f(x)=-x"-6x+5 D = (-4; 1)
c) f(x)=3x>+12x-7 D = (-4; 0)
d) f(x)=—x"+4x+ 122 D = (-5; 2)

2.4. Wyznacz wspolczynniki a, b, ¢ funkcji kwadratowej y = ax’ + bx + ¢, ktora
przyjmuje warto$¢ najmniejszg réwng =7 dla x = 4, a jej wykres przecina o§ y
w punkcie (0, 25).

2.5. Wykresem funkcji kwadratowej y = %xz + bx + ¢ jest parabola o wierzchotku

W = (-4, -1). Obliczbic.

2.6. Wykresem funkcji kwadratowej y = ax” + bx + ¢ jest parabola przechodzaca
przez punkty (-3, =3)1(0, —9). Wierzcholek paraboli jest punktem, ktérego pierwsza
wspolrzedna jest rowna —2. Wyznacz wspotczynnikia, bic.

2.7. Liczbe 100 przedstaw w postaci sumy dwdch takich sktadnikow, ktorych iloczyn
jest najwiekszy.

2.8. Liczbe 30 rozt6z na sume takich dwoch sktadnikéw, ktérych suma kwadratow
jest najmniejsza.

2.9. Oblicz najwiekszy iloczyn takich dwoch liczb, ktérych suma jest réwna
a} 22. b) 50. c) m.

2.10. Jaka najmniejsza warto§¢ moze przyjac iloczyn dwoch liczb rzeczywistych roz-
nigcych sie o 10?

2.11. Liczbe 6 rozt6z na sume takich trzech skladnikéw, by pierwszy byt dwa razy
wiekszy od drugiego i by suma kwadratow wszystkich trzech sktadnikéw byla moz-
liwie najmniejsza.

2.12. Liczbe 24 rozt6z na sume takich czterech sktadnikéw, by pierwszy byl wigkszy
od drugiego o 1, drugi byt wigkszy od trzeciego o 11 by suma kwadratéw wszystkich
czterech sktadnikow byla mozliwie najmniejsza.

+ 2.13. Liczbe a roztdz na sume takich dwoch sktadnikow, aby suma kwadratu pierw-
szego sktadnika i polowy kwadratu drugiego sktadnika byla mozliwie najmniejsza.

19 I



B 20

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowe]

2.14. Wykaz, ze 16 jest najwiekszg warto$cig iloczynu dwoch liczb, ktérych suma
Wynosi 8.

2.15. Jaka najmniejszg warto§¢ moze przyjaciloczyn dwdch liczb rzeczywistych na-
lezgcych do przedzialu (—40; 40) i r6znigcych si¢ o 127

2.16. Prostokat T ma boki dtugosci 16 cm i 10 cm. Rozwazamy prostokaty o bokach:
diuzszym o x cm od krétszego boku prostokata T oraz krétszym o x cm od dluzszego
boku T. Dla jakiej wartosci x pole nowego prostokata bedzie najwicksze?

2.17. Bilet wstepu do muzeum kosztuje 20 zi. Przygotowano specjalng oferte dla
grup liczgcych powyzej 15 0s6b. Grupa 16-osobowa placi 19,50 z1 za jeden bilet, grupa
17-osobowa ptlaci 19 zt za jeden bilet, grupa 18-osobowa placi 18,50 zt za jeden bilet
itd. Grupy nie mogg by¢ liczniejsze niz 35 oséb. Jak liczna grupa zaptaci najwiecej za
bilety?

2.18. Fotograf zrobit zdjecie klasie liczacej 33 uczniow. Cene zdjecia okreslit na-
stepujgco: jezeli odbitke zamdéwi nie wigcej niz 10 osdéb, to cena bedzie réwna 8 zt.
Zamowienie zdjecia przez kazda nastepng osobe spowoduje, ze kazdy zamawiajgcy
bedzie placi¢ o 10 groszy mniej. Zakladajgc, ze zrobienie odbitki kosztuje fotogra-
fa 1 zl, oblicz, przy jakiej liczbie zamowien jego zysk bedzie najwigkszy. Ile ten zysk
bedzie rowny?

2.19. Autokary wycieczkowe pokonujg tras¢ z Luksoru do Hurghady w strzezonym
przez wojsko konwoju, w ktérym nie moze by¢ wigcej niz 40 pojazdéw. Najmniejsza
laczna kwota, ktorg wszyscy jadacy muszg zaplacic, jest rowna 6000 $. Jezeli konwo;
jest ztozony z 30 autokarow, to przejazd kosztuje po 200 $ od jednego pojazdu. Z kaz-
dym dolgczonym autokarem cena spada o 5 $ od jednego pojazdu. Jak liczna grupa
autokarow jest dla konwojentow najkorzystniejsza?

2.20. Samorzad szkolny postanowit zorganizowac¢ dyskoteke dla uczniow szesciu
klas. Na podstawie przeprowadzonej ankiety organizatorzy oszacowali, ze przy cenie
biletu wynoszacej 9 zt z kazdej klasy przyjdzie 15 oséb. Kazdorazowe zwigkszenie
ceny biletu o zlotoéwke spowoduje, ze z kazdej klasy przyjdzie o 1 osobe mniej. Jaka
cene powinni ustali¢, aby suma ze sprzedazy biletow byla najwigksza? Ilu os6b nalezy
sie wowczas spodziewac?

2.21. Dysponujemy farbg w ilosci wystarczajgcej do namalowania na placu 60 m
linii. Za pomocy tej linii mamy wyznaczyc¢ prostokatne, przedzielone na potowy bo-
isko. Jakg dtugosc i szerokos¢ powinno miec to boisko, aby jego powierzchnia bytfa
mozliwie najwieksza? W obliczeniach pomin wymiary malowane;j linii.
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. W ktérym z podanych przedziatéw funkcja f(x) = 3x°—5x+7 przyjmuje warto$é

najmniejsza’?

A. (-2; —-1) B. (-1; 0) C. (0 1) D. (1; 2)

2. Ktora z podanych funkcji przyjmuje warto$¢ najwiekszg w przedziale (5; 6)?
A.y=3x"-32x+1 C. y=3x"-38x+1

B. y = -3x" +32x + 1 D. y=-3x"-38x+1

W przedziale (—4; 2) funkcja f(x) = —%xz - 2x+2

. przyjmuje wartos¢ najmniejszg rowng —2.
przyjmuje wartosc¢ najmniejszg rowng 2.
przyjmuje wartosc najmniejszg rowna 4.

. nie przyjmuje wartosci najmniejsze;.

P DOREP ®

Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x) = 3% +12%— 5.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. W przedziale (0; 3) funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg réwng —5.
B. W przedziale (1; 10) funkcja f przyjmuje wartosc najwiekszg rowng 4.
C. W przedziale (—1; 5) funkcja f przyjmuje warto$c najwieksza rowng 7.

2
5. Wyznacz warto$ci: najmniejszg oraz najwieksza funkcji f(x) = éxz —8x+2

w przedziale (0; 10).

6. Prostokat ABCD ma boki dlugosci
|AB| =36cm i |BC| =16 cm. Punkty K, L, M, N

M
N
polozone sg na bokach prostokata ABCD w taki
sposob, ze |AK| = |BL| = |[CM| = |DN| = a cm. L
K

Dla jakiej wartos$ci a pole czworokata KLMN jest 4

o

C

B
najmniejsze?

7. Zalozenie sieci monitoringowej w osiedlu doméw jednorodzinnych kosztuje
240 zt od kazdego abonenta, pod warunkiem, ze umowe z operatorem podpisze co
najmniej pieciu chetnych. Z kazdym dodatkowo wlaczonym w sie¢ domem cena za-
instalowania maleje o 20 zl. Jaka liczba domoéw, w ktdrych zakladany bedzie moni-
toring, jest najbardziej korzystna dla operatora? Jaka najnizszg oplate moga uiscic
abonenci przy maksymalnym zysku operatora?
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3. Miejsca zerowe funkcii
kKwadratowe)

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan kwadratowych z jedna niewiadoma
» zapisywanie funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej

Zajmiemy si¢ teraz wyznaczaniem miejsc zerowych funkcji kwadratowe;.
Zauwazmy, ze czynnos$¢ ta to nic innego jak rozwigzywanie rownania kwadratowego

; —— . 2
ax’ + bx + ¢ = 0. Rozwigzania réwnania kwadratowego ax™ +bx+c =0, a # 0,
nazywamy pierwiastkami tego rownania.

Przykiad €D « zad. 3.1, 3.2

Rozwigzemy podane rownanie.
a) (x—-7x+5)=0 <) x>-4=0 e) x>’ -6x+9=0
b) (2x-1)(x+v2) =0 d) x*-3x=0 ) x*+1=0

Rozwigzanie

a) Rownanie (x—7)(x+5) = 0 mozna zastgpic a-b = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (1))
dwoma rownaniami: x—7 =0 lub x+5 = 0. a=0 lub b=0.
Zatem x =7 lub x = -5.

b) Podobnie w rownaniu (2x—1) (.x: + \/E) =0 mamy 2x-1=0 lub x+ V2 =0,

1
czyli pierwiastkami réwnania sg liczby ~ oraz — V2.

c) Lewg strone rOwnania mozemy rozto- = Wzory skréconego mnozenia: »
zy¢ na czynniki: (x —2}(x +2) = 0. a’ —b* =(a-b)a+b) roéznicakwadratow
Mamy wiec x -2 =0 lub x+2=0. a’ —2ab+b* = (a-b)* kwadrat réznicy
Pierwiastkami rOwnania s liczby a’ +2ab+b* =(a+b)* kwadrat sumy
2 oraz —2.

d) W réwnaniu x”°—3x = 0 mozemy wylaczy¢ x przed nawias. Otrzymujemy iloczyn
x(x—-3)=0. Zatem x =0 lub x = 3.

e) Mozemy skorzystac ze wzoru skréconego mnozenia i zapisa¢ podane réwnanie

w postaci (x — 3)” = 0. Jedynym pierwiastkiem réwnania jest wiec liczba 3.

f) W réwnaniu x” + 1 = 0 wartoé¢ wyrazenia po lewej stronie jest dodatnia dla
kazdego x € R. Rownanie nie ma pierwiastkow.
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Funkcja kwadratowa moze nie mie¢ miejsc zerowych, miec jedno miejsce zerowe lub

dwa miejsca zerowe. Zbadamy, od czego zalezy wystgpienie kazdej z tych sytuacji oraz
wyprowadzimy wzory pozwalajgce obliczy¢ miejsca zerowe. W tym celu zapiszemy

funkcje kwadratowg f(x) =

ax* +bx+c (@a+0) w postaci iloczynu. Najpierw

sprowadzamy funkcje do postaci kanonicznej i wylaczamy a przed nawias:

Flx) = a[(x— ;—2)2+

~A
4a?

Dalsze postgpowanie zalezy od znaku A — wyroéznika tréjmianu kwadratowego.

I. Jezeli A > 0, to okreslony jest VA, wiec wyrazenie w nawiasie kwadratowym
mozemy zapisac jako réznice kwadratéw i roztozy¢ na czynniki. Przeprowadzimy

rozumowanie rownolegle — na konkretnym przykladzie oraz na ogélnych danych.

f(x)=3x"+7x+3, A=13

f(x)=ax2+hx+£, A>0

Zapisujemy funkcje w postaci kanonicznej i wylaczamy a przed nawias.

—13

-(o-2)

2
fla) = a(x— %) ; ;—j

(22

flx) = ﬂ.[(x - ;—z)z - %]

Zapisujemy wyrazenie w nawiasie kwadratowym w postaci roznicy kwadratow.

o2 -(2)

f(x) = ﬂ[(-’f i %)2 ) (TE)Z]

Rozkladamy réznice kwadratow na iloczyn.

V13

|

oo (-2)-][(-5) ]

Korzystamy z twierdzenia: a-b = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0 lub b = 0.

e R S i - N oo DEVA o BeVA
6 6 2a 2a
Ostatecznie otrzymujemy pierwiastki rownania kwadratowego.

=7 + VI3 -7 - V13 b+ VA -b - VA
x= lub x = X = lub x =
6 6 2a 2a

23 N
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2

IT. Jezeli A =0, to f(x) = a(x - ;—z) , zatem jedynym miejscem zerowym funkcji

jest x = ;—F} (zob. przykiad 1le).
(i

.
III. Jezeli A <0, to ;a—i- jest liczbg dodatnig. Wyrazenie (x - _—b) + é jest do-

2a
datnie dla kazdej wartosci x (zob. przyktad 1f). Funkcja nie ma miejsc zerowych.

Udowodnilismy w ten sposob nastepujace twierdzenie.

Réwnanie ax’ +bx +c¢ = 0, a+0:

' nie ma pierwiastkéw wtedy i tylko wtedy, gdy A <0, b

* ma jeden pierwiastek wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0; wowczas x; = 2a’

* ma dwa pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0; wdwczas

-b- VA -b+ VA
X) = ———— OrzZ X, = ———.

W dalszych przykladach i zadaniach stosujemy oznaczenia wspdtczynnikow przyjete
w tresci twierdzenia.

Interpretacja graficzna

; P I : : ; 2
Na rysunkach przedstawione sg mozliwe polozenia paraboli y = ax™ + bx + ¢
wzgledem osi x w zaleznosci od znakow wspélczynnika a oraz wyrdznika A

{uiﬂ {aiﬂ uﬁﬁ
\/ A< &}0
e - - /\Iﬁ-
X X X
a>0 {u}O ﬂ}ﬂ /\ /\

A<O A=0 ﬁ}ﬂ

Przyktad @) < zad. 34,35

Rozwigzemy podane rownanie.

Rozwiazanie

a) 2x° - x+1=0
Wspolczynniki tréjmianu po lewej stronieto a =2, b=-1, ¢ = 1.
A=b"—dac=(-1)-4-2-1=-7
Poniewaz A < 0, rOwnanie nie ma rozwigzan.



b)

d)

3. Migjsca zerowe funkcji kwadratowe|

3x” + 2V15x = -5 «— porzadkujemy réwnanie
3x” +2V15x +5 =0

Wsp6lczynniki tréjmianuto a = 3, b =215, ¢ = 5.
A=b"-4ac=(2V15) -4-3-5=4-15-4-15=0
Poniewaz A =0, jedynym rozwigzaniem rowna-

nia jest liczba: Zauwazmy, ze jezeli A = 0, (1)
_—E?_—ZHJIS_ "n.-"15 o X =% =% =_'—-E}
2a 2% 3 3

x> +3x-10=0
A=9-4-1-(-10) = 49

Poniewaz A > (0, rOwnanie Sposob oznaczania pierwiastkéw rownania ({( }))
ma dwa rozwigzania: ax’ +bx+c =0 (a# 0) symbolami x, oraz
b—JR -3-7 x, jest tradycyjnie przyjety. Nieistotne jest, czy
N = — = —5 = .I'E
1 2a 2 oznaczymy 2; symbolem x, czy x, (czy
S -b + VA T ET ) wprowadzimy jeszcze inne oznaczenie).
2 2a 2
7x° =x-1=0

A=1=4.7-(-1)=29
Poniewaz A > 0, réwnanie ma dwa rozwigzania:
_b-vVA _1-+29 b+ VA 1+29

X, .
2a 14 2a 14

I L 3% +1=0

A=9-8=1
-3 1 2 1 -3 -1
x1= = —— = —=, xzz =—l
+ = 2 -

J

Z wyprowadzenia wzorow na pierwiastki rownania kwadratowego wynika ponizszy
wniosek.

............

Funkcje f(x) = ax” +bx +c¢, a # 0, mozna zapisac w postaci iloczynowej,
gdy A > 0, a mianowicie:

Ll

®» jezeli A> 0, to f(x)=alx—x ) (x— %) 1 %; = _b; \/E, Xy = _b;@-
e a a

25 I
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Przykiad 9 zad. 3.11
Zapiszemy podang funkcje w postaci iloczynowej (jezeli to mozliwe).

Rozwiazanie
a) f(x)= —3x° +x+2
A=1-4-(-3)-2=25

-b+vVA -1+5 2 -b-vA -1-5
xl = — b e .xE — — — ]_
2a -6 3 2a —6
2
Odp.: f(x) = “3(35 T '._,‘;) (x - 1) Podczas sprowadzania wzoru funkcji kwadra- (1))

towej do postaci iloczynowej nalezy pamietaé

o zapisaniu wspolczynnika a przed nawiasami.
b) f(x)=2x> - x +4 A —
A=1-4-2-4=-31<0

Odp.: Funkcja f nie ma postaci iloczynowe;.

) f(x)=3x"-2v6x+2

A=24-24=0, xﬂ=‘—b=£
2a 3

2

Odp.: f(x)=3(x—§)

Przyktad @) « zad.3.12
2x -1
x?-8x-33

Wyznaczymy dziedzing funkcji f(x) =

Hozwiazanie

Do licznika utamka w miejsce zmiennej x mozemy podstawia¢ dowolng liczbe rze-
czywista. Natomiast w mianowniku nie mozemy otrzymac zera: x> —8x—33 0.
Zatem pierwiastki réwnania x° — 8x — 33 = 0 nie nalezg do dziedziny funkgji f.
b+ VA 8+14 -b-vVA 8-14

A =64+132 =196, x; = — — =11, x=— ——=r
Zid il

Dziedzine funkcji f tworzg liczby rzeczywiste oprocz liczb 111 3.
Odp.: x € R-{-3, 11}

Przyktad @) « zad. 3.13

Zapiszemy w postaci ogolnej funkcje kwadratowg f(x) = ax” +bx +c, o ktorej

wiadomo, Zze ma wspoétczynnik a = —1 oraz miejsca zerowe x; = 1-V3, x, = 1+ V3.
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Rozwigzanie
Zaczynamy od podstawienia danych wielkosci do postaci iloczynowej:

fx) = alx —x; (% —%), czyli f(x)= —(x— 1+ \/5) (x— 1 - \/5)

Zauwazmy, ze jesli wezmiemy w nawias wyrazenie x — 1, to mozemy zastosowac
wzory skroconego mnozenia.

f(x) = == ((x -1)+ ﬁ) ((x -1)- \@) «— wzor na roznice kwadratow
f(x) = = ((x — 1)2 — 3) «— wzor na kwadrat roznicy

flx) =~ (.av;E -2x+1- 3) i ostatecznie f(x) = X% 4+ 2x 42

Odp.: f(x) = —x* +2x+2

3.1. Rozldz lews strone rownania na czynniki i rozwigz to rOwnanie.

a)x2—81=0 c) X +x=0 e) 2x*+x=0
b) x> -5=0 d) x> -2x=0 ) —6x>+7x=0
3.2. Rozldz lewy strone réwnania na czynniki i rozwigz to rwnanie.
a) X’ —2x+1=0 c) x*-2V2x+2=0 e) 25x° - 20x+4=0
1
b) 9x* +6x+1=0 d) I.:«:2—2x+4=4:} f) 2x°—2V2x+1=0
3.3. Wrykorzystaj postac iloczynowg rownania i odczytaj jego pierwiastki.
3, G BYfara 5) =0 d) —2(x—§)(x+3):0
1 1
b) 3(x—;)(x+rr)={] e) 2(x+4)(x—-;)={}
c) —4x(x+3\/§)=0 t) 3(x—%)(x+\f2-)={]
3.4. Rozwigz rownanie.
a) X*+8x+7=0 c) 16x*+24x+9=0 ) x*+x-1=0
b) x* —10x+9 =0 d) 3x> +x-4=0 ) x*-4x-1=0
3.5. Rozwigz réwnanie.
a) —6x°+x-2=0 c) 6x° =5x+1=0 e) 4x’ - 12x+1=0
b) x* —4x+7=0 d) 2x* +3x-2=0 f) —4x°+9x-9=0

3.6. Dla jakich argumentéw funkcja y = f(x) przyjmuje podane wartosci?
a) f(x)=-x"-2x+1 1,-2,3 b) f(x)=2x"-8x+5 -3,-1,2

27 N
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3.7. Bez rozwigzywania rOwnania podaj liczbe jego pierwiastkow.

a) 3x°—5x+1=0 d) 5x°+x-1=0
b) x> =2V3x+3=0 e) 2x* +5x-8=0
c) 7x*-3x+10=0 f) —4x*+20x-25=0

3.8. Jakg liczbe nalezy wpisa¢ w miejsce |2/, aby otrzymane réwnanie miato tylko
jedno rozwigzanie?
a) x*— [?] x+81=0 ) -9x°+x+ [2 =0

b) x* —6x+ [z =0 d) Rl x*-x+16=0

_—

3.9. Wspodtczynnikia, piqgfunkgji f(x) = a(x - p)” +q spelniaja podane warunki.
Podaj liczbe miejsc zerowych tej funkgji.

a)a>0,g=0, peR c)a<0,g>0, peR

b) a>0,g>0, peR d)a<0, p>0,g€R

3.10. Rozwigz rownanie.
a) 3x-5)2x+1)+(7x-5)" = -2

b) (1 -5x)(x—2)—(2+3x)(2—-3x) = 7(2x — 3)* + 2x
c) 4(% - x)z ~3(x-2)3x+2)=(7-x)*>-16

d) 11(3.:«:2 4 3) L= Al 5 — (1 — S

3.11. Jezeli to mozliwe, zapisz funkcje f w postaci iloczynowe;.

a) f(x)=x2—3x d) f(x)=—6x2+x+2
b) f(x)=9x" -1 e) f(x)=x"-2x-4
c) f(x)=2x"+3x+1 f) f(x)=12x"-12x+3

3.12. Wyznacz dziedzine funkcji.

: 5 3 x* -4

2) f(x)_x?’—Sx 5 f(x)_x3+lx+2
5 x—4

0) J %)= 3 NI = o6

3.13. Dane sg miejsca zerowe funkcji kwadratowej f oraz jej wspoétczynnik a. Zapisz
te funkcje w postaci f(x) = ax” + bx +c.
a) a=1 Xj=~9 X5
b) a=~2 x;=—-V3 x,= V3
c) a=3-2v2 Xq = —0,2

da=1 x;=1-v7 X, =1+ V7
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3.14. Dany jest wzor funkeji kwadratowej f. Wyznacz miejsca zerowe tej funkcji.
Oblicz wspotrzedne wierzchotka W paraboli bedgcej wykresem funkcji f oraz punk-
tu P przecig¢cia paraboli z osig y. Naszkicuj ten wykres.

a) f(x):%xz-—Zx c) f(x):w2x2-4x+6
b) f(x) = =x? = 2x+5 d) flx)=-x*—x+ 2

3.15. Pierwiastkami rownania kwadratowego x° + bx + ¢ = 0 s3 liczby przeciwne
do pierwiastkéw réwnania x° — 7x + 5 = 0. Wyznacz bic.
- 3.16. Rozwiaz rOwnanie.

a) x2—4‘:3 c) x> -5x| =6 e) x2+4x+2i:2

b) 3—-29::2‘:1 d) 2% + x| =1 ) x2+x-2‘=4

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycle.

Rozwigz rownanie (2x — 1)2 - (3x — 5)2 =(x+ 1)(5-x)+ 1.

Zapisz funkcje f(x) = 2x” — 6x — 8 w postaciach: kanonicznej oraz iloczynowej.

"—\/512+\/§
4

Pierwiastkami réwnania x” + bx +¢ = 0 s3 liczby =

N o O

.Wyznaczbic.

1. Wskaz rozwigzania réwnania 2x° — x — 1 = 0.
A.—lil B.li—l C. =112 D.1i-2
2 2
2. Wskaz funkcje, ktorej nie mozna zapisac w postaci iloczynowe;.
A. f(x)=3x"-x C. h(x) = -3x" - x - 10
B. g(x) = 3x* — x— 10 DL k(%) = —3x° + 10
3. Réwnanie 3x° —2x—-1=0
A. nie ma pierwiastkow. C. ma dwa pierwiastki o réznych znakach.
B. ma dwa pierwiastki catkowite. D. ma dwa pierwiastki ujemne.
4. Dana jest funkcja f(x) = 2x” + x — 4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Wyrd6znik funkgeji f jest liczba niewymierna.
B. Funkcje f mozna zapisac w postaci iloczynowe;.
C. Réwnanie f(x) =0 ma dwa rozwigzania.
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4. Nierownosci kwadratowe

Umiejetnosci:
* rozwiazywanie nierownosci kwadratowych z jedna niewiadoma

Rozwiazanie nieréwnoséci kwadratowej, czyli nieréwnosci postaci ax” + bx +¢ > 0,
2 ‘
ax’ +bx+c>0, ax’+bx+c <0 lub ax’ +bx+c <0, dla a # 0, jest tym samym

zadaniem co odczytanie z wykresu funkcji f(x) = ax” + bx + ¢ zbioru rozwigzan
nierownosci f(x) >0, f(x) =20, f(x) <0 lub f(x)<O.

Przykiad € « zad. 4.1

Naszkicujemy wykres funkcji y = f(x) iodczytamy z niego, dla jakich x spelniona
jest nieréwnos$¢ f(x) > 0, adlajakich f(x) <0.

Hozwigzanie
a) f(x)=x"-3x \7A

f(x) = x(x-3) «— zapisujemy funkcje w postaci iloczynowej

x;=0, x,=3 «—— Wwyznaczamy miejsca zerowe |

=Y

Rysujemy parabole, pamietajgc o tym, ze gdy wspolczynnik

przy x” jest dodatni, jej ramiona sa skierowane do géry.

Z wykresu odczytujemy:
f(x) >0 dla x € (—o0; 0) U (35 00)
f(x) <0 dla x € (05 3)

b) f(x)=-x"+4

flx) = ~(x*-4)

J(x) = —(x—-2)(x+2)

X, =2, X5=-2

f(x)>0 dla x € (-2; 2)

f(x) <0 dla x € (—o0; =2) U (2; o0)

c) f(x)=x2+6x+9 \

Ry

f(x) = (x+3)°

Xg = —3
f(x)>0 dla x ¢ R-{-3}

Funkcja nie przyjmuje wartosci ujemnych, zatem
nieréwnosc f(x) < 0 nie ma rozwigzan.

i
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Przykiad 9 zad. 4.2-4.4
Rozwigzemy podang nierdwnosc.
Rozwigzanie

a) x> +6x <7

Najpierw porzadkujemy nieréwnosc tak, aby po jednej
stronie otrzymac trojmian kwadratowy, a po drugiej zero.

x> +6x-7<0 «— obliczamy pierwiastki
A=36+28 =64
xl — 11 xl = -7

Rysujemy parabole y = x” + 6x — 7 i odczytujemy roz-
wigzanie nierOwnosci.

Odp.: x* +6x<7 dla x € (-7; 1)

b) 2x — 6> x°

~x" +2x-6>0
A=4~-24=-20
A < 0, wiec funkcja f(x) = —x* + 2x — 6 nie ma miejsc

zerowych. Poza tym parabola y = ~x° + 2x — 6 ma ramiona
skierowane do dotu, zatem cala znajduje sie ponizej osi x.

- ! £ 2 = p !
Odp.: Nierownos¢ 2x — 6 > x~ nie ma rozwigzan.

c) (x+4)(x-1)=20

Z postaci illoczynowej odczytujemy pierwiastki:

Rysujemy parabole y = (x + 4)(x - 1).
Odp.: (x+4)(x—-1) 20 dla x € (—o0; —4) U (1; 00)

d) x*-x+1>0
A=1—-4=-3
A < 0, wiec wykres funkcji f(x) = x° — x + 1 nie przeci-
na osi x. Poza tym parabola ma ramiona skierowane do géry,
zatem znajduje sie powyzej osi x. Nierownosc jest spelniona
przez dowolng liczbe rzeczywista.

Odp.:xz—x+1}0 dla xe R

=Y
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Zauwazmy, ze nie musimy dokladnie rysowaé paraboli, aby rozwiazaé nieréwnoé¢ kwadratowa. (1))
Aby zrobi¢ szkic rysunku, z ktorego odczytamy zbior rozwigzan, wystarczy zaznaczenie miejsc
zerowych na osi x oraz informacja o zwrocie ramion paraboli. W szczegoélnosci nie ma potrzeby
znajdowania wspolrzednych wierzcholka.

e) 2-3x}(x+3)>0

Miejscami zerowymi sg: x; = 3 Xy = -3. Tym razem jednak wyrazenie po

lewej stronie nieréwnosci nie jest trojmianem kwadratowym zapisanym w postaci
Aby taka postac otrzymac, trzeba z pierwszego nawiasu wylgczy¢ wspotczynnik
stojacy przy x, czyli —3.

_3(—-§-+x)(x+3) >0

—3(x—§)(x+3):>{]

-
X
Wspolczynnik przy x° jest ujemny, zatem ramiona pa-
raboli sg skierowane do dotu.
Odip. (2~ 8553} s b dly 5 (-3; %)
J

W ostatnim przyktadzie czynno$¢ wylgczania przed nawias liczby —3 byla potrzeb-
na w zasadzie tylko do zauwazenia, ze wspélczynnik a tréjmianu kwadratowego jest
ujemny. Zwykle podczas rozwigzywania nieréwnos$ci kwadratowej nie ma potrzeby
zapisywania trojmianu w postaci iloczynowej. Aby zrobi¢ odpowiedni wykres, po-
trzebujemy trzech informacji:

* ile pierwiastkow ma trojmian,

* jakie to s3 liczby,

» jaki jest znak wspolczynnika przy x°.

Jezeli tréjmian kwadratowy jest zapisany jako iloczyn dwaoch wyrazen liniowych, to aby otrzymaé (1))
wspolczynnik a przy x*, mnozymy wspélczynniki stojace przy x, np.:

* wiloczynie (4x — 1){(5x + 2) mamya =45 = 20,

® wiloczynie (3 —x)2x+ 7)jesta=(-1) -2 = -2,

* wiloczynie (V2x + 3)(3 - 4x) jesta = V2 - (-4) = —4/2.

Jezeli w iloczynie wystepuje jeszcze czynnik liczbowy, to oczywiécie nalezy go uwzglednié, np.:

®* wiloczynie -2(3 - 7x) (1 - %x) jest a = (=2)-(-7) - (—;) = —21.
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Przykiad 9 zad. 4.11

Wyznaczymy dziedzine funkcji f(x) = Va2 +2x -3+ V42 —x— x2 - 3x+7.
Rozwigzanie
Argumenty funkcji f spelniajg dwa warunki:

X +2x-320i42-x-x"20 «— wyrazenia pod pierwiastkami sg nieujemne
Rozwigzemy kazdg z nieréwnosci oddzielnie, cze$¢ wspolna obydwu zbioréow roz-
wigzan jest szukang dziedzing funkgji.

o x°+2x—-3320

-2-4 -2+ 4
A=4+12=16, x; = = =3, X5 = =1
(x+3){x-1}20 «— pierwiastki tréjmianu: -3, 1, ramiona paraboli skierowane w gére
x € (—oo; —3) U (1; 00)
» 42-x-x"20
1 =13 1% 13
A=1+168=169, x; = —— =6, x; = = -7
- -2
—(x—-06)x+7)=20 «— pierwiastki trojmianu: 6, -7, ramiona paraboli skierowane w dol
x € {(-7; 6)
s & % s
i .,fﬁ‘w,- T ;-:-'4 R NN :.' : *-:ﬂ:i-:ir;-}n:{'-*.-:-:-:-;':si.ﬂ-e.'rf:f{.:a--b;'x-.'r.f:-.-:s:f.u;- T _‘ D
—7 -3 0 1 6 e

Odczytujemy czesc wspolng obu zbiordéw rozwigzan zaznaczonych na osi liczbowe;:
x € (-7;-3)U(1; 6)
Odp.: Dziedzing funkcji f jest zbior (-7;-3) U (1; 6).

4.1. Naszkicuj wykres funkcji y = f(x) iodczytaj z wykresu, dla jakich x spetniona
jest nierdbwno$¢ f(x) > 0, adlajakich f(x) <0.

a) f(x)zmxg-l-l c) f(x)=x2—4x+5 e) f(x)=—é-x2+2x+6
b) f(x) = x* + 4x d) f(x)=-x*+10x - 25 f) f(x)=2x"-4x-6
4.2. Rozwigz nierownosc.

a) x> —-5x+6<0 c) 2x < x° e) x> —6x+10>0 o) x> +2x+2<0
b) 2x*+3x+520 d) x° <2 ) —x*+2x-120 h)d4x>x"+4
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4.3. Rozwigz nierdéwnosc.

a) X —6x+8>0 e) 6x” < x+2
b) 2x” + 5x < 3 f) 4x* +2x+1>0
) -3x*+8x-4>0 g) (x-2)°" >4
d) 9x* +16 < 0 h) 5x*+2x-3>0

4.4. RozwigZz nierownosc.
a) (x+1)(x-3)=20 c) (\/ﬁ—x)(x+7)}{} e) x(2x-8) <0

b) (3-2x)(x+5)<0 d) 3-x)(2-x)<0 f) (3x-2v2)(x+5) >0

4.5. Podaj przyklad nieréwnoséci kwadratowej postaci ax” +bx +c¢ > 0, ktérej zbidr
rozwigzan tworzg wszystkie liczby x spelniajgce podany warunek.

a) % € (3; 5) c) x € (-9; 0) e) xe (—Dﬂ; —%) U (5; o0)

b) x € (—oo; —1) U (3; o0) d) x=2 f) x € (—m; —%) U (;" m)
4.6. RozwigZ nierownosc.

a) 2(x+ 1) - (x-3)°=11x-1 e) (x—4)2x+5) < (x—4)2 - x)

b) (x —2)*+5<502x—8) f) (3x+2)(.:-x— 1) > (11x — 7)(6x + 4)

¢) (x+3)3-x)>3(x—-2)"+5 g) (8x —17)° < 8x—17

d) ("‘:;‘*)2-(5;‘) > (x — 3)? h) (5x — 6)% > (6 — 5%)(5 + 6x)

4.7. Wyznacz wszystkie catkowite rozwigzania nierownosci 3x” —9x — 2 < 0.

4.8. Punkt M = (a, b) nalezy do wykresu funkcji f(x) = 3x” +4x+6. Jaki warunek
musi spelniac a, aby wspotrzedna b byta wieksza od 57

4.9. Dane sgfunkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obu funkcji w jednym

uktadzie wspotrzednych i odczytaj rozwigzania nieréwnosci lub rownania:

L. f(x) = glx), II. f(x) < g(x), IIL. fix) = glx).
Rozwigz nieréwnos$¢ f(x) > g(x) sposobem rachunkowym.
a) f(x)=x2-4 g(x)=x—2 c) f(x):%x2—5x+9% g(x) =-1

b) f(x)=3—2x—x2 g(x)=3-2x d) f(x)=—2x2—4x+2 a(x) = —2x—2

4.10. Wyznacz dodatnie wartosci zmiennej x, dla ktérych wartosci funkcji
g(x) = 3x” - 6 sg nie wieksze od wartosci funkeji f(x) = 2x° + 3.



4. Nierownosci kwadratowe

4.11. Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(x):\/‘}'xz—l c) f(x)z\/15+2x—x2+\fl—x
b) f(x)=\/3x3+4x+l d) f(x)= Vvx? - — Vx2 - 2x

4.12. Rozwigz uklad nieréwnosci.

o ] ¥ +3x<0 3 | ¥ +x~6<0 o) | ¥ +11x+18<0
x+2>0 3k 5 5 L 4x° > 81

b)‘~x2+2x+35;‘:0 d) 4P2x2—13x+6£0 ) ;(llx—S)(17x—4);0
| 3x+920 1 3x°—16x+20>0 | (3x-2)(2x+3)<5

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W ZeSzZycle.

1. Wskaz rozwigzanie nieréwnosci —x*+x+6<0.

A. x € (-3; 2) C. x € (-2; 3)

B. x € (—00; =3) U (2; o0) D. x € (—o0; =2) U (33 o0)
2. Ktora z podanych nierdwnosci nie ma rozwigzan?
A.5x"-7x+2<0 C. -5x"-2<0

B. 7x° - 5x+2<0 D.8x" - 8x+2<0

3. Ktora z podanych nierownosci jest prawdziwa dla wszystkich liczb
z przedziatu (-3; 5)7?

A.x*-2x-8<0 C.-x°+x+30>0

B. x’-x-20<0 D. 25x” - 10x+1 > 0

4. Ocen prawdziwosc podanych zdan.
A. Nieréwnos¢ 3x” —5x+4 > 0 jest prawdziwa dla x € R.

B. Nieréwnos$é —100x” — 60x — 9 < 0 jest prawdziwa dla x € R.

" " : _ p—— o 1 2
C. Dokladnie jedna liczba rzeczywista spelnia nieréwnos¢ 7t l € x

5. Rozwigz nieréwnoéé 2x° —x +1 > 0.

6. Wyznacz wszystkie rozwigzania nieréwnosci ~—ix2 +2x+1 > 0 bedace liczbami

calkowitymi.

7. Rozwigz nieréwnosc (3 — m)(2x — 3) (\/E - x) < 0.
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5. Zadania prowadzace do
rownan kwadratowych

Umiejetnosci:

X * rozwigzywanie ukfadow rownan prowadzacych do rownan kwadratowych

* wykorzystywanie wfasnosci funkcji kwadratowe] do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym)

X Punkty przeciecia paraboli i prostej

Wykresem réwnania y = ax’ + bx + ¢ (jezeli a # 0) jest parabola. Wykresem
rownania a;x + b,y + ¢; = 0 (jezeli a, i b; nie sg jednocze$nie rowne 0) jest prosta.
Ile punktéow wspolnych moga miec prosta i parabola? Z wlasnosci geometrycznych
tych figur wynika, ze s3 trzy mozliwosci.

I. Prosta nie ma punktéw wspolnych z parabolg, np.:

7 \/ A

adh
i

il

Ine z parabolg, np.:
yA

=Y




5. Zadania prowadzace do rownan kwadratowych

Przykiad o zad. 5.2, 5.3

Wyznaczymy wspolrzedne punktéw przeciecia paraboli i prostej, rozwigzujgc ra-
chunkowo uktad réwnan, a nastepnie przedstawimy ilustracje geometryczng zadania.

Rozwiazanie

a)\[x—y+2:0

y=x
[y=x+2 {y=x+2
,x+2=x3 x2—-x-2=0

Réwnanie x* —x—2=0 jest rownaniem kwadrato-
wym, ktore ma dwa pierwiastki (A = 9):
x;=-1 oraz x, =2

Zatem rozwigzaniem ukladu sg dwie pary liczb:

x= -l X =2
LS
Kazda z nich jest parg wspotrzednych punktu

przeciecia prostej y = x + 2 zparabola y = x°.
Mamy zatem dwa takie punkty: (-1, 1) oraz (2, 4).

' 2
b) 1 y=x + 1
4x+y+3=0

[ 3= —4%—3

|x?+4x+4=0

Yy =-4x—3

(x+2)* =0

Roéwnanie kwadratowe ma jeden pierwiastek x = -2,
wiec rozwigzaniem ukfadu jest jedna para liczb.

X =-2
y=23

Prosta i parabola majg jeden punkt wspdlny: (-2, 5).

R /

J

Ukfad rownan, z ktorych jedno jest rownaniem prostej, a drugie - paraboli, zawsze
mozemy przeksztalci¢ do ukladu skladajacego sie z rownania liniowego z dwiema
niewiadomymiiréwnania kwadratowego z jedng niewiadomg. W konsekwencji dany
ukfad réwnan moze mie¢ dwa rozwigzania albo jedno rozwigzanie, albo moze nie
miec rozwigzan — w zaleznosci od liczby pierwiastkow rownania kwadratowego.

X
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowe]

Zadania tekstowe prowadzgce do rownan kwadratowych

¥ Wiele zadan tekstowych prowadzi do réwnan kwadratowych lub opisanych wyze;

5 uktadéw réwnan, z ktérych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe. Taka sytuacja

wystepuje tez czesto w zagadnieniach z fizyki.

Przykiad @) < zad. 5.10

Suma kwadratow trzech kolejnych liczb nieparzystych wynosi 371. Wyznaczymy te
liczby.
Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze trzy Kolejne liczby nieparzyste mozemy zapisac jako 2n + 1, 2n + 3
i 2n+5, gdzie n € Z. Otrzymujemy zatem rownanie:

Qn+ 1%+ (2n+3)* + 2n +5)° = 371
4n’ +4n+1+4n” + 12n+ 9 + 4n” + 20n + 25 = 371
12n° + 36n — 336 = 0, czyli n° +3n—28 =0
A=121, ni=-7, ny=4
Oba rozwigzania sg liczbami catkowitymi, wiec zadanie ma dwa rozwigzania. Po pod-

stawieniu —7 oraz 4 w miejsce n otrzymujemy dwa zestawy liczb bedgce rozwigzania-
mi zadania.

Odp.: Szukane liczby to: -13,-111-9 lub 9,111 13.

X Przyktad @) « zad.5.12

W tréjkacie rownoramiennym o obwodzie 18 cm wysokos¢ poprowadzona do pod-
stawy ma 3 cm. Obliczymy dlugosci bokéw tego tréjkata.

Rozwigzanie
W tréjkacie réwnoramiennym wysoko$¢ opuszczona
na podstawe dzieli ja na odcinki rownej diugosci.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

a )

Z tresci zadania wiemy, ze 2a + 2b = 18. Ponadto na mocy twierdzenia Pitagorasa

w kazdym z powstalych tréjkatéw prostokatnych jest a” + 3> = b°. Mamy zatem do
rozwigzania uktad rownan:

i e - S,
la*+3"=b ,czyli{” 9 =5

| 2a+2b=18 a+b=9
.FHZ+9=(9'—1':1)2 {.*:f‘+9=81—1.£~.’,.*:1+.;12 {18a=72 {a=4
L b=9-a b=9-a b=9-a b=5

Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami diugosci bokow trojkata wynoszg odpowiednio

8cm, >cm, >cm.

Odp.: 8cm,5cm, 5cm



5. Zadania prowadzace do rownan kwadratowych

Przykiad o zad. 5.16

Na dziedzincu zamku w Niedzicy znajduje si¢
studnia o glebokosci 60 m, wykuta w litej skale.
Obliczymy, ile czasu spada kamien wrzucony do
tej studni z predkoscig poczatkowg 10 m/s. Wy-
nik podamy z doktadnoscig do 0,1 s.

Rozwiazanie
Uzyjemy wzoru na droge przebytg przez cialo
w ruchu jednostajnie przyspieszonym:

>
t
s(t) = vot + gT,

w ktérym s oznacza droge przebytg przez kamien (w metrach), t — czas spadania

(w sekundach), v, - predkos¢ poczatkows (wm/s), zas g = 10 m/s” to przyspieszenie
ziemskie.

Otrzymujemy réwnanie: 10t + 542 = 60, dla t > 0.
5¢% + 10f — 60 = 0

408 - 12=D
VA = /52 =213, ¢, = '2_2m=—1—\/13, t,=-1+ 13

2
Tylko druga liczba jest dodatnia, zatem rozwigzaniem zadania jest —1 + V13 = 2,6.

Odp.: Kamien spada 2,6 sekundy.

5.1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Yy = —x*—4x -1
y=2x+38

A. ma doktadnie jedno rozwigzanie.
B. ma dokladnie dwa rozwigzania.

Uktad réwnan {

C. jest spelniony przez pare liczb (-3, 2).

5.2. Dane sg funkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obydwu funkcji

w jednym ukladzie wspoétrzednych i odczytaj z rysunku rozwigzanie réwnania

f(x) = g(x). Otrzymane wyniki sprawdz metoda rachunkows.

a) f(x) = x*—6x+9 glx)=-22+6 ¢) f(x) = 2x* —4x +5 g(x)=2x+1

b) f(x)=3x?‘+2 g(x) =5 d) f(x)z-;-x2+2x—2 gix) = —x-12
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+ 8.7. Podaj przyklad ukladu rownan, ktéry opisuje parabole

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowe]

9.3. Rozwiaz algebraicznie uklad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzng

rozwigzania.
. [ grreigop

a4} {yux —2%=3 c)#y- 23: +4x -6
y=-3x-9 y=x—8

b) y=~—2x2—1 d) :y:—2x2+8x—-4
y=4x+1 |y =2

5.4. Rozwigz graticznie uklad réwnan. Otrzymane wyniki sprawdz metodg
rachunkows.

2 y=-2x"—4x+2 b y=—x"+4x -2 9 y=x>—6x+9
2x+y+2=0 y+7=0 2x—y-3=0

9.5. W ukladzie wspotrzednych narysowane sg parabolai prosta. Napisz uklad row-

nan, ktorego ilustracjg jest przedstawiony rysunek.

a) b) c) d)
7 T S——

xy

[ ==
e el T

%

5.6. W ukladzie wspotrzednych narysowane sg parabola

i prosta. Napisz uktad rownan, ktérego ilustracjg jest przed-

stawiony obok rysunek. Sprawdz rachunkowo, ze ten uklad
ma tylko jedno rozwigzanie.

1 prostg
a) o dwoch wspolnych punktach (1, 3) 1 (4, -3).
b) ojednym wspélnym punkcie (-4, —2).

9.8. Trojkat wpisano w parabole y = %xz w ten sposob, ze jeden z jego wierzchol-
kow jest wierzcholkiem paraboli, a dwa pozostate wierzchotki sg punktami przeciecia
tej paraboli prostg y = ix ol

a) Wyznacz wierzcholki trojkata. b) Oblicz pole trojkata.



5. Zadania prowadzace do rownan kwadratowych

9.9. Liczby x; =5+ V23 i x, = 5— V23 sg pierwiastkami réwnania

x° - (p2 + qz)x + p+¢g =0 zniewiadomg x. Wyznacz pigq.

5.10. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb parzystych jest rowna 56. Wyznacz te
liczby.

5.11. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest réwna 974. Wyznacz
te liczby.

5.12. Pole prostokata jest rowne 17,68 cm?, a réznica dtugosci jego bokéw wynosi
1,8 cm. Wyznacz diugosci bokow tego prostokata.

9.13. Obwdd rombu jest rowny 116 cm, a réznica diugosci jego przekatnych réwna
si¢ 2 cm. Oblicz dtugosci przekatnych rombu.

9.14. Przeciwprostokatna pewnego trdjkata prostokatnego jest diuzsza od jedne;
przyprostokatnej o 2 cm, a od drugiej o 25 cm. Wyznacz obwdd tego trojkata.

5.15. Jezeli do iloczynu dwéch liczb dodamy mniejszg z liczb, to otrzymamy 60.
Jezeli do tego iloczynu dodamy wigkszg z nich, to otrzymamy 63. Jakie to liczby?

# 8.16. Do studni opuszczono kamien i po uplywie 3,5 s uslyszano plusk. Oblicz
przyblizong glebokos¢ studni. Przyjmij, ze predkos¢ dzwigku w powietrzu wynosi
340 m/s.

# 5.17. lle bokow ma wielokat wypukty, ktéry ma 90 przekatnych?

+ 5.18. Dwa wielokaty wypukte majg razem 28 bokéw i 158 przekatnych. Ile bokéw
ma kazdy z tych wielokgtow?

* 5.19. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb parzystych niepodzielnych przez 4
wynosi 1004. Wyznacz te liczby.

~ 5.20. Suma kwadratu wieku ojca i kwadratu wieku syna wynosi 2570. Za 4 lata ilo-
czyn wieku ojca i wieku syna bedzie o 280 wigkszy niz jest obecnie. Ile lat ma teraz
ojciec, a ile syn?
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowe]

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Na rysunku przedstawiona jest graficzna ilustracja
uktadu réwnan. Ktéry to uklad?

X ﬂﬁy:—x2—2x+5 C “y:xz—z’}x-{-S

y=X+5 | 2x+5=0
B "y=x2—4x+5 D -ry:—x?‘-2x+5
- Yy =2x+5 ' | y=2x+5

2
. - , | y=x"—4x S :
2. Dany jest uklad réwnan . Wskaz zdanie prawdziwe.
9x+2y—-3=0

A. Ten ukfad réwnan nie ma rozwigzan.
B. Ten uklad rownan ma co najmniej jedno rozwigzanie.
C. Rozwigzaniami tego ukladu rownan s3 pary liczb naturalnych.

x=-1 [ x =3
D. Rozwigzaniem tego ukladu rownan jest [ lub - ;

y=5 | ¥==5
3. Suma dwoch liczb jest réwna 1, a suma kwadratow tych liczb pomniejszonych o 3
wynosi 5. Ktory uktad réwnan opisuje te sytuacje?

ﬂ-i—b:l ﬂ+b=1
N T “l@-3+b-372=5
B'ﬂm+b-3f=5 D”(a-m3+w—3f=5

= S —4x+7
4. Rozwigz uklad rownan - Y= i

y=—-x+2
Przedstaw interpretacje graficzng rozwigzania.

9. Do rownania prostej y = 2x+ 3 dopisz rOwnanie takiej paraboli y = x* +bx+c,
aby prosta i parabola przecinaly si¢ w punktach (-2, —1) 1 (0, 3).

6. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych wynosi 1883.
Wyznacz te liczby.

7. W liczbie dwucyfrowej cyfra dziesigtek jest o 3 wigksza od cyfry jednodci. Tloczyn
tej liczby i sumy jej cyfr jest rowny 364. Jaka to liczba?



6. Wiasnosci funkcjl
kwadratowej -
podsumowanie

Umiejetnosci:

» szkicowanie wykresu funkcji kwadratowe] na podstawie je] wzoru

* wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowe] na podstawie je] wiasnosci lub wykresu
» szkicowanie wykresu funkcji okreslonej w roznych przedziatach roznymi wzorami
* odczytywanie wtasnosci funkcji z je] wykresu

Przypomnijmy — jezeli f(x) = ax”+bx+c i a # 0, to: A Y
b A
® X, = «— pierwsza wspolrzedna wierzcholka f
2a paraboli b
b
® X = i «— rownanie osi symetrii paraboli
a
Jezeli ponadto A > 0, to mozna pokazac, ze: -
X1 + X, b o i -
® 5 «— Srednia arytmetyczna miejsc zerowych ;
- W=(5/t3)

Przyklad €9 « zad. 6.1

Narysujemy wykres i opiszemy wilasnodci funkeji f(x) = x* + 4x + 3.
Rozwigzanie

Najpierw obliczamy wielkosci przydatne przy rysowaniu wykresu:

* miejsca zerowe funkgji,

* wspoélrzedne (x,, y, ) wierzchotka paraboli,

* wspolrzedne punktu przeciecia paraboli z osig y.

A=16-12=4
x1=-1, x, =-3
£, =t et 8w e e D mdo Bed =

Parabola bedgca wykresem funkcji f przeci-
na 0§ ¥ w punkcie (0, 3), ma ramiona skiero- Jezeli 0 € D, to punkt (0, £(0)) ()

wane do gory oraz ksztalt taki, jak parabola nalezy do wykresu funkeji y = f(x).
Dla funkeji f(x) = ax’ + bx +¢

o réwnaniu y = x~ (bo we wzorze funkgji _
jest to punkt (0, c).

wspotczynnik przy x° jest rowny 1).
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowe]

Na podstawie narysowanego wykresu opisujemy wiasnosci
funkgji f:
* dziedzing jest zbidr R,

» zbiorem wartosci jest przedziat (—1; oo},

* funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg rowng —1

dla x = -2 i nie przyjmuje wartosci najwiekszej,
* miejscami zerowymi funkcji sg argumenty
x,=-1, x, = =3,
e f(x)>0 dla x € (—o0; —3) U (-1; o0),
F{x) <0 dla x€1(-3; —-1),

* 0sig symetrii wykresu jest prosta x = -2,

* funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—oo; —2) funkcja jest malejaca,
w przedziale (—2; oo) funkcja jest rosngca,

* rOwnanie f(x)=m:

dla m < -1 nie ma rozwigzan,

dla m = -1 ma jedno rozwigzanie,

dla m > -1 ma dwa rozwigzania.

Przykiad 9 zad. 6.2

Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkeji

[ o i dla x € (-o0; 2)
(x) = 1
/ —%x2+4x—6 dla x¢€(2;7)

L

Rozwigzanie
Wrykres funkcji f jest sumg fragmentow dwdch parabol.

Pierwsza z nich, o réwnaniu y = x* — 4, ma wierzcholek o wspolrzednych (0, —4)
i przecina o$ x w punktach o pierwszych wspo6trzednych x = -2 oraz x = 2.

Do wykresu funkcji f wybieramy te punkty pierwszej paraboli, ktérych pierwsze
wspolrzedne spetniajg warunek x € (—oo; 2), w tym punkt (2, 0).

1
Druga parabola, o rOwnaniu y = ~——J::2

.-|—l

+ 4x — 6, ma wierzchotek o wspotrzednych

(4, 2). Pierwsze wspﬂh‘zgdne punktow przeciecia tej paraboli z 0sig x sg rozwigzania-

1
mi rownania ——x +4x — 6 = 0. Sgtoliczby x; = 2 oraz x, = 6.

Do wykresu fllﬂl\{l_]l f wybieramy te punkty drugiej paraboli, ktorych pierwsze wspot-
rzedne spelniajg warunek x € (2; 7).



6. Wilasnosci funkeji kwadratowe] — podsumowanie

5 KNI N . ; : : [
Wartosc wyrazenia —;xj +4x -6 dla x =2 jest rowna 0, czyli jest rowna wartosci

tunkcji f w punkcie 2. Zatem w punkcie o wspolrzednych (2, 0) fragment wykresu

funkcji y = x*—4 przechodzi we fragment wykresu funkcji y = —%xz +4x — 6.

. : 55 o 1
Obliczamy jeszcze warto$¢ wyrazenia —Exz +4x -6 dla x=7.

LlRia7-6=-212=12!
2 2 2

Skoro 7 ¢ D, to punkt (7, —2%) bedzie na wykresie zaznaczony pustym kéleczkiem.

Odczytujemy z wykresu wiasnosci funkgji:

* dziedzing jest zbidr (—oo; 7),

» zbiorem wartosci jest przedzial (—4; co),

» funkcja ma warto$¢ najmniejszg réwng —4

dla x = 0 inie ma wartosci najwiekszej,

* miejscami zerowymi funkcji sg argumenty:
XxX==-2,x=2, x=06,

o f(x)>0 dla x € (~o0; ~2) U (2; 6),
f(x) <0 dla x € (-2; 2) U (6; 7),

» funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—oo; 0) jest malejgca,
w przedziale (0; 4) jest rosngca,
w przedziale (4; 7) jest malejgca,

* rOwnanie f(x) = m
dla m < —4 nie ma rozwigzan,
dla m = —4 orazdla m > 2 ma jedno rozwigzanie,

s 1 2 ;
dla m € (—4; —2;> U {2} ma dwa rozwigzania,

dla m € (_.2_;_; 2) ma trzy rozwigzania.

Przykiad §) « zad.6.2
Narysujemy wykres i opiszemy wiasnosci funkgji

2x* -1 dla xe¢ (—o0; —1)
f(x) =4 -x dla xe(-1;1)

—x*=1 dla xe€ (1; o)
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Rozwigzanie
Z trzech wykreséw poszczegdlnych funkcji wybieramy odpowiednie fragmenty.

\ 4 ] 2

\ [/

1
i

Rysujemy wykres funkcji f (obrazowo mdwiac, sklejony z wybranych fragmentéw)
1 na jego podstawie opisujemy wiasnosci funkcji:

* dziedzing jest zbidr R,

* zbiorem wartosci jest zbidr (—oo; —2) U (—1; oo),

* funkcja nie ma wartosci najmniejszej i nie ma wartosci
najwiekszej,

]

* miejscem zerowym funkgji jest argument x = 0,

* f(x)>0 dla x € (—o0; 0), |
f(x) <0 dla x € (0; o0), |

» funkcja jest malejaca,

* rownanie f(x) = mu:
dla m € (—o0; -2) U (=1; oco) ma jedno rozwigzanie,
dla m € (-2;-1) nie ma rozwigzan.

Przyktad @) < zad.6.9

Wykres funkcji f(x) = ax® + bx + ¢ jest parabolg o wierzchotku W = (-2, 4)
przechodzacg przez punkt P = (-3, 3). Wyznaczymy wzor tej funkcji.

Rozwigzanie
[ sposob

Najpierw wyznaczamy posta¢ kanoniczna danej funkcji. Znamy wspoétrzedne wierz-
cholka paraboli, wi¢c do obliczenia pozostaje tylko wspoélczynnik a.

f(x)=a(x+2)° +4

Podstawiamy do wzoru wspoirzedne punktu P = (-3, 3).
3=a(-3+2)" +4

Zatem a=-11 f(x)=—-(x+ 2% + 4.

Przeksztalcamy wzor funkeji do postaci ogolnej: f(x) = —x” — 4x.
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[T sposob
Podane wlasnosci funkcji mozemy zapisac Jezeli wykres funkeji y = ax?® +bx +c (1)
w postaci ukfadu rownan. jest parabolg, to a # 0.
—% = =2 «— pierwsza wspolrzedna wierzcholka W
T f(-2)=4 «— druga wspolrzedna wierzcholka W
| f=3)=3 «— punkt P = (-3, 3) nalezy do wykresu f
[ b=4a
14a-2b+c=4
| 9a-3b+c=3
[ b =4a
14a-8a+c=4 «— podstawiamy 4a w miejsce b w drugim i trzecim rownaniu
L9a-12a+c=3
[ b =4a
Y —4a+c=4
| -3a+c=3

Ostatnie dwa réwnania tworzg uklad dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi. Po

rozwigzaniu tego ukladu (np. metoda przeciwnych wspélczynnikow) otrzymujemy

2

a=-11c=0. Zatem b = —4, awzor funkcji ma postac f(x) = —x" — 4x.

Odp.: f(x) = —x° — 4x

Przyktad € < zad.6.15

Wrykres funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢ przechodzi przez punkty
A=(1,-2), B=(0, -5) 1 C= (-2, -5). Wyznaczymy wzor tej funkgcji.

Rozwigzanie

[ —2.= g+ b+
1 -5=¢ «— punkty A, B, C naleza do wykresu funkgji f(x) = ax® +bx + ¢
| —5=4a-2b+c

Uklad trzech rownan z trzema niewiadomymi rozwigzemy metodg podstawiania.
[¢=-5

Tta+b-5=-2

l4a-2b-5=-5

[ ¢ = =5
Hqa+b=3
L4a-2b=0

Stada =11 b =2
Odp.: f(x) = x> +2x -5
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6.1. Sporzadz wykres funkcji f i opisz jej wlasnosci: dziedzing, zbidr wartosci, miej-
sca zerowe, przedziaty, wktorych tunkcja ma staty znak, przedzialy monotonicznosci,
wartosci najwieksze (najmniejsze) funkcji i argumenty, dla ktérych funkcja je przyj-
muje, oraz liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznos$ci od wartosci m.

a) f(x):2x2—4x ) f(x):-;l;xz+2x—6
b) f(x)=—x"+4x -5 d) f(x)=—ix2—%x—§

6.2. Sporzadz wykres funkcji f i opisz jej wlasnosci: dziedzing, zbidr wartosci, miej-
sca zerowe, przedziaty, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialty monotonicznoéci,
wartosci najwieksze (najmniejsze) funkcji i argumenty, dla ktérych funkcja je przyj-
muje, oraz liczbe rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

A
- 2
E) f(x):*x 4 dlﬂ JC-...2
—x4+2 dla x> 2
: 2
-x —-2x+2 dla x<1
b) f(x)=1 "%
/ nyﬁm dla x2>1

+6x+7 dla x<-1
c) f(x)—“‘x-f-?) da -1<x<2
|~ ‘+6x -3 dla x=2

[ 2x + 4 dla x<-1
d) f(x)=4x*-2x-1 dla -1<x<3
| —2x+ 8 dla x23

6.3. Sporzadz wykres funkcjii odczytaj z wykresu rozwigzanie podanej nierownosci.

2
x"—4x+3 dla x<1
— 3
) Jx) 1x-1 dia %=1 fx) <
2x“"+8x -4 dla x<3
b = > 2
} gl = {Zx 4 dla x>3 gix)
& Bie) = ——x -2x+1 dla x € (—o0; 0) U {(4; o0) hx) < 7
——-Zx +8x+1 dla xe€(0; 4)
d)k {ZJC + 8x + 4 dlﬂ JC}U —4«::k(x)<:4
x“+2x+4 dla x<0
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6.4. Sporzadz wykres funkcji ¥y = f(x). Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan row-

nania f(x) =m w zaleznosci od wartosci m.

i
2} f(x)=-x +4x+2 dla x<0

h~x2+4x da x>0
. 3x>—18x-21 dla x< -2
} Jix = -;lj—x+4 dla x> -2

=

2x"—4x+4  dla x € (—o0; 0) U (2; o0)

c)] fix) = -

/ oxt+dx+4 dla x e (0 2)
—x*—4x-13 dla x<-1

d)f(x)=‘*2x+2 dla -1<x<l1
3x2 —12x+13 dla x>1

k.

6.5. Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = 4x”+bx+c jest parabola przechodzaca
przez punkty A = (0, 2) i B = (-1, 14). Wyznacz wspdlczynniki b i ¢ w rownaniu
paraboli.

6.6. Osig symetrii paraboli y = ax’+bx—4 przechodzacej przez punkt A = (-2, 4)
jest prosta x = —3. Wyznacz wspolczynniKi a i b w réwnaniu paraboli.

6.7. Wierzchotkiem paraboli y = —3x° + bx + ¢ jest punkt B = (1, 0). Wyznacz
wspolczynniki b i ¢ w rownaniu paraboli.

6.8. Parabola, ktérej wierzcholek lezy na osi y, przechodzi przez punkty A = (2, 1)
i B = (-4, 7). Wyznacz rOwnanie tej paraboli.

6.9. Parabola y = ax” + bx + ¢ ma wierzcholek w punkcie (4, 6) i przechodzi przez
punkt (1, 3). Wyznacz wspoélczynniki a, b, c.

6.10. Funkcja f(x) = ax’ + bx + ¢ przyjmuje warto§é¢ najmniejsza réwna 2 dla
x = 2. Parabola bedaca wykresem tej funkcji przechodzi przez punkt (4, 6). Wyznacz
wspolczynniki a, b, c.

6.11. Parabola y = ax’ + bx + ¢ przechodzi przez punkty (1, —2) i (0, 1). Jej osig
symetrii jest prosta x = 2. Wyznacz wspolczynniki a, b, c.
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6.12. Podaj wzdr funkcji kwadratowej f, ktérej wykres przedstawiono na rysunku.

a) 7h c) | [»4 | e) Ay
| 0 1\

b) [r4 - d) /ﬂ f) 2

it

il |

S Bra—

6.13. Wyznacz wspdlczynniki bi c funkcji f(x) = x* + bx + ¢ o podanych
wilasno$ciach.

a) Jej miejscami zerowymi sg liczby -3 1 1.

b) Jej wykres przecina o§ y w punkcie (0, 5), a liczba 5 jest miejscem zerowym.

6.14. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji

f(x) = ax® + bx +c.
Wyznacz wspolczynniki a, b, c.

6.15. Wykres funkcji f(x) = ax’ + bx + ¢ przechodzi
przez punkty A, B, C. Wyznacz wspolczynniki a, b, c.

a) A= (0, 1) B =1, —1) = b2 71
b) A = (1, —-4) B=i3,-3) C={=1,10)
Q) A= (-2, -3) B=(-1, -1) C=1{1.3)

6.16. Wykaz, ze funkcja kwadratowa, ktérej wykres przechodzi przez punkty
K = (-5, 10), L = (-3, 5), M = (3, 2), nie ma miejsc zerowych.
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W ZeSZycle.

- - 2 x ol ; , . . .
1. Dana jest funkcja f(x) = x™ + 2x. Wskaz rownanie, ktére nie ma rozwigzan.

A. f(x)=1 B. f{x) ==1 C. =f{x) =2 D. f(=x) =0

2. Ktoraz podanych funkcji kwadratowych nie jest zapisana ani w postaci kanonicz-
nej, ani ogolnej, ani iloczynowe;j?

A. f(x) =2x(x-3) C. fxi=x(x-2)+1
B. f(x)=x* - 2x D. f(x) = %(x _ 52

3. Wskaz zbior trzech punktow, przez ktére nie moze przechodzi¢ jedna parabola

bedgca wykresem funkcji kwadratowe;.
A' (0:- G): (1: ]-]:r (2= 0) C' (0: 0): (1:- ]-):r (2: 2)
B' (D: ﬂ): (l'.r 1[}{]): (2: {]) D' (0: 0): (1: 1): (2: _1)

4. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f(x) = a(x - p)2 + g s3 liczby 317.
Wyznacz wartoséci wspolczynnikow a, p oraz g, a nastepnie ocen prawdziwosc poda-
nych zdan.

A.a>0 B. p=5 C.g=-4

5. Dowykresu funkcji kwadratowej f naleza punkty: (-1, 5),(3, 1)i(5, 2). Wyznacz
wzor tej funkcji.

6. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f jest przedziat (—2; oo). Osig symetrii jej
wykresu jest prosta x = 3. Wykres przecina o$ y w punkcie o drugiej wspélrzednej 1.
Zapisz wzor tej funkcji w postaci ogolne;j.

7. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sg liczby —4 i 2, a jej wykres przecina
o$ y w punkcie o drugiej wspolrzednej —1. Wyznacz zbidr wartosci tej funkcji.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-16 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W ZesSZycie.

Wskaz postac iloczynowg trojmianu kwadratowego —9 + 6x — x°.
. (=3 + x)°

—(x - 3)°

—~(x +3)°

. Ten tréjmian nie ma postaci iloczynowej.

CoE>» -

2. Wskaz miejsca zerowe funkcji f(x) = \/E(x - \/E) (x + 1).

A.2, -2 B. V2, -1 C. -v2,1 D. V2, 1

3. Dla jakiego argumentu funkcja f(x) = x* + 2x przyjmuje w przedziale (-4; 1)
najwieksza wartosc?

A x=-1 B. x=-4 C.x=1 D.x=1lab x=-53

4. Jakie wartosci moze przyjmowac wspoétczynnik k£ w rownaniu paraboli
y = x” — kx, aby nie miata ona punktéw wspélnych z osig x?

A. k<0 C.k21

B. k=0 D. Nie istnieje takie k.

5. Dana jest funkcja f(x) = —x° +4x o dziedzinie D = (1; 4) i cztery zdania doty-
czace tej funkcji.

. Funkcja [ przyjmuje warto$¢ najwiekszg dla x = 2.

I[I. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla x = 4.

[1I. Funkcja f nie przyjmuje wartos$ci najwiekszej.

IV. Funkcja f nie przyjmuje wartos$ci najmniejszej.

Ktore zdania sg prawdziwe?
A. tylko i1V B. tylko 111l C. tylko 111 III D. tylko IITi IV

Réwnanie x” +5 =9

. nie ma pierwiastkow.

ma dwa dodatnie pierwiastki.

ma dwa ujemne pierwiastki.

. ma dwa pierwiastki o przeciwnych znakach.

INWE O
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7. Wskaz postac iloczynowg funkgcji f(x) = —(x - 1,
A. f(x)=(x+2)(x+4) C. fix)=(x~-2}{x—4)
B. f(x)=—-(x—-2)(x—4) D. Ta funkcja nie ma postaci iloczynowe;.

8. Postaé iloczynowa funkcji f(x) = V2x” — 3x — 2V2 to
A. f(x)=(V2x-4) (x+ ﬁ)

el

B. f(x)=(V2x-4)(V2x+1).
C. f(x) = V2(x - 2)(x + 1).
D. f(x) = \/E(x - \/E) (x - %)
5

9. Miejscami zerowymi funkcji f(x) = ax” +bx+ > 83 liczby x = -1 oraz x = —5.

—

Ile s rowne wspolczynniki tej funkeji?

A =1, h=-4 LI T
2 2
B.ir1=—2:,a‘;!=E D.a=l,b=3
2 2
10. Wskaz nieréwnos¢ prawdziwg dla kazdej liczby x € R.
A.3(x-2Y-1<0 C. -04(x+3)Y-05<0
B. 5(x+2)°+3>0 D.7(x-11Y+2<0

11. Wskaz zbior rozwigzan nieréwnosci 3x” + 5x — 2 < 0.

A. R C.

- r i, - - I 1
B. Ta nier6wnosc nie ma rozwigzan. D. <—2; -
B

Sl ; N T 2 3
12. Wskaz zbiér rozwigzan nieréwnosci ——?;(x + 5) (x - E) > 0.

Al 3) C.
T

(2 2
B. | —— E) D. (ﬂm; ——) U (E, m)
\ 3 5 3 5

13. O funkcji kwadratowej f(x) = ax”+bx+c wiadomo, ze ma dwa ujemne miejsca
zerowe oraz ze f(0) = —1. Jakie znaki majg wspolczynniki a, bic?

A. Jest za malo danych, zeby to okreslic.

B.a<0ib<0ic<0

C.a>0ib>0ic<0

D.a<0ib<0ic>0
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14. Parabola y = m - X’ przecina 0§ x w punktach x = 2 oraz x = -2. Jakg
warto$¢ ma wspotczynnik m?

A.m=2 C.m=4

B.m=1 D. Nie istnieje takie .

15. Wskaz uklad réwnan, ktéry ma dwa rozwigzania.

¥ = [y = =3

A. - .
y=—(x—2)2—3 - hy=(.x:+5)2—3
y=x (Y= X

B"y: x+2) +3 D"ky=—(x+1)2—1

16. Wskaz uklad rownan, ktéry ma jedno rozwigzanie.

y=-2x-2 [y =-2
A.-y " 5 C.-y * 5
Hy=(.x—1) -2 (y=(x-1)" -2
F :—2 —1 r =_2 '|"l
B.-y * 5 D.~y * )
Ly:(_x:—l) -2 hy:(x—l) -2

W zadaniach 17-22 ocen prawdziwosc podanych zdan.

17. Jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax”+bx+c jest liczba 2.
Wierzcholek paraboli bedgcej wykresem tej funkcji ma wspotrzedne (5, 3). Wynika
Z tego, ze

A. drugim miejscem zerowym funkcji f jest liczba 8.

B. a <0.

C. c<0.

2
18. Funkcja f(x) = _j‘f —2x dla x<0
x“—-2x dla x>0

A. jest rosngca.
B. ma trzy miejsca zerowe.

C. przyjmuje wartos¢ najmniejsza dla x = 1.

19. Parabola bedaca wykresem funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢ przecina
os y w punkcie (0, —6), a jej wierzchotek ma wspoirzedne (-2, 7). Wynika z tego, ze
A.a<0. B. b <O0. C. A<O.
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20. Funkcja f(x) = ax”+bx+c, ktorej wykres jest dany na ry-
sunku obok, ma miejsca zerowe x,, x,. Na podstawie wykresu
mozna wywnioskowac, ze

A.a<01c¢c>01 x;-x,<0.

B.a<01ib>0.

C.b>0iec>0iAZ20.

21. Dana jest funkcja f(x) = —2(x +7)* + 3.

A. W przedziale (—oo; 7) funkcja f jest rosngca.

B. W przedziale (7; co) funkcja f jest malejgca.

C. Prosta x = -7 jest osig symetrii wykresu funkgcji f.

_ i - dla x<-1
22. Dana jest funk =17 i)
ana jest funkcja f(x) [2—:::2 dla x> —1

A. Réwnanie f(x)=m ma dla dowolnej wartosci co najmniej jedno rozwigzanie.
B. Dla m € (1; 2) rOwnanie f(x)=m ma trzy rozwigzania.
C. Réwnanie f(x)=m ma dwa rozwigzania tylko dla m = 1.

Zadania otwarte krotkie] odpowiedzi

23. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwiekszg funkeji f w podanym prze-
dziale i podaj argumenty, dla ktorych te wartosci sg przyjmowane.

a) f(x)=x"— 10x + 22 (3; 6)
b) f(x) = _éxz +2x+6 (—4; 0)
2 11
€} Jtxj=3x +x—2 < 4’6>
d) f(x)=-V2x*—x+3 (=2 =1}
24. Jezeli to mozliwe, zapisz funkcje f w postaci iloczynowe;.
a) f(x)=25x"-1 d) f(x)=x"-4x-1
b) f(x)=9x2+x e) f(x)=—x?‘+5x—7
c) f(x)=9x2+4 f) f(x)=3x2~7x+2

25. Funkcje kwadratowg f dang w postaci ogolnej, kanonicznej lub iloczynowej za-
pisz w pozostatych mozliwych postaciach.

a) f(x)=2x"+12x+ 10 ¢) f(x)=-3(x-2)(x+1)
b) f(x) = —%(x —6f 1 d) f(x) = 5x* - 15x
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26. Rozwigz réwnanie.

a) 3x>-5x+2=0 d) x*—3:2%+2" =0
b) 2x*-4x+3=0 e) 2Mx% - 3x+2Y =0
¢) 9x> —125x +20 = 0 f) xz—(3m+1)x+32ﬂ:0

27. Rozwigz nierownosc.

a) x* < 81 e) x*—11x+24<0

b) x° + x>0 f) x+6<2x°

c) —2(x+4)(x—%);(} g) —8x*+13x-6<0
d) x> -2V2x+2<0 h) -3x* - 6V2x+90 <0

28. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sg liczby 2 i 8, a wykres tej funkgji
przechodzi przez punkt (-1, 3). Wyznacz wzor tej funkcji w postaci iloczynowe;.

29. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej iloczyn tej liczby i licz-
by o 3 od niej mniejszej.

a) Podaj wzor funkgji f.

b) Zbadaj, ile rozwigzan ma rownanie f(x)+ 3 = 0.

30. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadra-
towej f. Na podstawie tego wykresu

a) rozwigz nierownosc f(x) < 3.
b) podaj warto$ci: najwigkszg i najmniejszg funkeji f

w przedziale (0; 3).
c) wyznacz wzor funkcji f w postaci iloczynowe;j.

Zadania otwarte rozszerzone] odpowiedzi

31. Dana jest funkcja f(x) = —x* + 4% — 2.

a) Przedstaw funkcje f w postaci kanoniczne;.

b) Naszkicuj wykres funkcji f.

c) Okreél, dla jakich argumentéow wartosci funkcji s3 mniejsze od —14.
d) Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowe;j.

32. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sg liczby —2 i 4, a zbiorem wartosci
tej funkcji jest przedzial (—oo; 3). Wyznacz wzor funkcji f w postaci ogdlnej.
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33. Wyznacz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f. Oblicz wspolrzedne wierzchot-
ka paraboli bedacej wykresem tej funkcji oraz punktu P przecigcia paraboli z osig y.

Naszkicuj ten wykres.

2) f(x)=-x>—6x—5 b) f(x)=%x?“—3x+§

34. Rozloz liczbe 11 na sume takich trzech sktadnikow, ze drugi jest o 3 wigkszy od
polowy pierwszego, a suma kwadratow wszystkich trzech skladnikow jest mozliwie
najmniejsza.

35. Sklep kupuje w hurtowni buty po 80 zt za pare i sprzedaje $rednio 30 par mie-
siecznie po 120 zt za pare. Zaobserwowano, Ze kazda kolejna obnizka ceny pary bu-

téw o 1 zt zwieksza sprzedaz miesieczng o 1 pare. Jaka ceng¢ butéw powinien ustalic
sprzedawca, aby jego zysk miesieczny byl najwiekszy?

36. W prostokacie o wymiarach a cm X b cm jeden bok zwiekszono o x cm, a dru-
gi zmniejszono o x cm. Dla jakiej wartosci x pole otrzymanego prostokata bedzie
najwieksze?

37. Suma dlugosci boku trdjkata i wysokosci opuszczonej na ten bok wynosi 10 cm.
Ile centymetrow powinien mierzyc¢ bok, a ile wysokos¢, aby pole takiego trojkata byto

najwieksze?
D z C

38. Bok kwadratu ABCD jest rowny a. Na kazdym z bokow

tego kwadratu odfozono odcinek o dtugosci x (jak na rysunku).

Wykaz, ze pole pokolorowanego obszaru jest najmniejsze, gdy ~ *

i
2 A % B

XK=

39. Suma obwodow kwadratu i prostokata o stosunku bokéw 2 : 1 wynosi 12. Jaka
najmniejsza warto$¢ moze przyjac suma pol tych figur?

40. W kwadrat ABCD o boku 2 wpisano trojkat rownoramienny AKL w taki spo-
sOb, ze wysokos$c trojkata zawarta jest w przekatnej AC. Zapisz pole tego tréjkata ja-
ko funkcje jego wysokosci h. Narysuj wykres tej funkcji. Wyznacz wysoko$c¢ trojkata

o najwiekszym polu.

41. Grupa uczniow zorganizowala turniej. Kazdy z uczestnikow rozegral z kazdym
z pozostalych uczestnikéw 2 partie. Rozegrano 72 partie. Ilu uczniow wzigto udzial
w turnieju?
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42. Dane s3 trzy liczby naturalne takie, ze najwigksza z nich stanowi 150% najmniej-
szej, a trzecia liczba jest o 2 wigksza od najmniejszej. Suma kwadratéw wszystkich
trzech liczb jest rowna 2149. Wyznacz te liczby.

43. Jesliliczbe a zmniejszymy o a%, otrzymamy 16. Wyznacz liczbe a.

44. Dla jakiej wartosci m zbiorem wartos$ci funkcji  f(x) = 3x” + 15x + m jest
przedziat (—10; o0)?

45. Funkcja f(x) = 2(x — p)* + g przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x € (1; 3).
Wyznacz pigq.

46. Uloz rownanie kwadratowe o catkowitych wspétczynnikach, ktérego jednym
z pierwiastkow jest podana liczba.

a) 1-v2 b) 3+ V7

47. Wyznacz (jesli istniejg) miejsca zerowe funkcji.
)

-1 dla x<1
a) (X)={x S
/ —x*+4x-3 dla x>1

Ix* +12x+19 dla x < -2
b) f(x) =19 -x*-2x+3 dla -2<x<0
| 2x% +4x+3 dla x>0

48. Dane sgfunkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obu funkcji w jednym

uktadzie wspotrzednych i odczytaj z rysunku rozwigzania nieréwnosci lub réwnania:

L f(x)> g(x), II. f(x)< g(x), [IL f(x) = g(x).
Rozwiaz nierownos¢ f(x) > g(x) sposobem rachunkowym.

a) f(x)=-2x"-12x - 12 g(x) = 2x + 8

b) f(x) = —x -2 g(x) = 2x* + 2x+2

49. Narysuj wykres funkcji
—(x+2°+3 dla xe (-4 -1)

X)) = :

J) {x+3 dla x € (—00; —4) U (-1; o0)

Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od warto-
Sci m.

50. Rozwigz uklad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzng rozwigzania.

= x° + 4x —lxz—m:—l
a){y‘ b) {772 2
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1. Okreslenie funkcii
wielomianowej

Umiejetnosci:
* stosowanie okreslenia wielomianu stopnia n jednej zmiennegj

Przypomnijmy: skonczong sume jednomianéw Jednomian to pojedyncza (1))
nazywamy suma algebraiczng lub wielomianem. zmienna lub liczba, lub ich
iloczyn, np.:

Sktadniki takiej sumy nazywamy jej wyrazami.

. . 3, 2x, Vaxy, -’ yz, = xyt’
Przyktadami sum algebraicznych sa: ks LR T

X+ ¥, 3x2+2x~—1, xy+x3yt~—5y—4, x> — \/79:

Zajmiemy si¢ teraz badaniem wilasnodci funkcji okreslanych za pomocg wielomia-
now. Jedng z liter wystepujacych w wielomianie we wzorze funkcji (najczesciej x)
wyroznimy jako zmienng niezalezng. Pozostate litery bedg oznaczaly wspoétczynniki.
Zauwazmy, ze ogolne wzory funkcji liniowej i funkcji kwadratowej zmiennej x majg
podobng strukture:

f(x)=ax+b

Fx) = ax” +bx +c
Gdybysmy chcieli podac ogolny wzor funkeji — analogiczny do wymienionych - ale
ze zmienng x w trzeciej potedze, to zadanie nie byloby trudne. Szukany wzo6r ma
postac:

flx) = ax’ +bx’ +cx +d
Nastepny, ze zmienng x w czwartej potedze, to:

f(x) = ax' +bx’ +cx* +dx +e
Postepowanie to mozna kontynuowac. W przypadku funkeji, w ktorej x wystepuje
w wyzszej potedze (np. dziesigtej), wypisanie wszystkich wyrazéw moze by¢ ucigzli-
we. Radzimy sobie wowczas w ten sposob, ze np. w wielomianie

Flx) = ax™ +bx” +cx® +dx” +ex® + fxE' + gx4 +hx’ +ix* + jx+k

zamiast kilku srodkowych wyrazéw wpisujemy wielokropek:

2

fx)y=ax +bx’ +cx’+ ... +ix* + jx+ k

Z powazniejszym problemem spotkalibySmy sie natomiast podczas zapisywania
ogblnego wzoru funkcji tego typu ze zmienng x na przyklad w 30. potedze. Zabrakto-
by bowiem liter alfabetu na oznaczenie wszystkich wspotczynnikow. Dlatego przyjeto
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inny sposob oznaczania tych liczb. Wspétczynni-

ki przy kolejnych potegach x oznaczone s3 jedna, neseonacsentiewenBlompniidin.
ustalong literg, ale opatrzong numerem zgodnym uwzgledniajac to, ze litery

ze stopniem potegi, np. amxm, a5x5. Funkgcje, X, y» , z tradycyjnie oznaczajg
Pyl oo ; : Zzmienne, np.:
w ktdrej najwyzszg potega x jest 4, zapiszemy

5 4
zatem ﬂgﬁlnie: f(x)=bx"+bx +... +b;x+b,

4 3 5 g(t) = dgt® +dst” + ... +d t +d
f(x)=a,x" +a;x +a,x" +a;x+aq

Przyklad €  zad. 1.2

: 1
Funkgja f(x) = a;x° +a,x" +a;x+a, dla a; = -2, a, =0, a, = > @0 = 5 ma

WZOT:

]
f(x) = -2« +2x+5

Funkcja wielomianowa (wielomianem) stopnia » zmiennej x (x € R) nazy-

wamy funkcje postaci

n 2
Wix)=a,x +8,4% = +... F@X +a1x+ag

gdzie:

* njest ustalong dodatnig liczba naturalng,

¢ a, # 0,

* wspolczynnikia,, a,_,,..., a,, a,, a, s3 ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

Ponadto przyjmujemy, ze funkcja stata W(x) = ¢ (c # 0) jest wielomianem
stopnia 0, a funkcja W(x) = 0 (stale rowna 0) jest wielomianem zerowym i nie
ma stopnia.

Mozemy uzywaé dowolnej litery (1))

Zgodnie z przyjetg definicja powiemy, ze Slowa ,wielomian” bedziemy  (({(+))

funkcja kwadratowa jest wielomianem stop- uzywali w tym podreczniku
nia drugiego, funkcja liniowa ze wspolczyn- B e znaczema':_h,' Nie

N L : . powinno to prowadzi¢ do nie-
nikiem przy x roznym od zera - wielomia- porozumiet, gdyz z kontekstu
nem stopnia pierwszego, funkcja stala, ale roz- bedzie wynikalo, czy chodzi o su-
na od zera — wielomianem stopnia zerowego. me algebraiczng czy o funkcje.
Wiemy juz, ze wykresami wielomianu zero-
wego oraz wielomianOw stopnia zerowego i pierwszego sg proste, a wykresami wie-
lomiandw stopnia drugiego — parabole. Wykresy wielomiandw jednej zmiennej wyz-
szych stopni sg bardziej skomplikowane.

61 N



B G2

Dziat 2. Wielomiany | wyrazenia wymierne

Przykiad 9 zad. 1.3

Okreslimy stopien podanego wielomianu Wielomiany tradycyjnie ozna- (1))

1 wypiszemy jego wgpfﬂcz}rn niki. czamy wielkimi literami z konca
alfabetu W, P, Q itp.

a) Wi(x)=4x" -2x" +3x -5 e Qitp

b) P(x)=x4—-;~x+ V2

Rozwiazanie
Przyjmujemy oznaczenia takie jak w definicji, czyli
Wx)=a,x"+a, x" '+ ... +a,x" +a,x +a
a)y Wik} = 4x° - 2x*> +3x -5
Stopien wielomianu W jest rowny 3; a; = 4, a, = -2, a; = 3, ay, = =5.

b) P(x)=x4—%x+ V2

Stopien wielomianu P jest réwny 4; a, =1, a; =a, =0, a, = —%, Gy = Y2,

|

Jednomianem stopnia»nzmiennej x (x € R) nazywamy jednomian postaciax”,
gdzie n jest ustalong dodatnig liczba naturalng oraz wspotczynnik a # 0.
Jednomian postaci ¢ (¢ # 0) nazywamy jednomianem stopnia zero, a jedno-
mian 0 (stale rowny 0) jest jednomianem zerowym i nie ma stopnia.

., F

Zauwazmy, ze funkcja f(x) = 0 (stale rowna 0) jest zarowno funkcja liniowa, jak i wielomianem ((( }))
zerowym oraz jednomianem zerowym.

Przykiad €)

3x” - jednomian stopnia pigtego zmiennej x,
1 ; . e . .
-Et - jednomian stopnia pierwszego zmiennej t,
(3 = \fg)x” - jednomian stopnia jedenastego zmiennej x.

2x~ nie jest jednomianem, poniewaz —3 ¢ N.

J

Jednomiany tego samego stopnia tej samej zmiennej s3 jednomianami podobnymi.
Jednomiany podobne mozna dodawac; czynnos$c¢ te nazywamy redukcja wyrazow

podobnych. Wynikiem takiego dzialania jest jednomian, np.:
3x° + 4x° = 7x° |
-x” + V3x° + 5x° = (4 o \5)3{:3

x?—3x?+2x?:0
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Jezeli jednak stopnie jednomiandw sg rozne, to ich suma nie jest juz jednomianem,

lecz wielomianem, np. 2x* — 7x + V2.

Porzadkowanie wielomianu polega na dodaniu wszystkich jednomianéw podob-
nych, a nastepnie napisaniu wyrazow w porzadku malejacym - od najwyzszej do
najnizszej potegi (lub rosngcym - czyli odwrotnie).

Przyktad o zad. 1.4
Uporzadkujemy wielomian W(x) = 3x” —x+2x° - 2% +x-17+x* + 4, okreslimy
jego stopien i podamy wspotczynniki.

Rozwiazanie
Wi(x) = 3_.3::3 =X+ 26" = 2% + x— 17+ x* + 4 «— redukujemy wyrazy podobne

Wi(x) = w2 vt =13

Odp.: W jest wielomianem stopnia 4.
Jego wspotczynnikami sg liczby:
ﬂ4=1, f13= ]., ﬂ2=2, ﬂ1=0, ﬂ{}:_l?).

Przykiad e

Wysokos§¢ akwarium przedstawionego na
zdjeciu nie przekracza 90 cm. Znajdziemy
wzor i dziedzine funkcji V opisujgcej pojem-
no$¢ tego akwarium w zaleznosci od x.

Rozwigzanie
Pojemnosc¢ akwarium wyraza si¢ wzorem:

Vix)=(x—-7)x+3)x—-4)

Wizystkie krawedzie majg dodatnie dlugosci, a wysoko$¢ akwarium nie przekracza
90 cm. Warunki te mozemy opisac za pomoca ukladu nieréwnosci:

x—4<90
x—4>0
x+3>0
X=7 =0

Zatem 7 < x < 94.

Po wymnozeniu czynnikéw i uporzadkowaniu wyrazow otrzymamy wielomian stop-
nia trzeciego V(x) = x° — 8x” — 5x + 84, ktérego dziedzing jest przedziat (7; 94).
W rzeczywistosci trudno sobie wyobrazi¢ akwarium, ktorego jeden z bokdéw mialby
dlugos¢ niewiele wigkszg od zera - dziedzina funkcji wyznaczona zostala wylgcznie
na podstawie teoretycznych rozwazan.

Wspolezynnik a, nazywamy (1))

wyrazem wolnym wielomianu.

63 N



B 64

Dziat 2. Wielomiany | wyrazenia wymierne

~

Funkcje f i g sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy majg identyczne dziedziny
i kazdemu argumentowi funkcja f przyporzagdkowuje takg samg wartos¢ jak

funkcja g.

. -

Popatrzmy na dwa wielomiany Wi Q:
Wkx)=x +x"=3x -3, Qx)=2x"—-x -2x-3

i poré6wnajmy ich wartoscidla x =0, x=11 x = 2.

W0 =0 +0"=8:0"=3=-3

O(0) =2+0" =0>~2+0~3=-3 W (0) = Q(0)
wl)=1"+1*-3-1°-3=-4
O =2+1*=1=2¢1 =84 w(1) = Q(1)
WD) =242 ~38-2"-3=131
QR2)=2-2*-2°-2.2-3=17 W) # Q(2)

Wielomiany W i Q nie sg réwne, poniewaz nie przyjmujg jednakowych wartosci dla
wszystkich argumentow.

Podamy teraz (bez dowodu) twierdzenie dotyczace wielomianéw réwnych.

Wielomiany W i Q s3 rdwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia
i majg jednakowe wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmienne;.

Jesli wiec wielomiany roznig sie na przykiad wspotczynnikami przy x’,to tej roznicy
nie mozna nadrobi¢, dobierajgc odpowiednio wspdlczynniki przy innych potegach.

Przykiad ) < zad. 1.10

Czy mozna dobrac wspoétczynnik k tak, aby wielomiany W i P byly réwne, jezeli
Wi(x) =X -3x"+x-51i P(x) = x> + kx* +kx - 52

Rozwigzanie

Oba wielomiany sg trzeciego stopnia i maja réwne wspdtczynniki przy x° oraz jed-

nakowe wyrazy wolne. Aby zgadzaly si¢ wspoltczynniki przy x7, musimy przyjac, ze
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k = —3. Wéwczas P(x) = x°—3x"—3x—-5. Wtedy jednak nie s r6wne wspotczynniki
przy x.
Odp.: Nie mozna dobrac takiej liczby k, aby W i P byly réwne.

Przyktad @) < zad. 1.11
Wyznaczymy liczby a i b tak, aby wielomiany:

Wi(x) —ax° —2x* -2 i P(x) = —x" = 2x" +bx -2
byly réwne.

HRozwigzanie

Wspdlezynniki przy x” i wyrazy wolne tych wielomianéw sg réwne, wigc aby wie-
lomiany W i P byly réwne, wspolczynniki przy x° i wspotczynniki przy x w obu
wielomianach tez muszg by¢ rowne.

Odp.:a=-1, b=0

1.1. Sposrdéd podanych wyrazen wybierz wszystkie wielomiany i zapisz je w zeszycie.

AP +2x -1 E.%+1

B.x—% F. V2t* - V3t - /5
C. 3x* +2x™° G. —%xg' +3x% =7
D.%t2—~?t+§ H.?3x3—§x2—~2

1.2. Dane sg wszystkie wspélczynniki wielomianu. Zapisz ten wielomian w postaci
1 2

n == 1 .
a,x +a, X +...+a,x" +a;x+a, OKredljego stopien.
2} s =7 ay=1, @3 =2, gy =5, @y =2, Gg=—1
D) a3 =2, @5=-5, g =-1, azg=11

1
C) f15=_‘;, ﬂ,;r:ﬂ}:{}, ﬂ?‘:ﬂl:ﬂ{]zl

d)ﬂ:.;:ﬂz:ﬂl:_ 2,{15:0

1.3. Wypisz wszystkie wspotczynniki oraz okresl stopien podanego wielomianu.

a) T(x) = =5x" +3x° +2x° - x + 1 d) M(x) = %xm + 1%3:5 + 2
b) Q(x):—4x4+6x2—7x+2 e) K(x) = ix3—3x+5

c) P(x)=vV2x-1 f) H(x)=5V2

65 N



B 66  Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

1.4. Uporzadkuj wielomian W(x), okresl jego stopien i podaj wspdiczynniki.
a) Wix) = —x' =2x +x —x —1-4x+ V2x

b) W(x) = 3x° —5V3x +2V3-7x" + x° - 2\/3x

&) Wilx) = %
d) Wix) = 2x° — 8x + 7x’ +2x — 845 — 3x°
e) W(x) = V5x> + 2vV2x* - 3x + 4x* — 2/5x°
f) W(x)=11x-9x" + 1%x4+2x2~x+2

1 g
x6—2x3 + 3 — lixﬁ +x5+2x4

1.5. Podaj przykiad wielomianu stopnia .
a) n=>5 b) n=20 c) n=100 d) n = 3030

1.6. Podaj przyklad wielomianu postaci a, x" + ... + a;x + a, ktory jest stopnia
a) czwartego i ktorego wspolczynniki a, i a, sg réwne.

b) trzeciego i ktérego wspolczynnik a, = 0.

c) drugiego i ktérego wspélczynniki sg liczbami niewymiernymi.

d) pigtego i ktérego wspolczynniki sg liczbami parzystymi dodatnimi.

e} siddmego i ktorego wspoéliczynniki sg roznymi dodatnimi dzielnikami liczby 48.
f) pierwszego i ktorego wspdtczynniki sg liczbami przeciwnymi.

1.7. Oblicz wartos¢ wielomianu W(x) dla x = x,.

a) Wi(x) =3x" —25x" +x° — 1 gy =

b) W(x) = V3x" - 17V5x" + 2x* - V3x® + V2 xq =0

c) W(x)=12x" +3x” - 5x + 10 xg = -1

d) W(x)=x4—2x2+\/§x—7 x,j:\@

e) W(x)=x*—V2x +x* - 2V2x° +x + 4 Xq = V2

f) W(x)=%x3—2x2—5—;—x+l Xy =2

1.8. Wyznacz wspoélczynniki wielomianu W (x) tak, aby spetniony byt podany
warunek.

a) W(x)=2x"-3ax" +(a-1)x+2a+5 W(-1) = 14

b) W(x) = 6x° — 32m + 1)x”> + (3m + 2)x — 4 W(m) = 2

c) W(x)=-7x"+ (8a - l)x2 +3 W(\/E) =5

d) W(x) = -2x” - 3a(V2-1)x" +2(V2 - 1)x - 4 W(-2) = 4(2v2 +1)
e) W(x) =-3V2x" +(2a—-1)x> + (3a +2)V2x + 3 W(v2) =13

) W(x)= i(a + 1),1~::Ei + g(a — l)x‘; + (2a - l)x2 +av2x + 62
W(-v2) = 6(1 + V2)
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1.9. Dla jakich wartosci p wielomian W(x) jest wielomianem:

[. zerowym, [1. stopnia zero?
a) Wix) = (pz— 1)x+p+1
b) Wi(x) = (p2—4)x+p—2

c) W(x):(pz-—g)x+p+3

1.10. Czy mozna dobra¢ takg wartos$¢ m, aby wielomiany PiQ byly réwne? Jedli tak,
podaj te wartosc.

a) P(x)=x3—2xg+3x+l Qx)—-x—-Zx +mx + 1
b) P(x) = x* +5x° —mx—7 Qx) = x° +mx3—5x 7
c) P(x]=x3-mx2+x—3 Q )—mx bxtdox—3

2+7x+m

d) P(x) = 3(m-1)x*> - (1 -m)x +m
e} P(x)=x" —mx" +5x—1

) Px)=Q-mx*"—Q+mx" +2m Q

Y=mx" +x +5x—1

(
(x
(x
(&) = 2K
(x
(x) = 2+ 3m)x* - 2x" +m

1.11. Dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany W i R byly réwne.
a) W(ix) = 2x* —3x° +ax’ - 2x+6
R(x)—Zx +bx’ —7x* —2x+6
b) W(x) = x +(a+2b)x +x+1
R(x)—x + 3x° +Ba+b)x+1
c) Wix) = 3x° —7x2+(3a—b)x+a+3b— 10
R(x)=3x"-7x"+x+3-2(a+b)
d) W(x) = 5x° + 2a(a - 2)x* — (7 - 5a)x + 8a
R(x) = 5x" + (b +2)x” + (4b + 1)x

e) W(x) = -2ax’ — (1+b)x* + gx
o e i i i T
Rix)=(b-3)x +ala-3)x + ﬁx

f) W(x) = -(2m2 - 7:1)3:3 +(1+b)x+a+3
R(x)=303-b)x +al@a-)x+a” +b
+1.12. Rézne wielomiany W i Q spetniajg warunki W(0) = Q(0) oraz W (1) = Q(1).

Podaj przyktad takich wielomianow W i Q, majacych
a) ten sam stopien. b) rézne stopnie.

#1.13. Dany wielomian W (x) zapisz jako wielomian zmiennej z.
a) W(x) = 16x* —8x° +8x° —16x+3 2z =2x
b) W(x) = 9x° — 18x” + 15x — 1 z = 3x
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz j3 i zapisz
W zZeszycle.

1. Wskaz warto$¢ wyrazenia (2x — y)(2x + y) — 3(x — y]z - 2x(3y+x) dla x = V3
i y=v2,
A 11 B. —-11 C. -10 D. 12

2. Jeden z wymiarow prostokata jest rowny 2x+2y. Obwad tego prostokgta wynosi
6x + 8y. Jaki jest drugi wymiar prostokgta?
A. x+2y B. 3x -2y C.2x+y D.2x + 3y

3. Wskaz wielomian, ktory otrzymamy po wykonaniu dziatan i redukcji wyrazow
podobnych w wyrazeniu 3(x — 2) — [2(3x — 1) - 3].
A, —1—=3x B. 3x C. 1-3x D). 2x—1

4. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
A. Wyrazenie 2+/x — 3 nie jest wielomianem.

B. Wyrazenie 2x” = 3x° +x——+5 jest wielomianem stopnia trzeciego.
X

C.Dla m=3++2 wielomiany P(x) = x> —2V3x +3x+m— V2 -2
i Q(x) =x —2V3x" + (m - \5).}: + 1 sg rowne.

9. Dane sg wartosci wszystkich wspélczynnikéw wielomianu: a, = 2, a; = a, = 0,

. 1 : : . :
5= =0y @3 == By =) = @5 = V2. Napisz ten wielomian w postaci

—_ 2 £l = » i
"4 +a,x" +a,x +a, Okredl jego stopien.

"
a,X 55 a, 1X

6. Wyznacz wspélczynniki wielomianu W(x) = X+ 2(3a - 1).3-(:2 + (az — 4a )x +24°
tak, aby spetniony byt warunek W(2) = -16.

7. Jezeli to mozliwe, dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany
Pla) = ax’ —2bx> +3x* - 2x+5 i C)x) = 3x° +3x° —ax + 3bx +5 byly rowne.



2. Dziatania w zbiorze
wielomianow

Umiejetnosci:
* dodawanie, odejmowanie | mnozenie wielomianow jedne] zmiennej

W szkole podstawowej byly omawiane i ¢wiczone dzialania dodawania, odejmowania
1 mnozenia wyrazen algebraicznych. Poznane zasady zastosujemy teraz do wykony-
wania réznych dziatan na wielomianach jednej zmienne;.

Dodawanie | odejmowanie wielomianow

 Definicja _ -
s x| 2
Jezeli P(x) =a,x" +a,_ ;x" +...+a,x" +a;x+ay,

i Qx)=b X" +b,_x" "+ ... +byx*+b,x+ by, to:
sum3g wielomianow P(x)+ Q(x) jest wielomian
1

W) =ax"+a, ;x" " +...+apx+ag+b,x"+b, . x" "+ ... +bx+b,

a roznica wielomianow P(x) — Q(x) jest wielomian

1 1

- i n— . ?’H_ Hl— = = —
Z(x)=ax +8, 44X "+ cot@yxtay—-b x"~b X% vos = DyX =By

W wielomianach W(x) oraz Z(x) nalezy zredukowa¢ wyrazy podobne.

b,

Przykiad o zad. 2.4

Dodamy wielomiany P(x) i Q(x).

a) P(x)=x"-2x" +5x> - 7x+13 Qx)=-2x"+x’ - x+8

b) P(x) = V3x' —3x +1 Qx) = x* - V2x*> +3x-1
c) P(x) = 0,7x° — 3,5x° — 2 Q(x) = —0,7x° + 3,5x° + 2

Rozwigzanie
) P(x)+Q(x) = (x* 20" + 567 = 7x+ 13) + (-2x" + - x+ 8) =
= —x"—x* +5x° — 8x + 21

b) P(x)+ Q(x) = (V3x" - 3x+1)+ (x* - vax’ +3x-1) =
=\/gx?—3x+1+x4—\/?_.x2+3x—1=ﬁx?+x4_ﬁx2

c) P(x)+Q(x) = (fl,?’.:!c5 - 3,5%° - x/'i) + (—0,7x5 +35x° + 2) .
=0.7x° -35x" — V2-07x"+35x" +2=2-12
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Przykiad 9 zad. 2.4

Od wielomianu W(x) = 3x* — 6x° + 8x” — x + 3 odejmiemy wielomian

R(x) = 3x - +x° - 12x + 1.

Rozwiazanie

W(x)—~R(x):(3x4—6x3+8x2—x+3)—-(3x4~x3+x3~12x+1):

. B R S 5 Sa ba —~d [ 0~ | =B T T D

J

W przykiadzie 1a suma dwoch wielomiandw stopnia czwartego jest wielomianem
stopnia czwartego. W przykladzie 2 réznica dwoch wielomianéw stopnia czwartego
jest wielomianem stopnia trzeciego. Podamy jeszcze przyklad dwoch wielomianow

stopnia 100, ktoérych suma jest wielomianem zerowym.

Wix) = 3x - 5x" + 1 Wi(x) + Q(x) = 0

ix) = 3™ 4+ 550 -1

r .
- :I'l.:ifl'- - — .m:--:i-'.'. :---; E f'p'"q'_-..-"f.r s &
A .-l__lri.:\.1|-|l.-| l.-"'|I
iTwieraze -

B S P

wielomianem Zerowym.

Mnozenie wielomianow

Wielomian bedgcy sumg (réznicg) dwoch wielomiandw W i Q ma stopien nie
wiekszy od stopnia wielomianu W istopnia wielomianu QQ; moze on by¢ réwniez

[loczyn dwdch wielomiandw jest wielomianem bedacym sumg wszystkich iloczynow
wyrazow jednego wielomianu przez wyrazy drugiego wielomianu. Inaczej mowiac,
aby pomnozy¢ jeden wielomian przez drugi, kazdy wyraz pierwszego wielomianu

mnozymy przez kazdy wyraz drugiego wielomianu, wyniki dodajemy, a nastepnie

redukujemy wyrazy podobne.

Przykiad @) « zad. 2.5

Pomnozymy wielomiany W(x) = X —xt+6x-11i Q(x) = 3x" - x.

Rozwiazanie @
Wi(x) Q(x) = (Jfg—xzﬁ-ﬁx— 1 !(3};:4—_3() —

7 4 6 3 5  {—
=3x —x —3x +x +18x —6x —3x + x =

:3x?—3xﬁ+18x5—4x4+x3—6x2+x

Iloczyn W - Q jest wielomianem stopnia siodmego.

W dzialaniach na wielomia- ({(+))
nach obowiazuja wszystkie
poznane wczesniej prawa
dzialan. W szczegolnosci -

wzor na iloczyn poteg o tych
samych podstawach, np.:

3 . 4 344 7
x° 3x =3x"" = 3x



2. Dziatania w zbiorze wielomianow

Jezeli W i Q s3 niezerowymi wielomianami, to stopien wielomianu W - Q
bedgcego ich iloczynem jest sumg stopni wielomianow W i Q.

,

Przyktad € < zad. 2.9

Dane sg wielomiany: W(x) = X =2x*+x-3, P(x) = —x*+2x+8, Q(x) = 2x* —5x.
Wyznaczymy wielomian 2 - W(x) — P(x) - Q(x).

Rozwigzanie
2W(x) — P(x) - Q(x) = 2(x3 —Ix* 4 ¥ — 3) - (—xz +2x + 8) (sz - Bx) =
=2x” —4x° +2x -6 — (—2x4 +5x° + 4x° — 10x° + 16x° - 40x) =

= 2x° —Ax? 4 2x — 6+ 2x1 —9x° —6x% + 40x = 2x* — 7x® — 10x% + 42x — 6

J

Podsumujmy:
wielomiany mozemy dodawac, odejmowac i mnozy¢. Wynik takich dziatan jest za-
wsze wielomianem.

W zadaniach 2.1-2.3 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

2.1. Dane s3 wielomiany W(x) = 3x’ —2x" +4x-11i P(x) = -x” - 2x" + x + 1.
A. Stopien wielomianu Wi(x) - P(x) jest réwny 10,

B. Stopien wielomianu W(x) — P(x) jest rowny 7.

C. Wyraz wolny wielomianu W(x) - P(x) jest rowny —1.

2.2. Dane s3 dwa rézne wielomiany W(x) i P(x), kazdy pigtego stopnia.
A. Wielomian W(x) — P(x) moze by¢ wielomianem zerowym.
B. Wielomian W(x) — P(x) moze by¢ wielomianem stopnia 3.
C. Wielomian W(x) + P(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

2.3. Dane sg trzy rézne wielomiany W(x), P(x) i Q(x), kazdy szdéstego stopnia.
A. Wielomian W(x) + P(x) + Q(x) moze byc wielomianem stopnia czwartego.
B. Wielomian W(x) + P(x) — Q(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

C. Wielomian W(x) + P(x) - Q(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

71 .



N 72
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2.4. Wyznacz sum¢ W + Q irdznice W —-Q wielﬂmian{iw WiQ.

a) W(x)=x3—:c2’+6x—2
b) W(x) = 3x° - 5x* +7x — 1
¢c) Wix) = Bx*+2x° —x+3
d) W(x) = 4x° — 6x° + 11

e) Wi(x)=12x"-3x+1

f) W(x)= %xS + éxz - Ex

2 2
g) Wi(x) = 0,3x°

~07x" +0,1x + 3,1
h) W(x) = 3t = 02% -+ 11x—7

) = 2x° —x*+x+4
)——4x +2x -x+5
)—x +4x° +2x — 1
= 4x” + 6x° + 3

= 5x* +3x° -1
3 5 1

oy e Dyt ]
2 2 2

Q(x) = =2,7x" + 1,7x* — 0,9x + 2,1
Q(x) = 0,8x° +2x° —3.9x + 1

DQDQQ

b
S e Tt
1

(x
(x
(x
(
(x
(
(
(

2.5. Wyzndcz iloczyn wielomianow Si R.

a) S(x)=2x*-3

b) S(x )=—3:x: +5x -1

c) S(x) = 5x° — 2x + 2

d) S(x)=7x" +2x" - 3x +2

e) S(x)=2x"+ V2x® -1

f) S(x)=-x"+2x"-2V3x+3

Rix)=x-1
R(x)=2x+1
Rix)=x-1
R(x) =3x + 2
R(x) = 3x — V2
R(x) = V3x +1

2.6. Wyznacz iloczyn wielomianéw Si R.

a) S(x)=2x"+3x-5
b) S(x) = 3x° — x +2

¢) S(x)=4x"+2x -6
d} Six)= ;x —-6x+3

e} S(x) = gxz —4x+2

) S(x)=-V3x*+3x-6

R(x)=—x2+x+2
R(x)=2x'?’+x+3
R(x)=%x2+.x+2
R(x)=2x2—%x+1
R(x):sz—ﬁeril

R(x)=%x2—x+\/§

2.7. Wyznacz iloczyn wielomianéw Si R.

al Sx}= 3x° +2x° + 1
b) S(x)z—x3—3x2+x—1
c) S(%} = %x‘; +25%% +1

d) S(x) = 2x° + V2x + 1

e) S(x) = V3x° + V2x* -3
V2

f) S(x)=x3+x2—-?x—l

Rix) = 2x  +x-3
Rix) = 2% — x> +1
R(x) = 25" - %x + 2

Rx)=2x +x°—-x+1
R(x)=x3—3x+\/§

Rix) = 2%° + V2x + 1



2. Dziatania w zbiorze wielomianow

2.8. Dane sg wielomiany: W(x) = ~%° 2%% = %4 5, Plx) = 2% — x + 1,
Q(x) = 5x + 2. Wykonaj dzialania.

a) 2W(x) + 3P(x) — Q(x) d) 2W(x) + 3[Q(x) — 2P(x)]
b) 2[W(x) - P(x)] + Q(x) e) 5Q(x) — [W(x) + 2P(x)]
c) W(x)— [P(x) + 3Q(x)] f) 3[W(x)-2P(x)] - [P(x) + 3W(x)]

2.9. Dane sg wielomiany: P(x) = 2x - 3, Q(x) = x° — x>+ 2x + 3,
R(x) = 3x” - 5x + 1. Wykonaj dzialania.

2) P(x)- R(x) - Q(x) d) R(x) - Q(x) - [P(x)]?
b) 2P(x)- Q(x) — 3R(x) e) [P(x)]*- [-R(x)] + 2Q(x)
c) [P(x)]” - Q(x) f) P(x)-Q(x)- R(x)

2.10. Danyjest wielomian W(x) = x° —2x° + x—1. Wykonaj dzialania i uporzadku;
wyrazy w wielomianie Q(x) = W(2) - x> +3x% - (W(x)-x+1)-x-W(3).

* 2.11. Dane sg wielomiany: W(x) =2x -1, P(x) = x° = 3ax +b,
ix)= 2x° —7x% + (5a +b)x —2a. Wyznacz aib tak, aby dla kazdej liczby rzeczywi-
stej x zachodzita rownos¢ W(x) - P(x) = Q(x).

2.12. Czy mozna tak dobrac¢ wspolczynnikia i b, aby dla kazdego x € R zachodzita
rownosé¢ Wix) = P(x) - Q(x)?

a) P(x)=2x+a Q(x)=3x2+bx+1 W(x):6x3+x2—1{}x+3

b) P(x):x2+ax+5 Q(x)=2x"+bx+1 W(x)=2x"-5x"+14x"-8x+5
c) Px) =x*-3x+a Q(x)=x"+bx-2 Wi(x) = x* - 2x +3x-10

2.13. Dane sg wielomiany W(x) = 3x* —ax+b, P(x) = 2x + 3,

%) = —6x° + (1+ b).’:v:2 — 8bx + a—b. Wyznacz a i b tak, aby wielomian
F(x) = W(x) - P(x) + Q(x) byl wielomianem zerowym.

* 2.14. Przedstaw wielomian W(x) = 2x" - 3x" +7x* - 5x+ 4 w postaci iloczynu

dwdch wielomiandw, z ktorych jeden jest rowny Q(x) = = g 1,

2.15. Podaj przyklad dwéch wielomiandw stopnia pigtego, ktorych suma jest wie-
lomianem stopnia trzeciego.

2.16. Podaj przykiad dwoch wielomiandéw stopnia trzeciego, ktorych rdznica jest
wielomianem stopnia zerowego.

-~ 2.17. Dane sg wielomiany W(x) i P(x) o wspolczynnikach catkowitych. Wiadomo,
7e dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniony jest warunek W(x)- P(x) = x°. Wykaz,
ze W(1) = P(1).
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.~ 2.18. Wyznacz stopienh wielomianu W(x) + P(x) w zalezno$ciod aib.

a) W(x)=ax3+bx2+x—3 P(x)z(b—?.)xj—axz—x—l
b) Wx)=(a-1Dx" - (b+4)x" +ax-1 P(x) = (b+ 1)x° — 2ax> + 2x + 2

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zZeszycle.

1. Dane sg wielomiany W (x) = 5x° +7x° —x+2 i P(x) = -5x" + 2x — 1. Wskaz
wielomian rowny wielomianowi W(x) + P(x).

A.5x +12x-3 B.7x +x+1 C.2x" —x+1 D.7x" —x+1

2. Dane sg wielomiany W(x) = 2% —x+1 i Vix) = ~3x”. Wskaz wielomian
rowny wielomianowi W(x) - V(x).

A. —6x°+3x° -3 C. —6x° + 3x° — 3x°

B. 2x° - 3x* —x+1 D. 6x° — 3x> + 3x°

3. Wskaz iloczyn réwny wielomianowi W(x) = x° — 2x° - 3.

A (x*+2)(x" +3) C. (£ -3)(x*+1)

B. (xj—Z) (;x:2+1) D. (x3+1)(x2—3)

4. Dane sg wielomiany W(x) = 2x° —11x" +x -3 i P(x) = —x° - 2x" + x°.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 40.

B. Stopien wielomianu W(x) — P(x) jest réwny 8.

C. Wyraz wolny wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 3.

5. Dane s3 wielomiany: W(x) = 4x° —2x* - x+3, Q(x) =8x-5, R(x) = x°+x+2.
Wyznacz wielomian P(x) = 3 - W(x) — 2Q(x) - R(x).

6. Dane sg wielomiany:
Wi(x) = 3x° —4x° +7x — 2, Q(x) =-3x+1, P(x) = XX — x+2
Wrykaz, ze wielomian W(x) + Q(x) - P(x) jest wielomianem zerowym.

7. Dane sg wielomiany: P(x)=ax+ 1, Q(x) = x> +bx -4,
W(x) = —4x’ — 19x” + 21x — 4. Wyznacz wspotczynniki a i b tak, aby dla kazde;
liczby rzeczywistej x zachodzita réwnos¢ W(x) = P(x) - Q(x).



3. Wzory skroconego mnozenia

Umiejetnosci:
. : ; G 3 % 8,48 8 i
» stosowanie wzorow skroconego mnozenia: (@a+ b), (a-b), a +b”, a - b

Podnoszenie wielomianu do potegi (o dodatnim wyktadniku naturalnym) jest, po-
dobnie jak potegowanie liczb, innym zapisem mnozenia.

Przykiad @) « zad. 3.3
Podniesiemy do trzeciej potegi wielomian W(x) = x° — 2.
Rozwigzanie
(I’V(-"hf))3 = (x3 o 2)3 = (x3 - 2)2(x3 - 2) - (.::f::'5 —4x° + 4) (x3 - 2) =

=x0 =2 —dx® 4+ 8 4P -8 =% —62° +12x° -8

&
Przy mnozeniu wielomiandéw pomocne s3 wzory skréconego mnozenia.
Twierdzenie “‘
(a + b)z = a’ +2ab + b’ kwadrat sumy
(a - by = a® - 2ab + b* kwadrat réznicy
a’ - b = (a+ b)a-b) roznica kwadratow

Analogiczne wzory dla potegi o wykladniku réwnym 3 maja nastepujgcg postac.

Twierdzenie \

(a + b)3 = a’ +3a’b + 3ab® + b’ szescian sumy
(a-by =a’ -3a’b+3ab* - b szescian roznicy
a’+b° =(a+b) (az —ab + bz) suma szescianow
a-b = (a —b) (:12 +ab + bz) roznica szescianow

Zauwazmy, ze w ostatnich dwoch wzorach wyrazenia a’ —ab+b® oraz a’ +ab+b* przypominaja (("- )
kwadraty roznicy oraz sumy, tylko ze przy iloczynie ab nie ma wspolczynnika 2 (inaczej mowiac,

nie ma tam podwojonych iloczynéw a przez b).

Wyrazenia te czesto nazywamy niepelnymi kwadratami réznicy (sumy) a i b.




Dziat 2. Wielomiany | wyrazenia wymierne

Wyprowadzimy dwa wzory dla potegi o wykladniku 3, pozostale zostawiamy jako
zadanie do samodzielnego wykonania.

o (a+b) =(a+b)2(a+b)=(a2+2ab+b2)(a+b) =
—a’ +a’b+2a°b+2ab> +ab®> +b® = a’ + 3a°b + 3ab® + b’

® (a-~b)(n2+ab+bz):a3+azb+abz—azb~ab2—b3::;13—!73

Przyktad @) < zad. 3.4

Wykonamy dziatania.
a) (x-2)° b (33{:2 2 2x)3 &) (x—2P+(x+2" d) (5-xP+(x-5)

Rozwigzanie
a) (x-2P =x"-3-x*-2+3-x%x-2°-22=x*-6x*+12x—8

b) (sz - Zx)j - (3.»:2)3 4 (3.‘!62)2 243 S« I ~ 220 =
=27x% —3-9x* - 2x + 9x” - 4x" — 8x° = 27x° — 54x° + 36x" - 8x°

) (x-2P+(x+2° =(x-2+x+2) [(x—Z)Z—(x—2)(x+2)+(x+2)2] .
=2x(x2—4x+4—x2+4+x3+4x+4)= 2x(x% +12) = 2x° + 24x

d) 5-x°+x-5°=[-(x-5]+(x-5=(-1’(x-5)° + (x - 5)° =
= (x-5F +(x—-5 =0

3.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Wyrazenie 8 p"ﬂi et pzq + 6 pqz = q3 mozna zapisac w postaci

A. (4;}2 +4pq+q2)(2p—q). B. (4p—q)3. C. 2p-q).

3.2. Wykonaj potegowanie.
) (<) () () (<)
b) (x-4)% (x-v2+1)", (x+3-+3)

c) (3\@:—2\/5)2, (\EJC+2\/§)2, (Zﬁx+?—~;)2

3.3. Wykonaj potegowanie.
a) (2x+1), (2x-3), (2x-1)7 o (1), (+2), (F+1)

b) (4x—3)°, (3x —4)°, (4x —1)° d) (2;;.:2 _ 5x3)3, (3x3 _ 1)3, (2x3 - 5)3
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3.4. Wykonaj dzialania.

a) 2(x— 2)3 - (2x - 1)3 e) (Jc2 + ) (x + 1)2
b) (-3 -2x) + (2x + 3)° ) [(x+ 1)+ @2~ x)(2+x)]
c) 3(x—2Y -202x—-1) +4x(2x - 1) (.m;:2 - Zx) (x + 2:}:)3

9

d) Bx-1 -2(x+2) +x(5x+1)°  h) (2x - S-I) + (3x = zxz)J

3.5. Zastosuj wzory na sume lub réznice szesciandw i przeksztal¢ wielomian.

a) 8x° —27 d) (x-1Y = (x+1)
b) 125 + x° e) (2x —3)° + (x + 3)°
c) 64x° - x’ ) (5x-3) - (3x+5)°

3.6. Przeksztal¢ wielomian W(x) do prostszej postaci, a nastepnie oblicz jego war-
tos¢ dla x = x,.

) W(x)=(m/?—1)(xﬁ+1)—(2x+3)2+4(3x+ \E) %9 = V3

b) W(x)=(\/E—x)(\/5+x)—%(l—2xz)—(x+%) xﬂ=1—\/7
_ 2 N 2- oyl B 1 -1/2
c) Wx)=2x+1)" - 2(x-2)"+3-2x Xg = 4

3.7. Przeksztal¢ wielomian W(x) do prostszej postaci, a nast¢pnie oblicz jego war-
tos¢ dla x = x,,.

a) Wix) = (xz —5x + 3)2 — 4(2x — 1)* + 3x Xg = %
b) W(x) = Z(Jc2 - 4) (xz - 4) - 3(3:2 - X — 1)2 - 2x(x + 1)2 Xg = -2

2

) W(x):(2x2—3x+1)2—(x2+x—~3) +2x(7x2—6x) Xg = V3

3.8. Dane sg wielomiany: W(x) =2x+1, P(x)=x+a
i Q(x) = 8x" —4x” + bx” - 11x — 2. Wyznacz wspotczynniki a i b tak, aby dla kazdej
liczby rzeczywistej x zachodzita réwnosé (‘W(.:x:))3 - P(x) = Q(x).

* 3.9. Wielﬂmian Wi(x) = x* — 6x° + 13x> — 12x + 4 jest kwadratem wielomianu
Q(x) = x* + bx +c. Wyznacz bic.

3.10. Oblicz.
) (VE+1) b (VE-V2) o (Vi+2vE) ) (3-92)

3.11. Wykaz, ze liczba 2021° — 2018” jest podzielna przez 3. Nie korzystaj z kalku-
latora.
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3.12. Wykaz, ze liczba 22 222° + 33333 jest podzielna przez 5. Nie korzystaj z kal-
kulatora.

3.13. Wykaz, ze liczba i 2T i jest podzielna przez 48. Nie korzystaj z kalkulatora.

+ 3.14. Dane sg dwie liczby rzeczywiste x i y spelniajgce rownania x—y =41 xy = 2.

Wrykaz, ze
a) x2+y2=2{}. b) xi—yB’:SS.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycle.

p—

2

(Vi-1)+2
2v2 -3

A. 25(V2 +1). B. 5(v2-1). C. 5(1 - v2). D. 25(3 +2V2).

1. Wyrazenie jest rowne wyrazeniu

2. Wielomian (2:%:2 — 1)3 — 3(:::3 = 2)2 — 5.:«:2(3«:4‘L + 1) jest rowny wielomianowi

A. 12x* + 12x° + x° - 13. C. 12x" - 12x° - x° + 13.
B. =19x" + 12x° —x* —13 D. =12x* +12x" +x° =13,
Ny : , o 2- V2
3. Wskaz objetosc szescianu, ktorego krawedZ ma diugosc rowng 7
A. 10 + 72 B. 10 + 1412 C. 10-7v2 D. 14v2- 10
4. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
3
A. Jednomian 36x" jest jednym ze sktadnikéw sumy (3::«:E + 2) .
3
B. Jednomian 36x" jest jednym ze sktadnikéw sumy (2;:*::l + 3) :
3
C. Jednomian 36x" jest jednym ze sktadnikéw sumy (sz + 2x) ;

5. Zapisz wielomian (2x — 1)’ +(1-x)3x-2)* w postaci uporzadkowanej. Oblicz
warto$é wielomianu dla x = —+/5.

6. Wiadomo, ze a+b=31i ab=1. Oblicz a’ + b".

1. Wykaz, 7e liczba 29 — 7 jest podzielna przez 12. Nie korzystaj z kalkulatora.
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Umiejetnosci:
* rozwiazywanie rownan wielomianowych

PoznaliSmy juz definicje pierwiastka tréjmianu kwadratowego. Podobnie okreslamy
pierwiastek dowolnego wielomianu.

m -‘

Pierwiastkiem wielomianu W(x) nazywamy taka liczbe a, dlaktérej W(a) = 0.

Na przyklad liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x° -8,
bo W(2) =2" -8 =0,

aliczby 0, 11 -1 sa pierwiastkami wielomianu P(x) = x° — x,

bo P(0) = P(1) = P(-1) = 0.

m -‘

Réwnaniem wielomianowym (algebraicznym) nazywamy réwnanie postaci

W(x) = 0, w ktérym W (x) jest wielomianem. Stopniem réwnania nazywamy
stopien wystepujgcego w nim wielomianu.

’ . 3 . ’ . . ’ . 5
Na przyklad réwnanie x” — x = 0 jest rOwnaniem stopnia 3, a rownanie x” + 1 =0
jest rownaniem stopnia 5.

Rozwigzanie rownania W(x) = 0 oznacza znalezienie wszystkich pierwiastkdéw wie-
lomianu W(x).

Ogolne wzory na pierwiastki wielomianow stopnia trzeciego odkryl w XVI w. wloski matematyk (({ }})
Niccolo Tartaglia. Wzory te jednak nosza nazwe wzorow Cardana, od nazwiska innego wloskiego
matematyka i lekarza, ktory w 1545 r. opublikowal je (bez zgody Tartaglii) w swojej ksiazce.

Podal tam réwniez metode (znaleziona przez Ferrariego, ktéry byl jego uczniem) rozwiazania
rownania czwartego stopnia poprzez sprowadzenie go do rownania stopnia trzeciego.

Nie podamy ogdlnych wzordw na pierwiastki wielomiandw stopni wyzszych niz dru-
gi. Dla stopni trzeciego i czwartego takie ogdlne wzory istniejg, ale sg bardzo skom-
plikowane. Udowodniono natomiast, ze dla rownan stopnia wyzszego niz czwarty
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wzordéw na pierwiastki nie ma. Tylko nieliczne typy réwnan wyzszych stopni dajg
sie rozwigzac w prosty sposob. W pozostalych przypadkach mozna szukac réznymi
metodami przyblizen pierwiastkow i najczesciej, korzystajgc z pomocy komputeréw,
znajduje sie je z zadang wczesniej dokladnoscia.

()

Autorem ostatecznego rozstrzygniecia problemu rozwigzywalnosci rownan
wielomianowych jest wybitny matematyk francuski Evariste Galois
(1811-1832). Zyl bardzo krétko, ale jego naukowe osiagniecia wyprzedzily
stan dwczesnej matematyki o kilkadziesiat lat. Zajmowal sie¢ tez polityka

i jako rewolucjonista trafil do wiezienia. Zginal w pojedynku. Jego zycie
zostalo opisane w ksiazce Leopolda Infelda Wybrasncy bogow.

Zajmiemy si¢ teraz szukaniem rozwigzan rownan stopnia wyzszego niz drugi w przy-
padkach, gdy cel ten mozna osiggng¢ w stosunkowo prosty sposéb. Najprosciej, po-
dobnie jak w réwnaniach kwadratowych, znajduje si¢ pierwiastki rownania W(x) = 0
wowczas, gdy wielomian W jest zapisany w postaci iloczynu czynnikow stopnia
plerwszego.

Przykiad € < zad. 4.1
Rozwigzemy rownanie (x — 1)(x —3)(x + 2) = 0.

Rozwigzanie
[loczyn ma wartos¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden czynnik w tym ilo-
czynie ma wartos$¢ 0. Zatem aby wyznaczyc pierwiastki rownania, wystarczy znalez¢
pierwiastki poszczegdlnych czynnikéw. Mamy wiec:

X—-1=01lub x—~3=0 lub x+2=0, czyli

x=1lub x=3 lub x=-2

Odp.: Pierwiastkami rownania sg liczby: 1, 31 -2.

Przykiad @) < zad. 4.2
Wyznaczymy pierwiastki wielomianu Q(x) = x(x + 3)?,

Rozwigzanie

Q(x) =0 Jesli n jest dodatnia liczba naturalna, ({ ﬂ)
x(x + 3)2 =0 to (x —a)’ = 0 wtedy i tylko wtedy,
x=0lub x=-3 gdy x = a.

Odp.: Pierwiastkami wielomianu Q s3 liczby 01 -3.
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Przykiad o zad. 4.3
Napiszemy wielomian, ktory ma dokladnie trzy pierwiastki: 7, 41 —2.

Rozwiazanie
Najprostszym rozwigzaniem jest W(x) = (x — 7)(x — 4)(x + 2), ale wielomianow
spelniajgcych warunek zadania jest nieskonczenie wiele. Oto kilka innych:
P(x)=3(x—-7)x—-4x+2)
T(x) = (x - 7)*(x — 4y (x + 2)

Qlx) =(x—-7)x—-4)(x+2) (.a::2 ks 1)
Z(x) = V3(x - 7)(x - 4)1?‘5(,1: +2) (f - 2)

W kazdym wielomianie spetniajgcym warunki naszego zadania musi wystapic ilo-

czyn (x —7)(x —4)(x + 2). Jezeli chcemy tworzyc¢ inne rozwigzania, to mozemy:

* mnozyciloczyn (x —7)(x—4)(x +2) przez dowolng liczbe r6zng od zera - tak jak
w wielomianie P,

* poszczegoOlne czynniki iloczynu (x — 7)(x — 4)(x + 2) podnosi¢ do dowolnych
poteg naturalnych dodatnich - tak jak w wielomianie T,

* mnozy¢ iloczyn (x — 7)(x — 4)(x + 2) przez czynnik, ktéry nie ma innych pier-
wiastkéw — tak jak w wielomianie Q.

Przykiad o zad. 4.8

Wyznaczymy wspolczynnik a, wielomianu W(x) = 2x> — x* + 5x + a, tak, aby
jednym z pierwiastkéw wielomianu W byla liczba —1.

Rozwiazanie
W(-1) = 0, zatem
—2-1-5+4+a,=0 istad g, =8

Rozktad wielomianu na czynniki

Wiemy juz, ze jezeli wielomian W jest zapisany w postaciiloczynu czynnikéw stopnia
pierwszego, to bez problemu mozna rozwigza¢ réwnanie wielomianowe Wi(x) = 0.
Dlatego zajmiemy si¢ teraz rozkladem wielomianu na czynniki. Nie wszystkie wie-
lomiany mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe. Przykladami takich nierozkladalnych

wielomianow sg tréjmiany kwadratowe, ktorych wyrdznik (A) jest ujemny, np. x°+2,
2
X +x+ Ll

Podamy (bez dowodu) twierdzenie dotyczgce rozkladu wielomianu na czynniki.

81 I
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Kazdy wielomian mozna roztozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.

Zatem jedyne wielomiany, ktérych nie mozna roztozy¢ na czynniki, to tréjmiany
kwadratowe o ujemnym wyrozniku.

| ~ Wniosek "

Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek.

Wielomian stopnia parzystego moze nie mie¢ pierwiastkow. Jest wowczas iloczynem

wylgcznie nierozkladalnych trojmianéw kwadratowych.

Tylko niektére wielomiany stopnia wyzszego niz 2 mozna w prosty sposob roztozy¢
na czynniki. Pokazemy przyktady takich wielomianéw.

Przykiad €) < zad. 4.11
Rozlozymy na czynniki podany wielomian.

Rozwiazanie
a) W(x) = x> —2x% + x «— wspolny czynnik x wylaczamy przed nawias
W(x)=x(x2—2x+ 1) —a* =2ab+b* =(a-b)°

Odp.: W(x) = x(x — 1)

b) Wi(x) = 2x* + %7 + 5.1~z:12 «—— wspdlny czynnik x° wylaczamy przed nawias
Wix) = x2(2x2 +x + 5) «— obliczamy wyrdznik A tréjmianu kwadratowego
A=1=4-2-5==39 —A<0

Odp.: W(x) = xz(zxz + X + 5)

¢) Wix}) = 3x° — 3x° — 6x

W(x)=3x(x2—x—2) —A=1-4:1:(-2)=9
x,=-1, Xy =2 «— obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego
x> —x-2=(x+1)(x-2) «—— zapisujemy trojmian w postaci iloczynowej

Odp.: W(x) = 3x(x + 1)(x — 2)
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) Wix) = x* +2x
W(x)_x(x +2) —a’+b’ =(a+b)(a’ —ab+b")

x3+(\/_) (x+\/_)(x - X 2+‘\3@)
Odp.: W(x) = x(x - Q@) (xz — xV2 + %’Z)

Niepelny kwadrat roznicy a” —ab +b’, oile a # 0 i b # 0, jest wielomianem nierozkladalnym. )
Jezeli bowiem w wyrazeniu a° — ab + b® litere a potraktujemy jako zmienna, natomiast b jako
liczbe, to wyréznik A takiego tréjmianu jest ujemny, bo A = b° — 4b* = -3b*. Takie samo
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w wypadku niepelnego kwadratu sumy, czyli wyrazenia

2 2
a +ab+b".

Przyjrzyjmy si¢ ponownie rozkladowi na czynniki wielomianu z przykfadu 5c:
Wi(x) = 3x° — 3x° — 6x
Zauwazmy, ze mozna ten rozklad przedstawic¢ w wielu postaciach, np.:
(1) Wi(x) =3x(x+ 1)(x—2)
(2) W(x)=x(3x+3)(x—2)
(3) W(x)=3x(x-2)(x+1)
(4) W(x)=3(x+ 1)x(x—2)
ktére réznig sie w rzeczywistosci tylko kolejnoscia czynnikéw, ewentualnie potoze-
niem stalej (w rozkladzie (2) liczba 3 nie jest wylgczona z czynnika 3x + 3).

Te wlasnos¢ rozktadu wielomianu na czynniki formutuje si¢ w postaci twierdzenia,
ktére podajemy bez dowodu.

e o Sy =t g F
o ..II._ Seaum __.I_a:h L-." 'T.- I_._--.'... =1
. 0 Y 7
I YWWiIcCT L&
" Y ¥y P S —

Rozkiad wielomianu na czynniki jest jednoznaczny (z dokladnodcig do stalej
wylaczonej przed nawias).

Dzieki podanym wyzej twierdzeniom mamy gwarancje istnienia rozkladu wielomianu na (1))
czynniki stopnia co najwyzej drugiego. Twierdzenia te nie wskazuja natomiast sposobu
postepowania prowadzacego do otrzymania takiego rozkladu.

X W dotychczasowych przyktadach mozna bylo od razu skorzystaé ze wzoréw skréco-
nego mnozenia lub wylgczy¢ wspolny czynnik ze wszystkich sktadnikow wielomianu.
W nastepnych przyktadach, aby wylgczy¢ czynnik, bedziemy najpierw odpowiednio

grupowac wyrazy wielomianu.

X
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Przykiad o zad. 4.12

Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = X +3x"+x+3.

Rozwiazanie

4+ 3x%. Jezeli wylaczy-

Popatrzmy na pierwsze dwa skladniki tego wielomianu: x

my przed nawias x°, to otrzymamy x*(x + 3). W nawiasie mamy wOwczas sume
identyczng jak ta, ktorg tworza ostatnie dwa wyrazy wielomianu.

Wi(x) :xz(x+3)+x+3
Wix) = xz(x +3)+1-(x+3) «— wspolny czynnik x + 3 wylaczamy przed nawias
Wi(x) = (x + 3) (xz + 1) «— czynnik x* +1 jest nierozkladalny

Odp.: W(x) = (x + 3) (J«:2 - 1)

Przykiad @) < zad. 4.13
Rozlozymy na czynniki dany wielomian W(x).

Rozwigzanie
a) Wi(x) = x° - 2x’ —4x + 8

W(x) = (x3 = 2.}:2) — (4x — 8) «— grupujemy wyrazy
Wi(x) = x*(x - 2) — 4(x - 2)
Wix) = (x-2) (xz - 4) «— korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéow

Wix) =(x—-2)(x—-2)x+2)
Odp.: W(x) = (x - 2)2(:(: +2)

RO b) Wix) =7x +2x% —21x — 6

L -
|||I~..:r"’ .:_

Pokazemy dwa sposoby grupowania wyrazéow tego wielomianu.
I sposob

W(x) = (7x3 s 21x) + (zf y 6) - 7)&:‘(:{2 g 3) + 2(;..:2 . 3) -
= (x2—3)(7x+2) = (x - V3) (x+ V3) (7x +2)

IT sposéb

W(x) = (75 + 227 ) - (21x+ 6) = x*(7x +2) - 3(7x +2) =

= (7x+2) (- 3) = (7x +2) (x - V3) (x + V3)

Mamy juz ostateczny rozklad wielomianu W. Mozna jeszcze wylaczy¢ przed na-
wias 7, aby wszystkie czynniki byly zapisane w postaci wygodnej do odczytania
miejsc zerowych wielomianu.

Odp.: W(x) = 7(x — \@) (x + \@) (x + %)
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Przykiad €) < zad. 4.16 %X

Rozwigzemy podane rownanie, rozkiadajac jego lewg strone na czynniki.
Rozwigzanie
a) 5x° —4x” —10x +8 = 0

(5x° - 10x) - (4x*-8) = 0

5x(x2~2)—4(x2~2) -0
(xZ_.z)(Sx—al):{}, czyli S(x—\/_)(x+ \/_)(x—-g):ﬂ
Odp.: x = V2 lub x = -2 lub x:i;-

b) x* + V3x’ - x* - V3x =
(x-i-\/_x—x \/_) 0

x:(x —.x:) (\/—x - ]
xhx(x2—1)+\/§(x =} ]=0
x(xz— 1)(x+ \E) =0, czyli #{x— [)(x+ 1){%+ \B) =

Odp:x=01lub x=1 lub x=-1 lub x=-+3

* Przyktad @)  zad. 4.18

3

Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = x™ - 3x° + 2.

Rozwigzanie
Wielomian W(x) ma nieparzysta liczbe skladnikéw, zatem grupowanie wyrazow
nie doprowadzi do wylonienia wspdlnego czynnika. Przedstawmy wiec jeden z tych

sktadnikéw jako sume dwoch: 3x° = x° + 2x°. Zatem:
W(x)=x3—x2—2x2+2
W(x) = (f - xz) g (2.::2 = 2)
W(x) = F(x - 1)-2(x* - 1)
Wi(x) = x*(x — 1) = 2(x — 1)(x + 1)
Wi(x)=(x-1) [xz - 2(x + 1)], czyli W(x) =(x-1) (xz —2x — 2)

A=4-4-1-(-2)=12 «— obliczamy wyr6znik i pierwiastki tréjmianu
x;=1- V3, x, =1+ V3 kwadratowego

W(x)=(x—1)(x—1+\/§)(x—l—\/§)
Odp.:W(x)=(x—l)(x—1+@)(x—l—\@)
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Metoda podstawiania

Czesto podczas rozkladania wielomianu na czynniki nie mozna skorzystac ze wzoréw
skréconego mnozenia, wylgczy¢ wspdlnego czynnika ani tez pogrupowac wyrazow
wielomianu. W niektdrych sytuacjach mozemy postuzyc si¢ metoda podstawiania.
Przesledzmy to na przyktadzie.

* Przykiad €0 < zad. 4.20

Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = x"* + x* - 20.

Rozwiazanie

Podstawiamy x° = t. Wéwczas wielomian W staje sie zalezny od zmiennej ¢ i przyj-
muje postac:

W(t) = £° et =20 «— obliczamy wyr6znik tréjmianu kwadratowego zmiennej ¢:
A =81
ty=-5 1 =4 «— obliczamy jego pierwiastki

£ 4+t —20= (t +5)(t —4)  «— zapisujemy tréjmian w postaci iloczynowej
Zatem W(t) = (f + 5)(f — 4). Wracamy do podstawienia x2 =t
W (x) = (f it 5) (x2 . 4)

Czynnik x*+5 jest nierozkladalny, a czynnik x* -4 rozkladamy, korzystajac ze
wzoru na roznice kwadratéw i otrzymujemy ostateczny rozklad wielomianu W na
czynniki.

Odp.: W(x) = (xz + 5) (x — 2)(x + 2)

4.1. Wyznacz pierwiastki wielomianu.
a) W(x) =2(x - 7)(x +5)(05x-1) d) W(x) = (x+ v2)(2V2x - 2) (3 + xV3)

b) W(x) = (0,02 - 0,1x)(5x — 2) e) Wix)=0,1x(2x - 5)(3x + 0,6)

&) Wix) = (léx ; z) (3%}: ” z) ) Wix) = —4x>(x + 1)(x + 6)°

4.2. Wyznacz pierwiastki wielomianu.

a) Z(x)=4(x - 3) (x2 - 1) g) Zix) = 5(.:{3 + 27) (xz - 9)

b) Z(x) = -2(x+5(x*~6x+9) ) Z(x)=(2x+3)(x’ - x-2)

¢) Zix) = 3x(x‘j“ — 5x + 6) (2x + 8) g) Z(x) = (8.1:3 —~ 64) (:J::2 - 9)

d) Z(x) = (' - 8) (% + x - 6) h) Z(x) = (2x - 6) (x* + 11x + 10)
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4.3. Napisz przyklad wielomianu, ktérego pierwiastkami sg tylko podane liczby.
H) _23 5} ! b) _3‘ _2’ U’ 2 C) Di‘ %‘*‘ _zr 4: _‘\E d) 3; —1: %

4.4. Podaj przyklady trzech réznych wielomianow, ktorych pierwiastkami sg tylko
liczby: V7, 4, -2, -5.

4.5. Napisz przyklad wielomianu stopnia trzeciego, ktorego pierwiastkami sg tylko
podane liczby.
a} ~7.-2;1 b) 0, 4 c) -3,3 d) 3

4.6. Podaj przyklad wielomianu, ktorego pierwiastkami
a) sa trzy kolejne liczby nieparzyste. c) s3dwie pary liczb przeciwnych.
b) sa dwie liczby pierwsze. d) jest piec¢ kolejnych liczb catkowitych.

4.7. Podaj przykiad wielomianu stopnia trzeciego, ktorego pierwiastkami sg liczby:

—1, 3 1 4. Zapisz ten wielomian w postaci a3x3 + azxz + a,x + ay.

4.8. Liczby 2 i -3 sg pierwiastkami wielomianu Wi(x) = —x” + azxz + 5x + ay.
Wyznacz wspolczynniki a, i a, tego wielomianu.

4.9. Podaj przykiad wielomianu W, ktérego pierwiastkami sg liczby 1, 2 oraz 3 i kto-
ry spelnia warunek W(4) = 12.

4.10. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) Wix) = sy c) Wix) = ~7x° + 14x° e) W(x) = ~3x” + 27x°
b) W(x) = 3x” - 3x d) W(x) = x° — 4x ) W(x)=-x" +4x°

4.11. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.

a)} P(x) = 2x> +2x° — 12x d) P(x) = 5mx”* — 10mx” — 15mx”
b) P(x) = 7x” +2x° + x e} P(x) = 0,2x" + 0,6x" - 2x°
c) P(x)=0,5x" —2,5x° + 3x f) P(x)=-x"+3x"-2x

4.12. Roztoz wielomian na czynniki nierozktadalne.

a) W(x)=x" —6x"+ 12x — 8 d) Wi(x) = 2x° + 12x% + 24x + 16
b) W(x) = 8x° — 36x” + 54x — 27 e) W(x) = -3x" —27x° — 81x — 81
¢) W(x) =125+ 75x + 15x” + x° ) W(x)=-2x"+ 3x° — %x + i-
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4.13. Rozloz wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) Qx)=x" - x"+x-1

b) Q(x) = x° - 5x* — 4x + 20

c) Q(x) = 8x" —20x” — 18x + 45

d) Q(x) = 11%(:3 - 6%.1:2 — 20x + 12

e) Q(x) = 14x° +2x* —21x -3
) Q(x) = 6x + V8x* — 18x — 62

g) Q(x) = V3x’ — x* + V48x — 4

1 4 1 3 2 ]
h) Q(x):gx —gx - 3x +15x
1) Q(x):x5+2x4+x3-—x2-—2x—l
i) Q(x)=8x"—32x"+32x° + x* — 4x + 4
K) Q(x) = 9x° + 12x* +4x° —9x> - 12x — 4
D) Q(x) = x° — 4x” +4x" + 4x” — 16x + 16

4.14. Przerysuj tabele. Wyznacz wielomiany, ktére nalezy wstawi¢ w miejsce |2/.

czynnik czynnik czynnik illoczyn
czynnik ? ¢ ¢ X+ x°
czynnik ? ? ¢ x* +5x% + 6x
czynnik ? ? ? x? —2x* - 9x + 18
iloczyn % " x” +6x° + 9x ?

4.15. Rozwiaz réwnanie.

a) 3x° +30x° +75x = 0
b) 18x +12x% +2x° = 0

c) Inx — 6mx’ + X" = 0

d) x’ —8x* +16x =0

4.16. Rozwigz réwnanie.

1 1
a) — 2 +x+1=0
2y 3

b) 4x” + 4x* - 25x-25=0

c) V3x’ - V192 =0

e) x*+6x° +9x° =0

f) —2x°-28x"-98x =0

2 3 5 5
X +-=-x"-x=0
5)3 3

h) vV2x’ — 4x° - 6v2x” = 0

d) 242x° = 6V3x* +9V2x - 3V3 =0

t) X+ V2x —4x® - 4V2x =0
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4.17. Rozwigz rOwnanie.

) (x—4)(x2 +x+3)+(2x—5)(x2+x+3) =10
b) (x*-3) (x+7) = (3-#) (x+1)

o) (x2+4) (x4 8) = =16

d) (x—-2)2x+4)2x+3)=(3—-x)(x+2{6x +9)

* 4,18. Rozléz wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) W(x)=x"-7x+6 ¢) W(x)=x>-21x-20
b) W(x) = x° —4x -3 d) W(x) = x° — 12x + 11

+ 4.19. Rozwiaz roOwnanie.
a) x> —13x+12=0 ) ¥ +2x+3=0
b) x> —111x+110=0 d) x>’ -5x+4=0

+ 4.20. Rozl6z wielomian na czynniki nierozktadalne.

a) W(x)=x"-5x"+4 d) W(x)=-2x"-12x* - 16
b) W(x) = x* — 11x* + 18 e) Wi(x)=4x" - 25x" +6
c) W(x)=x*+12x*-13 f) W(x)=-36x"—65x" + 36

4.21. Rozwigz réGwnanie.

2
a} x*-2x"-3=0 c) (x2+x—1)—1={}

b) (x2+2x)2—7(x2+2x)—8=0 d) (x2+3x+5)2—2x2—6x—13=ﬂ

4.22. Suma dwoch liczb naturalnych rowna sie 18, a suma ich szeS§ciandw rowna si¢

1674. Wyznacz te liczby.

4.23. Suma szesciandw trzech kolejnych liczb naturalnych jest 12 razy wigksza od

kwadratu srodkowej z nich zwigkszonego o 2. Wyznacz te liczby.

. . —— g .3 2 —
4.24, Liczby 2i-3 sgpierwiastkamirdownania x” +mx —4x+n = 0 z niewiadoma x.
Wyznacz wspolczynniki m i 7, a nastepnie znajdz trzeci pierwiastek tego rownania.

+ 4.25. Wykaz, ze jezeli pierwiastkami wielomianu W(x) = X+ Hzxz ta;x+a; s3

liczby a, b, c,to a-b-c = —a,.

+ 4.26. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej nieparzystej x wartos¢ wielomianu

W(x) = x° + 5x° — 9x — 45 jest liczbg podzielng przez 8.
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» 4.27. Wyznacz takie wartosci a i b, aby wielomiany W(x) = (x — a) (x‘?‘ - 8x + 15)

i P(x)=(x-b) (xz —2x — 15) byly réwne.

+ 4.28. Sprawdz, czy istniejg takie wartosci a, b i ¢, dla ktorych wielomiany:

Wi(x) = (J«:——.'::{)(.:r:E —x—fj), P(x) = (x-b) (xz — 4x — 12)

i Q(x) = (x-c) (xz - 9x + 18) sg rowne.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W Zeszycle.
1. Suma wszystkich pierwiastkow rownania 2x(x—2}(x+9)(x—11) = 0 jest rowna
A. 0. B. 4. (. 22, D. —4.
2. Wskaz rozwigzania réwnania x3(3x + 1) (.ac3 — 8) =0
A. -8,0,-1 B. -8,0, - C. —=,0,2 D.0, 2,2
3 3 3
3. Wskaz wielomian, w ktérego rozkladzie na czynniki wystepuje x — 3.
A. W(x) = x° — 3x C. W(x) = 2x° — 18x°
B. W(x) = x* + 9x” D. W(x) = x° - 9x°
4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

5.

6.

7

. Wielomian W(x) = x>+ x

: : % . L . o -
. Wielomian W(x) = x* + x” + x + 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech

czynnikow stopnia pierwszego.

- - 3 2 - - : e
. Wielomian W(x) = x” — x* + x — 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech

czynnikow stopnia pierwszego.
* — x -1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
czynnikow stopnia pierwszego.

3v—x2~—3x.

Roz16z na czynniki stopnia pierwszego wielomian W(x) = 2x
Rozwigz rownanie 2x> + 3x* = 10x - 15 = 0.

Kwadrat pewnej liczby zmniejszonej o 2 jest réwny szeScianowi tej liczby.

Wyznacz te liczbe.
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Umiejetnosci:
» dzielenie wielomianu przez dwumian ax + b

Ostatnim dziatlaniem w zbiorze wielomianow, ktére oméwimy, jest dzielenie.

m -\

Mowimy, ze wielomian W(x) jest podzielny przez niezerowy wielomian P(x),
jezeli istnieje taki wielomian Q(x), ze W(x) = P(x) - Q(x).

Wielomian P(x) nazywamy dzielnikiem wielomianu W(x), a wielomian Q(x)
ilorazem wielomianu W (x) przez P(x).
Bezposrednio z tej definicji wynika ponizszy wniosek.

m -“'

Jezeli wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), to stopien P(x) nie
moze by¢ wyzszy od stopnia W(x).

Sposéb dzielenia jest bardzo podobny do dzielenia w zbiorze liczb naturalnych.

Podzielimy wielomian 2x* + 3x” + 9x” + 15x - 5 przez wielomian x° + 5.

2x2+ 3x — 1 « sprawdzamy, przez jakie wyrazenie nalezy
(2x4+ 3%+ 9x°+ 15x — 5) : (x2+ 5) pomnozy¢ x°, aby otrzymaé 2x” (czyli ile razy
_(2 o lgxl) x*, miesci sie” w 2x™) i wynik, rowny 2x°%,

30— 52+ 15x — 5 zapisujemy nad kreska
_(3 ¥ 18 x) » MNOZymy x* +5 przez 2x°

e 0od 2x*+ 3x°+ 9%+ 15x - 5 odejmujemy 2xt+ 10x°

=~ ; < S S ; 3
_(_xz_ 5 ) « sprawdzamy, ile razy x* ,,miesci sie” w wyrazie 3x
5 » MNOZymy X +5 przez 3x

cod3x” —x* +15x -5 odejmujemy 3x° + 15x

+ sprawdzamy, ile razy X »miesci sie¢” w wyrazie -
« MNOZymy x* +5 przez —1

eod-x°-5 odejmujemy —x*—5

2x* +3x° +9x° + 15x - 5 :(x2+5)-(2x2+3x—1)
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Z wlasnosci dziatan na potegach wynika, ze jezeli W(x) = P(x) - Q(x), to miedzy
stopniami wielomiandéw W, P i Q zachodzi nastepujacy zwigzek:

stopien QQ = stopien W — stopien P
Zauwazmy, ze dzielenie wielomiandéw nie zawsze jest wykonalne. Na przyktad wielo-
mianu x> —2x” + 7x + 1 nie mozna podzieli¢ przez x (inaczej méwigc — nie mozna
wylaczyc x przed nawias z podanego wielomianu). Wylgczenie x przed nawias moze
by¢ tylko czesciowe:

x‘%—-2x2+’7;x:+1:x(x2~2x+7)+1

Podobnie jest przy dzieleniu liczb naturalnych. Na przyktad liczba 297 nie jest po-
dzielna przez 13,bo 297 = 22-13+11. W takiej sytuacji méwimy, Ze mozna wykonac
dzielenie z resztg. Wynik dzielenia 297 przez 13 to iloraz 22 i reszta 11.

Jezeli W(x) i P(x) sg niezerowymi wielomianami oraz stopien P(x) nie jest
wiekszy od stopnia W(x), to istniejg takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), ze:

Wi(x) = P(x) - Q(x) + R(x)

przy czym:
* stopien Q = stopien W — stopien P,
- stopien R jest mniejszy od stopnia P albo R jest wielomianem zerowym.

Jezeli R jest wielomianem zerowym, to wielomian W jest podzielny przez
wielomian P.

Przykiad €0 < zad.5.3
Podzielimy wielomian 2x” + 3x° + 9x° + 18x — 1 przez wielomian x” + 5.

Rozwiazanie

2x° +3x -1 Dzielenie mozna kontynuowac, ((( }B)

(2:!64 + 33 +952 + 18% — 1) ; (xz N 5) dopoki sjc::rplen‘m?lﬂmlze.l?u pc}c.l'

kreska nie stanie sie mniejszy niz

_(2x4 I 10x2) stopien dzielnika.
3x” —x” + 18x — 1
—(3.1'3 + 15x)
—x*+3x-1
—(—-Jc2 - 5)
3x +4 «— konczymy dzielenie, poniewaz stopieni reszty jest mniejszy

od stopnia dzielnika
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Latwo mozna sprawdzic, ze:
2x* +3x° +9x*> +18x -1 = (x2+5)-(2x2+3x— 1)+(3x+4)

Odp.: Wynikiem dzielenia wielomianéw jest iloraz 2x” +3x — 1 ireszta 3x + 4.

Przykiad @) « zad.5.7,5.8

Wyznaczymy wielomian W(x), ktéry przy dzieleniu przez x° — 2x + 1 daje iloraz
rowny 2x” + x i reszte rowng x* —3x+5.

Rozwigzanie

Z podanych informacji wynika, ze szukany wielomian W ma postac:

Wix} = (x3 —2x + 1)-(2x2+x) + x> =3x+5
Po wykonaniu dzialan, redukcji wyrazéow podobnych i uporzgdkowaniu sktadnikow
otrzymujemy koncows odpowiedz.
Odp.: W(x) =2x"+x —4x +x°—2x +5

Podzielnos¢ wielomianu przez dwumian

Dwumianem nazywamy wielomian stopnia pierwszego. Przyjmijmy, ze wielomian
W (x) jest stopnia co najmniej drugiego. Podczas dzielenia wielomianu W przez dwu-
mian postaci x —a wyznaczamy takie wielomiany Qi R, ze:

W(x) = (x - a)Q(x) + R(x)

Dzielnik jest stopnia pierwszego, wi¢c reszta jest zawsze albo liczbag rézna od zera

(czyli wielomianem stopnia zero), albo zerem (czyli wielomianem zerowym). Inacze;

mowigc, nie wystepuje w niej zmienna x. Dlatego mozemy wprowadzic ogolny zapis:
Wi(x) = (x —a)Q(x) + R

Czynno$¢ dzielenia zakonczy sie, gdy w stupku pod kreskg zostanie liczba, np.:

x3+5x+8 —xz—x+1
3 2 3 2
(x + 3x ——2x+1):(x—2) (-x — 4x —-2x+3):(x+3)
—(x3 - 2x2) —(—x3 - 3x2)
5x> —2x + 1 e = Vg B
—(sz — li}x) —(—.x:2 - Sx)
8x + 1 x+3
~(8x — 16) —(x + 3)
17 0

Mamy zatem x3+3x2—2x+1=(x—2)-(x2+5x+8)+17’

oraz —x3—4x2~—2x+3:(x+3)-(~—x2—x+1).
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Zauwazmy, ze jezeli obliczymy wartos¢ wielomianu W(x) = (x —a)Q(x) + R dla
X = a, tootrzymamy rownosc:

Wi(a) = (a — a)Q(a) + R,
czyli W(a)=R

‘ Jezeli W(x) = (x —a)Q(x)+ R, to W(a) = R.

Zatem, aby obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x —a, nie
trzeba wykonywac dzielenia — wystarczy obliczy¢ warto$¢ wielomianu W dla x = a.

Przykiad @) « zad.5.12

Obliczymy reszte R z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian P(x).

Rozwigzanie
a) Wi(x)=3x"—4x" +x-12, P(x) = x -2
R=W(Q)iw@)=3-2"-4.22+2-12=6

Odp.:R=6
b) W(x) =x"—x*+20, P(x)=x—- V3
R=w(+3) i W(V3)=(V3)" - (V3)" +20=26
Odp.: R = 26
c) Wix) = 3x® — x* - 5x* - 10, P(x)=x+ V2
R = W(-2)
W(-v2) = 3(-v2)" - (-v2)* - 5(-v2)* - 10 =24 - 4-10- 10 = 0
W tym wypadku wielomian W jest podzielny przez dwumian x + V2.
Odp.:R=0

Wroémy do zapisu: W(x) = (x — a)Q(x) + R.

Z réwnosci W(a) = R wynikajg nastepujgce wnioski:

* Jezelia jest pierwiastkiem wielomianu W (czyli W(a) = 0),to R = 0, co oznacza,
ze wielomian W jest podzielny przez dwumian x — a.

* Jezeli wielomian W jest podzielny przez dwumian x —a (czyli R = 0), to

Wi(a) = 0, co oznacza, ze a jest pierwiastkiem wielomianu W.
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Obydwa te wnioski zapiszemy krotko w postaci jednego twierdzenia.

o= oy .‘
|.-1'... "|' = 0 |1.

"'II :.:' I' g I: 'I r .Ir"

_.‘:-—""'- S ‘l-\_ a—\... _-\.._. ..f

Twierdzenie Bézouta

Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —a wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x).

Jest to jedno z wazniejszych twierdzen o wielomianach. Nosi nazwe twierdzenia
Bézouta od nazwiska XVIII-wiecznego matematyka francuskiego, cho¢ znane i sto-
sowane bylo wczesniej.

Przyktad @) « zad.5.13
Sprawdzimy, nie wykonujgc dzielenia, czy wielomian W jest podzielny przez dwu-
mian P.

Rﬂzwiazanie

a) W(x)——x — x° +2x* — 5x - 3, P(x})=x-3

W(3) =§-3 1-374+2.3°-5.3-3=27-27+18-15-3=0
W(3)=0
Odp.: Wielomian W jest podzielny przez x — 3.

b) W(x):5x3-x2+%x+l, P(x) = x + 1

W(—l)=5-(—1)3—(—1)2+—;--(—1)+1=—5—1—%+1:—5%

W(=1) 4 0 i
Odp.: Wielomian W nie jest podzielny przez x + 1.

Przyktad @) < zad.5.14

Obliczymy, dla jakich wartosci wspolczynnika m wielomian

3

W(x) = x* + mx> + 3x> — 5x — 2 jest podzielny przez dwumian x — 2.

Rozwigzanie
Aby wielomian W byl podzielny przez dwumian x — 2, musi zachodzi¢ réwnosc
W(2)=0
WR)=2*+m-2°+3-2°-5.2-2=16+8m
16 + 8m =0, stad m = -2
Odp.: Wielomian W jest podzielny przez x — 2 dla m = -2.
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9.1. Dane sg wielomiany W(x), P(x), Q(x)1 R(x) takie, ze W(x) = P(x)-Q(x)+R(x).
Stopien wielomianu W jest rowny 10, stopien wielomianu P jest rowny 4, a stopien
wielomianu R jest rowny 5. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu Q jest rowny 6.

B. Wielomian R jest resztg z dzielenia W przez P.

C. Wielomian R jest resztg z dzielenia W przez Q.

5.2. Podziel wielomian przez dwumian.

x" +2x —7x+4) (x —1)

a) ('

(x4+x s i s [ B 6) (x +2)

¢) (10x" +17x° - 557 — 10x + 3) : (2x + 3)
D (

35 —~ 7o < 1156 + 1627 —5x+6) (x — 3)

5.3. Wykonaj dzielenie wielomianow.
% + 352 — B+ 10) (x3—2x+2)

o

xt+x0 - 7x% = 13x - 6) (xz—Zx—S)

5

x* +x° = 3x + 8x° —7x+2) (x3+2x2—3x+1)

) (+
(xq—x3—5x2+3x+6):(x2—x—2)
)
D

4

5.4. Podziel kazdy z wielomianéw x* -1, x> -1, x" =1, x> — 1 przez dwumian

x — 1.

9.5. Wykonaj dzielenie wielomianu W (x) przez wielomian P(x). Zapisz wielomian
W(x) jako P(x) - Q(x) + R(x), przy czym R oznacza reszt¢ z dzielenia W przez P.
Okresl stopnie wielomianéw W, P, Qi R.

a) W(x) =3x" +5x" +2x+7 P(x)=x+1
b) W(x):x3~2x2+x—1 P(x):x2+x+3
c) W(x):2x3~x2——17x—3 P(x):x2~3x~1

d) W(x):2x4+x3+6x2~12x+3 P(x):x2+x+3

5.6. Ktorego stopnia wielomianem moze by¢ reszta, ktéra powstanie w wyniku dzie-
lenia wielomianu stopnia si6dmego przez wielomian stopnia trzeciego?
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9.7. Wyznacz wielomian, ktory przy dzieleniu przez 2x + 1 daje iloraz X +2x -3
1 reszte 5.

5.8. Wyznacz wielomian, ktéry przy dzieleniu przez x*—5x+2 daje iloraz 3x*—x+1
1 reszte 2x — 8.

9.9. Podaj przyktad wielomianu stopnia czwartego, ktory przy dzieleniu przez

5x” + 4x — 3 daje reszte x — 4.

5.10. Podaj przyklad wielomianu stopnia trzeciego podzielnego przez dwumian
X

9.11. Podaj przyktad wielomianu stopnia trzeciego podzielnego przez dwumiany
i B I

5.12. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W przez dwumian P. Nie wykonu;j

dzielenia.

a) W(x)=2x3—7x2+x—11 P(x)=x-1
b) W(x) = x" +3x" +5x + 1 P(x) = x + 2
c) Wix) = x1% — 259 4 50 Pix)=x+1
d) Wi(x) = x10%0 — x%° P(x) = x—2
92.13. Wykaz, Zze wielomian W jest podzielny przez dwumian P. Nie wykonuj
dzielenia. |

a) W(x)=x"-2x"+5x—4 Plx)=x-1
b) W(x)=—x4—2x3+4x2+x—6 Px)=x+3
c) W(x):3x3+x2-16x+4 Plx) = '~ 2
d) W(x):8x4m2x3+x2-—l P(x):x+-;15

5.14. Dlajakich wartosdci m wielomian W jest podzielny przez dwumian Q?

a) W(x)=3x3—5x2+x+m Qlx)=x-1

b) W(x)=x3+3x2+mx+4 Qx)=x+4

) W(x):mx4~—4x3w23x2—x—6 Qlx)=x+2

d) W(x)=9x3—3x2+mx—2 Q(x)zx——i-

9.15. Dla jakich warto$ci m reszta z dzielenia wielomianu W przez Q jest rowna R?
a) W(x) =x" — (8 +m)x* + 2m+ 11)x + 5m Qx)=x-1 R=-2
b) W(x)=2x4—(2m—1)x3—(m—1)x2+%mx—5 Qx)=x+2 R =

) W(x)=-x"+(m-2)x"—2m—3)x +2m+2 Qlx)=x-3 = -9

d) W(x) = (m—-1)x" + 3mx* — (m+2)x — 2m Qlx)=x+5 R=-6
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5.16. Dla jakich wartosci wspolczynnika a reszta z dzielenia wielomianu

Wi(x) = xt -7 przez P(x) = x +a jest rowna 97

# 5.17. Dla jakich wartosci wspolczynnikéw a i b reszta z dzielenia wielomianu

3 2 . : : ; -
W(x)=2x"+ax +bx+ 1 przezwielomian x — 1 jest rowna 4, a reszta z dzielenia
wielomianu W przez wielomian x + 2 jest rowna 137

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycle.

. N — . 3
1. Wskaz iloraz z dzielenia wielomianu x° + 2x* — x + 6 przez x + 3.
A X" +x+2 B. x* +x -2 C.x %2 D.x*-x-2

2. Wiskaz wielomian, ktéry przy dzieleniu przez x° — 3 dajeiloraz x + 2 ireszte 1.
A. xX° +2x° +3x—5 C.x°-2x°+3x—5
B. x’ +2x°-3x-5 D.x -2x"-3x—5

3. Wiskaz reszte z dzielenia wielomianu x” — 5x° + 4 przez dwumian x + 1.
A. 0O B. 3 C. 8 D. 10

4. Dany jest wielomian W(x) = x° —3x% —x+3.
Ocen prawdziwosc podanych zdan.
A. Wielomian W jest podzielny przez x — 3.

B. Wielomian W jest podzielny przez x” — 1.
C. Wielomian W ma trzy pierwiastki.

5. Podziel wielomian W(x) = 9x" — 37x° + 4 przez dwumian 3x + 1.

6. Wyznacz wielomian W (x), ktory przy dzieleniu przez P(x) = K= =12

2

dajeiloraz Q(x) = x“ + x — 1 ireszte R(x)=x—2.

7. Wykaz, ze wielomian W(x) = x* = 15x” + 10x + 24 jest podzielny przez kazdy
z dwumianow: x -2, x—-3, x+ 1, x + 4.
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Béezouta

Umiejetnosci:

* stosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a

» stosowanie twierdzenia o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspofczynnikach
catkowitych

Schemat Homera

Dzielenie wielomianu przez wielomian zawsze mozna wykonywac wedlug algorytmu
opisanego wczesniej. Poniewaz jednak dzielenie wielomianu przez dwumian x —a
ma szczegolne znaczenie, podamy szybki sposdb na znalezienie ilorazu i reszty w ta-

kim dziataniu. Y52 L 11% +9

PrzedledZzmy na przykiadzie dzielenia (2x3 +5x° — 24x - 13) (x—3)

(2x3 +5x” — 24x — 13) : (x — 3), skad biorg _(2 3 _ 6_1:2)

si¢ wspotczynniki w ilorazie. 122 — 245 — 13

Z twierdzenia o dzieleniu wielomianéw —( ML 33:{)

z resztg wynika nastepujgca rownosc: B— 18
2x3+5x2—24x—13=(x—3)-(ax2+bx+c)+R —(9:(?—?31’)

Znalezienie wyniku dzielenia polega na wyznaczeniu wspoétczynnikéw a, b, ¢ oraz
reszty R:

25 +5x° - 24x - 13=ax’ - 3ax> +bx* - 3bx+cx-3c+R
2x” +5x* = 24x - 13 =ax’ + (b- 3a)x’ + (c — 3b)x + R — 3¢

Z twierdzenia o wielomianach réwnych otrzymujemy uklad réwnan:
2=0a [ a =2
5=b-3a b=3a+5
, zatem 1 g
—-24=c-3b c=3b-24 )
—~13 = R—3¢ LK =38 =13

Umiescimy teraz w tabeli wspotczynniki wielomianu 2x” + 5x° — 24x — 13, miejsce
zerowe dzielnika (czyli liczbe 3), wspotczynniki a, b, ¢ oraz reszte R w nastepujgcy
sposob:

|
-2

¥z
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o
I

—_—

"__;_I




X

B 100 Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

A Z réwnan tworzgcych uktad (¥) odczytujemy sposdb wyznaczania liczb a, b, ¢ i R
w tabeli:

liczba a: przepisujemy stojgcg nad nig w tabeli liczbe 2,

liczba b: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe a przez 3 i dodajemy stojacg
nad nig liczbe 5,

liczba c: mnozymy stojgca po jej lewej stronie liczbe b przez 3 i dodajemy stojgca
nad nig liczbe —24,

liczba R: mnozymy stojacg po jej lewej stronie liczbe ¢ przez 3 i dodajemy stojacy
nad nig liczbe —13.

Mozna to przedstawic graficznie:

> | 5 | =24 | =13
L__alx X
|l arl aloe)”

s | 271 1771 9| 14

W ten sposob mozemy znalez¢ iloraz i reszte z dzielenia wielomianu dowolnego

stopnia przez dwumian x — a. Opisany sposob postepowania nosi nazwe schematu

Hornera.

Przykiad €D

Wyznaczymy iloraz i reszte z dzielenia wielomianu x* + 3x° —5x + 4 przez dwumian
x + 2. Skorzystamy ze schematu Hornera.

Rozwigzanie

ZwrdéEmy uwage, ze wspolczynnik przy X’ jest rowny 0.

x4+3x3—5x+4=1-x4+3-x3+{]-x2+(—5)-x+~_l

Miejscem zerowym dwumianu x + 2 jest liczba —2.

0 = 4
N D

)
A

e <
e ¥
=

e

k e
.y L
/r"

|

Ry r ¥
B

-2 -1 6

— —
s B
\'r
e
= By
\r‘

Wielomian otrzymany w wyniku dzielenia jest stopnia trzeciego. Jego wspotczynniki
odczytujemy z tabeli. Ostatnia liczba jest reszty z dzielenia.

Odp.: Iloraz to x> +x* - 2x -1, reszta jest rowna 6.

Przykiad @) < zad.6.2

Wyznaczymy iloraz i reszte z dzielenia (f}' —4x° —2x" + 11x - 12) : (x — 4).
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Rozwigzanie

—4 =0

11
: | ‘ A | . L | .h‘_}{
j‘;za = _“',},-&7" ] =

i i

4

llorazto x° +0- x> —2x+ 3, czyli x° —2x + 3.

Reszta jest réwna 0, czyli x* — 4x° — 2x* + 11x — 12 = (x — 4) (x3 — 2% ¥ 3).

Odp.: Ilorazem jest x° = 2x + 3, reszta jest rowna 0.

Wykorzystanie twierdzenia Bézouta w rozwigzywaniu rownan

Pokazemy przykiady zastosowania twierdzenia Bézouta do rozwigzywania rownan.

Przykiad @) « zad.6.3

Wiadomo, ze liczba —4 jest jednym z rozwigzan réwnania x° + x° — 10x + 8 = 0.
Wyznaczymy pozostale rozwigzania tego rOwnania.

Rozwigzanie

Wielomian W(x) = x* + x> - 10x + 8 trudno jest roztozy¢ na czynniki metoda
grupowania wyrazow i wylaczania przed nawias. Wiemy jednak, ze W(-4) = 0.
Z twierdzenia Bézouta wynika, ze W jest podzielny przez x + 4. Skorzystamy ze
schematu Hornera i wykonamy to dzielenie.

1 1 -10 8

-4 1 — . 0

Zatem W(x) = (x + 4) (xz - 3x + 2).

Roéwnanie mozemy wiec zapisac¢ w postaci iloczynowe;.

(x + 4) (x2 — 3% + 2) =) «— rozwigzujemy réwnanie x° —3x+2 =0
A=1x=1, x, =2

Odp.: Pierwiastkami rownania sa liczby: =4, 11 2.
J

Jak wida¢, znalezienie jednego rozwigzania réwnania pozwala wykonaé dzielenie,
a poszukiwanie pierwiastkow sprowadza si¢ do rozwigzywania rownania stopnia niz-
szego o jeden. Rownanie stopnia trzeciego mozemy wiec tatwo rozwigzac, gdy zna-
my jego jeden pierwiastek, rownanie stopnia czwartego, gdy znamy dwa pierwiastki
itd. Problem polega na tym, jak znalez¢ chocby jedno rozwigzanie rownania wielo-
mianowego.
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A Przykiad o

Rozwigzemy rownanie 2x° = 10x" + 13x - 3 = 0.

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, nie widac prostej mozliwosci zastosowania
metody rozkladu na czynniki lewej strony réwnania. Tym razem nie mamy podanego
zadnego pierwiastka naszego roéwnania.

Gdyby pierwiastkiem byta pewna liczba catkowita a, to prawdziwa bylaby réwnosc:

2a° - 10a° +13a -3 =0

Mozemy jg zapisa¢ w innej postaci:
20’ - 10a” + 13a = 3, czyli a(2a” - 10a+13) = 3

Wiszystkie wspodtczynniki wyrazenia w nawiasie sg catkowite. Gdy a jest rowniez licz-
ba catkowitg, to po lewej stronie znaku réwno$ci mamy iloczyn dwoch liczb catkowi-

tych: a oraz (2:12 — 10a + 13). Oznacza to, ze kazda z tych liczb musi by¢ dzielnikiem

liczby 3, stojgcej po drugiej stronie znaku réwnosci. Stad juz prosty wniosek: roz-
wigzania rownania, bedace liczbami catkowitymi, mogg naleze¢ wylacznie do zbioru
calkowitych dzielnikow liczby 3, czyli {1, -1, 3, -3}.

Teraz podstawiamy do réwnania kolejne liczby z tego zbioru i sprawdzamy, czy kto-
ras z nich jest jego rozwigzaniem:

* gdy x=1,t0 2:1-10-1+13-3 = 2 # 0, wigc 1 nie jest rozwigzaniem rOwnania,
¢ gdy x=-1,t0 -2—-10—-13~-34£0,

s gdy x=3, 10 2:27-10-9+13-5-3=0.

Zatem liczba 3 jest pierwiastkiem réwnania.

Wykonujemy dzielenie 2x° — 10x” + 13x — 3 przez dwumian x — 3.

. -10 | 13 =3

3 2 -4 1 0

Mamy wiec (x — 3) (2:«:2 —4x + 1) =1
Z rozwigzania rownania kwadratowego 2x* —4x+1=0 otrzymujemy nast¢pne
pierwiastki:

_2+42 D= N2

lub x, =

X1

242 . 2=14/2
- :

Odp.: Réwnanie 2x° — 10x* + 13x -3 =0 ma pierwiastki: 3, b —
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Catkowite pierwiastki wielomianu o wspotczynnikach catkowitych

Udowodnimy twierdzenie o calkowitych pierwiastkach wielomianu o wspoétczynni-

kach catkowitych.

Jezeli liczba calkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W, ktorego wszystkie
wspolczynniki sg liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego

tego wielomianu.

Zatozenie

2
W(x)=a,x"+a, x" +...+a,x" +a;x+a,

p,a,,a,_ 1,4, 5,..., 0y Ay, Ay 53 liczbami catkowitymi
W(p) = 0.
Teza

Liczba p jest dzielnikiem liczby a,.
Dowaod

Dowdd twierdzenia jest powtérzeniem rozumowania z przykladu 4.
Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem réwnania:

n—1

ax"+a,_x""+. . +taxtax+a;=0

to
a,pt+a, p" T+ ... +ayp +ap+ag=0

Zapiszmy te rOwnos$¢ w innej postaci:
1 n—1 2
aup +ay1P T Thp Ta1p=—dy
czyli
n—1 ¢
p(anp"™™ +ap" 4t arpray) = —ag

Zgodnie z zalozeniem wszystkie wspétczynniki a,, a,_, ..., a5, a;, a; sg liczbami
catkowitymi, zatem lewa strona rownosci jest iloczynem dwoch liczb catkowitych:

e Wy
p oraz (a“p” Cd,  p +a2p+al)

Kazda z nich jest wigc dzielnikiem stojacej po prawej stronie liczby catkowitej —a,.
Oznacza to, ze liczba p jest dzielnikiem liczby a,,.

Koniec dowodu
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= '._'1:;.

o M

£ ' Przykiad 9 zad. 6.8, 6.9

et

Gdy wspolezynniki rownania sa (1))
1.4 3 1.3 liczbami wymiernymi, wystarczy

Rozwigzemy rOwnanie —x — x" — —x" — 3x = (. - S

2 2 pomnozy¢ obydwie jego strony

Rozwiazanie przez NWW mianqwnikfim ab?'
DTI'Z}'I'I]EC rownowazZie rowinanie

Mnozymy obie stro ny rownania przez 2, aby o wspolezynnikach calkowitych.
dostac réwnanie o wspétczynnikach catkowitych. Jezeli wigc dane na poczatku row-
A 3 ) nanie ma pierwiastki calkowite, to
X =2 —x"—-6x=0 sa one dzielnikamiwyrazu wolne-

x(x3~—2x?‘—x—6):{]

go nowo powstalego wielomianu.

Zatem x =0 lub x° —=2x> - x -6 = 0.

W drugim rownaniu szukamy catkowitych pierwiastkéw w zbiorze
i1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, —6}. Po sprawdzeniu, ze pierwiastkiem jest 3 i wykonaniu
odpowiedniego dzielenia mamy:

x3~2x2—x~6:(x—3)(x2+x+2)

2

L = ._Jf L] - - F .
Réwnanie x* —2x° — x> —6x = 0 mozemy wigc zapisac w postacl:

x(x—3)(x2+x+2):{}

. ; . L _
czyli dane poczgtkowo réwnanie ma postac ;x(x —3) (xz + x + 2) = (.

Trojmian w ostatnim nawiasie jest nierozkladalny (A = -7).

Odp.: Rozwigzaniami rownania s3 liczby 0 i 3.

Przyklad ) « zad.6.11

Liczby 2 1 3 sg pierwiastkami réwnania 2x" +mx- —13x+ k=0 z niewiadoma x.
Wyznaczymy wspoiczynniki m i k oraz obliczymy trzeci pierwiastek rownania.
Rozwigzanie
Jezeli 2 1 3 s3 pierwiastkami réwnania 2x” +mx’ - 13x + k = 0, to po podstawieniu
do tego rdwnania kazdej z tych liczb w miejsce niewiadomej x otrzymamy réwnosc.
Czyli:

2.2 +m-2°-13-2+k=0 i 2:3+m-3°-13-3+k=0
Mamy zatem uklad dwoch rownan z dwiema niewiadomymim i k.

{16+4m~26+k:0 [4m+k:10

54+9m—-39+k=0 I9Im+k=-15

Rozwigzujemy ten uktad, np. metodg przeciwnych wspoétczynnikow, i otrzymujemy

m = =5 1 k = 30. Poczatkowe rownanie ma zatem postac 2x” —5x" —13x +30 = 0.
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Aby znalez¢ jego trzeci pierwiastek, mozemy roztozy¢ wielomian 2x° = 5x* —13x+30
na czynniki za pomocg dzielenia:

* przeziloczyn (x —2)(x — 3), czyli (Zx + 5

95%% — Ba® - 13% + 30) : (xz B 6)
25? — 10%% + 12x)

trojmian x*—5x+6, lub
* kolejno, z uzyciem schematu Hornera, -
przez czynniki (x —2) i (x - 3). 52 _ 25x + 30
Otrzymujemy nastepujacg postac m(S Y2 _ 954 4 30)
iloczynowg réwnania: 5
(X~ 2)(x'-=3)2x+5)=0
5

Trzecim pierwiastkiem rownania jest zatem liczba —=

E

5

Odp.: m = =5, k = 30, trzecim pierwiastkiem réwnania jest g

Liczba plerwiastkow wielomianu stopnia n

Kazdy wielomian W mozna roztozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego. Za-
stanowmy sig, jakie czynniki mogag wystepowac w postaci iloczynowej wielomianu
stopnia wyzszego niz dwa. Rozwazmy wielomiany czwartego i pigtego stopnia.

Jezeli W(x) jest stopnia czwartego, to moze byc¢ iloczynem:

» czterech czynnikow liniowych, np. W(x) = 3(x — 3)(x - 2) (x + *ﬁ) (x + 1),

* dwoch czynnikow liniowych i jednego nierozktadalnego czynnika kwadratowego,
np. W(x) = (5x — 8)(x — 4) (xz & 1),

* dwoch nierozkiadalnych czynnikow kwadratowych,
np. W(x) = (sz - 2) (Jc2 + 1).

Jezeli W (x) jest stopnia pigtego, to moze by¢ iloczynem:

* pieciu czynnikow liniowych, np. W(x) = 3(x-3)}(x-2) (.x - \/?) (x - ,—i-) (x+4),

¢ trzech czynnikow liniowych i jednego nierozkladalnego czynnika kwadratowego,
np. W(x) = 3(x - 3)(x - 2) (x + \/7) (sz - X+ 1),

* czynnika liniowego i dwdch nierozktadalnych czynnikdéw kwadratowych,
np. W(x)=(x+9) (sz - 8) (xz - 1).

Zauwazmy, ze kazdy wielomian moze miec co najwyzej tyle czynnikow liniowych,
ile wynosi jego stopien, oraz ze w rozkladzie wielomianu stopnia nieparzystego musi
wystgpi¢ przynajmniej jeden czynnik liniowy. Moze si¢ zdarzyc, ze wielomian stopnia
parzystego jest iloczynem wyltgcznie nierozkladalnych tréjmianow kwadratowych.
Zatem z twierdzenia o rozkiadzie wielomianu na czynniki oraz wlasnosci dzialan na
wielomianach wynika nastepujacy wniosek.
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Wielomian stopnia # ma co najwyzej n pierwiastkow.

Whiosek ten informuje o maksymalnej liczbie réznych pierwiastkéw, ktorej nie na-

lezy utozsamiac z liczbg liniowych czynnikéw w rozkladzie. Na przyklad wielomian:

* W(x) = (x—2) jest stopnia pigtego, rozklada si¢ na pie¢ czynnikéw liniowych,
ale ma tylko jeden pierwiastek — jest nim liczba 2,

* Q(x) = (x— ;2)3 (x + 1)4(.:{ - \5) (xz - 6) jest stopnia dziesigtego, ma w rozkla-

dzie osiem czynnikéw liniowych, ale tylko trzy pierwiastki: 2, -1, V2.

6.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Kazdy wielomian stopnia pigtego

A. jest podzielny przez pewien dwumian.
B. ma co najmniej jeden pierwiastek.

C. ma co najwyzej piec pierwiastkow.

6.2. Zastosuj schemat Hornera i wykonaj dzielenie.

a) (x-”—3x2+5x—3):(x—1) d) (x3—23x—10):(x—5)
b) (2x3—~7x3—3x+6):(x+1) e) (x4—3x2+15x—9):(x+3)
o) (—3x5+x2~—2x—32):(x+2) f) (x5+32):(x+2)

6.3. Wiadomo, zZe r jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Wyznacz pozostale pier-
wiastki tego wielomianu.

a) W(x):x3+4x2+x~‘6 r=-2
b) W(x) =2x" —3x* - 11x +6 r=3
<) W(x)=2x —11x*+4x+5 ¥ =1
d) W(x) = 4x° — 27x + 27 r=-3

6.4. Liczby 11 -2 sg pierwiastkami wielomianu W(x) = x4 x0 = 11x% - 9x + 18.
Wyznacz pozostate pierwiastki tego wielomianu.

6.5. Liczby S_Zm

— 53 pierwiastkami wielomianu

a—

Wi(x) = x* — 8x° + 12x” + 11x + 2. Wyznacz jego pozostale pierwiastki.
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6.6. Rozwigz réGwnanie.

a) 4® 8 40.=0 d) (2x—].)(x+3)(x—2)—2(x2+6)={}
b) x° +9x — 10 = 0 e) (x—4)(—3x2—x—16)—60=l’}
&) x*=10x2+9=0 f) (xz—S)(x+5)—3(x—2)(x2+4)+7={}

6.7. Pierwiastkamiréwnania 3(2x — 7)(9x + 4)(x — 15) = 0 sag liczby 15, ;, —g.

Skorzystaj z tego przykladu i podaj przyklad réwnania wielomianowego o wspot-
czynnikach catkowitych, ktorego rozwigzaniami sg podane liczby.

&) <3 -9, %,1 B -1, %% ¢ -1,0, %,2 d) % 2,7
6.8. Rozwiaz rownanie.

a) x° —4x* +5x—-2=0 c) X’ —2x°—6x—-8=0

b) x> —x*—8x+12=0 d) 3x° —6x*-27=0

6.9. Rozwigz réwnanie.

a) x> —8x°+19x - 12 =0 ) x> +x*-3x-2=0

b) x° — 2x% = 13x— 10 =0 d) %x;%—x3—6x+l3%=0
6.10. Rozwiaz réwnanie.

a) xt+11x° +31x% +21x =0 d) x*—4x’ - 18x* -20x-7=0
b) x* —2x° - 15x* +32x - 16 = 0 e) x*-7x +8x°+11x-5=0
c) x*+7x° +8x>—28x-48=0 ) x*+x°-3x>-5x-2=0

6.11. Jednym z rozwigzan podanego réwnania z niewiadoma x jest liczba r.
Wyznacz m 1 rozwiaz to rOwnanie.

a) mxj—(m+l)x2—9(x—2)=0 Fi= 2
b) x3+7mx2—2(5m—2)x+8m=0 =t
c) (m—l)x3+x2~—(m+2)x—2m:0 r=-1
d) %mx3+(4+m)x2-(3m~l)x"—2m:{} r =4

+ 6.12. Dlajakich wartosci k pierwiastkami réwnania x>+ (kz-— 7)x2 —(k+4)x-2=0

sg liczby 11 -27

6.13. Jakie catkowite wartosci moze przyjac¢ wspotczynnik m, jesli wiadomo,

7e rébwnanie x° + (m—2)x -3 =0 ma pierwiastek catkowity?

6.14. Jakie catkowite wartosci moze przyjac wspdlczynnik a, jezeli wiadomo,

: ; : 4 5 : 4
ze wielomian ax - 3x + 1 ma pierwiastek caltkowity?
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A ~ 6.15. Pierwiastki wielomianu W(x) = x>+ p}::2 + 56x + q s dodatnie i pozostajg
w stosunku 1:2:4. Znajdz te pierwiastki.

2

¥ 6.16. Dlajakich wartosci m pierwiastki wielomianu W(x) = x[x —(m+1)x + m]

sg trzema kolejnymi liczbami naturalnymi?

* 6.17. Dla jakich wartoéci m wielomian W(x) = (x + 6) [IE - (m —4)x - 4”’"'] e

trzy pierwiastki bedace kolejnymi liczbami parzystymi mniejszymi od zera?

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycle.

1. Wskaz wielomian, przez ktéry podzielny jest wielomian x” + x + 2.
A.x—2 B. x-1 Cox+1 D. x +2

2. Wielomian x° — 3x + m jest podzielny przez x — 2. Wskaz liczbe m.
A. -14 B. =2 C. 2 D. 14

3. Wyraz wolny pewnego wielomianu o wspodlczynnikach catkowitych jest rowny
48. Ktora liczba nie moze by¢ pierwiastkiem tego wielomianu?

A. 4 B. 9 C. 48 D.-6

4. Dany jest wielomian W(x) = 3x” — 2x° — 12x + 8.

Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Wielomian W ma trzy rozne pierwiastki catkowite.

B. Wielomian W ma co najwyzej jeden pierwiastek ujemny.

C. Suma wszystkich pierwiastkow wielomianu W jest liczbg dodatnia.

5. Rozwigz rOwnanie x° — 7x — 6 = 0.

6. Dla jakiej wartosci wspolczynnika a rownania (x — a) (2.:::2 + 5%~ 3) ={)

i 2x° +3x"—8x+3=0 majg ten sam zbior rozwigzan?

V13 . 1+ V13

: = , : g :
7. Liczby > 1 sg pierwiastkami rownania x*—x>-5x*+2x+6 = 0.

Wyznacz pozostate pierwiastki tego rownania.




/. Wyrazenia wymierne

Umiejetnosci:

* wykonywanie dziatan na wielomianach wielu zmiennych

* wyznaczanie dziedziny wyrazenia wymiernego z jedng zmienna
* rozszerzanie | skracanie wyrazenia wymiernego

* sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspolnego mianownika

Wielomiany wielu zmiennych

Do tej pory zajmowali§my si¢ przede wszystkim jednomianami i wielomianami jed-
nej zmiennej. W szczegolnosci okreslony zostal stopien takiego jednomianu oraz
wielomianu. Definicj¢ t¢ mozna rozszerzy¢. Zaczniemy od okre$lenia stopnia jed-
nomianu dwdch zmiennych.

m -\

Jezeli jednomian zmiennych x, z jest postaci ax"z™ i a # 0 jest ustalong
liczba rzeczywisty, zwang wspolczynnikiem jednomianu, a wykladniki n oraz m
sg ustalonymi liczbami naturalnymi, to stopniem jednomianu jest liczba #n+m.

\, r

Podobnie definiujemy stopien jednomianu trzech i wiecej zmiennych. Na przyktad
jednomian -2 V323 }fL jest stopnia siddmego (3 +4 = 7), a jednomian —*xz jest
stopnia czwartego.

Aby obliczy¢ wartos$¢ jednomianu dla danych wartosci zmiennych, podstawiamy je
do wyrazenia w miejsce odpowiednich liter. Na przyklad jednomian ~3x” y dla

x=-11 y =2 przyjmuje warto§¢ -3 - (-=1)* -2 = —6.
Jednomiany réznigce si¢ co najwyzej wspoiczynnikami nazywamy podobnymi.

m 1

Stopniem wielomianu (sumy algebraicznej) nazywamy najwigkszy ze stopni

jednomianéw bedgcych jego skladnikami po redukcji wyrazow podobnych.

Przykiad @) < zad. 7.4

a) Wielomian —2x°y” + x*y” - 3x + y* + 3 zmiennych x, y jest suma pieciu jedno-
miandw, z ktérych pierwsze dwa sg stopnia pigtego, trzeci — stopnia pierwszego,
czwarty — stopnia czwartego, a pigty — stopnia zerowego. Zatem wielomian ten
jest stopnia pigtego.
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b) Wielomian 2 - f*wx — wx’ + twx zmiennych ¢, w, x jest stopnia dsmego.

Przykiad 9 zad. 7.7

Wykonamy wskazane dziatania i zredukujemy wyrazy podobne.

Rozwigzanie
a) (w~t)(w+f)~(w2~3) —w - -w+3=3-¢F

b) xyz—szy—ny+3—y(xy—4x—1) =xyz—szy—ny+3—xy2+4xy+y:
=—2xzy+2xy+y+3

Przyktad @) « zad.7.9
Roztozymy na czynniki podany wielomian.
Rozwigzanie
X a) 3x2+xy—6x—2y = (3.-:::2 ~ 6x)+(xy-2y) = 3x(x—2)+ P(x—-2) = (X2 3x+9)
b) 9x2° - 4y* = (3x2° - 2°) (3xz3 +2y°)

Wyrazenia wymierne

w
Wisrod wyrazen algebraicznych istotng role odgrywajg wyrazenia postaci Q' gdzie
W oraz Q sg wielomianami i Q nie jest wielomianem zerowym. Nazywamy je wyra-
zeniami wymiernymi. Swoja budowg przypominajg liczby wymierne. Kazdy wielo-
mian jest rOwniez wyraZzeniem wymiernym.
Za pomocg wyrazen wymiernych zapisujemy rozne wzory i zaleznosci w opisie zja-

wisk fizycznych lub chemicznych.
Przyktad @) < zad. 7.11

Martyna miata w baku samochodu m litrow benzyny. Siedem dni jezdzila t3 sama
trasg diugosci a km, spalajgc Srednio p litréw benzyny na kilometr. Jaka cze$¢ po-
czatkowego zapasu benzyny zostata w baku po uptywie tego tygodnia?

Rozwiazanie

ap «— dzienne zuzycie benzyny

ap «— tygodniowe zuzycie benzyny

m—7ap «— tyle litrow benzyny zostalo w baku po tygodniu
m-—7ap

«—— taka cze$¢ poczatkowego zapasu benzyny pozostala

w baku po tygodniu

mn

—
Odp.: mzrap

4!
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Napisanie zatozen do danego wyrazenia wymiernego jest tym samym, co okreslenie
jego dziedziny. Dla wyrazenia wymiernego jednej zmiennej jest nig podzbidr zbioru
liczb rzeczywistych, dla wyrazenia wymiernego dwoch zmiennych — zbidr par liczb,
dla wyrazenia wymiernego trzech zmiennych - zbior tréjek liczb itd. Przesledzmy to
na przykiadach.

Przyktad €

Napiszemy zalozenia dla podanych wyrazen wymiernych.

a)

X+ 8

4 — x?

Zalozenie: 4 — x” # 0, czyli x # -2 i x#2

Dziedzing tego wyrazenia wymiernego jest zbidér R — {-2, 2}.

2x+y
y-x
Zatozenie: y—x #0, czyli y # x

b)

Dziedzing tego wyrazenia wymiernego jest zbior par r6znych liczb rzeczywistych.

i

Dwa wyrazenia wymierne s3 rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja identyczne dzie-

dziny i dla dowolnych argumentéw wartosci tych wyrazen sg réowne. Na przyktad

2
X

wyrazenia = oraz x nie s3 réwne. Dziedzing pierwszego jest zbior R —{0}, a drugie-
X
i ; g g ) " ; ; -
go zbior R. Natomiast wyrazenia iz i — sg rowne — kazde z nich ma dziedzine R- {0}
8
= - - ' r r X 1
i dla wszystkich x # 0 zachodzi rownosc ===
P* X

Dzialania na wyrazeniach wymiernych sg bardzo podobne do dziatan na utamkach.
Zanim zajmiemy si¢ dodawaniem, odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem wyra-
zen wymiernych, powtorzymy, jak sie¢ je skraca, rozszerza i sprowadza do wspolnego
mianownika.

Skracanie wyrazenia wymiernego polega na podzieleniu licznika i mianownika przez
to samo, rozne od zera, wyrazenie. Aby wyrazenie po skrdoceniu bylo rowne danemu
wyrazeniu, najpierw okreslamy jego dziedzing.

Przyjmujemy to jako zasade — wszystkie zalozenia dotyczace danego wyrazenia wy-
miernego robimy, zanim zaczniemy wykonywac na nim jakiekolwiek dziatania.
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Przyktad ()

zad. 717

Skrécimy podane wyrazenia.

Rozwigzanie

a)
b)

c)

R
&

e)
R

2ab* b

=—,a%(
4a* 2a g
xyqz?‘ yl
= ke
2
x +2x  x{x+2) x+2 ,

= = ! 0 3
x*-3x x(x-3) x-3 bt bbb
3 3 o 2 2 2 _ 2
P _(.JL p)(x +xp+p)_x +txp+ p
x2-pP (x-plx+p) x4+ p
x-x-6 ~ txF2x=~3] x—3

2+7x+10 (x+2)(x+5 x+5

2 ;
x> +8 B (1+2)(f—2-’f+4) B x° — 2% 44

s, X+ -2 1 x+ -5

> — —
2x“+x-6 2(I+2)(

3) 2x —3

x——
2

 XFPLXF—P

,qu—Eix;bg

Zauwazmy, ze jesli w liczniku i mianowniku wyrazenia wystepujg sumy algebraiczne

(przykiady c-1), to skrdcenie takiego wyrazenia jest mozliwe dopiero po przedstawie-

niu kazdej z tych sum w postaci iloczynowe;.

J

R

Aby dodac (odjg¢) dwa wyrazenia wymierne, trzeba najpierw sprowadzic je do wspol-

nego mianownika. To zadanie cz¢sto wymaga rozszerzenia utamka, czyli pomnoze-

nia licznika i mianownika przez to samo, rézne od zera, wyrazenie.
Przyklad @)  zad.7.18

Dane jest wyrazenie wymierne

x+2

x—3

o dziedzinie R — {3}. Rozszerzenie tego wy-

razenia przez wielomian P moze oznacza¢ zmian¢ dziedziny wyrazenia — poprzez
dodatkowe wykluczenie wszystkich miejsc zerowych P.

Ponizej przedstawiamy trzy rozne rozszerzenia wyrazenia

x+2

< &
b L

+
x—3

X+ 2
xX—3

_ x(x+2)
- x(x - 3)
=1 xt2)
C (x-1)(x-3)

~ (x1+5)(x+2)

"~ (x2+5)(x-3)

xX—3

dla x € R - {0, 3}

dla x € R-1{1, 3}

dla x € R -1{3}

x+2




7. Wyrazenia wymierne

Sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspolnego mianownika

Wyrazenia wymierne sprowadzamy do wspolnego mianownika na tej samej zasadzie
co utamki. Wyjasnimy to na przyktadach.

Przykiad @) < zad.7.19

Sprowadzimy do wspodlnego mianownika podane wyrazenia.

Rozwiazanie
x+]1 . 2%

a) i

E+2 KR—Z

Pierwszy ulamek wymaga zalozenia, ze x # -2, adrugi, ze x # 2.

Wielomiany w mianownikach nie majg wspoélnych czynnikéw. Nie mozna ich tez

roztozy¢. Wspdlnym mianownikiem moze by¢ w tym przypadku iloczyn

(x + 2)(x — 2). Znajgc wspolny mianownik, rozszerzamy utamki:

x4+l (orllin=2) xt—-x-2

x+2 (x+2)(x-2) (x+2)(x-2)
2x  2x(x+2) | 2x" +4x
x—2 (x=-2)(x+2) (x-2)(x+2)

przy zalozeniu, ze x # =2 1 x # 2

przy zalozeniu, ze x # -2 i x # 2

Zazwyczaj wygodnie jest zostawi¢ wspolny mianownik w postaci iloczynu. Jest to
przydatne zwlaszcza przy dalszych przeksztalceniach wyrazen.

2 . x+]
1 e
x=3 2x*-18
Mianownika pierwszego wyrazenia nie mozna zapisac¢ prosciej, zakladamy tyl-
ko, ze x # 3. Natomiast wielomian z mianownika drugiego wyrazenia mozna
roztozyc:

2x% — 18 = 2(1:2 — 9) =2(x —3)(x + 3)

b)

Okazuje sig¢, ze pierwszy mianownik jest dzielnikiem drugiego mianownika, po-
dobnie jak np. w utamkach % i 2_38 Wspo6lnym mianownikiem moze wigc byc

2(x = 3)(x + 3), przy zalozeniu, ze x # 3 1 x # 3.
x+ 1
2x% - 18
2-2(x + 3) 4x + 12

ox—3Yx+3) 2x—3)x+3)

Wyrazenie nie zmieni si¢, natomiast pierwsze bedzie rowne:
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7.1. Dany jest wielomian x*y* - 2xy — V3x°y zmiennych x i .

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Stopien tego wielomianu jest rowny 8.

B. Stopien tego wielomianu jest rowny 6.

C. Warto$¢é tego wielomianu dla x = V2 i y = —V/3 jest réwna 2(12 + \/E)

3
E Ll - - x + 8 , - For r
7.2. Dane jest wyrazenie wymierne . :: 2 Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
x?+x -

A. Dziedzing tego wyrazenia jest zbior R.
B. Wartosc¢ tego wyrazenia jest rowna 0 dla x = -2.

3 2

x +8 x"—-2x+4 p

5 oraz Sg rowne.
2x“+x -6 2x-3

C. Wyrazenia

7.3. Okredl stopien podanego jednomianu.

a) 4xyz b) x” y3u4 c) V3 yzxt d) —6x yt4z

7.4. Okredl stopien podanego wielomianu.

a) a*be — 2ab + 3bc’

b) szy— Sx’ly2 + lﬂyg -3

c) —4x’t — 6tv + V7x°x" — 11xvst

d) X’zy+ X’y + x2°y* + x2°y + x29° + x°2y°

7.5. Wykonaj redukcje wyrazéw podobnych.
a) 2xy3 - 3x2y + 5xy — xy‘g' + ZxEy -4x + 1
b) xyz - ZxEy + 5xy2 + 7x2y — 3:rcy2 — 4xzy — ZZJnr:y2 — xzy— xyz

c¢) abc + a’b - 2bc + 3abc + 5 — a°b + 3bc — 2abc - be - 2

1 1 z 1
d) —15.:«::2}/2z2 + ZExzyzE = E.ﬂr:gy?fz2 — lixzyzz +2x°y°2°

e) —SxEy + 2:&:;1,'2 ~ oxy+ xly = nyz + 2y + 3x2y + 2xy
f) Zﬁxyztz - 3x2yt2:2 - \ﬁxyztz + 3xy - \/Z-xyz'tz + xzytzz

7.6. Oblicz wartos$¢ wielomianu dla podanych wartosci zmiennych.

a) 2x°y—3xy+ 1 ¥=-2 $=73
b) 2xyz4—-3zz+xy—9 x=1, y=-2, z=2
C) —4x3+2y2—4xy+x x=-1, y=-2

d) lﬁ—ab-l-%ﬂz-l-%bz 4= bie D
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7.7. Wykonaj dzialania, a nastepnie przeprowadz redukcje wyrazow podobnych.
a) (x—ylx+y) - (xz — Xy - yz)

b) (x+2y)° - (x - y)* - 2xy
c) (x—-xy+3)2xy+y+1)

d) (ey+1)" = x(3y% + x) + (x = )x + )

e) 2xy + 3x° - Z(xz + Txy— yz) +10xy — 2y°

f) 3x*+2y° - (2xzy — 2%y — 4xy2) = (ny + 7x2y) +9x°y — 2y
g) 7(xy = yz) + Z(xy— xz) + 5xy + 3(x2 — Sxy) + 7y

h) 2x* -y - 3(2xy — x” = yz) + Z(xzy = xz) — (yz + 2x2y) + 6xy
) x—y)2x+ y) - 3(xy— yz + xz) - Zy?‘

) (=) =30+ y)(x - y)+2(x7 + xy)

K) (x—y+2)(x+y-1)—2x(x+y)— p(y —x) + x* +2y°

1) Z(x—xzy) ~(x—y-2Y-4(x-y)+ 2(-"?2}" xy) +y°

7.8. Wykonaj dzialania, przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych, a nastepnie
oblicz warto$¢ wielomianu dla podanych wartosci zmiennych.

a) (x+3y)(x—3y)+(x+2y)2—(2x2—5y2) x:\/giyzﬁ
b) (x+2y)(x—-2y) —4x(x—y) + (.ac—..,y)2 +4xy x=051y=-05
c) 3x Sxyz(x— 1)+2y(3x2y—2xy) - 3xy2(4x—3)] +2.acjy2 x=>=] 1 p=3

7.9. Roziéz wielomian na czynniki.

a) 2x” + 4xy + 2}!2 d) 25x” - 10xy + yz - 4x2y2
b) 4x — 4y — 6x° + 6)° e) x° - 8xy + 15y°
c) 16— x* — 6xy — 9y’ f) y*+10xy + 16x”

7.10. Wykaz, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosc
4x2+4xy+y2+1 > 0.

7.11. Katarzyna Kangur dostala 1 marca pensj¢ w wysokosci k zlotych. Po pierw-
szym tygodniu tego miesigca zostalo jej s zlotych. Jaka czeé¢ pensji wydata przez
pierwszy tydzien marca?

7.12. Rysiek przeznaczyl na pomalowanie plotu a dni. Z zaplanowang wydajnoscia
malowat b dni. Jakg czes¢ pracy ma jeszcze do wykonania?
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* 7.13. Zenobia Zubr przeznaczyla teren o powierzchni
a hektaréw na uprawe choinek. Z zakupionych m sa-
dzonek zostato jej jeszcze t drzewek. Do terenu uprawy
dolgczyta wiec b ha, ale wéwczas zabraklo jej sadzonek.
Ile sadzonek powinna dokupic?

7.14. O$mioro sgsiadow postanowito kupi¢ wspolng
kosiarke do trawy za k zlotych. Dwoch z nich wycofa-
lo si¢ z umowy. O ile zlotych wzrosta sktadka kazdego
z pozostatych sgsiadow?

7.15. Pewna druzyna pitki noznej wygrala x meczéw i przegrala y meczow. Jakg
czescig liczby rozegranych meczow s3 mecze wygrane?

7.16. Hilary Pajgczek handluje drozdzéwkami, ktore kupuje w piekarni. Jednego
dnia sprzedal n sztuk po k zlotych i zarobil na tym r ztotych. Jaka byta cena jedne;
drozdzowki w piekarni?

7.17. Skroéc¢ wyrazenie wymierne, jezeli to mozliwe. Podaj odpowiednie zatozenia.
2 1-a 3a-6b 2a°-3ab 4x* -9y
a-1" a*-2ab’ 2ab-3b%" 2x3+3x%y

Bl at—Ba? i1 3= dp~§

2 —4x’ x3—x 2x2 + 3x -2

2 4 3 # 3

x —4dx+ 4 3x —-17x + 10x x + 27
3x2-12x+12° 6x2-34x+20 * 2x2-6x+18
%° w i’ IR $ DT - 3NT 4 G

2 4 3x° x>+ 8

b)

c)

d)

x4 —-3x3—x

7.18. Zastgp (2| odpowiednim wyrazeniem, aby rozszerzy¢ wyrazenie wymierne.
Podaj odpowiednie zalozenia.

X ?| X 2|
x -1 5x- - 5x x—1 x*—]
X ? X 2]
by = ) g
x -1 5x- -5 x—1 2xc—4x + 2
7.19. Sprowadz wyrazenia do wspdlnego mianownika. Podaj odpowiednie
zatozenia.
x+2 x+1 I 2 3
a) : d) , i =
2x -4 3x-6 x2-1 x*-x x¥+x°
x-—1 5 2 5
b) , e) !
2%*— 1204+ 18" -3 3x2-12" 2x2+8x+8
c) x‘j' -1 xX—-3 f) X 2% 3x
5x2+ 10x+5 2x2-x-3 x3-1" x2-1" x> +1
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7.20. Wyznacz takie dodatnie liczby naturalne x i y, dla ktorych wartos¢ wielomia-

nu x° + 2xy + yz +2x + 2y jest rowna 24.

- 7.21. Wykaz, ze jedyna para dodatnich liczb naturalnych x i y, dla ktérych wartoéé

wielomianu 4x> + dxy + y2 —4x -2y + 1 wynosi 9, jest para (1, 2).

* 7.22. Znajdz takie dodatnie liczby naturalne x i y, dla ktorych warto§¢ wielomianu

X +9x° 3 27xy?‘ + 27 y5 jest rowna 512.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycle.

1. Wskaz stopien wielomianu z — (ﬁ )3 ZFwrwz zmiennych wi z.
A. 8 B. 9 C: 10 D. 11

2. W wielomianie 8xyz — 2x”yz + 11x”yz — 4xyz + 5xyz” — 9x’yz przeprowa-
dzono redukcje wyrazow podobnych. Wskaz wynik tego dziatania.

A. x° yZ + 5x yzz C. 4xyz - x° Yz hX yz2

B. 4xyz D. 4xyz + 5x y.?.:2

3. Ulamek :fl rozszerzono tak, ze jego mianownikiem jest teraz wyrazenie x° +1.
Wskaz licznik otrzymanego utamka.

A. 2x” +2x” +2 C. 2x° - 2x” + 2x

B. 2x° + x D. 2x° + 2x

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Wartos¢ wyrazenia (2x — y)(2x+ y) — 3(x — y)2 -2x(3y+x) dla x = V3 i i — V2
A. jest liczbg catkowita. B. jest réwna 11. C. jest liczbg ujemna.

6x° +5x — 6

4x* -9

5. Skréc¢ wyrazenie wymierne . Podaj odpowiednie zalozenia.

6. W klasie Jolim dziewczgt wazy w sumie s kg, a srednia waga ¢ chlopcéw jest rowna
p kg. Jaka jest Srednia waga ucznia tej klasy?

7. Wykaz, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosc
x1+2xy+2y2+4y+4;30.
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Pojedynek na rownania
trzeciego stopnia

Problem rownan trzeciego stopnia trapit uczonych co najmniej od cza-

sow Archimedesa. Dopiero w XVI w. odkryto metode ich rozwiazywania,
a wigze sie z tym petna dramaturgii historia.

Dwaj gtowni bohaterowie

— Niccolo Tartaglia [czyt. tartalja]
I (15007-1557), wloski matematyk,
~ pochodzacy z bardzo biednej
PR - rodziny. Samouk. Naprawde nazy-
/M wat sie Fontana, ale postugiwat sie
A przydomkiem Tartaglia (po witosku lonii. Pochodzacy
# jakata”™), gdyz na skutek ran gardta z bogatej rodziny,
odniesionych w dziecinstwie miat ktopoty z mowie- przyjaciel Leonarda da Vinci, autor
niem. Nauczyciel matematyki, autor pierwszych ponad 200 dziet.
matematycznych ksiazek o artylerii i fortyfikacjach.

Gerolamo Cardano
(1501-1576), wioski
matematyk, lekarz,
filozof, profesor
uniwersytetu w Bo-

#'-U-l--.
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Dramat w siedmiu aktach

G ¢ O
)

% Prolog Q%D
Scipio del Ferro, profesor Uniwersytetu
w Bolonii, zna sposob rozwiazywania rownan
typu x3 + px = g i na tozu $mierci przeka-
zuje go swojemu uczniowi. Antonio Maria
Fior wykorzystuje te wiedze do wygrywania

pojedynkéw naukowych.
Rt

W XVI w. we Wioszech popularne byty poje-
dynki naukowe. Polegaty one na rozwiazy-
waniu w okreslonym czasie zestawu zadan
przekazanych przez przeciwnika. Ten, kto
rozwiazat wiece| zadan, wygrywat. Zdobywat
nagrode finansowa, zwiekszat swoj prestiz

| zyskiwat mecenasow. Miedzy innymi dlatego
naukowecy nie dzielili sie swoimi odkryciami,
ale strzegli ich bardzo pilnie | przekazywali co
najwyzej swoim uczniom.

-I-

W 1525 r. Fior wyzywa na pojedynek Tartaglie,
styszy bowiem pogloski, ze ten odnidst sukces
na polu réwnan szesciennych.

-~ qI -
Tartaglia wyzwanie przyjmuje. Podczas pracy
nad zadaniami odkrywa ogdélna metode roz-
wigzywania réwnan x° + px =g, x° = px + q,
x” + px* = q. Wszystkie zadania przeciwnika
sprowadzaja sie do pierwszego réwnania,
wiec nie sprawiaja Tartaglii zadnego proble-
mu. Fior natomiast nie radzi sobie z dwoma
pozostatymi typami réwnan. Tartaglia wygry-
wa pojedynek.

W tamtych czasach wspétczynniki rownania
| rozwiazania miaty by¢ liczbami dodatnimi,
dlatego x> + px = q byto traktowane jak row-
nanie innego typu niz x> = px + q. Nie stoso-
wano zapisow symbolicznych i nie uzywano
znakow +, —, = ani pojecia niewiadomej.

* s

O odkryciu Tartaglii dowiaduje sie Gerolamo %}
Cardano. Probuje namowié Tartaglie, by

podzielit sie¢ z nim wiedzg. Ten diugo odma-

wia, ale w koricu ulega i w 1539 r. przekazuje
Cardanowi metode rozwiazywania rownan

x% + px = g i x® = px + q. Cardano przysiega
dochowac tajemnicy, a Tartaglia nie podaje |
rozwiazania wprost, ale szyfruje je w wierszu.

Cardano ma klopoty z odszyfrowaniem wier- -
sza i musi prosi¢ Tartaglie o pomoc. /
— IV -

Cardano pracuje nad dzietem Ars magna.
Pomaga mu w tym jego uczen, Ludovico Fer- 4
rari. Ferrari znajduje metode rozwiazywania
rownan czwartego stopnia.

- V -— ]
W 1545 r. Cardano wydaje ksiege Ars magna,
a w niej opisuje m.in. metode Tartaglii. Oczy-
wiscie nie szyfrem, tylko wprost. Rozpoczyna _
sig batalia Tartaglii o prawo do odkrycia. J

-VI-_

Cardano nie odpowiada na oskarzenia Tarta-
glii. Zamiast tego Ferrari wyzywa Tartaglie na
pojedynek naukowy.

— V‘II -
Pojedynek odbywa sie w 1548 r., Tartagiié go
przegrywa.

Epilog
Dzis metode szukania pierwiastkow réwnania

trzeciego stopnia opracowana przez lartaglie
nazywamy wzorami Cardano.




8. Dziatania na wyrazeniach
wymiernych

Umiejetnosci:
* » dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie wyrazer wymiernych

X Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Zasady wykonywania tych dziatan sa takie same jak przy dodawaniu i odejmowaniu
liczb wymiernych zapisanych w postaci utamkow. Jezeli dwa wyrazenia wymierne
majg identyczne mianowniki, to — aby je dodac - dodajemy wyrazenia w ich liczni-
kach (mianownik pozostaje bez zmian):

WﬂfP=lV+P

Q Q Q
Aby natomiast od pierwszego wyrazenia wymiernego odjgc drugie o identycznym
mianowniku, nalezy od wyrazenia w pierwszym liczniku odja¢ wyrazenie w drugim
liczniku (mianownik pozostaje bez zmian):

W P _ W-P

Q Q Q

PrzedledZzmy na przyktadach dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych.

, przy zalozeniu, ze Q # 0

, przy zatozeniu, ze Q # 0

Przyktad € < zad.8.2

2 3
Wykﬂnamy dodawanie + ,
x+1 x-=2

Rozwiazanie
Zakladamy,ze x# -1 i x # 2.
Przeksztalcamy skladniki sumy tak, aby byly wyrazeniami o identycznych mianow-
nikach. Wspo6lnym mianownikiem jest iloczyn (x + 1)(x — 2).
2 3 2(x-2) Mx+1)  2x-4+3x+3 5x — 1

w1l x-2 (x+Dx-2  GErlx-2) (x+tDx-2) (x+x-2)

5x -1

P e T3

Przykiad @) « zad.8.3
x4+ 1 x—2 ;=;=_; (((}))

2%—3 3-2%

Wykonamy odejmowanie



8. Dziatania na wyrazeniach wymiermnych

Rozwigzanie
Mianowniki roznig si¢ tylko znakiem: 3 — 2x = —(2x - 3).

Zatem:
x+1 x—-2 x+1 x -2 2x -1 . la 3
= = + = , Przy zalozeniu, ze x # —
2x —3 3—-2x 2x—3 2x — 3 2x — 3 2
2x -1 3
Odp.: L X # =
P 2x -3 #2

Przykiad e zad. 8.4

x+1 X

x2-4 x2+4x+4

Wykonamy odejmowanie

Rozwiazanie
x+ 1 X x+ 1 X

x2—4 x2+4x+4 - (x+2)(x-2) - (x + 2)?
Zakladamy,ze x # -2 1 x # 2.

(x+ 1)(x+2) x{x-2) 4 s 4 , 2
= — — 5DIrowadzainy v daZCI11a dO WS5DOINEYO ImMianowillilka
(x+2%x-2) (x+2%x—2) 3 e pOtE
> 2
(x +2x+x+2)—(x _zx)_xz+3x+2—x2+2x_ 5x+2
(x +2)%(x-2) (x +2)*(x - 2) (x + 2)%(x - 2)
Odpe— 2% i Sigad

* Tt Pl —2)

Przykiad o zad. 8.5
2

x+3 +x+2_ x -1
2x—4 4x x2 —-2x

Wykonamy dziatania

Rozwiazanie
e X+ 2 xz—l X+ 3 X+ 2 :a:z—l

2x—4+ 4x x1—2x=2(.x:—2)+ 4x  x(x-2)
Zakladamy,ze x # 0 i x # 2.

x+3 +x+2_ x =1 B
2(x - 2) dx x(x —2)

«— jako wspdlny mianownik przyjmujemy 4x(x — 2)

C(x+3)-2x (x+2)(x-2) (xz—l)-ﬁ‘: B (1x3+6x)+(x1—4)—(4x2—4) _

== + - =
dx(x — 2) dx(x —2) dx(x —2) dx(x - 2)
—x” +6x

= = «— wylaczamy x przed nawias w liczniku i skracamy ulamek
dx(x - 2)

_ X EE  -xH0

C4x(x-2) 4(x-2)

-x+ 6 .
Odp.: - X201 ¥ 2

4 x-2)

121



B 122 Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

Mnozenie | dzielenie wyrazen wymiernych

Mnozenie utamkow jest na ogél prostsze niz ich dodawanie. Wystarczy pomnozyc

licznik przez licznik oraz mianownik przez mianownik. Dzielenie ulamka - przez

utamek -:’j zastepujemy mnozeniem 5;— przez odwrotno$¢ dzielnika, czyli przez ula-

d - - = s - " 4 = F
mek —. Wyniki tych operacji mozna ewentualnie jeszcze skrocic. W wypadku wyra-
C

zen wymiernych jest podobnie, musimy tylko pamigtac o zrobieniu odpowiednich

zalozen.
% - % = %, przy zatozeniu,ze Q#0 1 P # 0
p—;—:g=%-;=g, przy zalozeniu,ze Q#0, P#¥0 i T#0

Przykiad @) « zad.8.7

xl+2x_x—1
x2-1 x+2

Wykonamy mnozenie

Rozwigzanie
2
% +2x% x=1 _
x2-1 x+2

«— poszczegolne wielomiany rozkladamy, jesli to
mozliwe, na czynniki

B x(x +2) x-1 _ o e
- (x+1)(x-1) ' x + 2 - «— zapisujemy zalozenia: x # -1, x # 1, x # -2
X
x+1
Odp.: & cxd=] xtl, x£=2
x+1

Przyklad ) « zad. 8.8
dX—3 o= DX

Wykonamy dzielenie : .
7 7 x2+5x+6 x*+4x+4

Rozwiazanie

5 — 3 3 —5x - N
24+5x+6 : x*+4x +4 - «— rozkladamy tréjmiany kwadratowe na czynniki
x -
- =t isuj lozenia: x # -3, x # -2, x # :
st ' = s : 3 5 3
(x+2)(x+3) (x+2)? zapisujemy zalozenia: x X x# 2
5x — 3 (x +2)°

=( T2 x+3) 3-5 = «— mnozymy przez odwrotnos¢
- i g4 K ol — D%

. = 3—bxNx+2] _x+2
(x +3)(3 - 5x) x+3
-x+ 2 3

x+3:x?‘;_3: x:f";_zz x:fk'g

«— skracamy ulamek

Odp.:




Przykiad &

x% - 12x + 36

8. Dziatania na wyrazeniach wymiermnych

6x — 18 x—3

Wykonamy dziatania

Rozwiazanie
x*—12x+36 6x- 18

4x* - 16

xX—23

—

92— 12x " 2 +2%

4x* - 16 2x3—12x:x2+2x -
(x - 6)° 6(x-3) x(x+2) o
= 1t D(x—2) - x(x = 6) - 3 = «— zalozenie: x e R-1{-2,0, 2, 3, 6}
_ 3(x—6)
4(x —2)
3(x —6)
Odp.: , xeER-1-2,0, 2, 3,6
T { }

¥ Przyklad @) < zad.8.10
1

Wykonamy dziatania ( +

x2 + x

Rozwiazanie

1 1 1
T |1+ —+
X~ +.X X" —X X

(= )
x(x+1) xlx-=1)]

x—1+x+1 .x2+x+1(

X ):(1+l+i,,)(x3—1).
X — X X X

1 3
L) (x-1) -
xz)(x

2

% X 1 3
(;*“;*;z)(x-lF

x3—1):

x{x+1(x-1) x°
2 2
= - . z -(x—l)(x2+x+1): e
x(x+1D{x-1) x*+x+1 x+1
2
Odp.: =X xeR-{-1,0, 1}
x+1

xz—f-l

x+2

8.1. Dane jest wyrazenie

x24+2x x-2

«— wykonujemy dzialania
w nawiasach przy
zalozeniu, ze
FER 451,00, 1)

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Dziedzing tego wyrazenia jest zbior R — {-2, 0, 2}.
B. Wartosc tego wyrazeniadla x = 1 jest rowna 3.
x -4 X +2

X+ 2
3 oraz
X“+2x x-2 X

C. Wyrazenia sg rowne.

123 I



B 124 Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

8.2. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

%+ x+ 2 x—2 . 2%+l
a) + C) 1
2%+ 3 2x+3 Ix+3 2+ 2
, & e
b) o, Lxt2 d) 2.:!::_ R
X 3x x—5 X
8.3. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zatozenia.
3 2 2+l 28=1
a) = c) .
x4+l X+l 2x—1 2Xx+]
1 5 10x + 1 3
b) -— d) —— - =
x-7 x+4 6x 2x

8.4. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

gL 7 x+1 3
a) + e)
x-3 3-x x*-2x+1 4x-4
x+5 2—4dx 2x + 1 x—1
b) : f) — e
3x -1 1 —3x Ix~-—12 2x°+4dx
c) x+3 +x+2 ) x -2 +x+2
2% —7 F—2x & x2-6x+9 9-—x?
2 - i
d) 1 2 h) 2x— 8 _3:«. 16
3x—1 3-9x x2—8x+16 2x%-32

8.5. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zatozenia.

X x—1
a) E +1
2x+2 3x-3
8 6
B) —— ~ ——1
2x -1 2x+1
g 2 _ 1 4
X%+ x x2 5x
4 — x 1-2x 5-2x°
d) - 7
x + 1 x—1 x- =1
4-5x 5x°-23x+12 x-4
e) - = + 1
5x — 3 25x2 -9 5x + 3
H 2x — 1 2x +x-"+7x—3
xX*+2x x-3 x>-x*-6x
) X B xX—3 x+ 4
5 x2-6x—-16 x*-8x 4x*+ 8x
3 7 1
h oy
)x3+1 2x2-2x+2 x*-1
. 3 2 1
1) L & 3
4x* - 10x+4 1-4x* 4x*-12x+8
j) X+ 2 2x+ 1 x2—14

2x2—7x+3 2x2+5x—3

2x3 - x2-18x+ 9



8. Dzialania na wyrazeniach wymiernych

¥ 8.6. Wyznacz takie wartosci a i b, aby podane wyrazenia byly réwne.

2
a b . 7x-=2 a ax+b . 2(;1' —9x+4)
a) - == c) - i 5 -
xX-2 x+2 x-—4 x-5 3x+1 3x-—14x -5
b . 3x+1 ~ . 2% —2x*-3x+3
b} — | — d) = g 4 —__— &
x-3 x+2 x2-x-6 (x?—4)(x-1) x> -x*-4x+4

8.7. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

x—1 x+2 3x -5 2x2—?x
3) . : d) - .
2x+4 3x x“+3x 6x-10
56— 3 xl+2x X+ x -2 x°+4x+3 2x-1
b) i E) - " ‘ —
3x+6 10x-6 2x“+5x-3 x—1 x-—4
c) 2.:1;:2—.:1: 1 —x f) x* =9 xl—lx xi—x
x—1 3x x2-3x+2 x*+2x-3 x?

8.8. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zatozenia.

2x  10x - 10 x° -8 4x-8
a) ; &) — :
x—5 5x-25 x"+8 4x+ 8
7
4x3—9 15+ 10x X +x-6 x—2
b) : d) —
2x? - 3x 3x? i x“+ 2x—-15

8.9. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

Bx?' X x—3 X -2 X+ 3 2x + 1
a) | 4+ 2 - C) - - +
] — x? x+1 4x+6 6x+9 3x-15 4x-20
2 2
b) (3x— . ):(?2 +1) g f X8 &% ;(f +z)
3-x x2 - 3x x2+4x-5 x2+6x+5 x2—1

8.10. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

a)( 3 i 1 )( X 1 )
\x2+x-2 x2+3x+2) \x2-1 x+2

' 2 X +2 4x + 2 4

b) ( ; + l,a, ) ‘; —~ - (4x + 2)
| Nt a4+ ] dxc—17 3x*+6x8 2x~1

&5 ((x+1 4 x+10) x*+2x+ 1
\3x-3 3x*-3 3x+3 7

5x 3x 15x + 12 3
d) + : AR
1 -5x 5x+1 1 —-10x + 25x ba—]

8.11. Niech x # 0 i y # 0. Ktory znak: = czy # nalezy wstawi¢ w miejsce 2|,

aby otrzymac zalezno$¢ prawdziwg?

3 2. X @1 g . X g g Eo1 g E2E

y X x 2y 2 ¥ y

& o X=YV = X 2x 1 5 3-’52-)’
b) ——=~ 1 d) i ——1 fy —-- 2

y X i Y ¥ X Xy

125 I



B 126 Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymierne

+ 8.12. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

ot | %5 x2+10x+21_1
Ix -4 6x—12 x2 4+ 8x+7 X 1
ﬁ) X+ 2 x+1 b) _1-2 —4x =21 C) x + X d) 1 1
e - _ -
3x -6 4x -8 G — T x+1 o
x=1
; _— . 2 1 y) )
+ 8.13. Wykonaj dziatania | — = > ]\ X"+ 3ax + 2a” ).
x-—ax—6a x°-2ax - 3a

Podaj odpowiednie zalozenia.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W Zeszycie.
. x+2
1. Wskaz wynik dzialania i odpowiednie zatozenia dla wyrazenia — cme 0 =
xX+2 x+
5x — 4 13x + 4

A. ; : 2 - : o —2

G s TR S T o

2x° + 13x + 4 5 ~ 4
B. , —B, =2 D. ; -9, =

G aleeg) °F ¥ Gr i+ T X
2. Wskaz wszystkie zaloZenia potrzebne do wykonania dzialan e e

2X S e 1

A.x #-3 Cox#1
B.x#-3, x#2 D.x#-3, x#2, x#1, x#4

xz—y‘z_x+y

3. Wynikiem dzialania

4x’y  xy
(=) G+ y x-y x-y x—y
A. - . B. . C. : D, —,
4x>y 4x 4 4x”y
4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
2 3.2 ;
Wartosc wyrazenia f it Ex s = dla x = =5 y ==
Xt—gs X°=2XY Y 9 9
A. jest liczba catkowita. B. jest rOwna 2. C. jest liczbg pierwsza.
X X+ 1 x°+1

5. Wvkonaj dzialania +
y ] 4x+4 6x-6 3x%-

x2+2x—3‘x2+6x+9

6. Wykonaj dziatania

x2-16 x2-x-12

7. Wykonaj dziatania {(H“”‘"’E)-( : +2)— - ]-3""‘”3.

X x—1 x+1 2x

Podaj odpowiednie zaloZenia.

przy zalozeniu, ze xy # 0, x+ y # 0, jest

— = Podaj odpowiednie zatoZenia.

. Podaj odpowiednie zalozenia.



9. Rownania wymierne

Umiejetnosci:
* rozwiazywanie rownan wymiernych

Wix)
Q(x)
jest wielomianem zerowym, nazywamy réwnaniem wymiernym z niewiadoma x.
Wizystkie pierwiastki wielomianu W, ktore nalezg do dziedziny, czyli spelniajg za-
lozenie Q(x) # 0, sg rozwigzaniami rownania.

Przykiad €D

X=2
x+2
Jego rozwigzaniem jest liczba 3.

Rownanie postaci = 0, w ktorym W i Q sg wielomianami zmiennej x i Q nie

a) Réwnanie = 0 jest rGwnaniem wymiernym o dziedzinie rownej R — {-2}.

x -1

b) Réwnanie = 0 jest rownaniem wymiernym o dziedzinie rownej

x?-3x+2
R —{1, 2}. Pierwiastek wielomianu W(x) = x—1 nie nalezy do dziedziny, zatem

roOwnanie to nie ma rozwigzania.

Przyktad €

Dziedzing rownania L jest zbior R — {0}. Aby rozwigzac to rOwnanie, nie mu-
%

simy przeksztalca¢ go do postaci Ig((;) = 0. Jezeli bowiem pomnozymy obydwie

: : 1
strony réwnania przez x, to otrzymamy 1 = 3x, stad x = 5

J
Jezeli w rownaniu wymiernym mamy sume Kilku wyrazen, to na ogoél, po wyzna-
czeniu dziedziny, mnozymy obydwie strony réwnania przez wspdlny mianownik
wszystkich skladnikow. Po rozwigzaniu otrzymanego w ten sposéb rownania wielo-

mianowego musimy sprawdzic, ktore z jego pierwiastkow nalezg do dziedziny row-
nania wymiernego.

Przyktad @) < zad.9.34, 966,

Rozwigzemy podane rownanie.

Rozwiazanie

g P o5 D=R-{]

x—4
2x4+1=5(x=4), stad x=7i17e¢D

Odp.: x=7
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b

Dziat 2. Wielomiany | wyrazenia wymierne

X 18 +x+5
x+2 (x-Dx+2) x-1

D=R~4{1,—2}

Obydwie strony rownania mnozymy przez (x — 1)(x + 2), czyli przez wspolny
mianownik wszystkich wyrazen wymiernych.

x(x-1)—-18+(x+5(x+2)=0

2x> +6x -8 =0

X’ +3x-4=0

Pierwiastkami tego rownaniasg x, =1 i x, = —4.

=0

x; ¢ D, wiec rozwigzaniem roOwnania wymiernego jest tylko drugi pierwiastek.

Odp.: x = -4

X¥s . k=7 22
+ =

x-4 x-2 x*-6x+8

i x -t 22

x—-4 x-2 (x-4)(x-2)

D=R-1{4, 2}

(x+7)Mx-2)+(x-7x—-4)-22=0

Po wykonaniu dziatan, uporzadkowaniu i podzieleniu obydwu stron réwnania

przez 2 otrzymujemy réwnanie kwadratowe:

x> -3x—-4=0,

c)

«— rozkladamy wielomian w mianowniku na czynniki

ktorego pierwiastkamisg x;, =-1€ D, x, =4 ¢ D.

Odp.: x = -1

Przyktad €) < zad.9.7

nk : : *
Ze WzZoru a, + a, = ——— Wwyznaczymy podang zmienna. Zakltadamy, ze zmienne
1+ 1

przyjmujg tylko takie wartosci, dla ktérych odpowiednie dziatania sg wykonalne.

Rozwiazanie
a) zmienna E

nk
¥ @y = —— «— obydwie strony réwnania mnozymy przez ni; + i,
B T o
(a, +a,) - (ni; +1,) = nE «— obydwie strony réwnania dzielimy przez n

(a, +a,) - (i +1,)
n

Odp.: E =
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b) zmienna i,

nk
a, +a, = —— «— obydwie strony rownania mnozymy przez ni, + i,
1 T4 0bydw 1+
ny t 1 i dzielimy przez a, + a,
. . nk _ _
nip +1, = «— przenosimy ni, na druga strone
© ap+a,
, nk .
Odp.: 1, = — 1y
a, + a,
C) zmiennan
nk _ , : ' _
a) +a, = ——; «— obydwie strony réwnania mnozymy przez ni, + i,
ni, + 1,
(a, +a,) - (ni; +i,) = nE —— MNOZymYy przez wyraz ze zmienna n
ni,(a; + a,) +i,(a; + a,) = nE «— przenosimy wyrazy ze zmienna n na jedng strone
nE - ni,(a, + a,) = i5(a, + a,) «—— wylaczamy n przed nawias
n[E —iy(a, + az)] = i,(a; + ay)
Hla, +a
Odp.:n = 248 +6)

E-i(a, +a,)
Przyktad €  zad. 9.11

Samochdd przejechat w pewnym czasie 210 km. Gdyby jechat ze §rednig predkoscig
o 10 km/h wigkszg, to czas przejazdu skrocitby sie o p6t godziny. Oblicz, z jaka Srednig
predkoscig jechatl ten samochad.

Rozwiazanie

Korzystamy ze zwigzku f = = miedzy droga, predkoscia i czasem. s =
U

ot ({( ]})

t — czas przejazdu (w godzinach) v =
v — Srednia predkos¢ (w km/h) f =
s =210 km

L wyraza czas przejazdu z predkoscig, o ktorej mowa w zadaniu
U

210
v+ 10
Z tresci zadania wynika, ze:
210 210 1

v v+10 2
Po pomnozeniu obydwu stron rownania przez mianowniki i uporzagdkowaniu wyra-
zOéw otrzymujemy rownanie:
v° + 10v — 4200 = 0,
ktérego pierwiastkami sg liczby: v, = =70, v, = 60. Zgodnie z trescig zadania v > 0,
zatem rozwigzaniem jest tylko druga liczba.

Odp.: Samochdd jechal ze sSrednig predkoscig 60 km/h.

e a1 2

wyraza czas przejazdu ze zwiekszong predkoscig
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R

* Przyklad ) « zad.9.15

Pani Zenobia Zubr zatrudnita do przycina-
nia drzewek owocowych pracownikéw trzech
firm ogrodniczych. Gdyby podpisata umowe
tylko z firmg P, to praca zostataby wykonana
w czasie o 5 dni dluzszym, niz przewidywala
to oferta firmy K. Natomiast firma N przy-
cielaby drzewka w czasie o 2 dni dluzszym

niz podwojony czas pracy firm K i P tacznie.
Ile dni zajetaby praca kazdej z firm pracu-
jacej osobno, jezeli wspolnie wykonaly prace
w ciggu 2 dni?

Rozwigzanie
Zakladamy, ze kazda z firm wykonuje swojg dzienng norme bez zmian (bez takiego
zalozenia zadania nie mozna rozwigzac). Oznaczmy:
x — liczba dni pracy w ofercie firmy K. Zatem x > 0.
Wowczas:

x + 5 to liczba dni pracy w ofercie firmy P,
2(x+ x +5) + 2 to liczba dni pracy w ofercie tirmy N.

Zatem w ciggu jednego dnia firmy wykonuja cz¢s¢ pracy rowna:

1 - norma firmy K,

X
1
- norma firmy P,
X+
- - norma firmy N.
4(x + 3)

Przyciecie wszystkich drzewek zajeto pracownikom trzech firm pracujgcym wspdlnie
2 dni, czyli w ciggu jednego dnia wykonali potowe pracy. Zatem:

[ R S

x x+5 4(x+3) 2

W kolejnych przeksztalceniach otrzymujemy:
4(x+5)(x+3)+4x(x+3)+x(x+5) =2x(x+5)(x + 3)
4( + 8x+15) + 4x” + 12x + %7 + 5x - 2x(x” + 8x +15) = 0

25" +7x7 = 19x - 60 = 0, czyli (x - 3)(2x° + 13x +20) = 0

Obydwa pierwiastki tréjmianu kwadratowego 2x” + 13x + 20 sa ujemne, wiec jedy-
nym rozwigzaniem zadania jest x = 3.

Odp.: Firma K przycietaby drzewka w 3 dni, firma P w 8 dni, firma N w 24 dni.



9.1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

X

Wiadomo, ze na + x = — oraz naxy # 0. Zatem

¥

na+ x

A.y=

X

B. a =

x(1 - y)
ﬂ-y '

9. Rdwnania wymierne

X — yx

ay

C. =

9.2. Jeden robotnik wykonuje pewng prace w x dni, drugi te samga prace wykonuje

w ¥ dni. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Obaj robotnicy, pracujgc wspolnie, wykonajg te prace w ciggu

Xty

1

= ; X >
A. dni. B. dni. . ‘4 dni.
Xy X+ Yy X+ y
9.3. Rozwiaz rownanie.
3) 2x+ 1 _3 c) —x+3:2 ) I}Zx—f': _
x—-2 4x -5 3 x—-4x+ 4
3x -2 3x -5 1 4x + 6
b) X - d) X e f X _ 4
2x + 1 —6x + 7 2 2xt +x -3
9.4. Rozwiagz rownanie.
2
= 3 g <
a) 2% 1:x+3 d) x+_:x?+5x 10 g) x+1_2.1+3:0
x -1 1l —x x+4 X-f=12 x+5 4x+11
by 22X _ x=2 o EHL__6x o X H2x+2  x+2
x+3 x+7 3x—-1 5x-1 x*+3x+2 x+3
g =l _x _, p Xzl 2x-1 i 2" +x-3  2x+3
5-x x-2 x+3 4x+3 x2-3x-10 x-5
9.5. Rozwigz rownanie.
4 3 2x -5 -1 + 10 2
a) - .. dy S B =
x+3 x+1 x*+4x+3 x—-3 x-4 x2-Tx+12
=3 a3 18 1 x* +2x — 4
b) X +l . 2 E') 4 =..1 1.1
x-1 x-4 x“—5x+4 x 2x-4 2x* — 4x
3 2 6 X x+11 2
c + = + =
)x—l x+1 x%2-1 f) x—-2 x-3 x*-5x+6
9.6. Rozwiaz réwnanie.
a) 3Ix+11 +2:2x—2 d) 4 +x—6: X 1
x2-x-20 X+ 4 x2—-6x+5 x-5 x—1
b) x -1 B 2 X e) x—2 X x1—7x+9 _
x-5 x2-11x+30 x-6 x-3 x-6 x*(-9x+18
&) S_x—i_ 6 4x + 11 f) x+2 x—é_xz—2x+l+l
x+2 x2+6x+8 x+4 x+1 x-3 x2-2x-3
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9.7. Wyznacz ze wzoru podang zmienng. Zakladamy, ze wszystkie zmienne przyj-
mujg tylko takie wartosci, dla ktérych odpowiednie dziatania sg wykonalne.
Mm u U

2) F=G- M d==—t= R
r R R, R,
b)B:E I E)k:i(l_l) R
I-1 4nme \ R r
2
&) (p+-%)(uﬁb):RT p D E="2 +mgh -
U L

9.8. Gdy jabika staniaty o 1 zt za kg, to za 24 zt mozna ich bylo kupic o 2 kg wigcej
niz poprzednio. Jaka byla poczatkowa cena 1 kilograma jablek?

9.9. Trzy litry soku rozlano do szklanek - do kazdej szklanki tyle samo. Gdyby do
kazdej szklanki wlano o 50 ml mniej, mozna by bylo napelnic¢ o 5 szklanek wiecej. Ile
szklanek poczgtkowo napelniono sokiem?

9.10. Ogrodnik miat przycig¢ 200 drzewek owocowych w okreslonym terminie.
Pracowat systematycznie, a poniewaz udato mu si¢ kazdego dnia przyciac o 5 drze-
wek wiecej niz wczesdniej zaplanowal, skonczyl prace 2 dni przed terminem. Ile dni
pracowat?

9.11. Kierowca samochodu obliczyl, ze zdazy dojecha¢ w ciggu 2 godzin na konfe-
rencje, jezeli bedzie jechat ze $rednig predkoscig 55 km/h. Niestety przez pierwsze 20
minut jechal z predkoscig tylko 45 km/h. Z jaka Srednig predkosciag musi pokonac
reszte trasy, zeby przyjechac na czas?

9.12. Marcin jechal samochodem z domu do hurtowni ze s$rednig predkoscig
60 km/h, a wracal ze $rednig predkoscig 40 km/h. Caly przejazd zajal mu lgcznie
4 godziny. Jak daleko jest zdomu Marcina do hurtowni?

9.13. Anna jechala samochodem ze stalg predkoscig. W pewnym momencie wy-
przedzila rowerzyste poruszajgcego sie ze stalg predkoscig 18 km/h. Nastepnie za-
trzymala si¢ na 10 minut. Potem jechala dalej z tg samg co poprzednio predkoscig
i po pewnym czasie znowu wyprzedzila tego samego rowerzyste. Z jakg predkoscia
jechata Anna, jezeli miedzy kolejnymi momentami wyprzedzania rowerzysty uply-
neto 13 minut?

9.14. Pocigg osobowy wyjechat z miasta A do miasta B o godzinie 12* i jechat ze
érednig predkosécig 60 km/h. O godzinie 13” z miasta B do miasta A wyjechat pociag

pospieszny i jechat ze §rednia predkoscia 90 km/h. Pociaggi minely sie o godzinie 15,
Jaka odlegtos¢ dzieli miasta A 1 B?



9. Rdwnania wymierne

9.15. Na szczyt gory wywoza narciarzy trzy wyciagi — gondolowy, krzesetkowy i or-
czykowy. Gondole wywozg grupe 1200 narciarzy w czasie o 2 godziny krotszym niz
wycigg krzesetkowy oraz 3 razy szybciej niz orczyk. Jezeli wszystkie wyciggi sg czyn-
ne, to grupa 1200 narciarzy wjezdza na szczyt w czasie 2 godzin. Ilu narciarzy wywozi
na szczyt w ciggu godziny kazdy z wyciggow?

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycie.

1. Jan podrézowat przez T godzin ze srednig predkoscig R km/h i przez f godzin ze
srednig predkoscig » km/h. Jaka miat §rednig predkosc¢ (w km/h) na calej trasie?

R RT + rt RT +rt Rt + rt
e B. — ' ) : D, — "
Tt I'+t 2 R+r
2. Wskaz rodwnanie, ktore nie ma rozwigzania.
A —— =1 B. X -» C.-=x D. =X -1
x—1 X X x =1
: : ; s 5
3. Wiadomo, ze m = . Ile jest rowne —?
a+b b
i 5m B. 5(a + m) C. m+ a - m
1 — ma l+a 5a 5a(l + m)

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

% =03 3 2

Zbior rozwigzan rownania ——— = — -
K=t & X

A. jest dwuelementowy.
B. ma nieskonczenie wiele elementdw.
C. jestrowny R - {0, 1}.

x—=7 x+3

5. Rozwigz rownanie = :
X=2Z X+l

2
A g .. X =x+2 X+ 2
6. Rozwigz rownanie — = ;
XF—2x+t3% x+i

7. Kwote 3360 zl przeznaczono na premie swigteczne dla pracownikow. W ostat-
niej chwili zdecydowano, ze premie otrzyma o dwdch pracownikow mniej i wtedy
okazalo sig, ze pozostali otrzymajg po 40 z1 wiecej. Wszystkie wyptacone premie byty
rowne. Ilu pracownikow je otrzymato?
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10. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-20 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W ZesSZycie.

1. Wiskaz warto$é¢ wielomianu 3x° - 2x° + x -1 dla x = —1.
A. -7 B. -3 C. 1 D.0O

2. Funkcja f(x) = (p+ 1)x + 5 jest wielomianem stopnia 0, gdy
A. p=1. B. p=0. C. p=-1. D. p > 0.

3. Wielomian (2x + 3)° zapisano w postaci sumy tak, ze jeden z podanych jedno-
mianow jest jej skladnikiem. Wskaz ten jednomian.

A. 2x° B. 18x° C. 54x D. 9

4. Wskaz liczbe rowna (\/5 - \/5)3

A. 1 B. 3v3-2v2 C. 9V3+7V2 D.9V3-11V2
5. Jaka jest warto$¢ wielomianu x°y* — 2xy— V3x7y dla x = V2 i y = —V/3?
A. 0 B. 2(12+ V6) C. 63 D. -2

6. Wskaz zbidr rozwigzan réwnania x> — 3x + 2 = 0.

A- {_11 1-, 2} B- {_21 1} C- {_1: 1: _2} D- @

7. lle pierwiastkéw ma wielomian x° + 2x° + x?

A.0O B. 1 C. 2 D.3

8. Réwnanie x° —x° —x+10 =0

A. nie ma rozwigzan. C. ma doktadnie dwa rozwigzania.
B. ma dokladnie jedno rozwiazanie. D. ma dokladnie trzy rozwigzania.

9. Réwnanie Zx(:«:2 = 9) (.r'::2 + 1) (.xz = 1) =)
A. nie ma rozwigzan. C. ma doktadnie piec rozwigzan.
B. ma dokladnie cztery rozwigzania. D. ma dokladnie szes$¢ rozwigzan.

10. Wskaz wyrazenie, ktore nie wystepuje w rozkladzie na czynniki wielomianu
Wi(x) = x> + 4x* — 4x — 16.
A. x -2 B. x+2 C.x-4 D.x+4
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11. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu X +5x° +5x + 3 przez dwumian x + 2.
A.5 B. 3 C. 0 D. -1

12. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x+x—1 przez dwumian x + 1.
AL —3 B, -1 G | D. 3

13. Dla jakiej wartosci m wielomian W(x) = x> —2mx” +3x -6 jest podzielny
przez wielomian P(x) = x — 27

A, -2 B. 1 C. 0 D. 2

14. Grzegorz zaplanowal porzgdkowanie strychu przez a godzin. Przepracowat juz
b godzin, b < a. Jaka czeé¢ zaplanowanego czasu pracy mu zostata?

A.a-b B. — o B8 p.&-2
a—b a b a
15. Dla x # 0 i y # 0 wyrazenie -2 moina zapisac jako
y X
22
A. 0. B. -1. c. —2. D. —=.
¥ XX
16. Ktory z utamkow jest réwny sumie — + 4q Zakladamy,ze x # 0 i m # 0.
x m
a2 g It c mtxy p. IMmtxy
xm xm X +m xm
17. Jezeli ulamek zfl rozszerzymy tak, aby w jego mianowniku bylo wyrazenie
X
x* + 1, to wliczniku otrzymamy
A.2x° +2x° + 2 C. 2x° - 2x* + 2x.
B. 2x” + x. D. 2x” + 2x.

X lx+2

18. Wskaz dziedzing wyrazenia

x—1 x-5

A.R-11, 5} C. R-{-2, 1, 5}
B. R—{-2, 1 D.R-{-2,0, 1, 5}
ot _ ., oox(x-1)
19. Wskaz liczbe rozwigzan rownania T B 0.
i
A. 0 B. 1 C. 2 D.3
20. Wskaz rownanie majgce ten sam zbior rozwigzan co réwnanie E —11 =)
x —_
A.(x3—1)(x—1)=0 Cx=1=0

B.(x2—1):0 D.x+1=0
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W zadaniach 21-25 ocen prawdziwosc podanych zdan.

21. Wyrazenie x’ — ¥ to

A. szeScian roznicy liczb x 1 y.

B. rdéznica szescianow liczb x 1 y.
C. trzecia potega roznicy liczb x 1 y.

22. Dane s3 wielomiany W(x) = %xﬁ —x +11x+3 i P(x) = —6x" + 5x° + X.

o

A. Stopien wielomianu W(x) + P(x) jest rowny 9.
B. Stopien wielomianu Wi(x) - P(x) jest réwny 9.
C. Wspdlczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 3.

23. Dany jest wielomian W(x) = 2x" — x° — 3x”.
A. Wielomian W(x) ma dokladnie jeden pierwiastek dodatni.

B. Jedynym pierwiastkiem wielomianu W(x) jest x = 0.

C. Suma pierwiastkow wielomianu W(x) jest réwna =

e

24. Rownanie wielomianowe trzeciego stopnia moze miec
A. trzy pierwiastki. B. dwa pierwiastki. C. jeden pierwiastek.

25. Dany jest wielomian W(x) = 2x° + 2x% - 12x.

A. Wielomian W(x) ma trzy rozne pierwiastki.

B. Wielomian W (x) ma dokladnie jeden pierwiastek dodatni.
C. Wielomian W(x) ma dwa pierwiastki ujemne.

Zadania otwarte krotkie] odpowiedzi

26. Dane sg wielomiany: W(x) = 4x* —16x° +24x° +2x -7, Q(x) = 2x — 3
i R(x) = x> - x. Wyznacz W(x) — (Q(.ﬁr:))2 - R(x).

27. Wyznacz liczbe m tak, aby reszta z dzielenia wielomianu

Wix) = 2x° — 6x° + mx — 1 przez wielomian Q(x) = x — 2 byfa rowna 5.

28. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) Q(x) = 3mx" + 6x° d) Olx) = 7x° - 21x°
b) Q(x) = 14x° + 21x° e) Q(x) = 2x" - 16x
¢) Oix)= 24x° - 36x" I} Ux) = x° -1
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29. Roztoz wielomian na czynnikj nierozkiadalne.

a) W(x)=x3+2x2—9x—18 d) W(x)=—x4—x2+2
b) Wi(x) = 2x" — 10x” — 4x° + 20x e) W(x)=x"-3x*-13x+ 15
c) W(x) = x* - 18x° + 81 f) W(x)=x"-3x>-3x+14

30. Liczby 2, -3 i 5 s3 pierwiastkami wielomianu W(x) = X+ ax + ayx + ay:
Wyznacz wspolczynniki tego wielomianu.

31. Podaj przyklad rownania wielomianowego o wspolczynnikach catkowitych,

ktorego rozwigzaniami sg liczby -2, %, %
32. Rozwigz rOwnanie.
a) x> —x*-16x+16=0 e) 2x” +3x* - 10x-15=0
b) 4x° - x> —4x+1=0 f) 5x*—13x" —5x"+13x =0
c) 2x° —x? —8x+4=0 o) x> +5x> +9x — 45 = 0
d) 4x’ + x* —4x-1=0 h) 2x* — 5x° — 8x” +20x = 0
33. Rozwiaz rownanie.
a) (x+V7)(x=-2)*=0 ¢) x*+2x°—12x* +14x-5=0
b) X +x°—9x-9=0 d) 4x* —29x* +25 =0
34. Rozwiaz rownanie.
1) 3x =i &) x _x—4=1
x+1 2x x*-6x+9 2x-6
3 1 2= 2% 2 2 X
)x+5 x-7 x*-2x-235 )x3—2x x*+2x x*-4
+ 35. Wiadomo, ze a + La 3. Wykaz, ze a + i% = 18
il f

Zadania otwarte rozszerzone| odpowiedzi

36. Dla jakich wartoscia i b wielomiany W(x) = (3x — 1)’ +ax
i P(x)=(3x+1) (9x2 + bx — 1) sg rowne?

37. Znajdz wielomian, ktérego kwadrat réwna sie x* + 6x° + 11x” + 6x + 1.

38. Jednym z pierwiastkow réwnania (m — Dx’ + -;:mxz -2m-1)x+m-1=0

. - - . ]- . a I »
z niewiadoma x jest liczba = Rozwigz to rownanie.

el

39. Pierwiastkami wielomianu x° + ax” — bx — 6 sg liczby —1 oraz 3. Wyznacz
wspotczynniki a i b. Czy ten wielomian ma inne pierwiastki?
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0 © 40. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej x wartos¢ wielomianu W(x) = X - x
jest liczbg podzielng przez 6.

41. Czlonkowie klubu wysokogérskiego myja okna na zewnatrz wysokich budyn-
kow i w ten sposob zarabiajg na wyprawe. Zenon, kiedy pracuje sam, myje okna na
jednej §cianie budynku przez 8 godzin. Kiedy pracujg wspoélnie z Jézefem, to praca ta
zajmuje im 6 godzin. Ile godzin potrzebowalby Jézef na samodzielne umycie okien
na tej scianie?

42. Jedna drukarka drukuje caly nakiad ulotek w czasie o godzine diuzszym niz dru-
ga. Wydrukowanie wszystkich ulotek na obydwu drukarkach pracujgcych réwnocze-
$nie zajeto 1 godzing i 12 minut. Ile czasu drukowataby wszystkie ulotki kazda z dru-
karek, pracujgc oddzielnie?

43. Autobus miejski pokonuje odlegtos¢ 7 km ze Srednig predkoscig 42 km/h. Po
drodze zatrzymuje si¢ na 13 przystankach - na kazdym s$rednio 30 sekund. Jednocze-
$nie z autobusem na te samg trase wyrusza rowerzysta poruszajacy sie z predkoscig
20 km/h. Ktory pojazd pierwszy pokona calg trase? Jaki dystans zostanie wtedy do
przejechania drugiemu pojazdowi?

44. Pocigg zatrzymany na czerwonym $wietle stal 20 minut. Nastepnie przejechal
100 km z predkoscig o 20 km/h wigksza od zaplanowanej, dzigki czemu zmniejszyl
opdznienie do 5 minut. Z jakg predkoscia przejechat te 100 km?

45. Whasciciel osrodka wypoczynkowego kupit nowg kosiarke. Mozna za jej pomocy
skosi¢ trawe na terenie catego o$rodka w czasie o0 4 godziny krétszym niz polowa cza-
su pracy starej kosiarki. Jezeli obydwie kosiarki pracujg rownoczesnie, to cafa trawa
jest skoszona po uptywie 6 godzin. Ile czasu kosi calg trawe kazda z kosiarek osobno?

46. Rozwigz rownanie.

2
2) 3(.:5*' - 4.x:) - (xz —4:.:) +10=0
2
b) (x*- 557 +2) - 14(x" - 557 +2) = 32
47. Zapisz w prostszej postaci podane wyrazenie.

a) \‘/(xE +9y2)* - 81y*: \jxi + 182 b) i{(x? + %) + 12(x3 + %) + 36

X X
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1. Wstep do planimetrii

Umiejetnosci:

» korzystanie z nierownosci trojkata

* korzystanie z twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia odwrotnego do niego
» korzystanie z wiasnosci symetralne] odcinka i dwusieczne] kata

* wykonywanie podstawowych konstrukcji geometrycznych

Nieréwnos¢ trojkata
Z trzech odcinkow o dtugosciach a, b, c mozna zbudowac trdjkat wtedy i tylko wtedy,
gdy te dlugosci spelniajg nieréwnos¢ tréjkata, czyli suma dowolnych dwoch z nich
jest wieksza od trzeciej:

a+b>c

b+c>a b @
a+c>b

Ten uklad nieréwnosci mozna zapisac krocej.
Z kazdej nieréwnos$ci wyznaczamy jedng zmienng, np. c:

c<a+b
c>a-b «— ostatnie dwie nierownosci oznaczaja, ze ¢ > |a — b

c>-a+b

Czyli dany uklad nieréwnosci mozna zastapic nieréwnoscig podwdjna:

la-bl<c<a+b
Podsumujmy: z trzech odcinkow o dlugosciach a, bic mozna zbudowac trojkat wtedy
i tylko wtedy, gdy |la—-b| <c<a+b.
Zatem dla dowolnych réznych punktéw A, B, C na plaszczyZnie prawdziwa jest
nierownosc:

|AB| + |BC| 2 |AC
przy czym punkt B nalezy do odcinka AC wtedy i tylko wtedy, gdy:

|AB| + |BC| = |AC

A B C
Przypominamy: uzywamy w podreczniku zwrotoéw ,bok a trojkata” zamiast ,,bok tréjkata ((( J’l})

o dlugosci a”, podobnie ,,wysokos¢ réwna 3”, a nie ,,dlugo$é wysokoéci réwna 37, ,trojkaty maja
rowne przeciwprostokatne” zamiast ,trojkaty majg przeciwprostokatne rownej dlugosci™ itp.
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Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego

Twierdzenie \

Twierdzenie Pitagorasa

W tréjkacie prostokgtnym suma kwadratow diugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dlugosci przeciwprostokatnej.

g N\
2 Eq"t% f i3 .3
S % ¢ a’ +b'=c
S *Ff'a* b
=3 %,
b,

przyprostokatna a

W trdjkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b i przeciwprostokatnej ¢
(zob. rysunek powyzej):

s c=Va2+ b2, a=V2-b%, b=V -a

* najdluzszym bokiem jest przeciwprostokatna: ¢ >a i ¢ > b.

L s

Dzigki twierdzeniu Pitagorasa znamy zalezno$¢ migdzy dtugosciami bokow trojkata
prostokatnego. Okazuje si¢, ze jesli w pewnym tréjkacie zachodzi ta zaleznosc, tzn.
gdy dtugosci bokéw a, b, ¢ spelniaja warunek a” + b® = ¢%, to jest to tréjkat prosto-
katny o przeciwprostokatnej dlugosci c.

Twierdzenie \

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli w trojkacie kwadrat diugosci najdiuzszego boku jest rowny sumie kwa-
dratéw diugosci dwoch pozostatych bokdw, to ten tréjkat jest prostokatny.

g, P

Dowdd tego twierdzenia poznacie

odczas dalszej nauki matematvki.
P ) ty az 4 bZ _ l,:2 | "
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Przyktad @)  zad. 1.4

Sprawdzimy, czy z odcinkéw o podanych dtugosciach mozna zbudowac tréjkat pro-
stokatny.
a) 10,24, 26 b) 7, V53,2 c) 6,8,9 d) 3,4,7

Rozwigzanie

a) 26° = 676, 10° + 24 = 100 + 576 = 676 = 26°
b) 72+ 2% = 49 +4 = 53 = (V53)

c) 6°+8 =36+64=100+9" =81

d) 3+ 4 =7, zatem z tych odcinkéw nie mozna zbudowac tréjkata.

Odp.: a), b) - tak, ¢}, d) — nie

Symetralna odcinka i jej wiasnosci

m -\

Symetralna odcinka to prosta prostopadia do tego odcinka i przechodzgca
przez jego Srodek.

\ A

Odcinek ma dwie osie symetrii. Jedng z nich jest jego symetralna, a druga - prosta,
w ktdrej ten odcinek sie zawiera.

Twierdzenie \

Jezeli punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, to jego odleglosci od punktéow
A i B sg jednakowe:

|AP| = |PB]
I odwrotnie:

Jezeli odlegtoéci punktu P od punktow A i B sg jednakowe, to punkt P lezy na
symetralnej odcinka AB.

L o

- Wniosek .

Jezeli odleglosci punktu R od koncéw odcinka AB sg rézne, to punkt R nie lezy
na symetralnej odcinka AB.

L &
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Punkt P lezy na symetralnej Punkt R nie lezy na symetralne;j
odcinka AB. odcinka AB.
P R
A //S}‘\\ B A /\S?\ i B
|AS| = |SB|, |AP| = |PB| |AS| = [SB|, |AR| # |RB|

Dwusieczna kata | je] wiasnosci

m .1

Dwusieczna kata to polprosta o poczatku w wierzchotku kata, dzielgca ten kat
na dwa katy przystajace.

b M

* Katy, ktore maja rowne miary, (1)
nazywamy katami rownymi.
* Rowne katy, podobnie jak

rowne odcinki, zaznaczamy
w ten sam sposob.

Kazdy kat ma jedng o$ symetrii. Dwusieczna kata zawiera si¢ w jego osi symetrii.

Twierdzenie N\

Jezeli punkt P lezy na dwusiecznej kata o mierze mniejszej od 180° to jest jed-
nakowo oddalony od ramion tego kata.

I odwrotnie:

Jezeli punkt P polozony wewnatrz kata o mierze mniejszej od 180° jest jedna-
kowo oddalony od jego ramion, to P lezy na dwusiecznej tego kata.

Wniosek \

Jezeli punkt R jest polozony wewngtrz kata o mierze mniejszej od 180° i jego
odlegtosci od ramion kata sg rozne, to R nie lezy na dwusiecznej tego Kata.
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Punkt P lezy na dwusiecznej
kata P,OP,.

‘PPI‘:‘.PPE‘

Konstrukcje geometryczne

Zadanie konstrukcyjne polega na zbudowaniu

Punkt R nie lezy na dwusiecznej
kgta R,OR,.
R.I

RR,| # [RR,|

figury o zadanych wlasnosciach.

Do wykonania konstrukeji metodg klasyczng uzywamy tylko dwéch przyrzadow:

¢ linijki bez podziatki, ktora stuzy do wykreslania linii prostej (korzystamy z wla-

snosci: przez dwa punkty plaszczyzny przec

hodzi dokladnie jedna prosta),

* cyrkla - do odmierzania (odkltadania) odcin

cOw réwnych danemu odcinkowi (ko-

rzystamy z wlasnosci: punkty ptaszczyzny polozone w danej odlegtosci r od danego
punktu S lezg na okregu o srodku w punkcie S 1 promieniu r).

W szkole podstawowej poznaliscie jedng konstrukcje: tréjkata o trzech danych bo-

kach. Teraz przedstawimy dwie kolejne: symet

ralnej dane go odcinka oraz dwusiecz-

nej danego kata. Ich znajomo$¢ pozwala na rozwigzywanie réznorodnych zadan.

Przykiad @) < zad. 1.21

Skonstruujemy symetralng danego odcinka AB.

Analiza

Symetralna jest prosta. Zatem do jej wykre-
Slenia potrzebne sg dwa rézne punkty. Wie-
my, ze do symetralnej odcinka nalezg wytacz-
nie punkty rowno oddalone od koncow tego
odcinka. Najprostsza konstrukcje pokazuje-
my na rysunku.

Opis konstrukgeii

Wykonywana czynnosc Otrzymana figura
Z punktéw A i B zataczamy okregi punkty przeciecia okregow - oznaczone
0 promieniu r > 0,5- |AB|. na rysunku literami M i N
Prowadzimy prosta MN. prosta M N - szukana symetralna




1. Wstep do planimetrii

Dowod poprawnosci konstrukgl

|AM| = |BM| «—— réwne promienie zataczanych okregow
Zatem M nalezy do symetralnej odcinka AB.

|AN| = |BN| «—— réwne promienie zataczanych okregow
Zatem N nalezy do symetralnej odcinka AB.
Koniec dowodu

Zauwazmy, ze rozwartosc cyrkla (czyli ) musi spetnia¢
warunek r > 0,5-|AB|, aby wykreslane okregi sie przeciely.

Przy kresleniu symetralnej nie bedziemy w przyszlosci rysowac XM
pelnych okregéw - do wyznaczenia potrzebnych punktéw wy- |
starczy poprowadzenie odpowiednich tukéw. Zatem konstruk- 4 B
cja bedzie wygladac jak na rysunku obok. XN

Twierdzenie o symetralnej gwarantuje istnienie dokladnie jed-
nego rozwigzania zadania.

J

Konstrukcja symetralnej odcinka umozliwia rozwigzanie kolejnych zadan konstruk-
cyjnych, takich jak np.:

* podzial odcinka na polowy,

* konstrukcja prostej prostopadiej do danej prostej w punkcie nalezagcym do niej,

* konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej z punktu do niej nienalezacego.
W takich sytuacjach nie rozpisujemy konstrukcji symetralnej na poszczegolne etapy,
tylko piszemy krotko: prowadzimy symetralng odcinka.

Przykiad @) < zad. 1.24
Skonstruujemy dwusieczng danego kata a o mierze mniejszej od 180°.

Analiza

Szukana dwusieczna jest polprostg o poczatku

w wierzchotku kata. Zatem do jej wykredlenia
potrzebny jest jeszcze jeden punkt.

Najprostsza konstrukcje pokazujemy na rysunku.

Opis konstrukgji

Wykonywana czynnosé Otrzymana figura

Z wierzchotka P kata e« odmierzamy na obu | punkty M i N
jego ramionach réwne odcinki.

Zataczamy tuki okregow o{M, r) i o(N, r) | punkt T
tak, by przeciety sie wewnatrz kata .

Prowadzimy potprosta PT. polprosta PT - szukana dwusieczna kata «
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Dowod poprawnoscl konstrukell
* Okrag o érodku A i promie- (1))

|PM]| = |PN| «— odlozone réwne odcinki niu r oznaczamy o(A, r).
Zamiast pisac ,kat ABC
0 mierze ¢’ uzywamy tez
formy ,kat ABC réwny o
lub .4 ABC = «”.

IMT| = |NT]| «— réwne promienie zataczanych |
okregow

APMT = APNT  «— cecha bbb przystawania troj-
katéw (PT - wspdlny bok)

Zatem IMPT =<NPT, czyli punkt T nalezy do dwusiecznej kata a.

Koniec dowodu

Obok przedstawiamy rysunek konstrukcji w wersji M T
UpProszczonej.

Twierdzenie o dwusiecznej gwarantuje istnienie do-

ktadnie jednego rozwigzania zadania. # +N

Przyktad €)

Omoéwimy jeden ze sposobdw konstrukcyjnego wyznaczenia katéw o mierze 30° 1 60°.

Rozwigzanie

Oto etapy konstrukgji.

* Na plaszczyZnie rysujemy odcinek AB o pewnej
dlugosci a.

* Prowadzimy okregi o(A, a) i o(B, a)
i otrzymujemy punkty ich przeciecia: C i D.

* Prowadzimy prosta CD, bedacg symetralng
odcinka AB.

* Laczymy odcinkami punkt C z punktami A oraz B -
otrzymujemy tréjkat réwnoboczny ABC.

Kazdy z katow trojkata rownobocznego ma miare réwng
60°. Prosta CD jest osig symetrii tego trdjkata, zatem kat Sk
BCD, podobnie jak kgt ACD, ma miare 30°. D

1.1. Czy mozna zbudowac tréjkat o bokach podanej diugosci?
a) 3,1 cm, 4,5 cm, 2,7 cm by 2.1 em, 5.7 ¢m, 3,3 ¢t

1.2. Dane sg dlugosci odcinkéw: |AB| = 6, |BC| = 17, |[CA| = 11. Zbadaj, a na-

stepnie zilustruj wzajemne polozenie punktow A, Bi C.
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1.3. Ilejest trojkatow o bokach rownych 1 ecm, 3 cm, 4 cm lub 7 cm? Rozwaz wszyst-
kie mozliwosci.

1.4. Sprawdz, czy z odcinkdéw o podanych dlugosciach mozna zbudowac trojkat pro-
stokatny.
a) 8, 15, 17 c) 3V3, 8, 2 e) 5, 2v5, V15

b) 243, 30, 312 d) 7, 7, 7V2 ) 2+2 2\}2+ V2, V2

1.5. Przekatne réwnolegloboku, ktérego jeden z bokéw ma dlugosc 10 cm, sg rowne
12 cm i 16 cm. Wykaz, ze ten rownolegtobok jest rombem.

1.6. Oblicz obwod tréjkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dtugosci 13 i jed-
nej przyprostokatnej dtugosci 5.

1.7. Oblicz pole trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej diugosci 29 i jedne;
przyprostokatnej dtugosci 21.

1.8. Oblicz dlugos¢ boku
a) kwadratu o przekatnej dlugosci 3. b) tréjkata rGwnobocznego o polu 9+3.

1.9. Przekatne rombu majg diugosci 14 i 48. Oblicz obwod tego rombu.

1.10. Trdjkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 40 ma rami¢ dlugosci m. Jakie
warto$ci moze przyjmowac m?

1.11. Trojkat réwnoramienny o ramieniu dtugosci 20 ma podstawe dlugosci m. Ja-
kie warto$ci moze przyjmowac m?

1.12. Podaj przyktady wielokgtéw, w ktérych symetralna jednego z bokéw zawiera
dwusieczng jednego z katéw wewnetrznych.

1.13. Ile osi symetrii ma podana figura?

a) trojkat rownoboczny

b) trdjkat rownoramienny i nierdwnoboczny

c) kwadrat

d) prostokat niebedgcy kwadratem

e) romb niebedacy kwadratem

f) trapez rownoramienny niebedgcy réwnolegtobokiem
g) szeSciokat foremny

h) pieciokat foremny

1.14. Ktore tigury sposréd wymienionych w zadaniu 1.13 majg Srodek symetrii?
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1.15. Trojkat ABC jest r6wnoboczny (zob. rysunek).
Jego pole jest réwne 9. Zaznaczone odcinki majg te
samg dlugosc. Ile wynosi pole czworokata PIES?

1.16. Narysuj szesciokat foremny. Czy z faktu, ze ja-

kis szesciokat ma wszystkie kgty rowne wynika, ze jest
on foremny?

1.17. Narysuj trzy odcinki. Skonstruuj trojkat o bokach réwnych tym odcinkom.
Jaki warunek muszg spetniac¢ narysowane odcinki?

1.18. Narysuj podany wielokat, a nastepnie poprowadz konstrukcyjnie jego wszyst-
kie osie symetrii.
a) trapez réwnoramienny o podstawach dtugosci 10 cm, 8 cm i wysokos$ci 4 cm

b) tréjkat rownoramienny o ramionach dwa razy dluzszych od podstawy
c) prostokat, ktérego diugosci bokéw sg w stosunku 2 : 3

1.19. Skonstruuj trojkat rownoramienny o bokach podanej dtugosci. Ile rozwigzan
ma to zadanie?
a) 5cmi6cm b) 5cmi2cm

1.20. Narysuj dowolny czworokat. Skonstruuj czworokat przystajacy do niego.
1.21. Dany odcinek podziel konstrukcyjnie na cztery réwne czesci.

1.22. Narysuj dowolny odcinek AB. Skonstruuj odcinek 2,5 razy diuzszy od
odcinka AB.

1.23. Narysuj dowolny odcinek AB. Skonstruuj kwadrat o boku AB.

1.24. Skonstruuj kat o podanej mierze.
a) 45° b) 22,5°

1.25. Skonstruuj romb o kacie ostrym 45° i danym boku a.
1.26. Narysuj odcinki a i b roznej diugosci. Skonstruuj romb o przekatnych a ib.
1.27. Narysuj prostg k. Skonstruuj prostg prostopadla do k przechodzaca przez wy-

brany punkt A
a) lezacy na prostej k. b) lezacy poza prosta k.
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Umiejetnosci:

» korzystanie z wtasnosci stycznej do okregu

* korzystanie z wtasnosci okregow stycznych

* stosowanie wtasnosci dwusiecznej kata przy wpisywaniu okregu w trojkat

» stosowanie wiasnosci symetralngj odcinka przy opisywaniu okregu na trojkacie

Okrag i koto

Przypomnijmy znane ze szkoly podstawowej definicje: okregu i kota.

Okregiem o srodku w punkcie S i promieniu r (r > 0) nazy-
wamy zbior wszystkich punktéw plaszczyzny oddalonych o r od
punktu S i oznaczamy go o(S, r).

Okres$lenia promien okregu bedziemy w tym podreczniku (({ ))) Odlegloé¢ geome- (1))

uzywac w dwoch znaczeniach: odcinka laczacego punkt okregu tryczna nalezy do
z jego srodkiem albo liczby bedacej dlugoscia tego odcinka. poje¢ pierwotnych
Z kontekstu powinno jasno wynika¢, o ktére ze znaczen chodzi. geometrii.

Sieczng okregu nazywamy prostg przechodzgcg przez dwa punkty okregu, a cieciwa
nazywamy odcinek siecznej wyznaczony na niej przez punkty okregu.

Srednica okregu nazywamy cieciwe przechodzacy przez $rodek okregu.

Fukiem okregu nazywamy kazdg z dwéch czedci okregu wyznaczong przez dwa
punkty okregu tacznie z tymi punktami. Jezeli chcemy wskaza¢ konkretny tuk, to
na 0gol podajemy jeszcze jeden punkt do niego nalezacy, np. tuk AMB.

Poélokregiem nazywamy kazdy z dwdéch tukéw wyznaczony przez konce Srednicy
okregu.

l\.l" j{-'_'l .
B
-r;;f;{_-f

5 luk AMB

M
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Kolem o srodku w punkcie § i promieniu r (r > 0) nazywa-

my zbior wszystkich punktow plaszczyzny, ktore sg oddalone
od srodka S co najwyzej o r, i oznaczamy k(S, r). Punkty kola,
ktore nie lezg na jego brzegu, czyli na okregu o(S, r), nazywac
bedziemy punktami wewnetrznymi, a zbior wszystkich takich
punktow — wnetrzem kola.

L o

Sieczng, cieciwg i Srednica kota nazywamy sieczng, cieciwe i $rednice jego brzegu.

Dwa okregi

Omoéwimy wzajemne potozenie dwoch okregow: o A, ;) 1 o B, r,) wzaleznosci od
ich promieni i odlegltosci miedzy Srodkami. Wprowadzimy tez odpowiednie nazwy.
Przyjmijmy, ze r; 2 r».

1. |AB| >r,+r1, 2. |AB| =7y 4+ 1,

Okregi wzajemnie zewnetrzne Okregi zewnetrznie styczne
(lub roztgczne zewnetrznie) majg jeden punkt wspdlny.
nie majg punktow wspdélnych.

3, Ty—ry & |AB| < r 7
1~ 7 < |AB] Sl Jezeli nie jest spelniony warunek [AB| > r, - ry, to: {(+))

albo |AB| = r, — r, izachodzi warunek z p. 4,
albo |AB| < r; = r, izachodzi warunek z p. 5.

Okregi przecinajace sie majg dwa punkty wspolne.

i
2 4
Okregi wewnetrznie styczne Okregi rozlaczne wewnetrznie

maj3 jeden punkt wspdlny. nie majg punktow wspolnych.
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Okregi wspoélsrodkowe Okregi identyczne (pokrywajace sig)
nie majg punktow wspolnych. majg wszystkie punkty wspodlne.

o
|

Jesli dwa okregi sa styczne, to punkt stycznosci oraz srodki tych okregow lezg
na jednej prostej.

Przykiad o zad. 2.1

Sprawdzimy, jak sg polozone wzgledem siebie okregi o(A, 1), o(B, 3) i o(C, 7),
jezeli |AB| = 4, |BC| = 10 i |AC| = 8.

Rozwiazanie
Odlegtosci miedzy danymi srodkami sg rowne sumom odpowiednich promieni
(4=1+3, 10=3+7, 8=1+7), wiec te okregi sg parami styczne zewnetrznie.

Przykiad @) « zad. 2.2

Okreslimy, jaka powinna byc¢ odleglos¢ miedzy punktami A i B, aby okregi o(A, 2)
i o(B, 5) byly

a) styczne wewnetrznie.

b) wzajemnie zewnetrzne.

Rozwiazanie
a) Réznica promieni wynosi 3, jezeli zatem |AB| = 3, to okragg o(A, 2) jest styczny
wewnetrznie do okregu o(B, 5).

b) Okregi beda wzajemnie zewnetrzne, jezeli odleglto$¢ miedzy ich srodkami bedzie
wieksza od sumy promieni, réwnej 7.
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Prosta i okrag

Przypomnijmy znang ze szkoty podstawowej definicje.

m -\

Dlugosc¢ najkrotszego odcinka fgczacego punkt P z prosta /
to odleglosc punktu P od proste;j /.

o2t

By I

L o

Udowodnimy, ze jezeli P ¢ [, to najkrotszy odcinek fgczacy ten punkt z prosta /
jest do niej prostopadly. Niech K oznacza koniec odcinka prostopadtego do prostej
laczacego te prosta z punktem P.

P

B l
K T

Wybieramy dowolny punkt na prostej / r6zny od punktu K i oznaczamy go T. Odci-
nek TP jest przeciwprostokgtng w trojkacie prostokgtnym PKT. Z wniosku z twier-
dzenia Pitagorasa wynika, ze |PT| > |PK|. Zatem odcinek PK jest najkrétszym
odcinkiem gczacym punkt P z prostg [.

Jezeli punkt P € [, to odleglosc punktu P od prostej [ jest rowna 0.
J

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach ponize;j:

K to koniec odcinka prostopadiego do prostej [ 1aczacego te prostg ze sSrodkiem okre-
gu o(S, r),

d to odleglos¢ srodka S okregu od prostej I (czyli d = [SK]).

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3
Zauwazmy, ze jesli:

[. d < toprostal madwa punkty wspolne z okregiem, bo K jest punktem we-
wnetrznym kota k(S, r) (rys. 1).



2. Okregi i proste

I[I. d=r, topunkt K jest jedynym punktem wspélnym prostej [ i okregu — kazdy
inny punkt prostej /, np. T, wyznacza odcinek TS, ktory jest przeciwprostokatng
w trojkacie STK, czyli |TS| > d =r (rys. 2).

III. d > r, to prosta [ nie ma zadnego punktu wspdélnego z okregiem - kazdy in-
ny punkt prostej [, np. T, wyznacza odcinek TS, ktory jest przeciwprostokatng
w trojkacie STK, czyli |TS| > d > r (rys. 3).

Prostg, ktéra ma dokladnie jeden punkt wspélny z okregiem, nazywamy styczna
do okregu. Punkt wspolny stycznej i okregu nazywamy punktem stycznosci.

L A

Z poprzednich rozwazan wynika nast¢pujgcy wazny wniosek.

Sty, punkt
& stycznosci

Styczna do okregu jest prostopadta do odcinka
taczacego punkt stycznosci ze $rodkiem tego okregu.

Polozenie prostej wzgledem okregu wigze sie z liczbg wspolnych punktéw obu figur.

Rysunek Liczba punktow wspdlnych Prostia
O 0 zewnetrzna wzgledem okregu
1 styczna do okregu

2 sieczna — przecina okrag
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Przykiad o zad. 2.7

Dane sg: okragg o Srodku w punkcie S i promieniu » = 3 cm oraz dwie proste - [,
oddalona od punktu S o 5 cm, i k, oddalona od punktu S 0 2 cm.

Prosta I nie ma z okregiem zadnego punktu wspdélnego, a prosta k przecina ten okrag
w dwoch punktach.

Przykiad o zad. 2.8

Prosta zawierajaca cieciwe MN okregu o(S, 5) jest oddalona od punktu S o 4.
Obliczymy dlugos¢ cieciwy MN.

Rozwigzanie
Popatrzmy na rysunek obok. Odlegltosc srodka okregu A
od prostej zawierajgcej cieciwe jest rowna wysokosci SD ‘
poprowadzonej w trdojkgcie rOwnoramiennym M NS N
o podstawie M N.
DNF = 52 — 4% = 9 «— twierdzenie Pitagorasa w ASDN
DN| =3
MN|=2-|DN|=6 —— trojkat MNS jest rownoramienny
Odp.: |[MN| =6
F,
Dane s3: punkt P i ﬂkl‘%g o(S, r). Literg S oznaczamy na rysunkach (({ }))
Jezeli: srodek okregu (chyba ze z kontekstu
wynika co innego). Czasem, aby rysunek
* |SP| < r, to nie istnieje styczna do byl bardziej przejrzysty, srodek okregu
okregu przechodzaca przez P, zaznaczony jest tylko kropka.

* |SP| = r, to istnieje jedna styczna do

okregu przechodzaca przez P,

* |SP| > r, to istniejg dwie styczne do
okregu przechodzace przez P.

|SP| < r ISP| = r ISP| > r



2. Okregi i proste

Przykiad &)
Skonstruujemy styczng do okregu w punkcie P nalezacym do tego okregu.

Rozwiazanie

Styczna jest prostopadla do promienia poprowadzonego do punktu stycznosci, wigc:
Krok 1: Przez punkt P i §rodek S okregu prowadzimy prostg k.

Krok 2: Przez punkt P prowadzimy prostg [ prostopadla do k.

l

Konstrukcyjnym wyznaczeniem stycznych przechodzacych przez dany punkt P nie-
nalezacy do okregu zajmiemy si¢ w nastepnym temacie.

,
| e s Ny .

anoaveilTomia
~lwierdzenie

Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli z punktu P lezgcego poza okregiem poprowadzimy dwie proste styczne
do tego okregu w punktach Ai B, to [PA| = [PB].

Dowaod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponize;.

Punkt S jest jednakowo (o promien) oddalony od obydwu stycznych. Zatem:

JISPA =<SPB «— pdlprosta PS jest dwusieczna kata APB
ISAP =<4S8BP = 90° «—— kat miedzy styczna i promieniem
JASP = 4BSP «— suma katoéw w trdjkacie jest rowna 180°
|AS| = |BS]
Stad ASPA = ASPB, «— cecha kbk przystawania trojkatow
czyli |PA| = |PB.

Koniec dowodu
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O okr to jak k 2
O qu p{} {]Z{]I]}Tm _]’.:'1 na I’YSHI] uw p{}W} ZSZ}TII] Srﬂdek Ukrfggu wpisallﬁgﬂ (({ }B

w kat lezy na dwusiecznej

dowodzie mowimy, ze jest wpisany w kat APB. Od-

cinki PA i PB nazywamy odcinkami stycznymi, tego kata.
a kat APB o mierze mniejszej od 180° - katem mie-

dzy stycznymi.

Przykiad )

W okregu o Srodku S kgt miedzy promieniami SA i SB jest réwny 140°. Wyznaczymy
miare kgta miedzy stycznymi do okregu poprowadzonymi w punktach A i B.

Hozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Pjest punktem przeciecia stycznych. Aby zna-
lez¢ miare kata AP B, mozna skorzystac z fak-
tu, Zze suma kgtoéw czworokata jest rowna 360°:

JAPB = 360° — 90° — 140° — 90° = 40°

Inne rozwigzanie zadania opiera sie na spo-
strzezeniu, ze trojkaty SAP 1 SBP s3 przysta-
Jace, zatem:

ZAPB = 2-4SPB = 2 - (180° — 70° — 90°) = 40°
Odp.: <APB = 40°

Okrag wpisany w trojkat

W kazdym tréjkacie dwusieczne katéw wewnetrznych przecinajg si¢ w jednym
punkcie.

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Kazdy kat trojkata jest mniejszy od 180°. Zatem
dla kazdego z tych katéw punkty na jego dwu-
siecznej lezg w réwnej odleglosci od ramion kata,
czyli bokow trojkata. Dwie dwusieczne, np. kata
CAB i kata CBA, muszg si¢ przecig¢ — punkt ich
przeciecia oznaczmy literg S.




2. Okregi i proste

Zgodnie z rysunkiem, jesli AL B,C oznaczajg odpowiednie konce odcinkéw pro-
stopadtych do bokow, poprowadzonych z punktu S, to:

ISC | = |SBJlr | «— punkt S lezy na dwusiecznej kata CAB

|3Cr - |SAI | «— punkt S lezy na dwusiecznej kata CBA

Zatem |SB'| = |SA'| i stad wniosek, ze punkt S lezy na dwusiecznej kata ACB.
Inaczej mowiac, dwusieczna kata ACB przechodzi przez punkt S, jako punkt réwno
oddalony od ramion kata.

Koniec dowodu

Okrag wpisany w trdjkat to okrag styczny do wszystkich bo-
kow trojkata. Inaczej mowiac, jest on wpisany we wszystkie
trzy katy tego trojkata, zatem jego §rodek jest punktem prze-
ciecia dwusiecznych katéw. Promien okregu wpisanego jest
réwny odlegtoéci §rodka okregu od kazdego z bokéw tréjkata.

W kazdy trojkat mozna wpisac okrag.

Przyktad @)  zad. 2.11

W tréjkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci oznaczono literami K, L, M jak na
rysunku. Dane sg dlugosci odcinkow: |AL| = 3, |[LB| = 7, |AC| = 5. Obliczymy ob-
wod trojkata ABC.

Rozwigzanie

AL| = |AK]| «— odcinki styczne
KCl=5-3=2=|CM]

MB|=|LB| =7 «— odcinki styczne
BC|=|CM|+|MB|=2+7=9

Zatem obwdd tréjkata ABC jest rowny:
|AB| + |BC| + |CA| =10+9+5 =24
Odp.: 24

Okrag opisany na trojkacie

~ Twierdzenie )

W kazdym trojkacie symetralne bokow przecinajg sie w jednym punkcie.
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Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Punkty nalezgce do symetralnej boku leza
w rownej odleglosci od koncow tego boku, czy-
li wierzchotkdéw tréjkgta. Dwie symetralne, np.
boku ABiboku AC, muszg sie przecigc — punkt
ich przeciecia oznaczmy literg S.

|ISA| = |SB| «— punkt S lezy na symetralnej boku AB
ISA| = |SC

Zatem |SB| = |SC|, czyli punkt S lezy na symetralnej boku BC. Symetralna boku BC
przechodzi wiec przez S, jako punkt réwno oddalony od koncéw odcinka BC.
Koniec dowodu

«— punkt S lezy na symetralnej boku CA

Okrag opisany na trdjkacie to okrag przechodzacy przez
wszystkie wierzcholki trojkata. Inaczej mowiac, Srodek tego
okregu jest jednakowo oddalony od wszystkich wierzchotkow
trojkata, czyli jest punktem przeciecia symetralnych bokow.
Promien okregu opisanego jest rowny odlegltosci sSrodka okre-

gu od kazdego z wierzchotkow tréjkata.

Na kazdym trdjkgcie mozna opisac okrag.

Twierdzenie o symetralnych bokdéw trojkata stosuje sie réwniez w dowodzie naste-
pujgcego twierdzenia o istnieniu innego waznego punktu — tzw. ortocentrum, czyli
punktu przeciecia prostych zawierajgcych wysokosci trojkata.

Proste zawierajgce wysokosci trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.
Wskazéwka: Przez wierzcholkirozwa- 5
zanego trojkata ABC poprowadz pro-
ste rownolegle do jego przeciwlegtych
bokow i wykaz, ze w nowo powsta-

tym trojkacie A'BC proste zawiera-
jace wysokosci trojkata ABC s3 syme-
tralnymi bokéw (zob. rysunek).




+ 2.6. Dwa okregio Srodkach Ai Boraz roznych promie-

2. Okregi i proste

2.1. Okresl na podstawie danych wzajemne potozenie okregéw o(A, r;) i o(B, ;).

a) |AB|=8 ry=5 r;=3 d) |AB|=12 r,=8 1r,=6
b) |[AB|=10 r;=4 r,=5 e} |[AB|=0Q0 #i=5 9=9
¢) [AB|=15 r =9 1s=24 f) |[AB|=11 r;=16 r,=4

2.2, Okresl odlegtos¢ miedzy punktami A i B tak, aby okregi o( A, r,) i o(B, r,) byly
a) styczne zewnetrznie, jezeli v, =51 r, = 9.

b) styczne wewnetrznie, jezeli r; =2 1 r, = 8.

c) przecinajgce sie, jezeli r; = 10 i r, = 20.

2.3. Przerysuj tabele i uzupelnij jg. Jezeli w ktoryms wierszu jest wiecej niz jedno
rozwigzanie, podaj trzy przyktady speiniajace podane warunki.

Okregi o(A, rq) i o(B, r5) |AB| re rs
styczne zewnetrznie ¢ 3 7
wzajemnie zewnetrzne 20 15 ¢
przecinajg sie 5 2] 2
styczne wewnetrznie ? 4 12]
o(A, ry) zawiera sie w k(B, r,) ? 8 10

2.4. Srodki trzech okregéw parami zewnetrznie stycznych sg wierzchotkami trojkata
o bokach diugosci 10, 12 i 6. Oblicz promienie tych okregow.

2.5. Trzy okregi o §rodkach A, B, C i promieniach od-
powiednio 1, 2 i 3 sg parami styczne zewnetrznie jak na
rysunku. Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny.

niach sg styczne zewnetrznie i rOwnoczes$nie styczne we-
wnetrznie do okregu o $rodku w punkcie C i promie-
niu r. Wiadomo, ze punkty A, Bi C nie sg wspotliniowe.
Wykaz, ze obwod trojkgta ABC jest rowny 27,

2.7. Okredl, ile punktéw wspolnych z okregiem o promieniu r ma prosta oddalona

od $rodka okregu o d.
a) r=86 g =18 ¢} r=8 it =10 & =13 d=15>
Blr=11 d=11 d) ¥=7 d=72 i} #=7 @ =5

2.8. Odlegtosc srodka okregu od prostej zawierajgcej cieciwe AB jest rowna 3 cm.
Promien okregu jest rowny 6 cm. Oblicz diugosc cieciwy AB.
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2.9. Z punktu P poprowadzono styczng do okregu w punkcie A (rys. 1). Odci-
nek SB jest Srodkowg w trojkacie SPA. Promien okregu jest rowny 4 oraz a = f.
Oblicz dlugos¢ odcinka SP.

2.10. Dany jest okragg o srodku S i trzy proste styczne do niego, polozone jak na
rysunku 2. Punkty A, B, E s3 punktami stycznosci odpowiednich prostych. Wypisz
pary odcinkow réwnych.

Rys. 1 Rys. 2

2.11. W trojkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci C

oznaczono P, Q, R jak na rysunku. Wiadomo, ze R
1BQ| =4 i |AC| = 11. Oblicz obwdd trojkata ABC. A

2.12. Skonstruuj trojkat o bokach 5 cm, 6 cm i1 8 cm,
a nastepnie skonstruuj okrag P
a) opisany na tym trojkacie. b) wpisany w ten tréjkat. B

+ 2.13. Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny jest rowny 2 cm, a jedna
z przyprostokatnych tego trojkata ma diugos¢ 12 cm. Oblicz dlugosci pozostatych
bokow trojkata.

+ 2.14. Ile punktéw wspdlnych moze mie¢ brzeg kwadratu z okregiem, ktérego srodek
nalezy do prostej zawierajgcej przekgtng kwadratu? Wykonaj odpowiednie rysunki.

2.15. W tréjkat o katach 34°, 70°, 76° wpisano okrag. Oblicz miary katéw trojkata,
ktérego wierzchotkami sg punkty stycznosci tego okregu z bokami danego trojkata.

2.16. Obwdd trdjkata prostokatnego jest rowny 360 cm, a promien okregu wpisa-
nego w ten trojkat wynosi 16 cm. Oblicz pole tego trojkata.

~ 2.17. Punkty A i B dzielg okrag na dwa tuki réznej dtugosci. Na krétszym z tych
lukéw obrano punkt C, a nastepnie w punktach A, BiC poprowadzono trzy styczne
do okregu: odpowiednio [, k, p. Proste [ i k przecinajg si¢ w punkcie M, a prosta p
przecina prostelik odpowiednio w punktach N iT. Obwdd trojkata MNT jest rowny
2a. Oblicz dtugos¢ odcinka M A.



2. Okregi i proste

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycle.

1. Okregi ﬂ(ﬂ,%) oraz o(B, 7) sg polozone tak, ze |AB| = -150- [le punktow

wspélnych majg te okregi?

A. 0 B. 1 C.2 D. nieskonczenie wiele

2. Wskaz najwiekszg mozliwg liczbe punktéw przecigcia brzegu prostokata z okre-

giem.
A. 4 B. 6 C. 8 D. 12
3. Przez punkty M, N i K poprowadzono styczne do okregu M

o $rodku S. Punkty przecigcia stycznych sg wierzchotkami
pewnego trojkata. Jakie katy ma ten trojkat?
A. 457, 607, 75" . 907 607, 30°

B. 90°, 45°, 45° D. 90°, 60°, 75° o - N

4. Prostal jest styczna do okregu o(S, 5).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Istniejg dokladnie trzy okregi o promieniu 3 styczne zewnetrznie rGwnoczesnie
do prostej [ i do okregu o(S, 5).

B. Istniejg cztery okregi o promieniu 3 styczne rownoczesnie do prostej [ i do okregu
(S5},

C. Nieskonczenie wiele okregow jest stycznych rownoczesnie do prostej / i do okregu
o(S, 5).

5. Trojkat ABC ma boki o diugosciach |AB| = 8 cm, |BC| =9 cm i |AC| = 6 cm.
Narysowano trzy okregi o promieniach 3 cm i o $Srodkach w wierzchotkach tréjkata.
Okresl wzajemne polozenie tych okregow.

6. Dane sa dwa okregi wspotsrodkowe o promieniach réwnych 25 cm i 7 cm. Oblicz
diugosc tej cieciwy wiekszego okregu, ktdra jest styczna do mniejszego okregu.

7. Punkty A i B nalezg do okregu o $rodku S. Styczna do tego okregu w punkcie B
oraz prosta AS przecinaja si¢ w punkcie C i tworzg kat o mierze 26°. Oblicz miarg
kata CAB. Rozwaz dwa przypadki.
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3. Katy w kole

Umiejetnosci:
» stosowanie zaleznosci miedzy katem srodkowym | katem wpisanym
* Kkorzystanie z wiasnosci stycznej do okregu

Kat srodkowy

Dwie polproste o wspolnym poczatku wyznaczajg na plaszczyZznie dwa katy. Jezeli
zakreslimy okrag o srodku wwierzchotku tych katéw, toich ramiona podzielg okrag na

dwatuki. Abyjednoznacznie wskazacjeden z nich, wprowadzimy oznaczenialiterowe.
R

A M A

Fuk AMBo koncach AiB  Luk BRA o koncach AiB
przechodzi przez punkt M. przechodzi przez punkt R.

|

Kat, ktérego wierzchotlek jest Srodkiem okregu, nazywamy katem srodkowym

w tym okregu.

%, A

Moéwimy, ze kat Srodkowy jest wyznaczony przez odpowiedni tuk okregu (albo jest
oparty na odpowiednim luku okregu). Oznacza to, ze konce tuku lezg na ramionach
kata, a pozostate punkty tuku sg punktami wewnetrznymi kata.

Przykiad €D

W zapisie literowym tuk AMB i tuk BM A oznaczajg to samo, ale zgodnie z cze¢sto
przyjmowang przez matematykow zasadg, bedziemy wymieniac punkty w kolejnosci
przeciwnej do ruchu wskazowek zegara.

Kat « jest wyznaczony Kat y jest wyznaczony Kat ¢ jest wyznaczony
przez tuk AMB. przez luk TKW. przez tuk RQP.



3. Katy w kole

Czasem, gdy kat srodkowy jest wypukly, wygodnie jest wyko-
rzystac cigciwe taczgcg konce promieni i powiedziec, ze kat jest
wyznaczony przez te cieciwe.

Na przykiad kat a na rysunku obok jest wyznaczony przez cie-
ciwe AB.

Jezeli kat srodkowy wyznaczony przez tuk AMB jest rowny «, to kat srodkowy wy-
znaczony przez tuk BRA jest rowny 360° — a. Jedyna sytuacja, w ktorej oba takie katy
sg wypukte, zachodzi wowczas, gdy oba tuki sg pétokregami.

Kat srodkowy oparty na polokregu jest kagtem potpelnym.

Miara kata srodkowego zalezy od diugosci tuku, ktory ten kat wyznacza.

Przypomnijmy: 1° to miara 0 kata prostego.

Przykiad @) < zad. 3.1

* 90° to miara kata prostego, czyli kata Srodkowego wyznaczonego przez tuk rowny

1
— okregu,
, okregu
* 60° to miara kata srodkowego wyznaczonego przez tuk réwny é okregu,

5
» 150° to miara kata Srodkowego wyznaczonego przez tuk réwny T okregu itd.

Obliczymy, przez jaki kat Srodkowy jest wyznaczony tuk o diugosci % okregu:
% - 360° = 240°
Jest to kat Srodkowy o mierze 240°.

e - - —
T e 1o
i Fallal~r=1F a0 B

L LT N .
- % gy g L

——

Dwa katy srodkowe w tym samym okregu sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy

opierajg sie na rownych tukach.

163



B 164 Dziat 3. Planimetria

0 Przykiad €
Okregi o $§rodkach S, i S, sg styczne zewnetrznie.
Prosta [ przechodzi przez punkt stycznosci M i prze-
cina okregi w punktach A i B tak jak na rysunku.

Wykazemy, ze wypukle katy srodkowe wyznaczone
przez cieciwy M A i M B s3 rowne.

Dowod

Trojkaty AS, M i BS, M sg réwnoramienne (w kazdym z nich ramionami sg promie-
nie), zatem kazdy z nich ma przy podstawie réwne katy. Punkty S;, M, S, sg wspol-
liniowe. Katy S; M A 1S, M B sg wierzchotkowe, czyli r6wne, wiec wszystkie katy przy
podstawach obu trojkatow sg rowne. Katy AS; M i BS, M sg wiec rowne jako dopet-
nienie do 180°.

Koniec dowodu
Czesci kota
Z katem $rodkowym zwigzana jest czes¢ kota nazywana wycinkiem.

m -H

Wycinkiem kolowym nazywamy kazdag z dwdch czesci, na ktére dzielg koto
dwa niepokrywajace si¢ promienie.

L

o e : 2
Pole kota o promieniu r jest rowne: P = nr”.

A
Pole wycinka kotowego zalezy od miary kata Srodkowego wy-
znaczajacego ten wycinek lub inaczej - od dlugosci tuku, ktory r B
ten wycinek ogranicza. Na przyklad jesli tuk AB bedacy brze- T

giem wycinka kotowego (na rysunku zaznaczony kolorem po-
maranczowym) ma dlugos¢ rowna % diugosci okregu, to pole:

. ; . , 1
» 70ltego wycinka kotowego jest rowne: P; = gnrz,

5 A s : . . 4
* niebieskiego wycinka jest réwne: P, = gﬂfrz.

Zauwazmy, ze dwa wycinki kotowe kot o réwnych promieniach sg przystajgce wtedy
i tylko wtedy, gdy tuki wyznaczajace te wycinki s3 tej samej dlugosci, czyli wtedy
i tylko wtedy, gdy katy srodkowe wyznaczajace te wycinki majg te samg miare.

Przypomnijmy jeszcze pojecie pierscienia kolowego znane ze szkoty podstawowe;.
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-

Pierscieniem kolowym o szerokosci R—r, gdzie R > r,
nazywamy zbior wszystkich punktow ptaszczyzny, kto-

rych odleglosc d od ustalonego punktu S spetnia warunek
r<d<R

b, r

Pole pierscienia kotowego jest rowne: P = H(R2 - rz).

Kat wpisany

~

Katem wpisanym w okragg nazywamy kat wypukly, ktérego wierzchotek lezy na
okregu, a kazde rami¢ kata ma z tym okregiem jeszcze jeden punkt wspélny.

N, A

Na rysunku 1 zaznaczono kilka katéw wpisanych w okrag.

Ramiona kata wpisanego dzielg okrag na dwa luki (rys. 2). Luk, do ktérego nie nalezy
wierzchotek kata, nazywamy lukiem wyznaczonym przez kat. Moéwimy rowniez, ze
kat wpisany jest oparty na tym tuku.

Zwr6¢my uwage na to, Ze na jednym tuku jest opartych nieskonczenie wiele katow

wpisanych (rys. 3).
B
A B
A
Rys. 3.

Rys. 1. Rys. 2.

Przykiad €9

Wszystkie wierzchotki czworokata ABCD lezg na okregu tak
jak na rysunku. Zaznaczymy wszystkie katy wpisane o wierz- "
chotkach bedgcych wierzchotkami tego czworokata i oparte
na tuku B
a) AB nieprzechodzacym przez C.

A

b) BC nieprzechodzacym przez D.
c) ABC.
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Rozwigzanie

a) Na tuku AB b) Na tuku BC c) Na tuku ABC oparty

nieprzechodzacym nieprzechodzacym jest IADC.

przez C oparte sa: przez D oparte s3:

JACB i 4ADB. J4BAC 1 4BDC.

C c C
D D D
B B B
A A A

Przyktad &)
W okregu o promieniu 2 cm poprowadzimy cieciwe o diugosci
a) a=2cm. b) a = 3 cm.

Dla kazdego z tukéw wyznaczonych przez poprowadzong cieciwe narysujemy Kkat
srodkowy i dwa katy wpisane oparte na tym tuku.

Hozwiazanie

Aby rysunki byly bardziej czytelne, zaznaczymy oddzielnie rozwigzanie dla tuku
mniejszego od potokregu (w tym przypadku kat sSrodkowy oznaczyliSmy a) oraz roz-
wigzanie dla tuku wigekszego od poétokregu (kat srodkowy oznaczyliSmy f3).

a) a=2cm




3. Katy w kole

Miedzy katem wpisanym i kgtem srodkowym opartymi na tym samym tuku zachodzi
zalezno$¢ wyrazona w ponizszym twierdzeniu.

Kat wpisany rowny jest potowie kata Srodkowego opartego na tym samym tuku.

Dowad
Oznaczmy parg¢ katow, o ktérych jest mowa w twierdzeniu:
a — kat srodkowy
p - kat wpisany, oparty na tym samym fuku co kat «
Mamy wykaza¢, ze a = 2.

Katy wpisane mogg by¢ roznie polozone, co wida¢ np. na rysunkach z przykladu 5.
Dowdd twierdzenia przeprowadzimy w trzech przypadkach, ktére wyczerpig wszyst-
kie mozliwosci.

I. Ramie kata wpisanego przechodzi przez srodek okregu.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

FCBS = ,8 «— trojkat CBS jest rwnoramienny

JCSB = 180° -2  «— suma katéw w trojkacie

JCSB = 180° — «— kat CSB jest katem przyleglym do kata o
a=2p

I1. Srodek okregu jest punktem wewnetrznym kata wpisanego.
Prowadzimy potprostg CS.

Pélprosta CS dzieli kat Srodkowy « na katy «; i a5, a kat wpi-
sany 3 na katy 8, i 8, jak na rysunku obok.

Mozemy dla tych katow zastosowac zwigzek udowodniony
w punkcie 1.

ay =203, «— po zaslonieciu czesci rysunku na lewo
od prostej CS
a; =2 ﬁ 1 «— po zaslonieciu czeédci rysunku na prawo

od prostej CS
o=y +0o =20 +2B,=2(B; +B,) = 2f
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I11. Srodek okregu lezy poza katem wpisanym.
Ponownie prowadzimy polprosta CS i oznaczamy katy «;, 8, jak na rysunku.

o, =20, «— kat srodkowy i kat wpisany oparte na luku BD
X+ o) = Z(ﬁ + [31) «— kat $rodkowy i kat wpisany oparte na luku AD
a+2p; = Z(ﬁ + B4) «— podstawiamy do drugiego réwnania o, = 23,

a+2B,=2+2p,
a=2p

Koniec dowodu

Przykiad 0 zad. 3.11
Punkt § jest srodkiem okregu. Wyznaczymy miary katéw a i g.

Rozwiazanie A

a jest katem Srodkowym opartym na tym samym tuku co wpi-
sany kat o mierze 40°. Zatem «a = 80°. 7
Kat f ma miare 40° jako drugi kat przy podstawie trojkata w

rownoramiennego.

W okregu wszystkie katy wpisane oparte na tym samym tuku sg réwne potowie tego
samego kata srodkowego, wigc na mocy udowodnionego twierdzenia mamy naste-
pujgcy wniosek.

Wizystkie katy wpisane w dany okrag i oparte na tym

samym fuku s3 rowne.




3. Katy w kole

Po potaczeniu wniosku 2 (s. 163) i wniosku 3 otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

- _...I;.._ ._.- :'\-:":-'. .'.I |.. = ___.___-_!_-__ a !
: N e J e =8 :
1LWwiciuuLciiile
Pl Wl 10
¥

e
N —

Jezeli dwa katy sg wpisane w ten sam okrag, to sg one rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy sg oparte na rownych tukach.

 Definicia _ ;

Punkty A, B i P s3 niewspolliniowe. Kgt APB nazywamy
katem, pod ktorym widac¢ odcinek AB z punktu P.

Ograniczmy rozwazania do polplaszczyzny wyznaczonej
przez punkty AMB (rys. obok).

Wéweczas, zgodnie z ostatnim wnioskiem, z kazdego punktu
luku AM B wida¢ odcinek AB pod katem . Wykazemy, ze
zaden inny punkt tej potptaszczyzny takiego warunku nie
spelnia.

Jezeli punkt poélplaszczyzny nie nalezy do tuku AMB, to lezy albo wewnatrz czesci
kota ograniczonej tym tukiem, jak np. punkt P,, albo na zewnatrz tej czesci, jak np.
punkt P, (rys. 1).

W pierwszym przypadku (rys. 2) mamy <AP;B > p jako kat zewnetrzny tréjkata
PP, B nieprzylegajacy do wewnetrznego kata  — udowodnienie tego faktu zostawia-
my do samodzielnego przeprowadzenia.

Czyli z punktu P, widac¢ odcinek AB pod katem wigkszym niz f.

W drugim przypadku (rys. 3) mamy f > 4 AP, B jako kat zewnetrzny tréjkata PP, B
nieprzylegajacy do wewnetrznego kata PP, B.
Czyli z punktu P, wida¢ odcinek AB pod katem mniejszym niz f3.

' ! 2
.

Rys. 2 Rys. 3
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Oczywiscie aby otrzymac zbidr wszystkich punktéw, z ktérych odcinek AB widac
pod katem f, nalezy uzupetnic tuk AMB o tuk symetryczny do niego wzgledem pro-
stej AB. Zwrocmy uwage, ze punkty A i B nie naleza do tego zbioru.

Ostatecznie — zbidr wszystkich punktéw plaszczyzny, z ktérych odcinek AB widac
pod danym katem f3, ma, w zaleznosci od rozwartosci kata, nastepujgcy ksztalt:

B jest katem ostrym p jest katem prostym B jest katem rozwartym
"@ ﬂ{ }B AcE =0 B
}. | -.J"’| I:.____‘Ij e el _:I

e = N .
JoaCTh &

e =

YWino ot

Kat wpisany oparty na poétokregu jest prosty.

Przyktad €
Wyznaczymy konstrukcyjnie §rodek okregu opisanego na danym trojkacie.

Rozwiazanie

Aby znalez¢ srodek okregu opisanego na trojkacie, wystarczy wyznaczyc¢ punkt prze-
ciecia symetralnych dwdch bokéw tego tréjkata. Na rysunkach przedstawiono roz-
wigzanie zadania.




Zauwazmy, ze Srodek okregu opisanego lezy:
» wewnatrz tréjkata ostrokatnego,
* na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego,

* na zewnatrz trojkata rozwartokatnego.

3. Katy w kole

Wrynika to bezposrednio z powyzszych rozwazan o zbiorach punktéw, z ktérych dany

odcinek wida¢ pod danym katem.

Przykiad )

Dany jest okrag o §rodku S i promieniu r oraz punkt P
(|PS| > r). Skonstruujemy styczng do tego okregu prze-
chodzaca przez punkt P.

Rozwigzanie

Do narysowania szukanej prostej potrzebny jest dru-
gi punkt. Przeanalizujmy sposob wyznaczenia takiego
punktu.

Przypuscmy, ze prosta AP jest styczna do danego okregu
w punkcie A. Wiemy, Ze promien okregu poprowadzo-
ny z punktu stycznosci jest prostopadly do stycznej. Kat
SAP jest prosty, wiec jest katem wpisanym opartym na
potokregu o srednicy SP.

Zatem przeciecie danego okregu z okregiem o Srednicy SP wyznacza drugi punkt

potrzebny do narysowania prostej stycznej.

Oto kolejne etapy konstrukgji.

* Prowadzimy symetralng odcinka SP, aby wyznaczyc¢ jego srodek - punkt O.

» Rysujemy okrag o(O, |OS|) — w przecieciu tego okregu z danym okregiem otrzy-

mujemy punkty A i B.
» Prowadzimy proste PA i PB, ktdre s3 szukanymi stycznymi.
A
S 5 op p
B

N\

</

Zadanie ma dwa rozwigzania - z punktu P mozemy poprowadzi¢ dwie styczne.
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R

Kat miedzy styczng a cieciwa

m -\

Dane sg okrag oraz styczna do tego okregu. Katem miedzy styczna a cieciwg
nazywamy kat o wierzchotku w punkcie stycznosci, ktérego jedno ramie jest za-
warte w stycznej, a drugie rami¢ zawiera cieciwe okregu poprowadzong z punk-
tu stycznosci.

Kat miedzy styczng a cieciwg moze by¢ katem ostrym, prostym lub rozwartym, co
zostalo zilustrowane na rysunkach ponizej. Zauwazmy, ze kat przylegly do kata «
jest réwniez katem miedzy styczng a cieciwg.

0° < < 90°

Twierdzenie o kacie miedzy styczng a cieciwg
Kat @ miedzy stycznag a cigciwg okregu poprowadzong z punktu stycznosci
jest rowny katowi wpisanemu opartemu na tuku zawartym miedzy ramionami

kata a.

Dowod

Oznaczmy:
A - punkt stycznosci
AB - cigciwa

a — kat miedzy styczna a cieciwg

Kolorem zaznaczamy tuk okregu, o ktorym mowi twier-
dzenie, czyli fuk zawarty w obszarze kata a.




X

3. Katy wkole 173 NS

Kat &« moze by¢ ostry, prosty lub rozwarty. Dowdd twierdzenia przeprowadzimy za- ]
tem w trzech przypadkach.

I. Kat « jest ostry.

Jezeli a jest katem ostrym, to po zaznaczeniu Srednicy AC
otrzymamy trojkat ABC jak na rysunku.

Katem wpisanym opartym na tuku zawartym w obszarze
kata a jest kgt BCA.

Wystarczy zatem udowodnic, ze a = 4BCA, bo kazdy
inny kat wpisany na mocy wniosku 3 jest rowny katowi

BCA.

JCBA = 90° «— kat wpisany oparty na $rednicy
IBAC =90° -« «— styczna jest prostopadla do promienia

JBCA =« «— wlasnos¢ sumy katéw w trojkacie

I1. Kat « jest prosty.

Jezeli o jest katem prostym, to tuk zawarty w jego obszarze
jest pélokregiem, a kazdy kat wpisany oparty na pétokregu
jest katem prostym.

I11. Kat « jest rozwarty.

Jezeli « jest katem rozwartym, to przylegly do niego kat 3
jest ostry. Kat Srodkowy wyznaczony przez tuk BMA
oznaczyliémy 0.

Prawdziwos¢ tezy dla kata B zostala udowodniona, co
oznacza, zZe kat wpisany oparty na tuku AN B ma miare S.
Zatem w trojkacie ASB kat ASB ma miare 20.

p=180°"°—« «—— kat przylegly
0 = 360° - 28 = 360° — 2(180° —a) = 2a

Skoro kgt srodkowy oparty na tuku BM A ma miare 2a, to
kat wpisany oparty na tym tuku ma miare a.

Koniec dowodu
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O)% Przykiad @) « zad.3.22

Prosta [ jest styczna do okregu w punkcie B i tworzy z cig-
ciwami AB i BC odpowiednio katy 40° i 80° jak na rysunku.
Wyznaczymy miary katow trojkata ABC.

Rozwigzanie

JABC = 180° — 80° — 40° = 60°
JBCA jest katem wpisanym opartym na tuku AB, czyli jest
rowny katowi miedzy styczng a cieciwg zawierajgca ten tuk.

Zatem:
JIBCA = 40°

Kat CAB wyznaczamy podobnie (albo korzystamy z twierdzenia o sumie katoéw
w trojkacie) 1 otrzymujemy:

JCAB = 80°

Odp.: <A = 80° 4B = 60° IC = 40°

3.1. Na okregu odmierzono kolejno tuki AB, BC i CA, ktorych dlugosci sg w sto-
sunku 1:7:10. Wyznacz miary katéow srodkowych opartych na tych tukach.

3.2. Dany jest diagram kotowy. Oblicz miary katéw zazna- 5%
czonych kolorami wycinkéw kotowych. an \\20%
3.3. Oblicz pole wycinka kolowego o promieniu r i kacie

srodkowym a wyznaczajacym ten wycinek. 10%

a} r=12, a=60° &) r = 243, a=330° 10% 30%
b)¢v=T1, =12 d} r=8 a=50°

3.4. Pole wycinka kotowego o promieniu 15 jest rGwne 45m.
Oblicz miare kata srodkowego wyznaczajgcego ten wycinek.

3.5. Przyjmijmy, ze kawalki pizzy sg wycinkami kotowymi.
Ktéry z dwdch kawatkow ma wieksza powierzchnie: kawatek
pizzy duzej o Srednicy 42 cm i kacie Srodkowym 30° czy ka-
watek pizzy Sredniej o Srednicy 32 cm i kgcie Srodkowym 45°7

3.6. W pierscieniu kotowym przedstawionym na rysunku
obok |SK| =3 1 |[KM| = 2. Oblicz pole tego pierscienia.




3. Katy w kole

3.7. Dlugosci okregdéw ograniczajgcych pierscien kolowy sg
réwne 10 1 12. Oblicz pole tego pierscienia. A Pl B

3.8. Dany jest pierscien kolowy o $rodku S. Cieciwa AB ze-
wnetrznego okregu jest styczna do wewnetrznego okregu i ma
diugosc 18 (zob. rysunek). Oblicz pole tego pierscienia.

3.9. Cieciwy AB i BC okregu s3 rownej dlugosci i tworzg kat ABC o mierze 100°.
Oblicz miare wypuktego kata Srodkowego wyznaczonego przez cigciwe AB.

3.10. Kat wpisany jest o 50° mniejszy od kata Srodkowego opartego na tym samym
tuku. Oblicz miary obydwu katow.

3.11. Kat miedzy Srednicg AC i cieciwg AB okregu o sSrodku S ma miare 20°. Wy-
znacz miary katow wewnetrznych w trojkatach ASB 1 ACB.

3.12. Na okregu zaznaczono kolejno punkty A, B, C, D, E i F w taki sposob, ze tuki

AB, BC i CD s3 jednakowej dlugosci, a kazdy z tukéw DE, EF i FA jest dwa razy

diuzszy od tuku AB.

a) Wyznacz miary kgtow szesciokata ABCDEF.

b) Jakie katy mialby taki sze$ciokat, gdyby tuki byly ustawione na przemian: dtuzszy,
krotszy, diuzszy itd.?

3.13. Wyznacz miary katow tréjkata ABC.
a)

AB - styczna
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3.14. W kat a = 50° wpisano okrag, ktdry jest styczny do ramion kata w punktach
A1 B. Na kroétszym tuku AB okregu wybrano punkt M. Oblicz miare kagta AMB.

3.15. Wyznacz miare kata a.

0 3.16. Katy a i y sa katami wpisanymi, a kat  jest katem Srod-

kowym - jak na rysunku. Wykaz, ze a + g +p=90°

3.17. Dwa okregi o §rodkach O i S s3 styczne zewnetrznie
w punkcie P. Przez punkt P poprowadzono prostg przecinajg-
cg te okregi odpowiednio w punktach A i B tak, ze kat Srodkowy
AOP ma miare rowng 100°. Wyznacz katy trojkata PBS.

+ 3.18. Wszystkie wierzcholki czworokata ABCD lezg na
okregu jak na rysunku obok. Wyznacz miary katow tego
czworokata.

~ 3.19. Na okregu odmierzamy kolejno tuki AB, BC i CD
odpowiadajgce katom srodkowym 120°, 30°1 70°. Wyznacz
miary katow czworokgta ABCD oraz kata, pod jakim prze-
cinajg sie jego przekatne.

3.20. Kat miedzy cieciwami AB 1 AC w okregu ma miarg 40°. Wyznacz miare kata
ostrego miedzy stycznymi do tego okregu poprowadzonymi w punktach Bi C.

3.21. W kat o mierze 20° wpisano okrag. Punkty styczno-
Sci ramion kata z okregiem polgczono cieciwami z pew-
nym punktem okregu. Wyznacz miare¢ kata miedzy tymi
cieciwami. Rozpatrz dwa przypadki.

3.22. W trojkacie ABC dane sg <ABC = 28°,

JIBAC = 54°. Wyznacz miary katow « i f3, jakie tworza
boki trojkata ze stycznymi k il poprowadzonymi do okre-
gu opisanego na trojkacie ABC (zob. rysunek).




3. Katy w kole

3.23. Prosta AC jest styczna do okregu
o $rodku S. Wyznacz miary katéw tréjkata
ABC przedstawionego na rysunku.

+ 3.24. Narysuj odcinek AB. Wyznacz kon-
strukcyjnie zbidr wszystkich punktéw plasz-
czyzny, z ktérych ten odcinek wida¢ pod
katem 30°.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycle.

1. Wyznacz miare kata a.
A. 130° B. 100° Ca 80P D. 45°

2. Jaka miare ma kat wpisany oparty na tuku o dlugosci réw-

224
nej g obwodu kota? / ‘
D. 160°

A. 20° B. 40° . 807

3. Punkty A, B, C leza na okregu o $§rodku S jak na rysunku.
Wyznacz miar¢ kata a.

A. 100° G 1157

B. 110° D. 125°

4. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o Srodku S. Ocen prawdziwosc podanych zdan.
Suma miar katéw ASB, ASC i BSC moze by¢ rowna
A. 360° B. 180°. C. podwojonej mierze kata BSA.

9. Na okregu odmierzamy kolejno tuki AB i BC odpowiadajgce katom Srodkowym
55°1 125°. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

6. Z punktu A lezgcego na okregu poprowadzono cigci-
we AC o diugosci rownej promieniowi okregu oraz Sred- A
nice AB. Wyznacz miary katéw tréjkata ABC.

7. Przez punkt stycznosci M dwoch okregdw poprowa-
dzono prostg przecinajacg je w punktach A i Bjak na ry-
sunku obok. Wykaz, ze styczne poprowadzone do okre-
gow odpowiednio w punktach A i B s3 rownolegte. B
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4. Twierdzenie Talesa

Umiejetnosci:
» stosowanie twierdzenia Talesa do obliczania diugosci odcinkow
* * stosowanie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa do badania

rownoleglosci prostych

Zbadajmy zalezno$ci miedzy polami tréjkatéw

i pewnymi odcinkami w tych tréjkatach.
Rozpatrzmy dwa trojkaty o rownych podstawach a H
i wysokosciach s oraz H. Obliczmy stosunek pol h
P, i P, tych trojkatow. N N
i u
p _ah p _aH
2 2
P, h Przypomnijmy - stosunkiem odcinkow ({( J))
P—l H nazywamy stosunek dlugosci tych odcinkow.

Stosunek pol takich trojkatow jest réwny stosunkowi ich wysokosci.

Podobng sytuacje mamy w przypadku dwoch tréjkatow o réwnych wysokosciach.

a h a-h
pI=L’ pzzL

2 2
P, a h h
P, a, D\ D\

a a,

Stosunek pdl takich trojkatéw jest rowny stosunkowi ich podstaw.
Omodwione wyzej zaleznosci beda przydatne do udowodnienia twierdzenia Talesa.

Tales z Miletu (ok. 620 — ok. 540 p.n.e.), grecki filozof i matematyk, sformutowat kilka
waznych twierdzen geometrycznych. Najbardziej znane dotyczy réwnosci stosunkow
odcinkéw otrzymanych przy podziale ramion kgta prostymi rownoleglymi.

Ir.'; . . S
£ _— > e
i -.-"1"1 "H"_l-'-:-._ -.I:rlﬂ-;-—l:r‘i,ﬁ:_ir-.—.firlr-. III-._-","
| it l | =

A" ! e | |‘ & | r" i [ w4 I
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Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata sg przeciete dwiema prostymi réwnoleglymi, to odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu Kata sg proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkdéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata.




Przyjmijmy oznaczenia zgodne z rysunkiem.

Zatozenie

AA' || BB
Teza

JOAl  |OA]

|AB|  |A'B'|
Dowaod

Tréjkaty OAA" i ABA" maja rézne podstawy
OA i AB oraz wspolng wysoko$¢ poprowadzong
z wierzchotka A, zatem:

|OA] = E AOAA’

W P AABA'

AA' || BB, zatem trojkaty ABA' i AB'A" majg
wspdlng podstawe AA" oraz réwne wysokosci
poprowadzone z wierzchotkéw B oraz B', czyli:

P.&.ABA’ = P&AR’A’

Po podstawieniu do poprzedniej rownosci mamy:

|OAl _ Ppoaar
|AB|  Paap o
Ppoar _ I0A]
Paapa |A'B

Zatem:
]_(-}i[ _ PAoan’ _ |Of11|
|AB|  Paapa |A'B'|

Koniec dowodu

Przykiad @) < zad. 4.2, 4.3

Proste k il sg rownolegle. Obliczymy dlugos¢ odcinka x.

b)

4. Twierdzenie Talesa

czyli L2 ——lOAfl
AR T 1a'B

«— trojkaty OAA' i AB'A’ maja wspolna wysokosc
poprowadzona z wierzcholka A

b | Wl
Il
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% Zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata COA sg przeciete dwiema
prostymi AC i1 BD w taki sposob, ze odcinki OA

i AB lezace na j

porcjonalne do odcinkéw OC i CD wyznaczo-
nych przez te proste na drugim ramieniu kata:

|OA] B |OC] e
|AB|  |CD|’

ednym ramieniu kata sg pro-

proste AC i BD sg rownolegte.

Dowdd tego twierdzenia pominiemy:.

Przykiad 9 zad. 4.4

|AB| 5

raz
|IBC| 3 |DE

jest rownolegla do

IAD| 5

=g wiec prosta DB

prostej EC.

Na podstawie twierdzenia Talesa mozna zapisac proporcje innych odcinkow.

Jezeli proste AD i BC sg rownolegle jak na rysunku ponizej, to:
() oo = o
PA PD
2} == O

Ten wniosek pozostawiamy bez uzasadnienia.

Zalézmy, ze a, b, ¢, d sa rozne od 0. (1)

. 1. C
Zauwazmy tez, ze rownosci podane w twierdze- Jezell =5, ko
niu Talesa oraz we wniosku mozemy przedsta- ®* a-d=b-c
wiaé¢ w réznych postaciach, zgodnie z zasadami e L % s 2.2
a c c d

dzialan na utamkach (zob. ramka obok).
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% Przykiad @) « zad. 4.4

Dwie proste przecinajg ramiona kata o wierzcholku P tak, ze na jednym ramieniu
powstaty odcinki PBi PA (B lezy miedzy P i A), na drugim PC i PD (C lezy miedzy
ot |

PiD)oraz B0l -~ \BBI Sprawdzimy, czy na podstawie podanych informacji mozna

stwierdzic, ze proste BC i AD s3 rownolegte.

HRozwiazanie

Zauwazmy, ze jesli proste BC i AD s3 réwnolegle,
to rownos$¢ podana w zalozeniach jest prawdziwa
na mocy powyzszego wniosku — punkt (3). Mozna
podacjednak przyktad pokazujacy, ze wnioskowa-

nie w druga strone nie jest prawdziwe. Popatrzmy
na rysunek.

Odcinki AD i AD" s3 tej samej dtugoéci, czyli punkt D' spelnia zalozenia zadania -

f
| i AD _ 1AP
WhZCZEg{] Noscl |BC| = |BP

, natomiast proste BC i AD' nie s3 réwnolegle.

Odp.: Na podstawie podanych informacji nie mozna stwierdzic, czy proste BCi AD
sg rownolegte.

Przykiad € < zad. 45,456
Proste kil sg rownolegte. Obliczymy dlugosc odcinka x.
a)

x _ 15 5 9
6 4+6 8§ 8+x
10x =15-6, czyli x =9 5(8+x) =72, czyli x =64

J

Jezeli mamy podany odcinek jednostkowy, to mozemy konstruowac odcinki o dtu-
gosci bedacej iloczynem lub ilorazem dtugosci danych odcinkow.

Przykiad @) < zad. 4.7

Dane sg odcinki o dlugosciach a i b oraz odcinek jednostkowy. Zbu- b
dujemy odcinek o diugosci ab. 1
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Rozwigzanie
Oznaczmy iloczyn ab literg x. Wéwczas:

X =ab, ¢zyli x-1=ab

Te rownosc zapisujemy w postaci proporcji, np.:
1 b

] X

O

Kolejne etapy konstrukeji odcinka o diugosci ab opiszemy w tabeli.

Wykonywana czynnosc¢ Otrzymana figura

Rysujemy kat o wierzchotku O i na punkty Ai B
jednym jego ramieniu odkladamy kolejno:
odcinek jednostkowy OA i taki odcinek
AB, ze |AB| =b.

Na drugim ramieniu kata odkladamy taki | punktC
odcinek OC, ze |OC| = a.

Prowadzimy prostg AC, a nastepnie przez | * punkt D, jako punkt przeciecia proste;

punkt B rownolegly do niej prostg BD. rownoleglej do AC z drugim ramieniem
kata

* szukany odcinek CD - zgodnie

z twierdzeniem Talesa mamy |CD| = ab

Poprawnos¢ konstrukcji wynika z twierdzenia Talesa.

J

Z wyprowadzonych wzoréw wynika, ze jedli przetniemy ramiona kata dowolnie wie-
loma prostymi réwnoleglymi, to odcinki wyznaczone na jednym ramieniu sg pro-
porcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim

ramieniu kata. Ten fakt wykorzystujemy przy konstrukcyjnym podziale odcinka na
n rownych czesci.

Przykiad )
Podzielimy dany odcinek AB na pig¢ rownych czesci.

Rozwiagzanie
* Z punktu A prowadzimy polprostg k i odkladamy
na niej pie¢ rownych odcinkéw tak, ze koniec jed- B
nego jest poczatkiem nastepnego odcinka. I
* Przez koniec ostatniego odcinka i punkt B prowadzimy prostg /.
* Prowadzimy proste réwnolegle do [ przez konce odtozonych na pélprostej k

odcinkéw - dzielg one odcinek AB w zadany sposob.
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4. Twierdzenie Talesa

Przykiad o zad. 4.11

Na jeziorze umocowana jest boja (oznaczona na

rysunku literg K). Podamy sposob obliczenia jej Ko D
odleglosci od punktu D znajdujgcego sie na brzegu.

Rozwiazanie A
Wytyczamy na brzegu dwa punkty A i B oraz na linii C

brzegu punkt C w taki sposdb, ze odcinki ABiCD
sg rownolegte, punkty K, D i B s3 wspoélliniowe oraz

punkty K, Ci A s3 wspolliniowe. Mierzymy dlugosci D
\DB|, |AB|i|CD!.
KD = @ «—— na mocy wniosku z twierdzenia Talesa
|IKB| |AB|
|KD| _|CD

|IKD| + |DB|  |AB «— |KB| = |[KD| + |DB]|

IKD| - |AB| = |CD| - ([KD| + |DB|)

IKD|-|AB| - |CD|- |[KD| = |CD|- |DB|, stad |KD|- (|AB| - |CD|) = |CD| - |DB|
|ICD| - |DB]

|AB| - |CD|

4.1. Proste AC 1 BD na rysunku obok sg rownolegte.

Ocen prawdziwo$¢ podanych proporcji.

a 10D _JoB LDl _|pC]
|OC|  |OD] ICA]  |CO|

Odp.: |KD| =

|DB|  |CA]|

b |OB|  |OA]

4.2. Proste kil sg réwnolegte. Oblicz x.
c)

183 N
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4.3. Proste a ib na rysunku sg rownolegte. Oblicz
a) |NE|, jezeli [NS| =33, INO| = 16, INCI = 44
b) |CO|, jezeli INC| =3, |NS| =18, |ES| =

c) |EQ|, jezeli [SN| = 14, |SE| = 8, |SC| = 35.

d) |SC)|; jezeli |[EQ| = 3, |EN|= 1,5, |SE| = 2.

e} |[NC|, jezeli |INO| =4, |SE| =1,2, |SN| = 1,8.
f) |EO|, jezeli |SE|:|EN|=2:5, [SC| = 14.

4.4. Proste aib przeciety ramionakata o wierzchot-
ku L tak, ze na jednym ramieniu powstaly odcinki
LO 10K, a nadrugim LA i AS (zob. rysunek). Sko-
rzystaj z podanych informacji i sprawdz, czy proste

a i b sg rownolegte.

a) |LO|:|LK|=2:3, [LA| =4, |AS|=6

b) |LO|: |[LK|=1:8, |OA| =2, |KS§| =16

c) ILK|=V2+1, |OK| =1, |LA|:|AS| = V2
d) |LO| = 3v2, |OK| = 2v2 -1, |OA|: |KS| =2 + V2

4.5. W trojkacie ABC poprowadzono odcinki
DF i EGtak,ze DF || AC i EG || BC (zob.
rysunek). Oblicz dtugosci bokéw trojkata ABC.

4.6. Na prostejlezg kolejno punkty A, B, C, D tak,
|AB| _ [BD| .

. Oblicz
BC|  [CD|
a) |AB|, jezeli |BC| =3, |CD| =7.
b) |BC|, jezeli |CD| =5, |AB| = 10.

ze zachodzi proporcja

4.7. Narysuj odcinek jednostkowy oraz odcinki o dlugosciach a i b, a nastegpnie
skonstruuj odcinek o podanej dtugosci.

a 1 a+b
ﬁ) E b) ; c) a-b
+ 4.8. Narysuj odcinki o dtugosciachaib, a nast@pme akmn‘;truu] odcinek x taki, ze
a a’+b’
H)xmf;wb' R a+b

+ 4.9. Dany odcinek a podziel konstrukcyjnie w podanym stosunku.

a) 2:5 b) 3:2v2 c) 2:V3 d) v2:3 e) V5:v2

4.10. Dany jest odcinek o diugosci m. Skonstruuj kwadrat, tréjkat réwnoboczny
i szeSciokat foremny takie, ze obwod kazdej z tych figur jest rowny m.
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4.11. Chcemy zmierzy¢ odleglos¢ miedzy drze-
wami D, i D,, ale nie mozemy zrobic tego bezpo-
srednio, bo rozdziela je rzeka. Na podstawie ry-
sunku opisz sposob, w jaki mozna wyznaczy¢ te
odleglos¢. Oblicz |D,D,|, gdy |D,M| =4 m,
DK =12m. 1 |[KL| =10m.

4.12. Przez punkt R nalezacy do boku AB tréjkata ABC poprowadzono prostg row-

nolegly do boku AC, ktoéra przecigta bok BC w punkcie S. Kat CAB ma miare 60°,

|lAR| =3 cm, |RS|=15¢cm i % -~ g Wyznacz dlugosci bokow trojkata ABC.

4.13. W trapezie ABCD, w ktérym: AB || CD, |BC| = 12cm, |CD| = 4,5 cm,

|AD| = 15 cm, przedluzono nieréwnoleglte boki do przecigcia w punkcie S.

Wiadomo, ze I, i. Oblicz obwod trojkata ABS.

|SB

4.14. W trojkacie ABC wysoko§¢ CD dzieli bok AB na odcinki o dlugosciach

|AD| = %ﬁ i |DB| = 4/3. Na jakie czesci zostanie podzielony bok BC dlugo-

sci 8 symetralng boku AB?

4.15. Stosunek diugosci podstaw trapezu jest rowny 1: 3. Oblicz, o ile centymetrow

nalezy przedtuzy¢ ramie trapezu dlugosci 22 cm, aby przecielo prosta zawierajaca
drugie ramie tego trapezu.

+ 4.,16. Okregi o promieniach 3 cm i 4,5 cm sg styczne zewnetrznie w punkcie P.
Odlegtos¢ punktu P od prostej stycznej do obu okregdw jest rowna d. Wyznacz d.

* 4.17. W rombie ABCD wierzchotek D kata rozwartego polgczono ze Srodkami
K i L bokéw AB i BC. Pole tréjkata DKL jest réwne 36 cm®. Oblicz pole rombu.

4.18. Na jednym ramieniu kata o wierzchotku O obrano punkty K i L, a na drugim
M iN tak, ze |OK| = 16, |OL| = 52, |OM| =4, |MN| = 3m - 2. Dlajakiej wartosci
m proste zawierajgce odcinki KM i LN s3 réwnolegle?

4.19. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku C ma miarg 120°, |AC| = b i |BC| = a.
Wyznacz diugos¢ dwusiecznej CD.

185 I



B 186 Dziat 3. Planimetria

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W Zeszycie.
1. W trapezie ABCD, w ktorym AB || DC, stosunek dlugosci podstaw
|DC| : |AB| = 1:3, a proste zawierajgce nierownolegle boki AD i BC przecinajg si¢

w punkcie S. Zatem stosunek diugosci [SD

A. jestrowny 1: 3.
B. jest rowny 2: 3.

2. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek MN jak
na rysunku Jezeli MN || AB, |BN| =5, |[NC| =10

. |SA]
C. jest rowny 1: 4.
D. jest niemozliwy do okre$lenia, bo jest za mato danych.

Oraz =12, to

A. AMz,MC.—SiIMN|:14.

B. |[AM| =8, [MC|=4 i |MN| = 14. 3

C. |AM| =5, |[MC| =7 1ijest za mato danych do obliczenia |[M N|.
D. |AM]| =4, |MC| = 8 1ijest za malo danych do obliczenia |[MN/|.

3. W trojkacie ABC punkt M lezy na boku AC, a punkt N - na boku BC. Ktére
z ponizszych danych wykluczajg rownolegtos¢ odcinkéw AB i MN?

A. [MC| = 3, |AM| = 12, |CN| = 13

B. [MC| = 3, |AC| = = 20, |[MN| =5
C. |MC| = 3, |AC| = 15, |CN| =5, [MN| = 5
D. |BC] _ 20, |AC| = 15, |AB| = 25, [MN| = 5

4. Przedstawione na rysunku proste aib sg
rownolegle. Oblicz |ST|, jezeli |TO| = 12 cm,
|AM| = 16 cm, |SA| = 24 cm.

9. Prosteaib przecinaja ramiona kata o wierzchotl-
ku O w punktach A, B oraz C, D jak na rysunku.
Skorzystaj z podanych informacji i sprawdz, czy te
proste sa rownolegte.

a) |OA| = 5,1 cm, |OB| = 6,8 cm, m
|CD|
b) |[OA| =26cm, |AB| =4cm, |OC| =13 cm, |OD| = 16 cm

6. Podstawy trapezu sg rowne 18 cmi 12 cm, a jedno z jego ramion ma 6 cm. O ile
nalezy przediuzyc to ramie, aby przecielo prostg zawierajgcg drugie ramie trapezu?

7. W trojkacie ABC na boku AC obrano punkt P, przez ktéry poprowadzono pro-
stg k rownolegly do boku AB. Prosta k przecieta bok BC w punkcie Q. Wiadomo, ze
|AB| = 15cm i |AP|: |PC| = 2: 3. Oblicz dlugos¢ odcinka PQ.



5. Podobienstwo

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie figur podobnych

* wykorzystywanie zaleznosci miedzy polami figur podobnych

* wykorzystywanie (takze w praktyce) wtasnosci figur podobnych

Symetrie osiowg oraz symetri¢ Srodkows cechuje zachowanie odleglosci. Oznacza
to, ze dla dowolnych punktéow A, B odleglos¢ miedzy A i Bjest taka sama jak odleglosc¢

miedzy ich obrazami A’ i B' w tych przeksztalceniach, czyli:
|AB| = |A'B'|

Jezeli figura F' powstaje z figury F w wyniku przeksztatcenia zachowujacego odleg-
loéci, to F' i F nazywamy figurami przystajacymi.

Teraz zajmiemy si¢ podobienstwem figur. Tego typu przeksztalcenia na ogét odle-
glodci nie zachowuyja, tylko je zwigkszajg albo zmniejszaja.

m -W

Jezeli dana jest pewna liczba dodatnia k, to podobienstwem o skali k nazywamy
kazde takie przeksztalcenie ptaszczyzny, w ktorym dla dowolnych punktow A, B

- i ,P f = £ £ or
ptaszczyzny oraz ich obrazow A, B' zachodzi réwnos¢:

|IA'B'| = k- |AB]
Dwie figury nazywamy podobnymi, jesli ist- O figurach przystajacych méwimy ()
nieje podobienstwo przeksztalcajgce jedng potocznie, Ze s3 rowne (lub: iden-

tyczne), o tigurach podobnych - zZe

z nich na drugg. Fakt, Ze figura F, jest podobna i |

do figury F,, zapisujemy symbolicznie F, ~ F,.



B 188 Dziat 3. Planimetria

Powiemy, ze figury F, oraz F, s3 podobne w skali k, jezeli figura F, jest obrazem
figury F, w podobienstwie o skali k. Zauwazmy, ze jezeli figury F, oraz F, s3 podobne

w skali k, to figury F, oraz F, sg podobne w skali %
Przyjrzyjmy sie rysunkowi.

Boki trojkata T, sg rownolegle do bo-
kow trojkata T, wiec (zgodnie z twierdze-

niem Talesa) boki T, sg proporcjonalne do
odpowiednich bokow T,. Trojkat T'5 jest
przystajacy do tréjkata T,, wiec boki T,
sg proporcjonalne takze do odpowiednich
bokow T'5. Zatem:

» trojkaty T, i T, majg odpowiednie boki proporcjonalne,
» tréjkaty T, i T3 majg odpowiednie boki proporcjonalne,
» trojkaty T, i T3 majg odpowiednie boki rowne, wigc proporcjonalne.

Trojkaty T}, T, 1 T3 maja ten sam ksztalt. Udowodnieniem, ze sg podobne, zajmiemy
si¢ W nastepnym temacie.

Przyktad €D

a) Dowolne dwa odcinki s3 podobne.
Skalg podobienstwa jest stosunek diugosci
tych odcinkow.
F~F
G=F, wiec G~ F'
F~G

b) Dwa wielokaty foremne o tej samej liczbie

bokéw sg podobne.
F~G

Dwa wielokaty sg podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie boki tych wie-

lokatéw sg proporcjonalne i odpowiednie katy sg rowne.

Twierdzenie podajemy bez dowodu, pokazemy tylko na przykiadzie, ze sama propor-
cjonalnos¢ bokéw albo sama réwnos$c katéow nie wystarczy, by np. czworokaty byly
podobne.



5. Podobienstwo

Przykiad @) « zad. 5.4

Dwa czworokaty narysowane ponizej majg odpowiednie boki proporcjonalne.

Dl

/> :
A A B’

B ¢

Mozna sprawdzic, ze:
|IA'B'| = 2|AB|, |B'C'| = 2|BC|, |C'D'| = 2|CD| oraz |D'A’| = 2| DA

Czworokaty te nie sg jednak podobne, poniewaz majg rézne katy wewnetrzne,
np. 4ABC # 9A'B'C".

Przyktad &)
a) Dwaromby sg podobne wtedyitylko  b) Prostokat o wymiarach 3 X5 nie jest
wtedy, gdy majg takie same katy. podobny do prostokata o wymiarach

5
6 X 9, poniewaz 22
P 6 7 9

9

¥

Z podobienstwem (proporcjonalnym powiekszaniem lub zmniejszaniem obiektow)
mamy do czynienia na co dzien.

* Gdy chcemy zwiekszyc¢ litery na ekranie monitora, klikamy na odpowiednig skale
1 komputer zgodnie z nig zwi¢ksza obraz.

P Tea v B e wiled wndy Lopgs B g T sy Ll Ml [T oyl Fopeat [ Rleld Cedeed. Eapmis Bguardy W .
ol I — ST e . " "
- i k
i n & B L x n' i . .
ekl LI Pl T ]
- " ™ & (TR | = i ! i u .
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* Jezeli wykonujemy odbitki zdjec, to czasami robimy je w roznych wymiarach. Sfo-
tografowany obiekt jest na wszystkich takich odbitkach podobny do obrazu, jaki

mamy w pierwotnym zapisie.

* Arkusze papieru produkuje si¢ na ogél w ksztalcie prosto-
kata o takich bokach, ze po rozcieciu go na polowy réwno-
legle do krétszego boku otrzymuje sie¢ dwa mniejsze pro-
stokaty podobne do prostokata wyjsciowego.

Jezeli boki duzego prostokata oznaczymya, b (a > b), to

mniejszy prostokgt ma boki %a, b i zachodzi proporcja

b:a= %a:b. Stad b” = %az, czyli 2 e ﬁ

a 2
Prostokat o opisanej wlasnosci ma wiec boki pozostajace

3

w stosunku r{iwnym 5

Podobienstwo znajduje zastosowanie np.
przy wykonywaniu wszelkiego rodzaju map.
Podana na nich skala zapisywana jest najcze-
Sciej wpostaci 1:k, cooznacza, ze rzeczywiste
wymiary w terenie s3 k razy wieksze od zmie-
rzonych na mapie.

njcze pajard! AL\
?*‘ | J .
ey ,ﬁ?l SZCd ' Bron

% Nie

[ ]

Przykiad @) < zad.5.12,5.13

Na mapie w skali 1:250000 diugos¢ drogi
kolejowej z Uhowa do Klepaczy ma 6,2 cm.
Zatem w rzeczywistosci odlegto$¢ miedzy ty-

mi miejscowosciami jest rowna:
6,2 cm - 250000 = 15,5 km




Jezeli odcinki o dlugosciach a i b prze-
ksztatcono przez podobienstwo w ska-
li k, to ich obrazy majg diugosci odpo-
wiednio ka i kb. Zatem stosunek odcin-
kow po przeksztalceniu jest taki sam jak
przed przeksztalceniem. Méwimy, ze po-
dobienstwo zachowuje stosunek dlugo-
sci. Z tego faktu wynika na przyklad staty
stosunek diugosci okregu do jego Sredni-
cy (bo kazde dwa okregi s3 podobne).

5. Podobienstwo

* Stosunek obwodu kola do jego érednicy (1))
jest staly, réwny liczbie niewymiernej n:
obwyo,,y  2mr
2r o 2r
* Stosunek pola kola do kwadratu jego
promienia jest staly, rowny tej samej
liczbie n:

=t

Puory  mr’

2 3

r I

Obydwa te fakty zauwazyl i udowodnil
zyjacy w l1l w. p.n.e. Archimedes z Syrakuz.

Zbadajmy zaleznos$¢ miedzy polami pewnych figur G i F podobnych w skali k.

Figura F Pole P, Figura G Pole P, %
[
kwadrat
P
. P, =a’ P. = (k-a) = k*a’ P—G=k2
F
a ka
prostokat
P
y | Pp=ab | Pg = (ka)(kb) = K'ab | ¢ =K’
F
a ka
trojkat
2
%
P, - ah o P - (ka)(kh) _ Kah | Pg _ 2
h 2 2 2 | P;
b b\
a ka
koto 5
P, = nr’ P = n(kr)® = k*nr® P_G = k*
il

Powyzsze obserwacje s3 ilustracjg twierdzenia, ktorego dowdd pominiemy.

Twierdzenie

Stosunek pol figur podobnych jest réwny kwadratowi skali podobienstwa.

191 I
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Przykiad o zad. 5.17

Morze Czarne (facznie z Morzem Azowskim) ma powierzchnie 460 000 km?®.

Obliczymy, jaki obszar zajmie obraz tego morza na mapie w podanej skali.
a) 1:1000000

Bedzie to powierzchnia o polu 1000 000° razy mniejszym, czyli:
460 000 letin 460000000000 o 46 2 _ 460 000

= m = —m cm’ = 4600 cm?
1 000 000 000 000 1 000 000 000 000 100 100

b) 1:40 000000

460000 . >  46-10"-10° B 46 - 10" - 46- 10" e = B . i o2
40 000 0002 T (4-107) T 16-10% 0 T 16-104 T T 16

5.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Kazda symetria jest podobienstwem.
B. Dowolne dwa kwadraty sg podobne.
C. Pole powierzchni sali na planie w skali 1:500 jest 25 000 razy mniejsze niz w rze-

czywistosci.
9.2. Prostokat o wymiarach 2 X 5 przeksztalcono przez podobienstwo o podane;

skali k. Jakie sg wymiary obrazu prostokata?

1 3
k=2 b) k= - k==
a) ) - c) -

5.3. Podaj skale, w jakiej przeksztatcono
a) prostokat o wymiarach 2 X 5 na prostokgt o wymiarach 6 x 15.

b) romb o boku 3 i kacie 80° na romb o boku 2 i kgcie 80°.
c) koto o promieniu 3,4 na koto o promieniu 17.

d) kwadrat o boku 3 na kwadrat o przekatnej 6.

5.4. Ktore z narysowanych figur sg podobne?

A
' EESHEEETCE




5. Podobienstwo

9.9. Podstawy trapezu prostokatnego majg diugosci 6 cm i 4 cm, a jego wysokosc¢

jest rowna 3 cm. Narysuj trapez podobny do danego w skali k = %

5.6. Czy podane figury sa podobne? Dla figur podobnych podaj skal¢ podobienstwa.
a) trojkat rownoboczny o boku 3,7 cm i trojkat réwnoboczny o boku 18,5 cm

b) prostokat o wymiarach 21 x 8 i prostokat o wymiarach 3% X 1—;;

c) trojkat rownoramienny o podstawie 12 ¢cm i ramieniu 10 cm i tréjkat réwno-
ramienny o ramieniu 30 cm i wysokosci opuszczonej na postawe réwnej 24 cm

d) rownoleglobok o bokach 7 i 8 oraz réwnoleglobok o bokach 3 i 4

e) trapez prostokatny o podstawach 6 i 10 oraz wysokosci 7 i trapez prostokatny
o podstawach 315 oraz polu 12

f) kolo o obwodzie 3n i koto o polu 3n

5.7. Wyznacz skale, w jakiej nalezy przeksztalcic¢ prostokat o podanych wymiarach,
aby otrzymac prostokat o obwodzie 12 cm.
a) 2.cmX5¢m b) 6 cm X3 cm c) 15 mmx 15 mm d) Icmx1,1 dm

5.8. Prostokat ABCD jest podobny do prostokata A'B'C'D" wskali k = g Oblicz
obwody tych prostokatow, jezeli |[AB| =12 cm i IA'C'| = 26 cm.

9.9. W jakiej skali nalezy przeksztalcic prostokat o przekatnych diugosci 20 cm i ka-
cie miedzy nimi 60°, aby otrzymac podobny prostokat o danym obwodzie lub polu?

a) obw = 5(1 + \@) cm b) obw = 10 cm c) P= V3 cm”

5.10. Czworokat C, o kolejnych bokach diugosci 1, 3, 51 7 jest podobny do czwo-
rokata C,, w ktérym suma diugosci najdtuzszego i najkrétszego boku jest réwna 16.
Oblicz stosunek obwodu czworokata C, do obwodu czworokata C,.

5.11. W réwnolegtoboku ABCD mamy
|AB| = 6 cm i |BC| = 9 cm. Przez punkt
M lezacy na boku AD poprowadzono pro-
sta rownolegla do AB i odcinajacg réwno-
legtobok ABNM podobny do réwnolegtobo-
ku ABCD. Ile wynosi odlegtos¢ punktu M od
punktu A?

5.12. Na podstawie fragmentu mapy w skali
1: 75000 oblicz przyblizong dlugosc¢ drogi
ze stacji PKP w Leluchowie na szczyt Dubne
niebieskim szlakiem.
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# 5.15. Podzial odcinka na takie dwie cze-

+ 8.20. Pole trojkata jest rowne 36. Poprowadzono dwa odcin-

5.13. Odleglos¢ z Leby do Legborka wyno-
si okolo 30 km. Oblicz przyblizong skale za-

mieszczonej obok mapy.

5.14. Julka ma kawalek mapy terenowej
wskali 1:5000. Chce jg powiekszy¢ tak, aby
miec¢ potrzebny fragment w skali 1 : 2000.
Przez jakie podobienstwo powinna prze-
ksztalci¢ wybrany fragment mapy?

Sci, ze stosunek dluzszej czesci do krotsze;
jest rowny stosunkowi calego odcinka do
dluzszej czesci, nazywamy zlotym podzia-

fem odcinka. Oblicz, na jakie czesci podzie-

limy w opisany sposob odcinek o dlugosci 1.

5.16. Bok AD réwnolegltoboku ABCD ma diugosc a. Trzy proste réwnolegle do tego
boku podzielity rownolegtobok na cztery przystajace rownolegtoboki podobne do
rownolegtoboku ABCD. Wyznacz diugos¢ boku AB.

9.17. Gorczanski Park Narodowy zajmuje okoto 7000 ha. Jakg powierzchnie bedzie
mial jego obraz na mapie w skali 1:50000? Wynik podaj w dm” i zaokraglij do
jednego miejsca po przecinku.

9.18. Wielokat przeksztalcono przez podobienstwo tak, ze jego pole zwiegkszylo si¢
0 96%. Jaka byla skala tego podobienstwa?

9.19. Pola dwoch wielokatow podobnych wynosza 75 cm” i48 cm”. Obwdéd mniej-
szego wielokata jest rowny 16 cm. Wyznacz obwdéd wiekszej figury.

ki rownolegte do jednego boku tréjkata, ktore podzielity kazdy
z pozostalych dwoch bokow na trzy réwne czesci (zob. rysu-
nek). Oblicz pole trapezu, ktérego podstawami sg te odcinki.




5. Podobienstwo

+ 5.21. Przez punkt M lezgcy na boku AC tréjkgta ABC poprowadzono prostg row-

nolegta do boku AB, ktora podzielifa ten tréjkat na dwa wielokaty o rownych polach.
W jakim stosunku punkt M dzieli odcinek AC?

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedZ. Wybierz jg i zapisz
W ZeszZycle.

1. Obwdd tréojkata ABC jest réwny 18, a jego pole 15. Jaki jest obwod trojkata o polu
réwnym 60, podobnego do tréjkata ABC?

A: 9

B. 22

C. 36

D. Jest za mato danych, aby to obliczyc.

2. Trojkat przeksztalcono przez podobienstwo w takiej skali, ze jego obwaéd zwigk-
szyl sie 0 30%. O ile procent wzrosto pole tréjkata?
A. 069% B. 0 90% C. 0300% D. 0 900%

3. Jakg trzeba przyjac skale, zeby obrazem kwadratu o polu 84 km® byl na mapie
kwadrat o polu 84 mm®?
A. 1:1000000 B. 1: 10000 000 C. 1:1000 D.1:10"

4. Wielokat o obwodzie 24 cm i polu 9 cm® przeksztatcono przez podobienistwo
o skali 3. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Obwod wielokgta wzrdst o 72 cm.

B. Pole wielokata wzrosto do 27 cm”.
C. Stosunek dlugosci najdtuzszego boku wielokata do najkrétszego boku wielokgta
wzrost trzykrotnie.

5. Wielokat o polu 750 cm’ przeksztalcono przez podobienstwo tak, ze pole jego

obrazu jest mniejsze o 630 cm®. Ile wynosi skala podobienstwa?

6. Jezioro Sniardwyma113,8 km” powierzchni. Jakg powierzchnie zajmie jego obraz
na mapie w skali 1: 80 0002 Wynik podaj w cm” i zaokraglij do jednego miejsca po
przecinku.

7. Obwody dwoch wielokatow podobnych wynoszg 24 cm i 36 cm. Pole mniejszego

wielokata jest rowne 8 cm?’. Wyznacz pole wigkszej figury.
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Na greckie| wyspie Samos zachowata sie budowla sprzed 2500 lat,
ktora do dzisiaj zachwyca inzynierow | haukowcow.

Eupalinos z Megary

W VI w. p.n.e., na polecenie tyrana Polikratesa,

Eupalinos z Megary wybudowal na Samos podziemny
akwedukt doprowadzajacy wode do miasta Tigani |
(obecnie Pythagorion). Najdtuzsza czescia tej budowli

jest tunel o diugosci 1036 m, wydrazony we wnetrzu

gory Kastro. Chociaz prace gomicze prowadzity dwie =
ekipy, z obu stron géry jednoczesnie, powstat tunel ;.5 -
biegnacy w linii prostej. '

F iy
'Il’ g .ﬂ ; '1‘r ,

’ .'." ¥
]

Metoda Eupalinosa g

Nie zachowaly sie zapiski z tamtych czasow,

wiec nie wiemy na pewno, jak rozumowat Eupalinos.
Przyimuje sie jednak, ze wykorzystat te sama metode,
ktora 500 lat poznie) opisat w swoim dziele Heron

z Aleksandrii. Oto je| kolejne etapy.
gora Kastro

Tigani

zrodto # T

'.ll"
i "-... e ; gu i
e 4 ~2
I
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&) Wyznaczenie koncéw tunelu
'Faczqwszy od miejsca, gdzie miat sie znajdowad @

wilot tunelu, Eupalinos wyznaczat kolejno odcinki
wzajemnie do siebie prostopadte (na rysunku
kolor czerwony). Kontynuowat to tak dtugo, az
doszedt do miegjsca, w ktorym najdogodniej bylo
zrobi¢ wylot tunelu. Wszystkie pomiary musiat
wykonac na tej samej wysokosci nad poziomem

morza.
I il
= -. n: =
e —
) Wyznaczenie przebiegu tunelu A ;//Q_)\, F ‘\\
Na podstawie swoich pomiaréw Eupalinos ( < “\“3“:“\—// Y, ) |\
obliczyt dlugosci b —a oraz c (zob. rysunek). e | \‘|
W ten sposéb wyznaczyt diugoéci przypro-  © “"‘TM,_,——// / /
stokatnych tréjkata prostokatnego, ktérego I ‘M—H__f_f}i . / /
przeciwprostokatna lezy wzdtuz szukanego ] ix‘ o
tunelu. Lot Q_‘al_fn——x_ S
| I
-« .

€) Wskazanie kierunku drazenia

Na koniec Eupalinos przygotowat modele mniej-
szych trojkatow, podobnych do wyznaczonego.
Umiescit je poziomo u wylotow tunelu tak, by

ich przeciwprostokatne lezaty na przedtuzeniu
przeciwprostokatnej trojkata wyznaczonego we
wnetrzu gory. Pracujacy gornicy mieli drazy¢ tunel
w kierunku wskazanym przez te przeciwprostokat-
ne. Modele trojkatow byly stale umieszczone przed
wejsciem do tunelu, by podczas pracy mozna bylto
weryfikowac kierunek drazenia.




6. Trojkaty podobne

Umiejetnosci:

» rozpoznawanie trojkatow podobnych

» wykorzystywanie cech podobienstwa trojkgtow

* wykorzystywanie witasnosci srodkowych trojkata

» wykorzystywanie (takze w praktyce) wiasnosci trojkatow podobnych

Cechy podobienstwa trojkgtow

» Jesli dwa trdjkaty sg podobne, to ich odpowiednie boki s3 proporcjonalne i odpo-
wiednie katy s3 rowne.

* Jesli w dwdch trdjkatach odpowiednie boki sg proporcjonalne i odpowiednie katy
sg rowne, to te tréjkaty sg podobne.

Kazde z powyzszych zdan jest prawdziwe na mocy twierdzenia ze s. 188.

Okazuje sig, ze nie musimy badac proporcjonalnosci wszystkich bokéw i rownosci
wszystkich katéw, aby wykazacd, ze dwa trojkaty sg podobne. Prostsza metode uza-
sadnienia zapewnia kazde z trzech ponizszych twierdzen, nazywanych cechami po-
dobienstwa trojkatow.

~ Twierdzenie

Cecha bok-bok-bok podobienstwa trojkatow (bbb)

Jezeli trzy boki pewnego trojkata sg proporcjonalne do odpowiednich bokow
drugiego trojkata, to te trojkaty sg podobne.

2 o - Proporcjonalnoé¢ odpowiednich (1)
bokéw oznacza tez, ze
c j‘i' odpowiednie katy s rowne.
A
Bl’
Dla tréjkatéw ABC i A'B'C" mozna te ceche zapisa¢ symbolicznie:

sl |AB|  |AC|  [BC] Zapis p =q =1 oznacza, ze @( 19)
Jent IA’B'|  |A'C'| |B'C’| prawdziwe sg trzy rownosci:

= = 3% o
to AABC ~ AA'B'C’ PR RS



6. Trojkaty podobne

Zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie dla czworokatow nie zachodzi - zobacz przy-
kiad 2 s. 189.

~ Twierdzenie \

Cecha bok-kat-bok podobienstwa trojkatéw (bkb)

Jezeli dwa boki pewnego trojkata sg proporcjonalne do odpowiednich dwoch
bokow innego trojkata oraz katy miedzy tymi bokami sa réwne, to trojkaty te sa

hodobne.

%, _

Proporcjonalnos$¢ par bokow (@)
i rownos¢ katow miedzy nimi

oznacza tez proporcjonalnosé
pozostalych bokow i rownosc
pozostalych katow.

Dla tréjkatéw ABC i A'B'C" mozna te ceche zapisac symbolicznie:
|AB]  |AC]
A'B'|  |A'CY|
to AABC ~ AA'B'C’

i 9ICAB=aC'A'B’

jezeli

* Twierdzenie

Cecha kat-kat podobienstwa trojkatow (kk)

Jezeli dwa katy jednego trdjkata sg rowne dwdm katom innego trojkata, to tréj-
katy te s3 podobne.

& ) T P Rownosé odpowiednich katow — ((+))
, oznacza tez, ze odpowiednie
o A boki sa proporcjonalne.
ﬁ 4
Bf

Dla tréjkatéw ABCi A'B'C’ mozna te ceche zapisaé symbolicznie:
jezeli 4«CAB=<94C'A'B' i $CBA=<4C'B'A’
to AABC ~ AA'B'C’

Zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie dla czworokatow nie zachodzi - zobacz przy-
ktad 3b s. 189.
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Przykiad € « zad. 6.3

Zbadamy podobienstwo tréjkatéw przedstawio-
nych na rysunku. 18
a) Odpowiednie boki trojkatow sa proporcjo- 7/ \gq 14

6 7 9

nalne: s = et = ey R trojkaty o bokach 5

tej dlugosci sa podobne. 12

b) Dwa boki pierwszego trojkata sg proporcjo- 12

nalne do dwoch bokow drugiego trojkata: 4 @
6 9 . . . —

& =55 1 katy miedzy tymi bokami sg rowne p: 8
40°, zatem te trojkaty sa podobne.

c) Katy obu trdjkatow sg odpowiednio rowne
(trzeci — jako dopetnienie do 180°), wigc te

tréjkaty sg podobne. o

70 40°

d) Dwa boki pierwszego trojkata sg proporcjonalne

do dwdch bokéw drugiego trojkata: g = %,

ale katy miedzy tymi bokami nie sg rowne: 12

40° # 70°. Zadna z cech przystawania nie opi-

suje takiej sytuacji. Zauwazmy jednak, ze gdy- 9 @

by te trojkaty mialy by¢ podobne, musiatyby byc -
6

trojkatami o katach 40°, 70°, 70°, czyli réwnora-
miennymi o kacie 40° miedzy ramionami. Zatem mniejszy z podanych tréjka-
tow nie moglby mie¢ bokéw o dlugosdciach 6 19 zawartych w ramionach kata 40°.

Oznacza to, ze te trojkaty nie sg podobne.

Przykiad &)

Dane s3 miary niektorych katow w trojkatach ABC i1 DEF: 4 A = 38°, 4B = 96°,
ID = 96° <E = 48°. Sprawdzimy, czy te trojkaty sa podobne.

Rozwiazanie
Katy Bi D s3 rowne. Poniewaz 4A # 4E, rozpatrywane trojkaty sg podobne tylko
wtedy, gdy kat C trojkata ABC jest rowny katowi E w tréjkacie DEF.
JC = 180° — (38° + 96°) = 180° — 134° = 46°
SprawdziliSmy, ze 4C # 4E, wigc rozpatrywane trojkaty nie s3 podobne.

Odp.: Trojkaty ABC i DEF nie s3 podobne.
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©) Przykiad @) < zad.6.4

Boki trojkata T, majg diugosci 3 cm, 6 cm i 8 cm. Najkrotszy bok w trojkacie T,
podobnym do T, ma 21 cm. Znajdziemy diugosci pozostatych bokéw tego trojkata.
Rozwiazanie

Podobienstwo zachowuje stosunki odcinkéw, wiec obrazem najkrotszego bokuw T,

jest najkrotszy bok w T,. Zatem skalg podobienstwa jest w tym wypadku liczba

2
25 o 7, a pozostate boki majg diugosci 7-6 cm =42 cm oraz 7- 8 cm = 56 cm.

Odp.: Pozostale boki majg dtugosci 42 cm i 56 cm.

Jezeli mamy dwa trojkaty podobne, to
wazng umiejetnoscig jest poprawne usta-
lenie proporcji ich bokéw. Mozemy po-
stepowac wedlug podanych nizej zasad.

* Oznaczamy rowne katy w obu trojka-

tach tymi samymi symbolami.
* W mianownikach trzech utamkow AABC ~ ANMR
wpisujemy boki jednego trojkata.
2l _ [ _ [
a b ¢
» Sprawdzamy, ktore boki drugiego tréjkata lezg naprzeciwko réwnych (odpowied-

nio) katow.

- = E = = «— w trojkacie ABC bok a lezy naprzeciwko kata «, a w trojkacie NMR

- i naprzeciwko kata « lezy bok n, zatem w pierwszym liczniku wpisujemy n
ﬂ m L]

- = Y = = «— bok b lezy naprzeciwko kata f5, zatem w drugim liczniku wpisujemy m

a c

n m r

—— T = - «— bok ¢ lezy naprzeciwko kata y, zatem w trzecim liczniku wpisujemy r

a ¢

Przykiad o

Prostokatne trojkaty ABC i EDC, takie jak na rysunku obok, maja
rowne Katy: kat prosty i wspolny kat przy wierzchotku C, wiec
rowniez kat Bjest rowny katowi D. Zatem trojkaty te sg podobne:
AABC ~ AEDC. Zapiszemy, ktore z bokéw s3 proporcjonalne.
DE| _ [B _ [ :

e BC] m «— bok DE lezy naprzeciwko kata C

- D
DE| _|DC| _ [ . .
= = «— bok DC lezy naprzeciwko kata prostego
AB|  |BC| |AC ne B
DE DC EC

AR BCl  1ACI «— bok EC lezy naprzeciwko kata D, ktory jest rowny katowi B
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Wiasnosci trojkgtow podobnych

Do wykazywania podobienstwa figur uzyteczne jest nastepujgce twierdzenie.

¥ | 1K e L
= i I- i-. r. — I'._ N
1 . BFAd—df]l—g
i L =i I, . L il

Jezeli figura F, jest podobna do figury F, i figura F, jest podobna do figury F,,
to F, jest podobna do F;.

Przyktad )  zad. 6.5

W trojkacie ABC poprowadzono wysokosci AE, BF i CD. Wskazemy trojkaty po-
dobne do tréjkata ADC i wypiszemy odpowiednie proporcje bokéw.

Rozwigzanie

Bedziemy korzysta¢ z réwnosci katéw (nie ma-
my zadnych informacji o dlugosciach bokéw).
Jesli kat CAD oznaczymy literg a, a kgt ACD -
literg B, to w trojkacie ADC mamy f =90° -«
jako dopetnienie do 180°.

Zatem:

* w prostokgtnym tréjkacie HFC:

JFHC = «

* w prostokatnym trojkacie HDB:
J4DHB =« «— kat wierzcholkowy do kata FHC
IDBH = f5 «— jako dopelnienie do 180°

Katy a, 90° i # ma réwniez tréjkat AFB.
Mamy zatem rodzing tréjkatéw podobnych:
ANADC ~ AHFC ~ AHDB ~ AAFB
Wypiszemy proporcje bokdéw par trojkatéw podobnych, z ktérych jeden jest
trojkagtem ADC.

HF| |FC| |HC|
|AD| ~ |DC| ~ |AC|
HD| |DB| |HB]
|AD| ~ |DC| ~ |AC|
AF|  |FB| _ |AB|
|AD| ~ |DC|  |AC]

«— z podobienstwa tréjkatow ADC i HFC

«— z podobienstwa trojkatow ADC i HDB

«— z podobienstwa trojkatow ADC i AFB

Analogicznie mozemy zapisa¢ proporcje dla pozostatych par tréjkgtéw podobnych:
HFCiHDB, HFCi AFB, HDBi AFB.



6. Trojkaty podobne 203 NS

Przykiad o zad. 6.7

Troéjkaty na rysunku obok
s3 podobne. Wyznaczymy x.

. . x
Rozwiazanie /m A 3

Boki s3 proporcjonalne, zatem: 2 cm 5cm
= = g-, stad x = .
3 D 5

Oap.: x= 1.2¢cm

Przykiad € < zad.6.8

Odcinek MN jest rownolegly do AB
(zob. rysunek). Wyznaczymy x.

Rozwiazanie
JCMN =<CAB «—— katy odpowiadajace
IMNC =<2ABC «— katy odpowiadajace
AMNC ~ AABC  «— cecha kk podobienstwa trojkatow

A

AB B
u - ﬂ «— z podobienistwa trojkatow ABC i MNC
IMN|  |INC]|
14 + 6
m:*": , stad 10(x +6) =6- 14
Odp.: x =24

Jezeli w trojkacie prostokatnym poprowadzi-
my wysokos$¢ z wierzchotka kata prostego, to
z roOwnosci katéw wynika, ze kazdy z dwdéch
matych tréjkatéw jest podobny do duzego.
Mamy zatem:

ANACB ~ ANADC ~ ACDB
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Mozemy zapisac nastepujgce proporcje:

b h
® — = — = -E— «— z podobienstwa trojkatéw DAC i CAB
c a
a q h - il v 5% b
e — = = = E «— z podobienstwa trojkatow DCB i CAB
c a
a q h " . . :
E z = > = ; «— z podobienstwa trojkatow DCB i DAC
. . .. q h ; i 5y 3.3
Zauwazmy, ze Z proporcji = P wynika rownos$¢ k™ = pq.
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UdowodniliSmy w ten sposob nastepujace twierdzenie.

¥
T

W trojkacie prostokagtnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego jest rowny iloczynowi dlugosci odcinkéw, na ktére ta wysokosé

podzielita przeciwprostokatng.

Jezeliw = 01z = 0, to liczbe m = vw + z nazywamy srednia geometryczna liczb w i z. Dlatego ({{ }))
mowimy, ze w trojkacie prostokatnym wysokosc poprowadzona z wierzcholka kata prostego
jest srednig geometryczna dlugo$ci odcinkow, na ktore ta wysokosc dzieli przeciwprostokatna:

h= P

Przykiad 0 zad. 6.11

Przyprostokatne tréjkata prostokatnego majg dlugosci a=3cm i b= 4 cm.
Obliczymy wysoko$¢ h poprowadzong z wierzchotka kata prostego.

Rozwiazanie
Skorzystamy z wyprowadzonej wyzej proporcji dla trojkata prostokatnego ABC:

b_
c a
w ktérym ¢ = Va2 + b2, Zatem:
3-4 12
h = =— =24

Vil 5

Odp.: Wysokos$¢ ma 2,4 cm.

Przyktad €}

Wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokatng na
odcinki dlugosci 2 cm i 4 cm. Skonstruujemy taki trojkat.

Rozwiazanie

Pokazemy dwa sposoby rozwigzania zadania.

I sposob

Mozemy skorzystac z wyprowadzonego zwigzku i obliczy¢ wysokosc:
h=+v2-4=2v2 [cm]

a nastepnie skonstruowac odcinek /i (np. jako przekatng kwadratu o boku 2 cm).

Dalsze rozwigzanie pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.

11 sposéb

Wiemy, ze kat wpisany oparty na pétokregu jest prosty. Jezeli narysujemy okrag, kto-
rego Srednicg jest przeciwprostokatna (jej diugo$¢ to 2cm + 4 cm = 6 cm), to szu-
kany wierzcholek kata prostego bedzie lezal na tym okregu.
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Oto etapy konstrukciji.

* Na prostej odmierzamy kolejno dwa dane odcinki (|[AD| =2cm i |DB| =4 cm),
ich suma jest przeciwprostokgtng szukanego trojkata.

* Znajdujemy Srodek S przeciwprostokatne;.

* Rysujemy pélokrag o srodku w punkcie S i promieniu r = |SA].

* Z punktu D wystawiamy prostopadlg do AB. Jej punkt przecigcia z pétokregiem
jest szukanym wierzcholkiem C trojkata.

* Rysujemy boki AC i BC szukanego trojkata.

Do wykonania konstrukcji druga metoda nie musimy oblicza¢ wysokosci tréjkata.

Przyklad ) « zad.6.20
Dwie cigciwy okregu przecinajg si¢ w punkcie, ktory dzieli
kazda z nich na odcinki o dtugosciach podanych na rysunku. 9
X

Obliczymy x.

Rozwigzanie 2

Uzupelniamy rysunek takimi dwoma odcinkami, aby wyste-
D

pujgce w tresci zadania czedci cieciw byly bokami pewnych
trojkatow.

Wprowadzamy oznaczenia literowe wierzchotkow tych
trojkatow.

JAMB =<CMD «— katy wierzcholkowe

IBAC =<4BDC «— katy wpisane oparte na luku BC g ¢
AABM ~ ADCM «— cecha kk podobieristwa trojkatow B

x 9

_= = «— z podobienstwa trojkatow ABM i DCM
X

2
=92 (ix>0)

Odp.: x = 34/2
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Srodek ciezkosci tréjkata
Zanim wprowadzimy pojecie Srodka ciezkosci trojkata, udowodnimy pomocnicze
twierdzenie o odcinku tgczgcym Srodki bokéw w tréjkacie.

Twierdzenie o odcinku laczacym srodki bokow w trojkacie

Odcinek taczgcy srodki dwdch bokdw trojkata jest rownolegly do trzeciego bo-
ku, a jego dlugosc jest rowna polowie dlugosci trzeciego boku.

Zatozenie

Trojkat ABC jest dowolny.

Teza

* Odcinek taczacy srodki dwoch bokdw trojkata jest rownolegly do trzeciego boku.
» Dlugosc tego odcinka jest rowna potowie diugosci trzeciego boku.

Dowaod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Punkty E i F sg Srodkami bokow BC i AC tréjkata, wiec
IBE| _ | _ |AF|
[EC|] —  |EC|
do twierdzenia Talesa FE || AB, czyli pierwszy punkt tezy
zostat udowodniony.

. Zatem na mocy twierdzenia odwrotnego

Teraz przez punkt E prowadzimy prostg rownolegly do boku AC - przecina ona bok
ABw punkcie oznaczonym literg H. Skoro E jest sSrodkiem BC, to na mocy twierdze-
nia Talesa punkt H jest Srodkiem AB, a ponadto czworokat AHEF jest rownoleglo-
bokiem. Zatem:

1
[EF| = |AH]| = 7| AB]
Koniec dowodu
Przypomnijmy, ze $rodkowa trdjkata jest odcinkiem tgczgcym wierzchotek tréjkata
ze srodkiem przeciwleglego boku.

Twierdzenie o srodkowych w trojkacie

Trzy srodkowe trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie. Punkt ten, nazywany
srodkiem ciezkosci trojkata, dzieli kazdg ze Srodkowych w stosunku 2: 1 (liczac
od wierzchotka).
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Twierdzenie ilustrujemy rysunkiem, a jego dow6d pominiemy.

Srodek ciezkosci trojkata ma ciekawsa (@)
interpretacje fizyczna. Zalézmy, ze

figura w ksztalcie trojkata jest wykonana

z jednorodnego materialu. Jesli polozymy

ja na ostrej podporce ustawionej pod
$rodkiem ciezkosci, to plaszczyzna

trojkata pozostanie pozioma.

Zgodnie z podanym twierdzeniem punkt M jest srodkiem ci¢zkosci trojkata ABC,
dzielgcym jego srodkowe w taki sposob, ze:
|AM|=2-|ME|, |BM|=2-|MF| oraz |CM|=2-|MD|

Z twierdzenia o Srodkowych wynikajg istotne zaleznoéci miarowe w trojkgcie réwno-
bocznym.

AL REE | e et [ e i g |
~|-.|'e-.":_~'r'l"__ anio
by "I L || 510
wal [ hpd ] =it il g d i ewrs =l k.

W tréjkacie rownobocznym o boku diugosci a:

* promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny r = —,

* promien okregu opisanego na tym trojkacie jest réwny R = —.

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Osie symetrii tréjkata rownobocznego pokrywajg sie
z symetralnymi bokéw tego trdjkata i zawierajg jego
srodkowe, dwusieczne katow oraz wysoko$ci.

Zatem Srodek ciezkosci S trojkata rownobocznego jest
rowniez Srodkiem okregu wpisanego (punkt przecie-
cia dwusiecznych), Srodkiem okregu opisanego (punkt
przeci¢cia symetralnych) oraz ortocentrum (punkt
przeciecia wysokosci).

3
1D = % «—— wysokoé¢ trojkata rdownobocznego
1 3
po= LS| = §|DC | = %f— «—— twierdzenie o $rodkowych
; 2 . 3
W= |SE| = §|DL| = % «— twierdzenie o srodkowych

Koniec dowodu
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Przykiad 0 zad. 6.23

W tréjkacie ABC srodkowa AE przecina pod katem prostym $rodkowg BF w punk-
cie M. Wiemy, ze |AE| = 9 oraz |BF| = 12. Wyznaczymy dlugos¢ trzeciej $rod-
kowe;j.

Rozwiazanie
Kat AMB jest prosty, zatem AB jest §rednicg pélokregu, do  C
ktérego nalezy punkt M (zob. rysunek).

Na mocy twierdzenia o srodkowych w trojkacie wiemy, ze
srodkowa CD taczaca wierzchotek C ze §rodkiem D boku AB

zawiera punkt M. Zatem odcinek DM ma dlugoé¢ rowng pro- £ 4
mieniowi potokregu.
2
|IAM| = -§|AE Bl «— twierdzenie o $srodkowych
- A = B
BM| = ElBFl =8 «— twierdzenie o $rodkowych
AB| = V|BM|? + |AM|? = «—— twierdzenie Pitagorasa
= V64 + 36 = 10
DM| = %|AB| = 3 «— promien polokregu
DC| = 3+ |DM| =15 «—— twierdzenie o $rodkowych
Odp.: |DC| = 15

6.1. W trdjkacie ABC poprowadzono odcinek DE réwnolegle do boku AB. Punkt
D lezy na boku AC, a punkt E - na boku BC. Wiadomo, ze |AB| = 9, |DE| = 3,

|BE| = 4.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. |CE| =7

B. |CE| =2

C. Jest za malo danych, aby wyznaczy¢ diugosc boku CE.

6.2. Sprawdz, czy trdjkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do tréjkata o bokachee, f, g.
a)a=4 b=3 =5 bia=15 =20, c=7
e=3, f=15 g=2 e=10, f =35, g=75
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6.3. Sprawdz, czy trojkaty ABC i PQR sg podobne.

a) 10 P c) R
R, 12

C 6 12 w
/\
B T A
b) ¢
6
/\

'®

FAN

LA D

6.4. Trojkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do tréjkata o bokach a,, b,, ¢, tak, ze boki

a, b, ¢ sg proporcjonalne odpowiednio do bokéw a,, by, c,. Przerysuj tabele do zeszytu

A

i uzupeltnij ja.

a b C “ a, b, Cy

) 12 3 1 ” 7] 7] 7%
1 11 5

2 Ve ? = =

b) ’ H | T2 H 3 4 4

6.5. W trojkacie ostrokgtnym ABC poprowadzono wysokosci AK, BL i CM. Punkt

przeci¢cia wysokosci oznaczono H. Znajdz tréjkaty podobne do podanego trojkata.
a) AMC b) CLB c) CHK

6.6. Drzewo rzuca cien 6 razy dluzszy od cienia Wojtka mierzacego 172 cm wyso-
kosci. Jaka jest wysokosc drzewa?

6.7. Boki trojkata ABC sg réwne 8 cm, 10 cm i 11 cm. M
Najdluzszy bok trojkata PQR, podobnego do trojkata
ABC, ma 33 cm. Wyznacz pozostate boki trojkata PQR.

6.8. Stosunek podstaw w trapezie ABCD przedstawio-  p C
nym na rysunku jest rowny |AB|:|CD| = 7 : 5. Ramig 22
BC ma dlugos¢ 22 cm. Oblicz diugosc odcinka CM. A B

[Tl

209 IS
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6.9. Trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych |AC| = 8 i |[BC| = 6 jest
podobny do tréjkata, ktérego jeden z bokéw ma diugosc rowng 6. Wyznacz dlugosci
pozostatych bokow tego trojkata.

6.10. W trojkacie ABC poprowadzono rownolegle do boku AB odcinek DE tak, ze
punkt D lezy na boku AC, a punkt E — na boku BC. Wyznacz x.

a) |AC| =10, |DC| =4, |DE|=5, |AB| =x

b) |AB| =10, |DE| =5, |[DCl=7, |[ADl| = x

6.11. W trojkacie prostokgtnym wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata pro-
stego ma 36 cm. Dzieli ona przeciwprostokatng na dwa odcinki w stosunku 4 : 9.
Oblicz dlugosci bokéw tego trojkata.

6.12. Podziel prostokat dwoma odcinkami na trzy tréjkaty podobne.

(©) © 6.13. W tréjkat ABC wpisany jest romb AMNP A
jak na rysunku. Wykaz, ze |AM| = +/|MB]| - |CP|. M
P
B N C
~6.14. W troéjkat rownoboczny o boku 12 ¢cm wpisano kwadrat
jak na rysunku. Wyznacz diugos¢ boku kwadratu.

#6.15. Trojkat T, jest podobny do tréojkata T, w skali k, a trojkat / \
T, jest podobny do trojkgta T'; w skali 4k. Ile wynosi k?

+ 6.16. W réwnoramiennym trdjkgcie ABC podstawa AB jestréwna 12 cm, a ramiona
AC i BC maja po 10 cm. Oblicz dlugosc¢ odcinka taczacego punkty stycznosci okregu
wpisanego w ten trojkat z ramionami trojkata.

0 ~ 6.17. W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy dluzsza
od drugiej. Wykaz, ze wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego w tym
trojkacie dzieli przeciwprostokgtng w stosunku 1 : 4.

6.18. W trdjkacie prostokatnym ABC dane sg dlugosci przyprostokatnych
|AB| = 12 cm i |BC| = 4 cm. Prosta prostopadia do boku AB rozcina tréjkat ABC
na dwie figury o rownych polach. Oblicz diugos¢ wspdlnego boku tych figur.
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+ 6.19. Dwie cieciwy przecinajg sie¢ wewnatrz kola tak, ze od-
cinki jednej z nich majg dtugosci 8 cm i 6 cm, a odcinki drugie;
pozostajg w stosunku 1:3. Oblicz dtugosci odcinkow drugie;
cieciwy.

# 6.20. Dane sg okrag ijego dwie cigciwy jak na rysunku.
Oblicz x.

- 6.21. Wykaz, ze jezeli dwa trojkgty wpisane w ten sam okrag sg podobne, to sg przy-

stajgce.

6.22. Na plaszczyznie dane sg trzy niewspdiliniowe punkty. Skonstruuj trojkat,
w ktorym te trzy punkty sg Srodkami bokow.

6.23. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku B jest prosty. Srodkowa BD o dlugosci
6 cm dzieli ten kat tak, ze <DBA :4CBD = 2 : 1. Oblicz miary katow, dlugosci bo-
kéw i pole tego trojkata.

6.24. Podstawa tréjkata rownoramiennego ma dtugosc¢ 16, a kazde z ramion ma diu-
gos$¢ 17. Oblicz dlugosci srodkowych tego trojkata.

6.25. Srodkowe trdjkgta réwnoramiennego majg dtugosci 120, 87, 87. Oblicz dhu-
gos¢ podstawy tego trojkata.

¥ 6.26. W tréjkacie ABC $rodkowa CD jest rowna potowie boku AB. Wykaz, ze troj-
kat ABC jest prostokatny.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W ZeSzZycle.

1. Wskaz dlugosci bokow tréjkata podobnego do tréjkata o bokach 14 cm, 10 cm
112 cm.

A. 28 cm, 20 cm, 22 cm C. 7cm, 5cm, 6 cm

B. 12cm, 8 cm, 10 cm D. 17 cm, 13¢cm, 15cm

2. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek DE tak, ze punkt D lezy na boku AC,
a punkt E — na boku AB. Odcinek DE jest réwnolegly do BC. Wiadomo, ze
|IDC| = 14, |AC| =22 i |BC| = 31. Wskaz dlugos¢ odcinka DE.

A. 19.8 B. 11.3 C. 195 D. 11>
11 11
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3. W dwoch tréjkatach rownoramiennych katy miedzy ramionami sg rowne. Pod-
stawa i opuszczona na nig wysokosc jednego trojkata majg odpowiednio 4 dmi7 dm,
a podstawa drugiego tréjkata ma dtugosc 8 dm. Ile wynosi pole drugiego trojkata?

A. 56 dm> B. 7dm?’ C. 16 dm> D. 28 dm>

4. Dwie cieciwy AB 1 CD jednego okregu przecinaja si¢ w punkcie P.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Trojkat ACP jest podobny do trojkata DBP.
B. Trojkat ADP jest podobny do trojkata CBP.
C. Trojkat ACP jest podobny do trojkata ADP.

9. W trdjkacie ABC kat ACB jest prosty. Na przyprostokatnych AC i BC tego troj-
kata obrano odpowiednio punkty Qi P. Na boku AB wyznaczono punkty Ri S takie,
ze odcinki QR i PS§ s3g prostopadle do przeciwprostokatnej. Udowodnij, ze trojkaty
ARQ i PSB s3 podobne.

6. W tréjkat rownoramienny o podstawie 12 cm i wysokosci 8 cm wpisano okrag
i poprowadzono styczng do niego rownolegla do podstawy trojkata. Oblicz promien
okregu i dtugos¢ odcinka stycznej zawartego w tréjkacie.

7. Cieciwy AB i CD w okregu przecinajg si¢
w punkcie M jak na rysunku. Wykaz, ze: A C

|MD| - |MC| = |MA| - IMB]|
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-22 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. W trojkgcie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, miara kata CAB
wynosi 70°. Odcinek BD zawiera si¢ w dwusiecznej kata ABC. Odcinek BE jest wy-
sokoscig opuszczong z wierzchotka B. Wskaz miare kata EBD.

A. 20° B. 18° L, 157 D. 10,1°

2. Z odcinkow o dtugosciach: 1, m+4, 2m + 1 mozna zbudowac trojkat réwnora-
mienny. Wynika stad, ze
A. m = -3, B. m = 0. C.m= 1 D.m = 3.

3. Pieciokat ABCDE jest foremny. Wskaz trojkat przystajacy do trojkata ACE.
A. AECD B. ABCD C. ABCE D. AABC

4. Okregi o Srodkach S, 1 S, oraz promieniach
odpowiednio 3 i 1 sg styczne zewnetrznie. Prosta
styczna do mniejszego okregu w punkcie P prze-
chodzi przez Srodek S; wiekszego okregu (zob.
rysunek). Wskaz obwad trojkata S, S, P.

A. 8.8 C. 5V15
B. 5+ 115 D. 15+ /5

5. Ile wynosi promien okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym o przyprosto-
katnych dlugosci 10 cm i 24 cm?
A. 17 cm B. 13 cm C. 12cm D.5cm

6. Kat wpisany w okrag jest o 70° mniejszy od kata sSrodkowego opartego na tym
samym tuku. Jaka jest miara kata srodkowego?
A. 35° B. 70° C. 110° D. 140°

7. Jaka miare ma kat wypukly utworzony przez wskazéwki zegara o godzinie 10°°7
A. 150° B. 165° £ 170° D. 180°
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8. Na rysunku 1 punkt S jest Srodkiem okregu. Ile stopni ma kat a?
A 297 B. 30° (: 31 D. 32°

9. Na rysunku 2 punkt S jest Srodkiem okregu. Ile stopni ma kat a?
A. 114° B. 118° C. 122° D. 124°

10. Na rysunku 3 punkt § jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat a?

A. 25° B. 30° C. 40° D. 50°
C
\ B ﬂ’ B
A
A
Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

11. Punkt A lezacy na okregu o srodku S jest koncem cieciwy AB oraz punktem
styczno$ci okregu z prostg [. Jeden z dwoch katow miedzy cieciwg AB a prostg [ ma
miare 36°. Jaka jest miara wypuklego kata sSrodkowego ASB?

A. 18° B. 36° C. 45° D.72°

12. Cieciwy ABiCD okregu o Srodku S przecinajg si¢ w punkcie P. Ktory z wymie-
nionych warunkow jest prawdziwy?

A. 4BAD = %4391} C. 24ABD = 4APD
B. 4ASD = 24 APD D.<DCB = 4PAD

13. Okregi 0,(A, r;) i 0,(B, r,) s3 styczne zewnetrznie w punkcie C. Przez punkt
C poprowadzono prostg przecinajacg okrag o, w punkcie K, a okrag o, w punkcie L.
Kat AKC ma miarg 46°. Jaka miare ma kgt LBC? C

A. 44° B. 46° C. 88° D. 134°

14. W okrag o srodku S wpisano trojkat rownoboczny ABC.
Wskaz miare zaznaczonego na rysunku kata srodkowego ASB.
A. 160° B. 140° C. 120° D. 30°

15. Punkty A, B, C nalezg do okregu o srodku w punkcie S. Kgt ABC ma miare 112°.

Jaka jest miara kagta ASC w czworokacie ABCS?
A. 68° B. 1i2° C: 136" D. 224°
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16. Dane s3 trzy kota parami styczne zewnetrznie. Pola tych kot sg rowne 4m, 9n
i 16m. Ile wynosi obwdd trojkata, ktorego wierzchotkami sg srodki tych kot?
A. 15 B. 18 C. 20 D. 25

17. Ktore z podanych zdan jest prawdziwe?
[. Kazde dwa prostokaty sa podobne.
II. Kazde dwa okregi sg podobne.

[1I. Dwa tréjkaty o réwnym polu sg podobne.
A. tylko I B. tylko II C. tylko III D. zadne

18. Okrag o promieniu r = 5 jest styczny wewnetrznie do
okregu o promieniu R = 15 jak na rysunku obok.
Wiadomo, ze |BC| = 8. Jaka dlugos¢ ma cieciwa ACY

A. 16 C. 20 "
B. 24 D. Jest za mato danych, aby to obliczyc. l
A
19. W trojkacie ABC poprowadzono wysokosci AK i CM C
jak na rysunku. Ktore z ponizszych zdan jest fatszywe? K
BC|  |MB] ¢ 1Bl _ 150
" |AB|  |KB " JAK|  |CM]
|BK| |AB| . 1
. T—— —— D. |MB|- |AK| = |BK|- |CM 2
= | |AK]| = BK|-ICM|  4£L B

20. Dwie proste réwnolegle przecinajg ramiona kata o wierzchotku w punkcie O.
Na jednym ramieniu tego kata powstaly odcinki OA i AB réwnej dtugosci, a na dru-
gim odcinki OC i CD (punkt C lezy miedzy punktami O i D). Odcinek BD ma diu-

1
gos¢ 12-3;-. Wskaz diugosc¢ odcinka AC.
A. 121 C. 6-
3 6

B. 6% D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢.

21. Troéjkat o bokach dlugoéci V27, V48, V75 jest podobny do tréjkata, ktérego
boki majg dtugosci
A. 27,48, 75. B. 9, 12, 15. C. V3, V4, V5.  D.2V3,3V3,4V3.

22, Tréjkaty ABC i A'B'C' sa podobne i maja pola odpowiednio réwne 36 cm”
i 80 cm®. Wskaz skale podobienistwa trojkata A'B'C’ do trojkata ABC.

N 5 25

. C. 22 T i
10 3 9

20

215 IS
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W zadaniach 23-28 ocen prawdziwosc podanych zdan.

23. Srodek okregu opisanego na trojkacie ABC lezy na boku AB. Wynika stad, ze
A. trojkat ABC jest rownoramienny.

B. SACB = 90°.

C. AB jest najdluzszym bokiem trojkata ABC.

24. W czworokacie wypuklym poprowadzono dwusieczne czterech katéw we-
wnetrznych. Wynika stad, ze

A. dwusieczne te przecinajg si¢ w jednym punkcie.

B. dwusieczne dokladnie trzech katéw mogg przecigc si¢ w jednym punkcie.

C. dwusieczne te moga nie przecinac si¢ w jednym punkcie.

25. Dane sg dwa przystajgce trojkaty prostokatne. W pierwszym z nich poprowadzo-
no symetralng krotszej przyprostokatnej, a w drugim diuzszej. Symetralne podzielity
kazda z figur na tréjkat i czworokat. Wynika stad, ze

A. pola otrzymanych czworokatow sg réwne.

B. obwody otrzymanych czworokatow sg rowne.

C. oba czworokaty s3 przystajace.

26. W trojkacie ABC wysokosci poprowadzone z wierzchotkéw A i C sg rowne. Wy-

nika stad, ze

A. srodek okregu wpisanego w trojkat ABC lezy na wysokosci poprowadzone;
z wierzchotka B.

B. wszystkie wysokosci trojkgta ABC sg rowne.

C. trojkat ABC jest ostrokatny.

27. Obwdd pierwszego prostokata jest rowny 100 cm, a obwdd drugiego prostokata
jest 0 100 cm wigkszy niz pierwszego. Wynika stad, ze

A. pole drugiego prostokata jest zawsze wigksze od pola pierwszego prostokata.

B. pola obu prostokatéow mogg by¢ takie same.

C. pole drugiego prostokata moze by¢ mniejsze od pola pierwszego prostokata.

28. Czworokat T przeksztalcono przez podobienstwo i otrzymano czworokat T
Pole czworokata T jest o 44% wieksze od pola czworokata T'. Zatem:

A. obwéd czworokata T' jest 0 20% wiekszy od obwodu czworokata 7.

B. obwdd czworokata T jest o 22% wiekszy od obwodu czworokata T

C. skala tego podobienistwa byta réwna +/0,44.
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Zadania otwarte krotkie|] odpowiedzi

29. Kat ostry rownolegloboku ma miar¢ 40°. Wyznacz miary kgtéw utworzonych
przez dwie rézne wysokosci tego rownolegloboku poprowadzone z jednego wierz-

cholka.

30. Okresl wzajemne polozenie okregéw o,(A, r;) 1 05(B, r,).
a) |AB|=12 7r,=8 r,=3 ) |ABl=1 r,=3 r,=5
b) |[AB|=8 r;=10 r,=2 d) |[AB|=6 r;=5 r,=4

31. Czworokat ABCD jest kwadratem, a trojkgt ABM D
trojkgtem rownobocznym (zob. rysunek). Wyznacz miary
katow a, f3, y.

32. Jaka figure tworzg srodki wszystkich okregow o pro-

mieniu r = 4 stycznych zewnetrznie do okregu o(A, 2)?

33. Jaka figure tworzg Srodki wszystkich okregow o pro- 4

mieniu r = 3 stycznych wewnetrznie do okregu o(A, 7)¢

34. Dane s3 dwa okregi 0,(A, 9) 1 0,(A, 5). Jaka figure tworza Srodki wszystkich
okregéw stycznych réwnoczesnie do obydwu tych okregéw?

39. Na trojkacie rownoramiennym ABC, w ktorym |AC| = |[CB|, a kat miedzy
ramieniem i podstawg ma 52°, opisano okrag o srodku S. Wyznacz miare wypuklego
kata srodkowego ASB.

36. Ktore z narysowanych figur sg podobne?
/ i
D

| / K
VA OU

37. Prostokat o wymiarach 18 cm x 15 cm jest podobny do prostokata, ktorego jeden
z bokow ma diugosc 6 cm. Oblicz skale podobienstwa i obwod drugiego prostokata.

a

38. Obwody dwoch wielokatéw podobnych sg réwne 80 cm i 60 cm. Diugosci naj-
krotszych bokow tych wielokgtow réznig sie o 5 cm. Oblicz te dtugosci.

217 I
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© 0

39. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, c jest podobny do trdjkata o bokache, f, g.

e=2, f=15V2+1, g=3V2—1 E:I%,fzz,él,g:,?%

40. W trapezie ABCD,w ktorym AB || DC, punkt K jest Srodkiem boku AD. Oblicz
stosunek pola tréjkata CKB do pola trapezu ABCD.

41. Wielokat o polu 60 cm’ przeksztalcono przez podobienstwo tak, ze pole jego

obrazu jest 0 75 cm” wieksze od pola poczatkowego wielokata. Oblicz skale tego po-
dobienstwa.

42. Boki trojkata majg dlugosci 12, 141 18. Wyznacz stosunek odpowiednich wyso-
kosci opuszczonych na te boki.

Zadania otwarte rozszerzone] odpowiedzi
43. Udowodnij, ze suma miar katow n-kata wypuklego jest rowna (n — 2) - 180°.

44. Odleglosc srodka okregu od prostej zawierajgcej cieciwe o dlugosci 18 cm jest
rowna 12 cm. Wykaz, ze srednica tego okregu wynosi 30 cm.

45. Maszyna wycina kotka z prostokagtnych kawatkow
blachy wedtug wzoru pokazanego na rysunku. Krotszy bok
kawalka blachy potrzebnego do wyciecia takich kétek ma
diugos¢ 60 cm. Oblicz diugos¢ diuzszego boku tego pro-
stokata.

46. Trojkat ABC o katach 40°, 60°, 80° wpisano w okrag, a nastepnie poprowadzono
styczne do tego okregu odpowiednio w punktach A, B, C. Wyznacz katy trdjkata
utworzonego przez te styczne.

47. Trojkat rownoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC|, wpisany jest w okrag
o $rodku S. Wiadomo, ze 4BAS = 20°. Wyznacz miary katow tréjkata ABC.

48. Na okregu o promieniu 7,5 opisany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = |BC].
Wysokosc¢ tego tréjkata poprowadzona z wierzchotka C jest réwna 20. Oblicz diugo-
Sci bokéw 1 pozostate wysokosci tego trojkata.

49. Dlugoéci bokow trojkgta ABC wynoszg 6 cm, 8 cm i 12 cm. Wyznacz obwod
trojkata podobnego do trojkata ABC, w ktorym jeden z bokoéw ma diugosc 12 cm.
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90. Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego o polu 324 cm’ ma diugosc
36 cm. Oblicz pole kota stycznego do przyprostokatnych, ktorego srodek lezy na prze-
ciwprostokgtnej.

51. W trdjkacie rownoramiennym wysokos$¢ opuszczona na podstawe ma 24 cm.
Promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny 9 cm. Oblicz pole trojkata.

52. W trojkacie ABC poprowadzono wysokos¢ CD C
jak na rysunku. Wiadomo, ze |AB| = 12, |CD| = 6,
IMN| = 3. Oblicz pole prostokagta M N PQ.

N
A MD N B

+ 93. Wysokosc CD dzieli bok AB trojkata ABC na dwa odcinki o dlugosciach 36 cm
i 14 cm. Prostopadle do boku AB poprowadzono prosta, ktéra dzieli trojkat na dwie

czesci o rownych polach. Jakie sg dlugosci odcinkéw, na ktore ta prosta dzieli bok AB
trojkata?

94. Punkt S jest Srodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokgtnym ABC. Popro-
wadzono wysokos$¢ CD tego trojkata. Wykaz, ze kat ACD jest rowny katowi SCB.

55. W trapezie ABCD, w ktorym AB || CD, przekatne AC i BD przecinajg sie¢
w punkcie S. Wykaz, ze pola trojkatéw ASD i BSC sg rowne.

956. W trapezie ABCD, w ktérym AB || CD, przekatne AC i BD przecinaja si¢
w punkcie S. Punkt S dzieli odcinek AC tak, ze |CS|:[SA| = 2: 3, a pole tréjka-
ta BCS jest rowne 12. Oblicz pole trapezu.

57. W trapezie rownoramiennym o polu 135 jedna podstawa jest dwa razy dluzsza
od drugiej. Oblicz pola trojkatow, na jakie dzielg trapez jego przekatne.

58. Pola trzech wielokatéw podobnych sg réwne 80 cm?, 180 cm” i 245 cm®, a suma
obwodoéw tych figur jest rowna 1,7 m. Oblicz obwéd najmniejszego wielokata.

99. Piotr chce narysowac na kartce formatu A4 (21 cm X 29,7 cm) mozliwie duzy
plan swojego pokoju, ktéry ma wymiary 2,8 m X 3,6 m. Jakg skale powinien przyjac?

60. Proste PK i MP s3 réwnolegte do odpowiednich bo- K B
kow trojkata ABC jak na rysunku. Wiadomo, ze |AM| = 4,
|[AP| = 5, |[PC| = 15, |BK| = 6. Oblicz obwod tréjkata
ABC. M

C
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D

61. Przekatne trapezu ABCD, w ktorym AB || CD, przecinajg si¢ w punkcie P.
Prosta rownolegta do podstaw i przechodzaca przez punkt P przecina ramiona tra-
pezu w punktach M i N. Udowodnij, ze punkt P jest srodkiem odcinka MN.

) + 62. Proste KM i NL sg rownolegle do odpowied- D N M cC

nich bokéw trapezu ABCD jak na rysunku. Wykaz,
ze |AK| = |LB.

63. Wykaz, ze w trojkacie prostokagtnym ABC kat
pomiedzy wysokoscia a srodkowg poprowadzony-

A K L B
mi z wierzchotka kata prostego jest rowny réznicy

katéw ostrych trojkata ABC.

64. W réownoramiennym trojkacie ABC, w ktorym
|AC| = |CB|, z dowolnie wybranego punktu M
podstawy AB poprowadzono odcinki MN oraz M P
prostopadie do ramion BC i AC tréjkata (zob. rysu-
nek). Wykaz, ze |MN|+ |MP| = |AA'|, gdzie AA’
jest wysokoscig poprowadzong z wierzchotka A.

65. Na trojkacie rownoramiennym ABC, w ktorym [AC| = |CB|, opisano okrag
o Srodku S. Wiadomo, ze <ASB = 80°. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

66. Oblicz promien okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym o przyprosto-
katnych 9 1 40.

67. Promien okregu opisanego na tréjkgcie rownobocznym jest o 6 cm krotszy od
boku tréjkata. Wyznacz ten promien.

68. Danyjestromb ABCD o boku 15 i kacie przy wierzchotku A rownym 60°. Okrag
opisany na trojkacie ABD przecina przekatng AC w punkcie P. Wyznacz dlugosc
odcinka PD.

+ 69. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie rownoramiennym o podstawie 8

i kgcie miedzy ramionami 150°.

70. Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat rownoramienny o bokach 18 cm,
15 cm, 15 cm.

71. Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny o przeciwprostokatnej c. Wykaz,
ze odleglosc srodka ciezkosci tego trojkata od srodka okregu opisanego na tym troj-

e : 1
kacie jest rowna =C.
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1. Funkcje trygonometryczne
kgta ostrego

Umiejetnosci:

* wyznaczanie wartosci funkgji sinus, cosinus i tangens katow ostrych w trojkacie
prostokatnym

* korzystanie z przyblizonych wartosci funkgji trygonometrycznych

* obliczanie miary kata ostrego, dla ktore] funkcja trygonometryczna przyjmuje dana
wartosc

Popatrzmy na rysunek. Jezeli a jest katem g_
ostrym w trojkacie prostokgtnym, to jed- %‘9@ .; ’
no z ramion kata a jest przyprostokatng o g %
(przylegts do kata «), a drugie przeciwpro- gz
stokgtng. Naprzeciwko kata « lezy druga £ g
przyprostokatna. p E E‘F
Podanie miary jednego z katow ostrych jed- przyprostokatna przylegta
noznacznie okresla drugi kat ostry w tym do kata

trojkacie: jezeli dany jest kat «, to drugi kat

ma miar¢ 90° — a.

Zeby jednoznacznie wyznaczy¢ trojkat prostokatny, wystarczy znaé jeden z jego k3-
tow ostrych i jeden z jego bokow.

Przykiad o

Skonstruujemy trojkat ABC, wktérym 4B = 90° oraz dane
sq: |[AB|=c i dC =a (a < 90°).

Rozwigzanie
Oto przykladowa konstrukgja:

* na prostej odkladamy odcinek AB,
* z punktu B prowadzimy prostg k prostopadtag do AB,

* z punktu A prowadzimy pélprostg / prostopadia
do AB,

» odkladamy kat a w taki sposdb, ze punkt A jest jego
wierzchotkiem, a potprosta [ — ramieniem,

* punkt przeciecia drugiego ramienia odlozonego
kata a z prostg k jest szukanym wierzchotkiem C.

Zadanie ma zawsze jedno rozwigzanie.
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Przykiad @)

Chcemy oszacowac wysokos¢ drzewa. Mamy wyniki nastepujacych pomiaréw:

* 32 m - odleglos$¢ obserwatora od drzewa,

» 12° - kat, pod ktorym obserwator widzi wierzchotek drzewa (jak na rysunku),
* 1,6 m - wysoko$¢ oczu obserwatora nad ziemis.

32rm
Rozwiagzanie
Do rozwigzania problemu powinniSmy wyznaczy¢ wielkos¢ h. Odcinek oznaczony na
rysunku literg a zostal poprowadzony z pewnego przypadkowo wybranego punktu
na przeciwprostokatnej. OtrzymaliSmy w ten sposob dwa tréojkaty podobne, zatem:

h a

32 b

32. m
2 nie zalezy od wielkosci trojkata, tylko od miary kata i mozemy go obliczyc¢

b
(z zadang dokladnoscig), jesli znamy diugosci a i b.

h\

a~32m
B b 112°

ba~15m

Stosunek

32'111
Dla kata 12° stosunek g =~ (0,213, a poniewaz h = E - 32, wiec h = 6,816 m.

Aby otrzymac odpowiedZ na postawione na poczatku pytanie, do wielkosci h trzeba
jeszcze dodac 1,6 m.

Odp.: Drzewo ma ok. 8,4 m wysokosci.
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Stosunek diugosci dwoch przyprostokatnych trojkata prostokgtnego jest wielkoscig
tak wazng, ze na jego okreslenie wprowadzono specjalng nazwe.

m -“

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym « jest kgtem ostrym, B

stosunek dlugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciwko ¢
kata a do dtugosci przyprostokatnej przyleglej do kata & o s,
nazywamy tangensem kata « i oznaczamy tga. b
a
tgﬂ = E
Przykiad &)
Skorzystamy z danych na rysunku i obliczymy tg a.
a) c)
5
3
V3
fga = — o i7"
B o 4 2
5
tga = - =25
%a=§=ﬂﬁ °
J
Przyjrzyjmy sie rysunkowi. Tréjkaty ABCi AB,C, B\Bl
s3 podobne, wigc prawdziwa jest rOwnosc:
BC| _ |B,Cy
|AC|  |AC| >
C 2 (;: A

~ Whniosek

Wartos¢ tangensa zalezy tylko od miary kata, a nie od dlugosci bokéw trojkata
prostokatnego.

A

Kazdemu katowi ostremu zostala w opisany wyzej sposob przyporzadkowana pewna
liczba, nazywana jego tangensem. Zatem okreslona zostata funkcja, ktorej dziedzing
jest zbior katow ostrych, a zbiorem wartodci ~ zbiér dodatnich liczb rzeczywistych.
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Podobnie definiujemy nastepne funkcje.

-

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym « jest katem ostrym:

* stosunek dlugodci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata do diugo-
Sci przeciwprostokatnej nazywamy sinusem kata « i oznaczamy sin «,
* stosunek diugosci przyprostokatnej przyleglej do kata e do dlugosci przeciw-

prostokgtnej nazywamy cosinusem kata a i oznaczamy cosa.

. ( B
sina = ~
C
b ‘ .:
cosa = - B a
C ¢ b A
L. o

Funkgcje tg a, sin ¢, cos &« nazywamy funkcjami trygonometrycznymi, a dzial mate-
matyki zajmujacy si¢ badaniem ich wlasnosci - trygonometria.

Stosunek dlugosci przyprostokatnej przyleglej do kata e do dlugosci przyprostokatnej lezacej ((( 1))
naprzeciwko tego kata nazywamy cotangensem kata « i oznaczamy ctga. Z tej funkcji nie
bedziemy korzystaé, poniewaz latwo mozna ja zastapi¢ tangensem. Bezposrednio z definicji obu
tunkcji wynika bowiem rownosé:

clga = tg_ar

Na koncu podrecznika znajdujg si¢ tablice wartosci funkeji trygonometrycznych (za-
okrgglonych do czwartego miejsca po przecinku) dla wszystkich katéw ostrych od 1°
do 89° rdznigcych si¢ kolejno o 1°. Mozna z nich korzysta¢ w dwie strony:

* dla danego kata odczytac wartosci jego trzech funkcji trygonometrycznych,

* majgc dang wartosc funkcji trygonometrycznej pewnego Kata, odczytac jego miare.

® Poczatki trygonometrii siegaja czasoéw starozytnych i sa $cile zwiazane z rozwojem astro- @( }))
nomii, np. z szukaniem metod orientacji na otwartym morzu wedlug widocznych cial
niebieskich oraz tworzeniem map.
Definicje, ktére zostaly tutaj przytoczone, wprowadzono w XVI w.

® Wartosci (w systemie dziesietnym) funkgcji trygonometrycznych dla katéw ostrych zostaly
obliczone z duza dokladnoécig i spisane w tablicach w XV w. przez Johannesa Miillera
z Krolewca. Korzystano z nich przy rozwiazywaniu problemow zwigzanych z réznego typu
pomiarami — przede wszystkim geodezyjnymi. Uscislona w XVII w. metoda pomiarow
terenowych na podstawie tzw. triangulacji {podzialu danego obszaru na tréojkaty) polegala
na zastagpieniu pomiarow odlegloéciowych - katowymi, a nastepnie wyznaczaniu odleglosci
z uzyciem rachunku trygonometrycznego.
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Przykiad €)
Odczytamy z tablic przyblizone miary katéw rozwazanych w przyktadzie 3.

Rozwigzanie
a) Jezeli tga = 0,6, to « = 31°.

b) Jezeli tga = ? =043, to a = 23"

c) Jezeli tga = 2,5, to a = 68°.

Przykiad e zad. 1.3
Odczytamy z tablic przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych katow 87°

i14°.

Rozwigzanie
sin 87° = 0,9986 sin 14° = (,2419
cos 87° = 0,0523 cos 14° = 0,9703
tg 87° ~ 19,0811 tg 14° =~ 0,2493

Przykiad )

Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych katow 30°, 45° 1 60°.
Rozwigzanie
Jezeli narysujemy polowe kwadratu i polowe tréjkata réwnobocznego o odpowiednio

dobranych bokach, to wartosdci funkeji trygonometrycznych wymienionych katow
odczytamy bezposrednio z rysunku. Zestawiamy je w tabeli.

o 30° 45° 60°
. 1 V2 | \3
sina| - — —

60° 2 2 2

V3 | V2 1

2 cos| — — =

1 2 2 2

3
tg a i 1 V3
30° /<] 3

\3

Przyktad € < zad. 1.8
Znajdziemy kat ostry a, dla ktérego zachodzi réwnos¢ 2(1 + cosa) = V2 + 2.

Rozwiazanie
Rozwigzujemy rownanie, w ktorym niewiadoma jest cos a.

2(1 + cosa) = V2 +2 «— dzielimy obie strony réwnania przez 2

2
1 +cosa = s 1 «— od obu stron réwnania odejmujemy 1
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V2
coso = —
2
Sk . N2 kany k iare 45° b klad 6
oro cosa = —=, to szukany kat ostry ma miarg 45° - zob. przyklad 6.
Odp.: a = 45°
J
Zadanie polegajgce na obliczeniu wszystkich niezna- Uwaga: Wartoéci funkeji (1)
nych diugosci bokéw oraz miar katoéw w dowolnym trygonometrycznych moz-
P , . . T na odczytywac rowniez
trojkgcie nazywa si¢ rozwigzywaniem trojkatow. yenliilaterrdie i

W tym podreczniku ograniczymy si¢ do trojkatow
prostokatnych albo takich, ktore bedzie mozna roz-
wigzac za pomocy trojkatéw prostokatnych.

Przyktad @) < zad. 1.12

W trojkacie prostokagtnym MRS dane sg niekto-
re z wielko$ci oznaczonych na rysunku literami.
Wyznaczymy pozostate boki i katy tego trdjkata.
Wyniki zaokraglimy: katy — do 1 stopnia, dlugosci

bokow - do dwoch miejsc po przecinku.

Rozwigzanie
A @=37 =25

sin 37° = — — sina = =
5 r
m = 5sin 37°, wiec m = 3,01 «— 7z tablic matematycznych: sin 37° = 0,6018
cos37° = 2 — cosa = =
-
s = 5cos37° = 3,99 «— z tablic matematycznych: cos37° = 0,7986
IMSR =90° - = 53°
Odp.:AMSR = 53°, m = 3,01, s = 3,99
B) ik =70 Wi = 12
. 12
sin 70° = — — sina = =
¥ r
e g o B — sin70° = 0,9397
sin 70° 00,9397
12 12
s = =~ ~ 4,37 —tga =2 i tg70° = 2,7475
tg70°  2,7475 s

IMSR = 90° — a = 20°
Odp.: <MSR = 20° r = 12,77, s = 4,37
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Przykiad €) « zad. 1.16

Dana jest warto$¢ jednej z funkcji trygonometrycznych kgta ostrego a. Skonstruuje-
my ten kat.

Rozwiazanie

4
a) teax = —
) tg ;

Szukany kat mozemy traktowac jak jeden z katow
ostrych w trdjkacie prostokgtnym. Konstruujemy wiec
taki trojkat, w ktérym przyprostokatna lezgca naprze-
ciwko kata a ma 4 jednostki, a przyprostokatna przyle-
gta do tego kata — 5 jednostek.

. 3
b) sina = —
7

a jest katem ostrym w tréjkacie prostokgtnym, w kto-
rym przyprostokatna lezagca naprzeciwko kata a¢ ma
3 jednostki, a przeciwprostokatna 7 jednostek. Kon-

struujemy zatem dwie proste prostopadie. Na jednej
odmierzamy przyprostokatng o diugosci 3 jednostek
i z koncowego jej punktu prowadzimy okrag o pro-
mieniu rownym 7 jednostek do przeciecia z drugg.

c) tga =2

a jest katem ostrym w trojkacie prostokgtnym, w ktérym przypro-
stokgtna lezgca naprzeciwko kata o ma 2 jednostki, a przyprosto-

katna przylegta do tego kata - 1 jednostke. Konstruujemy wiec taki 4
trojkat, w ktorym stosunek odpowiednich przyprostokatnych wy-
nosi 2 (mozemy przy tym skorzysta¢ np. z rownosci 2 = % = %) = 3 a
Przykiad €0 < zad. 1.19
Prosta przechodzgca przez punkty P=(1,2) i M = (3, 8)
tworzy z osig x kat ostry a. Wyznaczymy ten kat. k[ ] [,]
Rozwigzanie M

Rysujemy pomocniczy trojkat prostokgtny PQM, w ktérym
IMPQ = a. Punkt Q = (3, 2), zatem w trojkgcie PQM
dlugosci przyprostokatnych wynosza |PQ| =2 i |[QM| = 6.

| QM|
tgx=——=23
ST
Z tablic odczytujemy miare szukanego kata. | @\

Ry

Odp.: a = 72° 0" 1
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Zadania Stosujemy uproszczony zapis katow we- ({{ }}D

wnetrznych trojkata o podanych wierzchol-
kach. Na przyklad w trojkacie ABC zamiast
JBAC piszemy krotko 4 A, w trojkacie M PR

1.1. Na podstawie rysunku mozemy

zapisaé} ie ﬂp. Sin .q — %_ Zamiast ':IMRP piSZEm}r "iR itd.
AB
C q E o
L
2 b
U
& W
T
M K
Zapisz pﬁdﬂbnie
a) tgdA,  cos<dB. c) cos<K, tgdH. e) tg<dP, cosIW.
b) sin4G, sin<gF. d) singN, cos<dM. f) tgaZ,  sin4gY.

1.2. Na podstawie poprzedniego zadania zapisz kazdy z podanych utamkéw jako
funkcje trygonometryczng wybranego kata ostrego.

|BC| |FE| |IH| [JK| |OM]| |RS| [WT| |XY]|

[AB|" |FD|" |GH|" [JLI” |ON|" [PS|" [WUI" [YZ]

1.3. Odczytaj z tablic wartodci podanych funkgji trygonometrycznych.
a) sin 15° sin 32° cos 18° c) sin72° sin 81° cos79°
b) cos37° cos4l®, sinH2° d) tg17°, tg81° tg63°, tg22°

1.4. Dana jest warto$¢ sin a. Odczytaj z tablic miar¢ kata « z dokladnoscig do 1°.
a) 0,4555 b) 0,7349 c) 0,8415 d) 0,9291

1.5. Dana jest warto$¢ cos «. Odczytaj z tablic miare kata a z dokladnoscig do 1°.
a) 0,2079 b) 0,3584 c) 0,5299 d) 0,9205

1.6. Dana jest wartos¢ tg a. Odczytaj z tablic miare kata a z dokladnoscig do 1°.
a) 0,141 b) 0,249 c) 4,705 d) 57,290
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1.7. Oblicz dokladng wartos¢ wyrazenia. Zapis sin” & oznacza (sin a)”.

i tg 60° in 45° \2
a) 2sin60° - cos 30° — 2 tg 45° o) [ -2 _sin
cos 60° cos 45°
b) sin” 45° + cos 60° g Sin30°- tg60° + cos 30°
sin 30° - cos 30° tg 30°

1.8. Wyznacz kat ostry «, dla ktérego zachodzi podana réwnosc.
2+ V3
2

a) Stga::\@ b) 1+ cosa =

1 1
C) E(S-I—tgﬂi) = 1'-"?"'

1.9. W trojkacie prostokatnym ABC, w ktérym kat C jest prosty, dane s3 dlugosci
dwoch bokéw. Odczytaj z tablic przyblizong (z dokladnoscig do 1°) miare kata A.

a) |[AC| =2, |AB| =3 d) |AC| =6, |AB| =10
b) |[BC| =5, |AB| =7 e) |BC| =25, |AB| =4,7
c) |[AC| =9, [BC| =4 f)y |AC| = 0,3, |BC| = 8,6

1.10. Na podstawie informacji podanych na rysunku wyznacz wartosci funkcji try-

gonometrycznych kata a.
a) C c) o
9
& L]
b) B d) C
1
Ck
C 3 A

1.11. W tréjkacie prostokgtnym ABC, w ktérym kat C jest prosty, dane sg diugosci

dwoch bokdw. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata A.
a) |AC| =4, |AB| =5 d) |BC| = 10, |AB| =55
b) |AC| = |BC| =7 e) |BC| =15, |AC| =8
c¢) |AC| = 2v2, |AB| =3 f) |BC| =6, |AB| =7
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1.12. Wyznacz boki (wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku) i katy
trojkata prostokatnego ABC, w ktorym kat C jest prosty oraz

a} 4A=48% [AC|= 1]. d) <B=19° |AB| = 6,8.

75
b) 4B =52° |AC|=18. e) 4A = édB, |AB| = 44.
¢ GA=27, |BC|l=12 t) IB-<A =40° |BC|=7.

1.13. W tréjkacie ABC, w ktérym |AC| = 10, |AB| = |BC| = 13, poprowadzono
wysokos$¢ BD. Wyznacz wartos$ci funkgji trygonometrycznych kata CBD.

+ 1.14. Wszystkie wierzcholki prostokgta ABCD lezg na
okregu o Srodku S (zob. rysunek). Bok KS trojkata KLS jest
rownolegly do AB, a bok LS tego trdjkata jest rownolegty do

SIn & + COS «

AD. Skorzystaj z danych na rysunku i oblicz

SIN & — COS &

1.15. W prostokgcie ABCD, w ktorym stosunek bokdéw .

|AB| : |BC| = 2: 3, poprowadzono przekatng AC. Wyznacz -' e
wartos$ci funkcji trygonometrycznych katow CAB i CAD.

1.16. Dana jest wartos¢ jednej z funkcji trygonometrycznych kata ostrego a. Skon-

struuj ten kat.

a) tgfx=% b) sina =

d) tga =3

C) cos =

W |
2 | —

1.17. Oblicz tangens kata ostrego a, ktory prosta przechodzgca przez poczatek ukia-
du wspolrzednych i punkt M tworzy z osig x.

a) M =(2, 1) b) M = (5, 3) o) M=(v2,1) d) M=(2v3 3)

1.18. Oblicz sinusi cosinus kata a, ktérego jedno ramie pokrywa sie z dodatnig pot-

0sig 0si x, a drugie przechodzi przez punkt A.

a) A= (1, 3) b) A = (12, 5) c) A= (x/?, 2)  d) A= (2x/§, 1)

1.19. Oblicz sinus i cosinus kata ostrego a, ktory prosta KL tworzy z osig x.

a) K= (0,0) L=(1, 2) c) K=(3,0), L=(, -3)

b) K=(0,-1), L=(3,2) d) K =(5,0), L=(0, -2V6)

1.20. Wyznacz miar¢ kata ostrego (z dokladnoscig do 1°), ktéry prosta PQ tworzy
Z 0813 X.

2y P=16, 2} Q=1(3,~1) ¢} P=13, -2}, Q=1(6,5)

b) P = (_13 1): Q= (2= 2) d) P = (_21 _3)1 Q= (2':- _1)

231 I
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1.21. Dany jest tréjkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB, w ktorym
|AC| = 24, |BC| = 10. Niech 4BAC = a, 4ABC = . Oblicz warto$¢ wyrazenia

sin & + cos 3 B 1\/1_ i sin & - cos f3
5 6 siﬂﬁ-cum'

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W ZeSZycle.

4 5in 30° + 2 tg 45°

V3 - tg60°
Al B. 1%. C. V3 D. 2.

1. Warto$¢ wyrazenia jest rowna

2. Kat ajest ostryi v/3 - tga = 1. Jakg miare ma kat a?
A. 60° B. 45° C. 30° D. 15°

3. W trojkgcie prostokagtnym jedna z przyprostokgtnych ma dltugosc 8 cm, a tangens

kata przyleglego do niej jest rowny z Jakg diugos¢ ma przeciwprostokatna w tym

trojkacie?

A. 13cm B. 12 cm C. 10 cm D. 10V2 cm

4. Dany jest trojkat prostokatny jak na rysunku obok.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. o
; 4 7 4
A. sina = — B. cosa = - C.tga= -
V65 4 7 -

Q 9. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokat-
nych stanowi 60% drugiej. Wykaz, ze suma tangensow
. 34 v

katow ostrych tego trdéjkata wynosi . 1

6. Na podstawie informacji podanych na rysunku
tg o + cos f5

oblicz warto$¢ wyrazenia t
g

7. Wyznacz warto$ci funkgcji trygonometrycznych kata A w trojkacie ABC, ktorego
wierzchotkami sg punkty A = (2, 3), B= (5, 3), C = (5, 7).



2. Zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kgta
ostrego

Umiejetnosci:

» stosowanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

* wyznaczanie wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych, jesli znana jest
wartosc jednej z funkcji

Skorzystamy ze znanych zwigzkéw miedzy katami i bokami w tréjkacie prostokat-
nym. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wowczas:

s JC =90°
* f=90°—a
s a=90"-§
s al+b’=c" (twierdzenie Pitagorasa)
® Sing = E, cosa = -E:, tga = g
C c b

: b a b

. 5111;3:;, cos B = = tgﬁ=;

i : p. 2 2 A > ’ £
Poniewaz a” + b" = ¢”, prawdziwe s3 nierownosci:

0<a<coraz 0<b<c «— przyprostokatna jest krotsza od przeciwprostokatnej
a
0<=-<1oraz 0<-<1 «— po podzieleniu poprzednich nieréwnosci stronami
. k przezc "
0 <sina<1 oraz 0 < cosa < 1 «— z definicji: = =sina, - = cosa
C C

~ Whiosek :

Dla kazdego kata ostrego a prawdziwe s3 nastepujgce nierownosci:
0<sina<1
0<cosa<1

Tangens kata ostrego jest ilorazem dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatne-
go, zatem funkcja tangens przyjmuje wartosci dodatnie. Ponadto kazda liczba dodat-
nia jest tangensem pewnego Kata ostrego: jesli a > 0, to a jest tangensem odpowied-
niego kata ostrego np. w trojkacie prostokgtnym o przyprostokatnych dtugosci 1 i a.
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Z Kkolei jesli a jest liczbg spelniajgcg warunek 0 < a < 1, to istnieje trojkat prosto-
katny o jednej przyprostokatnej dlugosci a i przeciwprostokatnej diugodci 1. Sinus
odpowiedniego kata ostrego w tym trojkacie jest rowny a. Podobnie jest dla cosinusa.

Podsumujmy:
» zbiorem wartosci funkcji tangens jest przedziat (0; oo),
* zbiorem warto$ci funkcji sinus oraz cosinus jest przedzial (0; 1).

Przyktad €9 < zad. 2.2

Sprawdzimy, czy istnieje taki kat ostry a, dla ktérego
a) 3cosa—5 = cosa— V3. b) 3sina = V2 -2sina.

Rozwigzanie
a) 3cosa—5=cosa— V3
3cosa—cosa=>5—V3

2cns:x=5—\/§
5- /3

COSX =

5- /3
2

s

QOdp.:

> 1, wiec nie istnieje kgt a spetniajgcy podany warunek.

b) 3sina = V2 -2sina
5sina = V2
V2

5
-
Odp.: %2 < 1, zatem istnieje kat a spelniajgcy podany warunek. Mozemy taki kat
skonstruowac jako jeden z katéw ostrych w tréjkgcie prostokatnym o przyprostokat-

Sin @ =

nej dlugoéci V2 i przeciwprostokatnej dlugosci 5.

2
Zauwazmy, ze:
. a

e sina = - = cos f = cos(90° - a)

C

b o
* cosa = — = sin f = sin(90° — )

c

Jezeli ar jest katem ostrym, to prawdziwe s3 nastepujgce roOwnosci:
sina = cos(90° — «)
cos & = sin(90° — «)
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Przykiad o
a) sin 40° = 0,6428, zatem cos 50° = cos(90° — 40°) = (0,6428

b) cos12° = 0,9781, zatem sin 78° = sin(90° — 12°) = 0,9781

J
Skoro sina == i cosa = =, to
c c
ﬂnu_a'b_a_t n:
cose. ¢ ¢ b 5
Jezeli a jest katem ostrym, to prawdziwa jest nastepujgca rownosc:
T sin «
5 COS (¢
Przykiad @) « zad. 2.3
Uproscimy wyrazenie OSET2SINE _ 340y
P Y COS o 5%
Rozwigzanie
cosa + 3sinw s  3sin
- i —3tg:x:m g2 lm—:-’»tgu::s;::1+3|:gr.34:—Stgm:v:::1
COS (X COS (X COS (X J

Wazny zwigzek miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata wyraza
twierdzenie nazywane jedynka trygonometryczna.

Twierdzenie .

Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwa jest rownosc:

. 2
sSiIn @+ cos a=1

=

Dowdad
Rozwazamy tréjkat prostokatny ABC o jednym B
z katéw ostrych a. Przyjmujemy takie same ozna-
czenia jak na poczatku tego tematu. Wowczas:

a b

SINX = —, COSQX = —
C C

Zatem:

.2 2 a\? b\ a*+bv ¢
sin“a+cosa=(=) +|-] =—S—=5-=
¢ c

Koniec dowodu
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Przykiad o zad. 2.4
Obliczymy warto$¢ podanego wyrazenia.
a) sin”35° + sin” 55° = sin” 35° + sin” (90° — 35°) = sin” 35° + cos” 35° = 1
b) (sina + cos u::n:)E + (sin @ — cos .::h:)2 =
.2 . 2 . a 2
=8N @+ 2SINXCOSK + COS™ & + SH‘lzt'I— 2s8inxcosa+cos a =2

') Przyktad @ < zad. 2.8

. G g 3 g ;i
Dany jest kat ostry a taki, ze sina = = Wyznaczymy wartosci pozostatych funkcji

trygonometrycznych tego kata.

Rozwiazanie
I sposob
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej.

siﬂ:ir a + C{}SZ a=1 Jezeli p > 0, to rownanie X = p ma ((( )))

9 4 dwa rozwigzania: x = +/p lub x = =/p.
— +cos a=1
25
y) 9
cosa=1-—
25
y) 16
CO§ X = —
4 : S :
cosax = — «— funkgcje trygonometryczne kata ostrego przyjmuja tylko wartosci
. dodatnie
tazé‘ﬁzz {—t[x—Siﬂﬂ
5 5 § 4 s
II sposob
Stosujemy oznaczenia jak na rysunku. B
; - - 3
SIN&=—=—1 §S1n& = =
c 5

Mozemy przyjac, ze przyprostokatna przeciwlegla
do kata a ma dlugosc a = 3, a przeciwprostokatna
ma diugos¢ ¢ = 5.

b=Vt -a2=v25-9=+16=4 «— twierdzenie Pitagorasa

%
s ; A

b 4
cosSx = — = - «— definicja cosinusa
&
a 3 "
tga = 5 = m «— definicja tangensa
4 3
Odp.: cosa = = tga = -



2. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi... 237 R

Zauwazmy, ze podanie wartosci jednej funkcji trygonometrycznej kata ostrego wyznacza trojkat ((( ZI))
prostokatny z dokladnosciag do podobienstwa. Inaczej mowiac, wszystkie trojkaty prostokatne,
w ktorych np. sina = p, sa podobne.

Przykiad o zad. 2.9

Dany jest kat ostry « taki, ze tga = 3. Wyznaczymy wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych tego kata.

Rozwigzanie
Przyjmujemy, Ze przyprostokatna przeciwlegla do kata o ma dlugos¢ a = 3, a przy-
prostokatna przylegla do kata o ma diugos¢ b = 1.

C = \/ﬂz +b2=v9+1=+vV10 «—— twierdzenie Pitagorasa

. a 3 3v10 i B
SINQ = — = —= = —— «— definicja sinusa
c V10 10
b 1 V10 3 .
COSA=—= — = — «— definicja cosinusa
C A 10 1
; 3v10 V10
QOdp.: sina = = cCosq = —

2.1. Katy ostre trojkata prostokatnego majg miary a i 8. Sprawdz, czy podana zalez-
nos¢ jest prawdziwa.
a) sina = cosa-tga c) cosa—sinf =0

b) sina+cosa =1 d) c0523+c052ﬁ=1

2.2. Sprawdz, czy istnieje kat ostry a spetniajacy podany warunek.

a) cosa=7-11cosa c) V7 -2sina+ 3 =9sina
b) 5+2sina =4 d) 4+ ﬁcnsa:(7+\/§){:ﬂsa
2.3. Kat « jest ostry. Upros$¢ wyrazenie.
1n{90° - «)
tg o - — c0s(90° - b) te. 22
a) tga - cosa — cos( ) ) tgax 05000° a0

2.4. Oblicz warto$¢ wyrazenia bez korzystania z tablic i kalkulatora.
sin” 73° + cos” 73° - 3

a) W oy o . o

sin” 26" +¢c0s“ 26" — 2

b) sin®20° + sin” 70° e) —sin44°cos46° — sin 46° cos 44°

c) cos” 1° + cos” 89° f) tg44°-tg45°-tg46°

d) 2sin 10° cos 80° + 2 sin 80° cos 10°
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E F
(sin}‘ 60° + cos” 30") — sin” 15° — cos” 15°
sin 45° - cos 45°

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.5. Oblicz

2.6. Kat « jest ostry. Upros$¢ wyrazenie.

a) sin‘a — 2 + cos” C) (1+tg2£t)-(:ﬂ82{1’—5
b) tga - cosa —sinax d) (1 —c()s;:x)(1+c:mscx)—sin2::x
2.7. Kat a jest ostry. Upros$¢ wyrazenie.
i : sina + 3cos« 3
a) (sin« + cos {1)2‘ — (sin & — cos ﬂ)2 c) _ -
sin « tg o
1

4 . 4 -
d) cos " a—sin @+ 2sin” «

b
) 1+tg2ﬂ£

2.8. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

; 1 2 : 2 3
a) sina = = b) cosa = 2 c) sina = g d) cosa = %

2.9. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

a) tga =3 b) tgcx=i c) tga =50 d) tga = V2

\7 Sin «

2.10. Kat ajestostryi sina = =" Oblicz warto$¢ wyrazenia tga +

1-cosa
Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

)

i’

2.11. Katajestostryi sina = e Oblicz warto§¢ wyrazenia sin« - cosa.

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

: ; 1 . 3.J b
2.12. Kat ajestostryi cosa = . Oblicz wartos¢ wyrazenia sin” & — cos” a.

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

. . 1 : » - — 25l
2.13. Katajestostryi tga = = Oblicz warto$¢ wyrazenia =

2cos + sina
Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2 3 2
) + ( ) = 36. Oblicz warto§¢ wyrazenia
COS &

2.14. Kat o jest ostry i (

L
ESIH&-CGS{I.

SIT (X

2.15. Katajestostryi 7 - 5tga = 3. Oblicz warto§¢ wyrazenia sina - cosa.



* 2.17. Katy ostre a i B trdjkata prostokatnego spelniajg warunek sina -tgp =

2. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi...

* 2.16. W tréjkacie prostokatnym stosunek cosinusa kata ostrego a do tangensa kata

ostrego f jest rowny g Wyznacz miary katow a i 8 z doktadnoscig do 1°.

2
\‘Cm

Przeciwprostokatna tego tréjkata ma dtugoséé 12v3. Wyznacz dtugoéci przyprosto-
katnych i miary katow a i 8 tego tréjkata.

S11 &

2.18. Wykaz, ze nie istnieje kat ostry « taki, ze + cosa = 3.

tg X

+ 2.19. Wykaz, ze odwrotno$¢ sumy tangensow katow ostrych w trojkacie prostokat-

nym jest rowna iloczynowi sinuséw tych katow.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycle.

sinl7®  cos37"

1. Jak tos¢ azeni + ¢
Jaka wartosc ma wyrazenie i o
A. 1 B. O C. ok. 1,27 D.2
2. lle jest rowna liczba sin 20° cos 70° + sin 70° cos 20°?
A. 90 B. 0,5 C. 1 D.0
3. Wiadomo, ze sina = cos27° ia jest katem ostrym. Jakg miare ma kat a?
A. 27° B. 35° C. 153° D. 63°

4. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
W tréjkacie prostokatnym katy ¢ i 0 sg ostre oraz @ > 6. Wynika stad, ze
A. sin ¢ < sind. B. sing < cosd. C. cosp < cosd.

; . 3
5. Katajestostryi tga = = Wyznacz cosa.

6. W pewnym tréjkacie prostokatnym iloczyn sinuséw katow ostrych jest rowny

V3-1

2

réwny V3 + 1.

. Wykaz, ze iloczyn odwrotnosci cosinuséw katow ostrych tego trojkata jest

: ; 3 : 2 . . V2cos*a-sin*«a
7. Kat ajest ostryi cosa = = Oblicz warto$¢ wyrazenia v

tg

239 s



3. Warto powtorzyc - pola
| obwody figur

Zamiana jednostek pola.
1cm® = 10 mm - 10 mm = 100 mm’
1 dm® = 100 cm” = 10000 mm”* = 10" mm”
1 m* = 100 dm* = 10000 cm® = 10* cm®
1 km? = 1000000 m* = 100 000 000 dm? = 10® dm”

1 ar zapisujemy 1 a, jest to pole kwadratu o boku 10 m.
la=100m’

1 hektar zapisujemy 1 ha, jest to pole kwadratu o boku 100 m.
1 ha = 10000 m”

W tym podreczniku pole figury oznaczamy literg P, a obwod figury skrétem obw.

Figura Oznaczenia Pole Obwadd
prostokat
a a, b - boki prostokata P'= ab obw = 2a + 2b
b
kwadrat
2
a - bok kwadratu P=a e
a 3 d - przekatna kwadratu p-Llz -
2
rownolegtobok a, b - boki nieréwnolegle
rnumulegiﬂbnkful Pie o
h, H - wysokosci obw = 2a + 2b
: P = hH
rownolegloboku wychodzace
z jednego wierzchotka
a - bok rombu 1

P= Edldg ﬂ'bw = 4q

d,, d, - przekatne rombu




3. Warto powtorzy¢ — pola i obwody figur

Figura Oznaczenia Pole Obwaéd
a, b, c - boki trojkata 1
h - wysokos¢ trojkata P = Eﬂh obw=a+b+c
opuszczona na bok a
trojkat prostokatny a, b - przyprostokatne
trojkata
i & ¢ — przeciwprostokatna P = L s
h trojkata % obw=a+b+c
b h - wysokos¢ trojkata P = Etﬁlb
opuszczona z wierzchotka
kata prostego
trojkat rownoboczny
2
a a a - bok tréjkata p="= f obw = 3a
a
trapez
b
a, b - rownolegte boki 1
" (podstawy) trapezu P= -2—(& + b)h
h — wysokos¢ trapezu
<
a
kolo
S, r — promien kota P=m’ obw = 2nr
r

Kazdy wielokagt mozemy podzieli¢ na tréjkaty, ktdre s3
albo rozilgczne, albo majg co najwyzej wspolny odcinek.
Sposobdw podziatu jest wiele. Pole wielokata jest suma pol

utworzonych trojkatow.

241 IS
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Z tej metody korzystamy podczas obliczania pola szesciokata

foremnego o boku a. Taki szeSciokat jest sumg szesciu trojkgtow

rownobocznych o boku a, wiec jego pole P wyraza si¢ wzorem:

a3 _ 3a°/3
4

P

P=6-

d

Zauwazmy, ze kazdy n-kat wypukly mozna podzieli¢ na n — 2 tréjkatow. Zatem suma katow (1))
n-kata wypuklego jest rowna (n — 2) + 180°.

Przyktad €)

Krétsza przekatna rombu ma dlugoéé 8+v/3 cm i dzieli romb na dwa tréjkaty réwno-
boczne. Obliczymy pole tego rombu.

Rozwigzanie
Pole rombu jest sumg pdl dwéch trojkatow

réwnobocznych o bokach réwnych 83 cm. Zatem:

=2 - (Sf)z /3 =963 [sz]

Odp.: Pole rombu jest rowne 96+/3 cm”.

Przyklad )

o K - - I 2 a -
Pole tréjkata réwnoramiennego jest rowne 3 V3 cm”. Podstawa tworzy z ramieniem

kat 30°. Obliczymy dlugos¢ podstawy tego trojkata.

C
Rozwiazanie
Jezeli odetniemy potowe trojkata wzdtuz
wysokosci CD i dokleimy odcietg czes¢ do L, 30 /;-
polowy AD podstawy tak jak na rysunku, "‘*--.QP:"} D B
to otrzymamy rownoboczny tréjkat AEC Sae
o polu takim samym jak pole danego tréj- H“-@
kata, czyli 3v3 cm®. Bok a tréjkata AEC £
obliczymy z réwnania:
2
ﬂf = 34/3, czyli a=2V3cm
W tréjkacie AEC odcinek AD jest wysokoscig, zatem Wysokosc trojkata (@)
-~ rownobocznego o boku a

AD| = &
szukanej podstawy, wiec |AB| = 6 cm.

= 3 cm. Odcinek AD jest rowniez potowg o a /3
jestrowna h = —

i

Odp.: Podstawa trojkata rownoramiennego ma diugosc 6 cm.



3. Warto powtorzy¢ — pola i obwody figur

Przykiad €D

Obwdd rownolegloboku jest réwny 12 cm, réznica dtugosci sasiednich bokéw wynosi
4 cm, a kat ostry rownolegloboku ma 45°. Obliczymy pole tego czworokata.

Rozwigzanie
Jezeli dlugosc dluzszego boku réwnoleglo- ____ *
boku oznaczymy literg x, to krétszy madlu- | / |h 4""

gosc rowng (x —4) cm, przy czym x > 4.

Potowa obwodu to 6 cm, zatem:
X+x—-4=6, stad x=5

Réwnuleglﬂbnk ma boki rowne 5cm il cm.

Wysokos$¢ h poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego na dluzszy bok jest bo-
kiem kwadratu o przekatnej 1 cm (zob. rysunek), wiec:

hv2 =1, czyli h = ¥4 cm

2
- 542
PZX'h:T\/_CIHE

"

Odp.: Pole réwnolegtoboku jest rowne % cm”.

3.1. W trojkacie jeden z bokdw zmniejszono cztery razy. Jak nalezy zmienic¢ wyso-
kosc tréojkata poprowadzong do tego boku, aby pole nie uleglo zmianie?

3.2. Przekatna kwadratujest o 2 cm diuzsza od jego boku. Oblicz pole tego kwadratu.

3.3. Prosta poprowadzona przez wierzchotek kwadratu podzielita go na tréjkat o po-
lu réownym 9 i trapez o polu rownym 27. Oblicz obwod trapezu.

3.4. Przekatna prostokata ma dlugosc 6 cm i tworzy z jego bokiem kat 60°. Oblicz
obwdd tego prostokata.

3.5. Przekatne rombu majg dlugosci 24 cm i 18 cm. Oblicz wysokos¢ rombu.

3.6. Rownolegtobok ma boki o diugosciach 12 cm i 15 cm. Wysokos¢ opuszczona
na krotszy bok jest rowna 10 cm. Oblicz wysokos¢ opuszczong na dtuzszy bok.
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3.7. Przekatne trapezu réwnoramiennego przecinajg si¢ pod katem 120° i sg dwu-
siecznymi katow przy podstawie, a ramiona trapezu majg dlugos¢ 6 cm. Oblicz pole
tego czworokata.

3.8. W trapezie prostokatnym kroétsza podstawa ma dlugos¢ 4 cm, a kat rozwarty
trapezu ma 120°. Diuzsza przekatna trapezu tworzy z dluzszym ramieniem kat 30°.

Oblicz dlugosci pozostatych bokéw, pole i obwod trapezu.

3.9. Podstawy trapezu prostokatnego majg dtugosci 48 i 15, a dluzsza przekgtna ma
dtugodc 52. Oblicz pole trapezu i dlugosc d jego krotszej przekatne;.

3.10. Do s$rodka dluzszej $ciany szopy o podio-
dze w ksztalcie prostokgta 10 m X 4 m przywig-
zana jest koza. Sznurek, na ktérym jest uwigzana,
ma dlugosc 6 m (zob. rysunek). Oblicz, na jakiej
powierzchni koza moze si¢ pasc. 165m

3.11. Kazda z trzech figur - kolto, kwadrat i tréjkat réwnoboczny — ma taki sam
obwaod, rowny 10 dm. Ktora z tych figur ma najwieksze pole, a ktéra najmniejsze?

3.12. Oblicz pole zamalowanej figury.
a) Ay c) Ay

b) d) Ay

®y




3. Warto powtorzy¢ — pola i obwody figur

3.13. Punkty BiC dzielg odcinek AD na trzy rowne cze-
Sci, kazda o dlugosci 6 cm (zob. rysunek). Odcinek AD jest

Srednicg wigkszego z narysowanych okregdw, a odcinek 2 O C
A — D

BC - $rednicg mniejszego z nich. Oblicz pole zamalowa-

nej figury.

3.14. Pole trojkata o katach 30° i 60° jest rowne QT\E Oblicz diugosci bokéw tego

el

trojkata.

3.15. Dlugosc¢ jednego boku prostokata zwigkszono o 10%, a dlugos¢ drugiego
zmniejszono o 10%. O ile procent zmienito si¢ pole prostokata?

3.16. W kole poprowadzono cigciwe dlugosci 9 cm. Odleglos¢ prostej zawierajace;
te cieciwe od Srodka kola jest rowna 5 cm. Oblicz promien, pole i obwod kota.

# 3.17. Oblicz pole trapezu o podstawach diugosci 6 i 13 oraz ramionach dlugo-
§ci5i 4V2.

3.18. Wedlug rzymskiej legendy, krolewna fenicka Dydona uciekia ze swoimi pod-
danymi do Afryki. Tam kupila od kroéla Jorbasa tylko tyle ziemi, ile udalo si¢ nakry¢
wolowg skérg. Dydona pocigta skore na waskie paski, zwigzala je i objeta nimi okragle
miejsce, na ktérym zatozono potem Kartagine. Przyjmij, Ze dlugosc sznura ze zwigza-
nych paskow byta réwna 200 m i oblicz powierzchnig tego obszaru. Zaokraglij wynik

do 1 m®. Przyjmij n = 3,14.

3.19. Zamalowana figura jest ograniczona fukami okregéw o sSrodkach wwierzchol-
kach danego wielokata foremnego. Oblicz jej pole.

a) b) c)

245 NS



Fala sinusoidalna

Dzieki odpowiednie] aplikacji (hp. phyphox) smartfon moze petni¢ funkcje
oscyloskopu. Na ekranie telefonu wida¢ wtedy rozne krzywe, ktore sa obrazami
rejestrowanych fal dzwiekowych. W przypadku tzw. tonow czystych na ekranie

zobaczymy krzywa zwang sinusoida.

Kazda taka sinusoidalna krzywa mozna opisac jako funkcje czasu wzorem:
x(f) = Asin(2nft), gdzie A (amplituda) i f (czestotliwosc) to wielkosci
charakteryzujace dana fale dzwiekowa.

A Jak amplituda

Amplituda A to maksymalna odlegtosé Jezeli podwoimy amplitude, sinusoida
od poziomej osi do grzbietu fali. bedzie dwukrotnie wyzsza. Otrzymamy
gltosniejszy dzwiek.

A L

P

x(t) = Asin(2nft) x(t) = 2A sin{2nft)

Niemal wszystkie dzwieki, jakie styszymy,
w tym dzwieki instrumentéw muzycznych,
skiadaja sie z wielu tondw czystych.




Nie tak tatwo zobaczy¢ na ekranie ksztaft
sinusoidy. Tony czyste mozemy ustyszeé
w muzyce wytwarzanej elektronicznie.
Dzwiek bardzo do nich zblizony mozna
wydoby¢ z kamertonu.

Jezeli amplitude dwukrotinie zmniejszymy,
sinusoida bedzie o potowe nizsza, a dzwiek
cichszy.

A N

x(t) = 2 Asin(2nft)

f, czyli czestotliwosc

Czestotliwosé f opisuje, jak blisko siebie
na ekranie oscyloskopu sa kolejne grzbiety
fali, czyli ile cykléw fali dociera do naszego
ucha w 1 sekundzie. Odbieramy to jako
wysokosé dzwieku.

ANANA
v RV,

.nlr(t} = A 5in(2n~ f-t)

Zwiekszenie czestotliwosci oznacza
wyzszy dzwiek.

czestotliwosé
dwa razy wieksza

A \A AR AN
\/\/\/\/\/\/'

x(t) = Asin(2m-2f-1)

Zmniejszenie czestotliwosci sprawia,
ze dzwiek jest nizszy.

czestotliwosc
dwa razy mniejsza

x(t) = Asin(2n-f-1)



4. Zastosowania funkcii
trygonometrycznych

Umiejetnosci:

* korzystanie z wiasnosci funkgji trygonometrycznych w obliczeniach
geometrycznych

» korzystanie ze wzoru na pole trojkata ostrokatnego o danych dwoch bokach i kacie
miedzy nimi

Przykiad @) < zad. 4.1

Boki prostokata majg dlugosci 10 1 4. Wyznaczymy z dokladnos$cig do 1° miare kata
ostrego a, pod jakim przecinajg si¢ przekatne tego prostokata.

Rozwiazanie D
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku. i
MK jest odcinkiem prostopadlym do boku BC.
Kat KM B ma miar¢ % .
IBK| =2 i |[MK|=5 «— przekatne prostokata przecinaja sie w polowie dlugoéci
2
tg % -k 0,4 «— definicja tangensa w trojkacie prostokatnym BKM
% ~ 22° «— 7 tablic trygonometrycznych

IABMC = a = 44°
Odp.: Przekatne tego prostokata przecinaja si¢ pod katem okolo 44°.

Przykiad @) < zad. 4.5

W trojkacie ABC dane sg: |AB| = 8, |AC| = 6 oraz CAB = 50°. Obliczymy pole P
tego trojkata, wynik zaokraglimy do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie C
Prowadzimy wysoko$§¢ CD z wierzchotka C.
Wowczas:
_ 6
p - |ABI 2I*-'-?’JTJ)I

Wyznaczamy wysokos$¢ w trdjkacie prostokatnym ADC.
A B

L5 sing A : —

AC]| 8

CD| = |AC| - sin<g A
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Zatem:
p_ |AB| - |AC]| - sin< A
N 9

_8*6-511150“
2

P ~ 24 -0,7660 = 18,384 = 13,38

Odp.: Pole trojkata jest rowne okoto 18,38 cm’.

Na podstawie rozwigzania przyktadu 2 mozemy sformutowac twierdzenie.

Jezeli kat ostry a w trdjkacie jest zawarty miedzy
bokami o diugosciach b i ¢, to pole P tego trojkata

jest rowne:
1 _ o
P = Ebc sin &

Przykiad @) < zad. 4.12

Kat ostry trapezu rownoramiennego ma mia- D S cm ¢
re 78°, krétsza podstawa ma diugosc 8 cm, a ra-
mi¢e 6 cm. Obliczymy pole i obwdd trapezu,
wyniki zaokraglimy do pierwszego miejsca po

przecinku.

6 cm

783 X

Rozwiazanie A
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

DE jest wysokoscig trapezu.

DE

|AD|
AE

|AD|

DE| = 6-0,9781 = 5,8686

AE| =6-0,2079 = 1,2474

AB| = |DC| + 2 - |AE]| «— trapez rownoramienny

obw=2-8+2-1,2474+ 2 -6 =~ 30,5 [cm]|

; . 1.7
Bl o 22 1,2472 . 5,8686 ~ 54,3 [cm?]

= sin 78" «— definicja sinusa w trojkacie prostokatnym AED

= €c0s 78° «— definicja cosinusa w trojkacie prostokatnym AED

Odp.: Obwdd trapezu jest rowny okoto 30,5 cm, a jego pole okoto 54,3 cm”.
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Przykiad @) < zad. 4.15

W kolo o promieniu 17 cm wpisano kat o mierze 27°. Kat
ten jest oparty na tuku AB. Obliczymy diugo$¢ cieciwy
AB z dokfadnoscig do 1 mm.

Rozwigzanie

Wpisany kat jest ostry, wigc tuk AB jest mniejszy od pot-
okregu. Rysujemy okrag i wpisujemy w niego kat BCA
0 mierze 27°.

Prowadzimy $rednice AC'.

4BC'A = 4BCA = 27° «—— katy wpisane oparte na tym samym luku
JABC' = 90° «— kat wpisany oparty na érednicy

|f’£(:]r | = 34 cm «— z danych w treéci zadania

AB . ’ :
ﬁ = §in 27 «— definicja sinusa w trojkacie prostokatnym ABC

|AB| = 34 - sin 27°, wigc |AB| = 34 -0,4540 = 15,436 = 15,4 [cm]
Odp.: Cieciwa AB ma okoto 15,4 cm diugosci.

Przyktad 9 zad. 4.21

Trygonometria moze si¢ rowniez przydac, jezeli chcemy oszacowac wysokos¢, np.
budynku. Wykonujemy trzy pomiary — zaznaczonych na rysunku katéw i odleglosci
miedzy ich wierzchotkami. Literami x i y oznaczamy odpowiednio szukang wysokosc
i odleglos¢ budynku od wierzchotka wiekszego z mierzonych katow.

Otrzymujemy uklad réwnan.

b w )
;—thS x = ¥-tp35°
— = tg 20° X = (y+lﬂﬂ)'tg200
| ¥+ 100
(X% = ytg35°
| ytg35° = ytg 20° + 100 tg 20°

Do drugiego réwnania podstawiamy wartosci tangensow i obliczamy niewiadomg y.
ytg 35° — ytg20° = 100 tg 20°, czyli y (tg35° —tg20°) = 100 tg 20°

~ 100tg20°
)= tg 35° — tg 20°
y = 108,27

Po podstawieniu do pierwszego rownania otrzymujemy:
x = 108,27 - tg 35° = 108,27 - 0,7002 = 75,8

Odp.: Budynek ma okolo 76 m wysokosci.
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4.1. Wyznacz z dokladnoscig do 1° katy miedzy przekatnymi prostokata, ktérego
obwdd jest rowny 112, a réznica miedzy dtugosciami bokoéw wynosi 8.

4.2. Wyznacz z dokladnoscig do 1° kgty réwnolegloboku, w ktérym dlugos¢ jednego
z bokéw jest rowna 34 cm, a wysoko$¢ opuszczona na drugi bok ma 30 cm.

4.3. Bok rombu stanowi g jego przekatnej. Wyznacz katy tego rombu.

4.4. W réwnoramiennym trojkgcie ABC, w ktorym |AC| = |BC|, kat przy wierz-
chotku C ma 68°, a wysoko$c¢ |CD| = 15 cm. Wyznacz dlugosci bokéw tego trojkata.
Wryniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.5. Oblicz pole trojkata z doktadnoscia do 0,1.

2) 5) 12 w

76°

7

4.6. Oblicz obwdd i pole tréjkata z doktadnoscig do 0,1.
a)

b) : 20° d) 4
7 12
3°

4.7. W prostokacie, ktorego krotszy bok jest rowny 7 cm, przekatna tworzy z duz-
szym bokiem kat « = 26°. Oblicz obwdd prostokataidlugosc jego przekatnej. Wynik
podaj z doktadnoscig do 0,01 cm.

4.8. Oblicz pole rombu o boku 6 cm i kacie ostrym 80°. Wynik zaokraglij do pierw-
szego miejsca po przecinku.

251 IS



B 252 Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

+ 4.16. Natrojkacie rownoramiennym ABC

4.9. W rombie o boku 12 cm stosunek diugosci przekatnych jest rowny ? Wy-

znacz katy tego rombu i oblicz jego pole.

4.10. W réwnolegtoboku o bokach 12 i 15 stosunek miar sgsiednich katow jest taki
sam jak stosunek dlugosci sgsiednich bokéw. Oblicz pole roéwnolegloboku. Wynik
zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.11. W trapezie rownoramiennym kat ostry ma miare 53°, a przekatna dtugosci
20 cm jest prostopadta do ramienia. Oblicz pole trapezu. Wynik zaokraglij do pierw-
szego miejsca po przecinku.

4.12. Kat ostry trapezu rownoramiennego ma miare 52°, diuzsza podstawa ma diu-

gos¢ 20 cm, a ramie 12 cm. Oblicz pole tego trapezu. Wynik zaokraglij do pierwszego
miejsca po przecinku.

4.13. W réwnoramiennym trdjkacie ABC (|AC| = |BC|) katy przy podstawie majg
po 70° a promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny 2 cm. Wyznacz dlugosci
bokow tego trdjkata. Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.14. W trojkacie ABC kat BAC jest rowny 37°, |AB| = 56. Wysokosé¢ CD dzieli

5
bok AB tak, ze % = & Oblicz pole, obwodd oraz wysokosci tréjkata ABC. Wyniki

zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.15. Kat wpisany w koto o promieniu 10 cm jest oparty na fuku AB i ma miarg 35°.
Oblicz diugosc¢ cieciwy AB. Wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

opisano okragg o srodku O. Podstawa AB

-y
Ll ;
- .'— - r'_ ;F, i
- i o
(-
- o -_-f?"‘r "‘1_.
. = i} ]
¥ = Jh L

tego trojkata tworzy kat a z promieniem
OA okregu, |OA| =30 i cosa = 0,6. Ob-
licz pole i obwdd trojkata. Rozwaz dwa
przypadki.

4.17. Na jeziorze, doktadnie na péinoc od
przystani, Piotrek zobaczyl niewielka wy-
spe. Po przejsciu 100 metréw na zachdd, wi-
dzial jg w kierunku odchylonym od p6inocy
o 12°. Jak daleko od przystani lezy wyspa?
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4.18. Nardwnipochylej o kgcie nachylenia do poziomu rownym a znajduje sie ciato

o cigzarze F. Dziala na nie sita o wartosci F-sina powodujgca zsuwanie si¢ ciala po

rowni oraz sifa F - cosa wywolujgca nacisk ciata na réwnie.

a) Oblicz sile, z jakg naciska na réwnie ciato o cigzarze 1200 N lezace na rowni na-
chylonej do poziomu pod katem 20°.

b) Cialo o cigzarze 300 N zsuwa si¢ z réwni pod wplywem sity o wartosci 120 N. Jaki
jest kat nachylenia tej réwni do poziomu?

4.19. W chwili gdy helikopter przelatywal nad glowa Jurka, oddalony od Jurka
o 200 m Wojtek widzial ten helikopter pod katem 35° do poziomu. Na jakiej wy-
sokosci leciat helikopter?

4.20. Ladujacy samolot mingl poczatek pasa startowego na wysokosci 90 m. Pilot
widzial wtedy koniec pasa pod katem 2° do poziomu. Jakg dlugos¢ ma pas startowy?

4.21. Drabina ma 6 m dlugosci. Aby stabilnie stala, jej kat nachylenia do podtoza
nie powinien przekraczac 65°. Czy korzystajac z tej drabiny, mozna wejé¢ na balkon
drugiego pietra budynku, w ktérym jedna kondygnacja ma ok. 2,8 m wysokosci?

4.22. Panstwo Mamutowie jechali na wakacje szosg, ktora przez dluzszy odcinek
biegnie prosto bez zadnych zakretéw. W pewnej chwili spostrzegli po prawej stronie
szosy pod katem 20° do kierunku jazdy ruiny zamku, ktére zamierzali zwiedzi¢. Po
przejechaniu 2 km ruiny staty sie widoczne pod katem 50° do kierunku jazdy. Pro-
stopadle do szosy prowadzi droga dojazdowa do zabytku. Ile jeszcze metréw mieli do
skrzyzowania z ta droga? Jaka jest diugosc drogi dojazdowej?

4.23. Pole rombu jest rowne 40, a jego kat ostry ma miare 50°. Oblicz dtugosci prze-
katnych rombu z doktadnoscig do jednego miejsca po przecinku.

* 4,24, Cieciwa AB okregu o promieniu r = 25 jest bokiem prostokgta ABCD. Bok

DC jest styczny do tego okregu, a kat Srodkowy oparty na cigciwie AB ma miare 148°.
Oblicz obwdd prostokata. Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.25. Diluzsza podstawa trapezu prostokgtnego ma diugosc a, krétsza podstawa —
3 432
a -b

dlugosc b, a kat ostry ma miare a. Wykaz, ze pole tego trapezu jest réwne tg a.

+ 4.26. Krotsza przekgtna trapezu prostokatnego ma diugosc d i jest prostopadia do

dluzszego ramienia. Kat ostry trapezu ma miare a. Wykaz, ze obwdd trapezu jest

: : 1 1
rowny d| sina + cosa + — + — |.
sinx tg«
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0:

4.27. Katy ostre przy dluzszej podstawie trapezu majg miary « i 3, zas podstawy
@ -b tga-tgp
tga +tg B

majg diugoscia ib (a > b). Wykaz, ze pole trapezu jest rowne

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W ZeSZycle.

1. Dwa boki trojkata majg dlugosci 5 cmi 8 cm, a kgt miedzy nimi zawarty ma miare
60°. Ile jest rowne pole trojkata?
A. 20 cm’ B. 203 cm’ C. 10V/3 cm” D. 10 cm’

2. Ile wynosi pole rownolegloboku o kacie ostrym 30° oraz bokach o diugosciach

7cmil0cm?
A. 17,5 cm’ B. 3543 cm’ C. 70/3 cm’ D. 35 cm”

3. Wskaz tangens kata a zaznaczonego na rysunku.

1 1
A, = c. 3
3 2
B. 313 D. V6 e
3 03 3

4. Podstawy trapezu rownoramiennego ABCD maja diugosci |AB| = 12, |CD| = 8,
a ramiona majg dtugoéc 6. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. sin9ABC = E—j—i B. cos4ABC = g C. tg4 ABC = %

5. Wyznacz x i y z dokladnoscig do drugiego miejsca po prze-
cinku. Skorzystaj z informacji podanych na rysunku obok.

6. Wierzcholek 70-metrowego komina elektrocieptowni stojacej na ptaskim terenie
widac z pewnego miejsca w okolicy pod katem 8° do poziomu. Jaka jest odlegtosc
z tego miejsca do podstawy komina? Wynik podaj z dokladnoscig do 10 m.

7. W trapezie rownoramiennym przekatna o diugosci d tworzy z dluzszg podstawg

kat a. Wykaz, ze pole trapezu jest rowne d” sin &t cos ax.



5. Funkcje trygonometryczne
kgta rozwartego

Umiejetnosci:

» wykorzystywanie definicji | wyznaczanie wartosci funkgji sinus, cosinus | tangens
katow o miarach od 0° do 180°

» stosowanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

» korzystanie z przyblizonych wartosci funkgji trygonometrycznych

Funkcji trygonometrycznych uzywamy czesto podczas obliczania pdl tréjkatéw

(a wigc i pol wielokatow). Z wygodnego wzoru P = %bc sina korzystalismy do-

tad tylko wtedy, gdy kat zawarty miedzy danymi bokami tré jkata byt ostry. A prze-
ciez tréjkat ma jednoznacznie okreslone pole rowniez wtedy, gdy kat miedzy takimi
bokami jest prosty lub rozwarty. Rozsze-

rzymy zatem deﬁnicje funkcji trygonome- W baj'rd.ziej zaawan‘snwanej matematyce (( J))
h tak. abvd , ; definiuje sie funkcje trygonometryczne
tyeamy itk Aty datycrpt) kgraw o mis- dla dowolnego kata.

rach od 0° do 180°.
W tym celu umiescimy katy w ukladzie wspoirzed-
nych. Przyjmiemy przy tym Kilka regut.

* Wierzchotek kata a« (0° < a < 180°) jest poczat-
kiem uktadu wspotrzednych.

* Jedno z ramion (tzw. rami¢ poczatkowe) kata «

=y

pokrywa sie z dodatnig potosiag x. Drugie, kon-
cowe ramie, ktore bedziemy rowniez nazywac ra-
mieniem wodzacym Kata a, jest odtozone w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Mozna sobie wyobrazi¢, ()

ze ramie poczatkowe jest
nieruchome, a koncowe za-

punkt P r6zny od poczatku ukladu O, to odcinek tacza polokrag, wyznaczajac
OP nazywac bedziemy promieniem wodzacym po drodze wszystkie katy
punktu P. Tak samo bedziemy nazywac¢ dlugosc :liidliﬂ; i’;?dw nazwie
odcinka OP. Zatem liczba r = |OP| jest rowniez : |

promieniem wodzacym punktu P.

* Jezeli wybierzemy na ramieniu wodzgcym kata «

Uwaga: Stowa ,,promien”, podobnie jak w definicji okregu, uzywamy tu w dwoéch
znaczeniach: odcinek albo jego diugos$c. Nie prowadzi to do nieporozumien, ponie-
waz z kontekstu wynika, o ktore znaczenie chodzi.
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Rozszerzenie pojecia funkcji trygonometrycznych D7 |
nie powinno zmienia¢ ich wczesniejszych definicji. |
Kiedy umiescimy tréjkat prostokatny tak jak na ry-
sunku, otrzymamy:

P=(a,b)

poe P =
Wspolrzedne punktu P s3 réwnoczednie dlugoscia-
mi przyprostokatnych, zatem zgodnie z przyjetymi

definicjami:
. b a
sina=-, cosa=-, tgoa=-—
c & (4]

Ponizsze definicje sg naturalnym rozszerzeniem tych zwigzkow.

~

Sinusem kata a nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierzchot-
ka) punktu wybranego na ramieniu wodzgcym kata do promienia wodzgcego
tego punktu.

Cosinusem kata a nazywamy stosunek odcietej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodza-
cego tego punktu.

Tangensem kata o nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierz-
cholka) punktu wybranego na ramieniu wodzgcym kata do odcigtej tego punk-
tu, przy zalozeniu, ze ta odcigta jest rézna od zera.

%, ’

Jezeli punkt P = (xp, ¥p) lezy na ramieniu wo- ok
dzacym kata «, a r jest promieniem wodzacym tego

punktu, to:

- p
SIN QX = Xp
r
X
cosa = —=
”

tgix:&

Ap

il s

Ponadto, skoro P = (xp, yp), to:

"= \/ x%, + y%} «—— twierdzenie Pitagorasa
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Przykiad o zad. 5.3

Obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych zaznaczonego kata.

Rozwiazanie
i)y P=(2, 5)
Obliczamy promien wodzacy punktu P:

r =4+ 25 =29

Zatem:
5 2 5
sinad = —, cosa=—, toga=- -
V29 N %
b) P = (-3, 4) | | _yl |
Zatem
Sl_ﬂﬁzij CﬂSﬁ:——, tgﬁ:__ Il 5
i 5 3 | 2]
Ol 1 %
o

ZdefiniowaliSmy funkcje trygonometryczne za pomocg stosunkow liczb zwigzanych
z punktem wybranym na ramieniu wodzgcym. Podobnie jak w przypadku tréjkata
prostokatnego wykazuje sig, ze wartosci tych stosunkéw nie zalezg od wyboru punktu

(dowdd tego faktu pominiemy). Czasem wygodnie jest wybrac punkt P tak, aby:
OP|=1r=1

Wowczas: Jezeli promien wodzacy ()

sina = yp 1 cosa = xp punktu P jest rowny 1, to
P = (cos, sin ).

Przykiad €

Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezgcy na ramieniu wodzgcym kata o oraz
r = |OP| = 1. Obliczymy wartosci funkcji sina, cosa i tga, gdy
&) @ = 0% b) a = 90°. c) a= 180°.

Rozwiazanie

x) &= 0° yA
Ramie¢ wodzgce kata pokrywa si¢ z dodatnig
polosig x, wigc yp =0, xp = 1.
Zatem:
sin0° =0, cos0°=1, tg0°=0

I—l.l-u
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b) a = 90° v
Ramie wodzace kata pokrywa sie z dodatnig pétosig |
y, zatem yp = 1, xp = 0. Nie istnieje tangens
kata 90° (nie jest wykonalne dzielenie przez 0), na-
tomiast:

sin90° =1, ¢0s90° =0

c) a=180° e
Ramie wodzace kata pokrywa sie z ujemng potosia
x,wiec yp =0, xp = —1.

Zatem:
sin 180° =0, c¢os180°=-1, tg180° =20
Podsumujmy:
« 0° 90° 180°
sin & 0 1 0
COS & 1 0 =il
tga 0 nie istnieje 0

Bezposdrednio z definicji wynika, ze dla katéw rozwartych wartoéci tangensa i cosi-

nusa sg ujemne (bo xp < 0).

@ 0° < & < 90° 90° < a < 180° '}
sin & + + IP
tgx + - ip

Wartosci funkgji trygonometrycznych dowolnego kata rozwartego mozna obliczy¢
za pomocg wartosci odpowiednich funkcji trygonometrycznych kata ostrego. Stuzg
do tego tzw. wzory redukcyjne. Wyprowadzimy niektére z nich.

Kazdy kat rozwarty mozemy zapisa¢ w postaci 180° — «, gdzie « jest katem ostrym.
Na przykiad:

* 140° = 180° - 40° « = 40°
* 100° = 180° - 80° a = 80°

s 175" =180"—5", @¢=5
o 97°= 180" - 83", a = 83"
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Jezeli narysujemy katy 180° — a oraz «a
w ukladzie wspolrzednych, to ich ramiona
wodzgce bedg symetryczne wzgledem osi y.
Wynika to od razu z przystawania odpo-
wiednich tréjkatéw prostokatnych.

Wystarczy wybrac punkty P, i P, tak, aby
OP,| = |OP,].
Woéwczas AOA,P, = AOA,P, na mocy cechy kbk (2A,OP, = a).

Jezeli przyjmiemy, ze P; = (a, b), to P, = (~a, b). |OP,| = |OP,| = r, wiec:

sin (180° — «) = b =sina
r
cms(lSO“—a):j=—E=—CDscx
r r
b b
t 80° — =i R
g (180° — a) e ga

Udowodnilismy zatem nastepujgce twierdzenie.

e e e T

dI T g o " E: =y :
ER'VI-HEMFA—{g]ll=2
. .. e B - . .

Jezeli a jest katem ostrym, to:
sin (180° — a) = sin«
cos (180° —a) = —cosx
tg (180° —a) = —tga

Przykiad §&) < zad. 5.4
Obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych katéw 120° i 150°.

Rozwigzanie
e 120 = 180° - 60°

sin 120° = sin (180° — 60°) = sin 60° =
c0s 120° = cos (180° — 60°) = — cos 60°

|5

1

I o

tg 120° = tg (180° — 60°) = —tg 60° = —V/3

» 150° = 180° - 30°
sin 150° = sin (180° — 30°) = sin 30° =

| D=

cos 150° = cos (180° — 30°) = — cos 30° —ﬁ

oz

tg 150° = tg (180° — 30°) = — tg 30° = —
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Przykiad o zad. 5.7
Wiemy, ze tga = —5,0067. Wyznaczymy miare kata a z dokladnoscig do 1°.

Rozwiazanie

tg B = 5,0067 «— 3 — pomocniczy kat ostry
p=79° «—— warto$¢ kata 8 odczytana z tablic
a=180°-f —tga=—tgf

a = 101°

J

W przyktadzie 2 przyjmowalismy, ze punkt wybierany na ramieniu wodzgcym kata
jest oddalony o 1 od jego wierzcholka (r = 1). Czasami warto postgpic inacze;.

Przyktad @) < zad. 5.9, 5.10

Znamy warto$¢ jednej z funkcji trygonometrycznych kata wypuklego a. Skonstru-
ujemy ten Kat.

Rozwiazanie

. 3
a) sina = —
5

Z definicji sina = . Przyjmujemy y, = 3, r =5 i wykonujemy konstrukcije:
r

* rysujemy nad osig x polokrag o srodku
w punkcie (0, 0) i promieniu r = 5,

* rysujemy prostg [ rownolegla do osi x, prze-
chodzacy przez punkt (0, 3),

* z punktu (0, 0) prowadzimy poiprosta przez
punkt przecigcia prostej [ z polokregiem -

jest ona drugim ramieniem Kata (pierwszym

jest dodatnia po6tos x).

Prosta [ przecina potokrag w dwoch punktach, wiec otrzymujemy dwa rozwigzania
zadania: kat o, oraz kat av,.

2
b) cosa = ——
3
Xp . . _
cosa = —, WieC przyjmujemy xp = -2 1 r = 3, zZatem:

;

* rysujemy nad osig x potokrag o srodku
w punkcie (0, 0) i promieniu r = 3,

* rysujemy prostg k rownolegly do osi y,
przechodzacy przez punkt (-2, 0),

=¥

» zpunktu (0, 0) prowadzimy polprostg przez
punkt przeci¢cia prostej k z pélokregiem.

Jedynym rozwigzaniem zadania jest kat a.



5. Funkgje trygonometryczne kata rozwartego

c) tga = g

5
Jezeli skorzystamy z definicji tangensa (tga i i ) to
zauwazymy, ze zgdang rownosc spetniajg albo dwie licz-
by dodatnie, albo dwie ujemne. Dla kata 0° < a < 180°
tylko pierwszy warunek moze by¢ speiniony, zatem
otrzymamy jeden kat a z ramieniem wodzgcym popro-
wadzonym przez punkt o wspolrzednych (5, 3).

3
d) toax = -2
) tga .

Teraz jedna ze wspolrzednych musi by¢ dodatnia,
a druga ujemna. Jedynym rozwigzaniem jest kat «
z ramieniem wodzgcym poprowadzonym przez punkt

o wspolrzednych (-4, 3).

fiFa—
X

S

Na podstawie rozwazan dotyczacych wartosci funkcji trygonometrycznych kg-
tow ostrych (s.233-234) oraz przykladu 5 sformulujemy wniosek, ktérego dowod

pomijamy.

B Y e 1
!""'i. Falarlf=1Fa
R'A' M B8 B bl g oY

Niech a € (0% 180°). Wtedy:

* dla kazdego a € R — {0} istnieje jeden kat « taki, ze tga = a;

* tga=0 dla a =0° lub a = 180°

» dla kazdego a € (—1; 1) istnieje jeden kat a taki, ze cosa = a;
* dla kazdego a € (0; 1) istnieja dwa katy «;, «, takie, ze sina; =

e sina=1 dla a = 90°.

sina, = a;

Wro6émy do problemu wskazanego na poczatku tematu. Chcemy obliczy¢ pole troj-

kata o znanych dlugosciach dwéch bokdéw i mierze kata miedzy tymi bokami.

Oznaczmy dane boki literami a i b oraz kat miedzy nimi literg y.
Prowadzimy wysokos¢ h z wierzchotka réznego od wierzcholka kata y.

b h C h

AT D

a

Jezeli y jest katem ostrym, to & = b - sin y.

Jezeli y jest katem rozwartym, to i = b -sin(180° - y) = b - siny.

261 IS
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Po podstawieniu obliczonej wysokos$ci do wzoru na pole tréjkata otrzymujemy:

P:la-hzla-b-sin]!
2 2

czyli prawdziwy jest wzor:
P= %a -b-siny

Powiemy, ze pole trojkata jest rowne polowie iloczynu jego bokow przez sinus kata
zawartego miedzy tymi bokami.

Przykiad ) « zad. 5.1

Obliczymy pole trojkata ABC, w ktérym |AB| = 3, |BC| = 5 1 SABC = 133°. Wynik
zaokraglimy do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie
133° = 180° — 47°
sin 133° = sin(180° — 47°) = sin47° = 0,7314
e %|AB| - |BC| - sin X ABC = é 358 133" = 175 -8in 47° = 1_?—5 -0,7314 = 5,49

Odp.: Tréjkat ABC ma pole réwne okoto 5,49.

9.1. Narysuj w ukladzie wspoélrzednych za pomoca katomierza katy: 70°, 120°, 150°,

175°, przy zachowaniu regut ze s. 255.

5.2. Narysuj w ukladzie wspotrzednych kat, ktdrego ramie wodzace przechodzi
przez podany punkt. Odczytaj przy uzyciu kgtomierza miare tego kata.
a) A=12,3) b) B=(-3,3) €] €©=1-1,5) d) D= (4, 3)

5.3. Wyznacz wartosci funkgeji trygonometrycznych kata a, ktérego rami¢ wodzace
przechodzi przez podany punkt.

a) (3, 4) c) (-4, 2) e) (-1, 4) g) (-4, 1)

b) (-1, 3) d) (12, 5) f) (-2, 5) h) (-5, V7)

5.4. Oblicz doktadne wartosci funkcji trygonometrycznych kata 135°. Nie korzystaj
z tablic ani kalkulatora.

5.5. Wyznacz podang liczbe. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych.
a) sin 110° c) cos172° e) sin129° g) cos 160°
b) tg98° d) tg116° f) tg153° h) tg172°
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5.6. Dany jest cosinus kata wypuklego a. Wyznacz miare tego kata z dokladnoscig
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.

a) cosa = —0,2079 c) cosa = —0,89

b) cosa = —-0,9272 d) cosa = —0,05

5.7. Dany jest tangens kata wypuklego a. Wyznacz miare tego kata z dokladnoscig
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.
a) tga =-0,9325 b) tga=-0,1405 ¢) tga=-143 d) tga = -4,6

9.8. Dany jest sinus kata wypuklego a. Wyznacz miare tego kata z dokladnoscig
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.
a) sina = 0,6428 b) sina =0,9877 c¢) sina = 0,85 d) sina = 0,8

5.9. Skonstruuj kat rozwarty a o podanej wartosci sinusa lub cosinusa.

. 3 . 5 4 1
a) sina = — b) sina = = c) cosa = —— d) cosa = —-

5.10. Skonstruuj kgt wypukly a o podanej wartosci tangensa.

3 1
a) tgﬂc:—a b) tgax = -3 ) tgr.x:—i d) tga=-5
5.11. Oblicz (z dokladnoscig do drugiego miejsca po przecinku) pole trojkata ABC,
w ktorym
a) |AB| = 16, AC| =22, JICAB = 140°.
b) |BC| =9, AC| = 12, JBCA = 127°.
c) |AB| =9, BC| =12, <4ABC = 100°
d) |BC| = |AC| = 16, IBCA = 144°.

9.12. Oblicz pole réwnolegtoboku o przekatnych diugosci 10 i 6 oraz kacie miedzy
nimi rownym 140°. Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

9.13. Dtlugosci bokdw trojkata ABC s3 rowne |AB| = 18 i |AC| = 14, ajego pole
wynosi 63. Kat CAB jest rozwarty. Oblicz miare tego kata.

5.14. Ramig tréjkata rownoramiennego ABC ma dlugos¢ 24, a jego pole jest réwne

144+/3. Oblicz miare kata miedzy ramionami tréjkata.

9.15. Wykaz, ze przekatne rownolegloboku dzielg ten réwnolegtobok na cztery cze-
§ci o rownych polach.

5.16. W trapezie prostokgtnym o podstawach dlugosci 5 cm i 12 cm tangens kata
rozwartego jest rowny —2. Oblicz pole i obwdd tego trapezu.
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= 5.18. Wykorzystaj podany rysunek i wykaz, ze

% 3.17. Promien okregu o srodku § jest rowny 12 cm

(zob. rysunek). Oblicz pole zamalowanego obszaru.

V6 + V2
o

sin 105° =

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Ile jest réwny cos 150°¢

AL B. - c. 3 D. Y3
2 2 2 2

2. Kat a jest wypukly, jego ramie wodzace przechodzi przez punkt Pi tga = —%.
Ktére z podanych wspoélrzednych moze miec punkt P?

A. (11, 7) B. (11, -7 & 70 D. (7, -11)

3. Wiskaz liczbe rowng cos 147°.
A. sin 33° B. cos 33° C. —sin 33° D. —cos33°

4. Ramie wodzace kata a przechodzi przez punkt (-24, 10).

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

. 5 12 5
A. siha = — B. cosa=—— L. tg{;,;:__
13 13 12

5. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata a, ktoérego ramie wodzace
przechodzi przez punkt (-2, 3).

6. Oblicz pole trojkgta ABC, w ktérym |AB| = 8, |BC| = 12 i $ABC = 152°. Wynik
zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.
sin 120°- tg 135° — cos 180° 3 -24/3

7. Wykaz, ze _ =
cos 150° - sin 90° 3




6. Witasnosci funkcj
trygonometrycznych

Umiejetnosci:
* wykorzystywanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi
» korzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

Omoéwimy teraz podstawowe wlasnosci funkeji A
trygonometrycznych katéw wypuktych. N\ L] |

; . P~
Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezacy na ra- | Nrrdia
mieniu wodzacym kata a oraz r = |OP| = 1. — E N
Wowczas P = (cosa, sina). Zauwazmy, ze dla 1] |

.- . -

wszystkich katow 0° < a < 180° speinione s3 X 0 E:

zalezno$ci -1 < xp <1 oraz 0 < yp < 1.

|

Dla kazdego kata « takiego, ze 0° < a < 180° prawdziwe sg nieréwnosci:
0<sina<1

-1 <cosa<1

L -

Przykiad €) « zad. 6.1
Sprawdzimy, czy istnieje kat a spelniajgcy warunek 0° < a < 180° taki, ze
27(cos cx)3 + 8 = 0.
Rozwigzanie

27(cosa)’ + 8 = 0, wiec (cosa)’ = —%, stad cosa = —%

Odp.: Poniewaz —1 < —% < 1, istnieje kgt a spetniajgcy podany warunek (zob. s. 2613)
Nastepne wiasnosci funkeji trygonometrycznych kata wypuklego sa takie same jak

poznane wczedniej wlasnosci funkeji trygonometrycznych kata ostrego.

Twierdzenie w

Jedynka trygonometryczna

Dla kazdego kata a (0° < a < 180°) prawdziwa jest rownos¢:

sm2a+cnszcx: 1
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Dowod
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku oraz zalézmy, ze yA
promien wodzgcy r punktu P = (xp, yp) jest réwny 1. ]
Wowczas yp =sina 1 xp = cosa.

* Jezeli rami¢ wodzace kata pokrywa si¢ z jedng z pot-

osi ukfadu, to prawdziwos¢ wzoru wynika bezpo- _A} -

$rednio z definicji (zob. przyklad 2 ze s. 257). Fp | x
* Jezeli a jest katem ostrym lub rozwartym:

C}AIE + IAP|2 = |0P|1 «—— twierdzenie Pitagorasa

..T‘Cp|2+|yp|2 =1, wiec x§,+y§;= 1 — |m|* = m’

sin” & + cos” a = 1 — xp=cosa i yp=sina

Koniec dowodu

Uzyjmy ponownie oznaczen przyjetych w detinicjach funkeji trygonometrycznych.

Z
s sin « .
Jezeli cosa # 0, to = - = 2E tg a.
cose £ Xxp
r
Whnioc
yvi -
(=
sin o
tga = dla « # 90°
COS (X

Przykiad @) < zad. 6.5-6.8
Wyznaczymy sinus i cosinus kata a spetniajgcego warunki 0° < a < 180° i tgax = 2.

Rozwigzanie
Skoro 0°<a<180° i tga <0, to 90° < a < 180°. «— tga istnieje, wiec o # 90°

=0 -2 «— z definicji tangensa: tga = 22
xP IP
Poniewaz 90° < a < 180° mozemy przyjac, ze xp = —1 1 yp = 2. Zatem rami¢

wodzace kata przechodzi przez punkt P = (-1, 2).
Obliczamy promien wodzacy punktu P.

P =(-1+2°=5,r=15

; 2 245 x 1 \/5
Zatem SIIIQZE === sl = £ = —— = ——,
r \/5 5 r \/5 5

24/5 V5

de sSinax = T, COSX = —T

=
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05 Przyklad @) « zad. 6.10-6.12

Kat wypukly a spelnia warunek sina + cosa = g Obliczymy sina - cos a.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze:
: 2 < - 2 2
(sihnx+cosa) =sin"a+ 2sinacosa+cos &« =1+ 2sinacosa

Zatem:
2sinacosa = (sin« + cos c:!c)2 =3 |

2

: (sina + cosx)” — 1 . V5

SINACOSKX = 3 — SiNX + COSX = —
EY =1

sin @ cosa = , czyli sinacosa = QT

!

SIN X COS X = —5

Qdp.: sinacosx = —%

J

Wymienione wczesniej zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi sg spetnione
dla wszystkich katéw wypuklych a, dla ktérych te funkcje sg okreslone. Mowimy,
ze te zwigzki sg tozsamosciami trygonometrycznymi. Korzystajgc z nich, mozna
udowadniac inne tozsamosci.

Przykiad @) < zad. 6.14-6.15

Udowodnimy podang tozsamosc.
1 l 2
a) — + — =
l-sina 1+sinae cos’«

Dowad

Zastandwmy si¢ najpierw, jakie warunki musi spelniac kat a, zeby wszystkie wyraze-
nia podane w tresci zadania byly poprawnie okre$lone. Wypiszmy zalozenia.

[ 1 -sina # 0

l+sina #0 «— mianowniki wyrazen rozne od zera

A

! cnszaqk 0
(sina # 1
czyli 4 sina # -1
L cosa # 0

W tym wypadku mozemy doktadnie okresli¢ kat wypukty, ktory powyzszych warun-
kéw nie spelnia - jest nim a = 90°.
Zatem dowodzimy tozsamosci dla wszystkich katéw wypuktych z wyjatkiem kata 90°.
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Przeksztalcamy lewg strone réwnosci.

1 1
J o= — + — =
]l —smm« l +sina«
l+sina+1-sina

s - . — «— sprowadzamy ulamki do wspolnego mianownika
(I —sina)(1 + sin «)

2
= —— = «— wykonujemy dzialania i stosujemy jedynke
1 -sin“a trygonometryczna
2
= — = P «—— otrzymujemy prawa strone rownosci
COS”

Koniec dowodu

b) 4 \/1+cnsm_\fl-—cn3ﬂ: ?
tg? « 1 — cos 1 + cos«

Dowod

Funkcja tangens musi by¢ okreslona i nie moze przyjmowac wartosci 0, zatem
0° < a < 180° i « # 90°. Przy takich zalozeniach rowniez oba wyrazenia podpier-
wiastkowe s3 dodatnie. Tym razem przeksztalcamy prawg strone rownosci.

p- \/1+cnsa_\j1—cnscx 2_
1l —cosaxx 1 + cosa

1 + cosa l4+cosa 1-cosc 1 — cosx
-2 +

1 —coscx l—msa. l+cosax 1+ cosc
_ l+cosa 5 4 | —cosex (1 +EDS{I)Z - 2(1 —cosa)(1 + cosax) + (1 ~ cosa)’ B
1 —cosa 1 +cosa (1 —cosa)(l + cosax)

5
1 +2cosc +cus"r.x—2(1 —cnslﬂc)+ 1 —2cnsa+cnszct
2

1

1 — cos” «x
2 2 )
2+2cos a—2{1 —cos « 4cos” « 4 4 [
sin® « sinf sin‘a tgl«
cos? o

Koniec dowodu

6.1. Sprawdz, czy istnieje kat wypukly a spelniajgcy podany warunek.

a) 3cosa+2v2 =0 c) sinax+ cosa = 2 e) sina-cosa =0

b) 5sina = V3 -2 d) sina-cosa = V3 f) tgacosa = _%

6.2. Sprawdz, czy istniejg katy przyleglte i B spetniajgce podany warunek.
a) sina = sin f3 b) cosa = cos 5 c) tga=tgp
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# 6.3. Oblicz warto$¢ wyrazenia bez korzystania z tablic i kalkulatora.

a) sin® 160° + sin” 70° d) sin 115° - sin 65° — cos 115° - cos 65°
b) cos” 15° + cos” 105° e) cos101°-tg79° + sin 101°
c) tg80°-tg170° f) tg35°-tg65°-tg125°-tg155°

+ 6.4. Uprosc podane wyrazenie,

a) sin(180° — &) + cos(180° — a) - tgax

b) sin(180° — &) - cos(90° — &) — cos(180° — &) - sin(90° — )
c) sin”(180° — &) + cos*(180° — a) - sin &

d) tg(180° — a) - tg(90° — )

6.5. Kata jest wypuklyi cosa = —%. Oblicz sina i tga.

6.6. Kata jestwypuklyi tga = —%. Oblicz sina i cosa.

'

12

6.7. Kat«a jest rozwartyi sina = 37 Oblicz cosa i tga.

6.8. Kata jest wypuklyi sina = g Oblicz cosa i tga.

6.9. Kat rozwarty a spetnia warunek 5(1 + cosa)(1 —cosa) + 2sinacosa = 0.

a) Oblicz tga.

b) Zaznacz w ukladzie wspoétrzednych kat a i podaj wspdtrzedne dowolnego punktu,
ktory jest rozny od poczatku uktadu wspoétrzednych i ktory lezy na koncowym

ramieniu kata a.

+ 6.10. Kat wypukly « spelnia warunek tga + tL = 3. Oblicz sina - cosa.
g X

+ 6.11. Kat wypukly « spelnia warunek sina + cosa = % Oblicz sina - cosa.

. . . 1 ; . 3
+ 6.12. Kat wypukly « spelnia warunek sina + cosa = % Oblicz sin’ a + cos” a.

#6.13. O kacie wypuklym a wiadomo, ze sina + cosa = m. Wykaz, ze

¥
: m — 1
SINK - COS X = :

e

6.14. Udowodnij tozsamos¢. Tam, gdzie to konieczne, podaj zalozenia.

1

IIDT.:ZIIS2 x

.4 4 .. 2 2 3 2 .2
b) sin & — cos” & = sin” & — cos” & d) 2sin"a—3cos  a+3=5sin" «

—lztg‘j"::x

a) (sina + cos ﬂ:)?“ =1+ 2sinacosa c)
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0 ¥ 6.15. Udowodnij tozsamosc. Tam, gdzie to konieczne, podaj zalozenia.

1 1 2
a) + 2
1l —cosc 1 +cosa SIN“
b) l+cosae 1—-cosa 4
1 — cosc 1 +coscx SIn X - tg «
S1I & COS & |
c) h —
COS (¥ SIN COS” (X - lg 41
| | 2s8InN@ - COS &
d) + =

tgax—1 tga+1 B (sin &« + cosa)(sin & — cos «x)

0 + 6.16. Wykaz, ze jesli a jest kgtem rozwartym, to
2 2

sm{x-\/lwms ct—~cns:x-\/1~—sin =1,

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W ZeszZycle.
1. Kat « jest rozwartyi cosa = —%. Jaka warto$¢ ma sina?
) 2 2

K X2 B, - g £ g

3 3 3 3
2. Wskaz liczbe, ktora nie moze by¢ cosinusem kata wypuklego.

1 1
A 07 B. (-2)™ C. 22 D. (%) 1‘
3. Kat « jest wypuklyi sina = % Ile wynosi cos a?
2
A. é B. % C. —-g D. Nie mozna tego jednoznacznie okreslic.
4. Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan. Istnieje kat rozwarty o taki, ze
5
A. sina = —\/—E. B. cosa = —E. C.tga = —£.
5 2 V2

5. Oblicz bez korzystania z tablic matematycznych wartos¢ wyrazenia

=
$in 24° - sin 156° — cos 24° - 20om
tg 156

1

6. Kat a jest wypuklyi sina-cosa = —. Oblicz (sina — cos a)’.

0 7. Kat ajest wypuklyi tga = —g. Wrykaz, ze cosa = —%.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-20 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. W tréjkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna AC ma diugosc 39,

a |CB| = 15. Sinus kata BCA jest rowny

[.“;
A B ¢ Do
13 5 12 12

2. Przeciwprostokatna PQ tréjkata PQS ma diugosc 25, a przyprostokatna SQ

o diugosci 24 lezy naprzeciw kata a. Miara kata a spelnia warunek
A< as72. B.7l'<as76. C. 0 <a<si8. D.65<as=68.

3. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym kat o wierzchotku A jest prosty,

tg o — SIN &

JABC = a oraz |BC| = v45 i |AB| = V20. Warto$§¢ wyrazenia Wynosi
COS (X
) B. V> c. ¥ D22
2 2 4 4

4. Dany jest trojkat prostokatny MLN, w ktorym <MLN = 90°, ILNM = 60°
i [IML| = k. Obwdd tego tréjkata jest rowny

A. (V2+V3)k.  B.(1+V2)k. C. (3+ V3)k D. (1+ V3)k.

5. W okregu os§rodku Sipromieniu 4 poprowadzono cieciwe MN. Miara kagta SNM
jest rowna 43°. Odlegtos¢ cieciwy M N od érodka okregu jest liczbg z przedziatu

aA(m2)  B{pT) C <£;£ . 1:>.<3;,E .
4 4 4 4 4 4 4 4
. . : 12
6. Sinus kata rozwartego « jest rowny 5 Wtedy
1 5 1 5
A: COSX = =. B. cosag=—. (. cosax = ——, D. cosa = ——.
13 13 13 13

: . 5 . :
7. Kat o jestostryi cosa = wh Zatem tga jest rowny

34/19 5 . 2415 34/14
x 22 B X2 ¢ =2 b,
5 19 14 5
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8. Kat a jest ostry. Wskaz wartos¢ wyrazenia (cosa —sina)(cosa +sina)+2sin” a.

A. sina B. 1 C. 0 D.2
. , COS , T s
9. Kat a jest ostryi tga + — = 4. Wowczas wyrazenie sina - cos @ ma wartosc
5111 X
1 |
A: 2 B. 1. C. -. D. -.
4 2

10. Dwa boki tréjkata majg dtugoéci 10 cmi 82 cm. Kat miedzy tymi bokami ma
miare 45°. Ile wynosi pole tego trojkata?
404/2 2

A. 406 cm’ B. 80 cm” (. cm D. 40 cm”

11. Ile wynosi pole rownolegloboku o kacie ostrym 60° oraz bokach diugosci 61 117?

A. 66 B. 33 C. 33V3 D. 663
V3
12. Jaka dlugosc ma bok rombu o wysokosci e i kacie ostrym 30°?
V3 1
A. — B. V3 C. 33 D. —
- V3

13. W trapezie ABCD Kkaty przy podstawie AB maja miary odpowiednio 90° i 30°.

Dluzsze ramie trapezu ma diugos$é 43, a jego krétsza podstawa 0,5. Ile wynosi pole
trapezu?

A. 143 B. 73 C. 7V3+1 D. 143 -1

14. W trapezie réwnoramiennym o wysokoéci 3 i ramieniu 23 kat ostry ma miare
A. 15°. B. 30°. C. 45° D. 60°.

15. Ktéra z podanych rownosci nie jest tozsamoscig?

)
) 2 .2 g™ «
A.siha+cos a=1 C.sina=1- gz
COS* (v
1 1 ) 2 )
B. tga + — = D. (sina+ cosa)” = 2sinacosa + 1

tgx sinacos«

16. Ramie wodzgce kata a przechodzi przez punkt (-3, 4). Ile wynosi cos a?

A e B. -2 G -2 D. >
5 5 4 4

17. Jaka warto$¢ ma iloczyn tg32° - tg 58°7

A. -1 B. 0 C. ﬁ D. 1

in
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18. Ile wynosi promien wodzacy punktu P = (=3, 1)?
A. 10 B. V10 C. -V10 D. 22

19. Jaka jest miara kata wypuklego, ktéry tworza wskazéwki zegara o godzinie 10'%?

23 180° 360° 27 - 180°
A. B. C. 110° D.
36 3 36

sinl7® cos37°
+ ¢
cos73° sinh3°

A. 1l B. O C. ok. 1,27 D. 2

20. Jaka wartos¢ ma wyrazenie

W zadaniach 21-27 ocen prawdziwosc¢ podanych zdan.

21. Pole trdojkata o bokach 5 i 6 moze by¢ réwne
A. V2. B. 15. C. 10V3.

22. Kat a jest rozwarty. Wynika stad, ze
A. sina > 0. B. cosa > 0. C.tga > 0.

23. Ramie wodzace kata a przechodzi przez punkt (-12, 9). Zatem

. 2 4 3
A. sina = -. B. cosa = -. C.tga=—.
5 5 -+

24. Kat « jest rozwartyi sina = m. Zatem
A. sin (180° — &) = mn. B. cosa = V1 — m?. C.fgo = —

25. Liczba cos 150° jest réwna liczbie

A. cos 30°, B. sin 120°. C. % tg 120°.

26. W trojkacie PQR kat Q jest prosty, a katy ostre ¢ i 6 spelniajg nieréwnos¢ ¢ > 4.
Zatem
A. tgg < sing. B. tgod < cosg. C. sin @ < cos 0.

273 I



B 274 Dzial 4. Funkcje trygonometryczne

27. Kat o spelnia warunki: sina = % i 90° < a < 180°. Zatem

A. |cosal < [sina.
B. sina + cos « jest liczbg niewymierng.
C.tga< -1

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

28. W trojkacie prostokgtnym ABC, w ktérym kat C jest prosty, dane sg diugosci
dwoch bokéw. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata BAC = a oraz
odczytaj z tablic miare kata a z doktadno$cig do 1°.

a) |AC| =2, |[AB| =8 ¢) [AC| =9, |[BC|=3
b) |BC| = 3, |AB| = 4 d) |AC| = 5, |AB| = 4
29. Oblicz warto$¢ wyrazenia.
i o _ 2 o . 210° _ o
. sin 45.:, tg 3_{3 b) 512;;[?} cos 135
cos 60” + tg 45 . — tg 120°
sin 135°

30. Kat « jest wypukly i spelnia podany warunek. Wyznacz za pomocg tablic trygo-
nometrycznych lub kalkulatora miare tego kata z dokladnoscig do 1°.

7
a) sina = 0,515 b) tga = 6,3 c) cosi = —g d) tga=-3

31. Podstawa trojkata rownoramiennego ma diugos¢ 24 cm, a ramie ma diugosc
32 cm. Wyznacz z doktadnos$cig do 1° miare kgta miedzy ramionami tego trdjkata.

32. Wyznacz warto$ci funkeji trygonometrycznych kata B w tréjkacie ABC, jezeli
A=(=2,1) B=3, 1), C=(-2,5).

: . 2 - ’
33. Katajestostryi cosa = = Wyznacz wartos$ci sinusa i tangensa kata a.

34. Kata jest wypuklyi tga = —g. Wyznacz wartosci sinusa i cosinusa kata a.
. o 60 s . :
35. Kat ajest wypuklyi sina = = Wyznacz wartosci cosinusa i tangensa kata a.

36. Na podstawie rysunku wyznacz sin” a—cos’ a.
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. i V3 ot i i ] 1\
37. Katajestostryi sina-cosa = —. Oblicz warto§¢ wyrazenia ( — ) .
3 sin@  COSK

1

- +sina jest stata dla kazdego kata
tgca+ 1

38. Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia

ostrego a.

39. Wyznacz kat, ktorego wierzchotkiem jest poczatek uktadu wspotrzednych, jed-
no rami¢ pokrywa si¢ z dodatnig poétosig x, a drugie ramie przechodzi przez punkt

(-3V6, 3v2).

40. Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia bez korzystania z tablic matematycznych.
- 2 O . 2 O

a) sin” 13° + sin” 77

b) 1—tg36°- tg45° - tg54°

c) sin25% —cos 155° - tg 155°

41. Ramie wodzgce kata a,, przechodzi przez punkt M. Zaznacz w ukladzie wspot-
rzednych zbiér wszystkich punktow M, dla ktérych
a)y 75" oy < 120° b) 30% < ey, < 135°

42. Podaj zalozenia, jakie musi spelnia¢ kat wypukly a i przeksztal¢ wyrazenie

CGSE X

do prostszej postaci.
1 —sin« . )P

Zadania otwarte rozszerzone| odpowiedzi

43. Oblicz pole i obwdd trojkata rownoramiennego, ktérego podstawa ma 24 cm,
a katy ostre przy podstawie majg po 32°. Wyniki podaj z doktadnoscig do pierwszego
miejsca po przecinku.

44, Suma diugosci dwoch bokéw tréjkata wynosi 30 cm. Jeden z tych bokow jest
0 50% diuzszy od drugiego, a kat zawarty miedzy nimi ma 77°. Oblicz pole tego troj-
kata z dokladnoscig do pierwszego miejsca po przecinku.

45. Katy przy diluzszej podstawie trapezu majg miary 50° i 80°. Krotsza podstawa
ma dlugos¢ 11 cm, a wysokosc trapezu jest réwna 8 cm. Oblicz pole tego czworokata.
Wiynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

46. Dluzsza podstawa trapezu prostokatnego ma 15 cm diugosci, dluzsze ramie ma
9 cm, a miara kata rozwartego wynosi 148°. Oblicz pole trapezu. Wynik zaokraglij do
pierwszego miejsca po przecinku.
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47. W trapezie prostokatnym ABCD kat przy wierzcholku D jest rozwarty, a kat
miedzy przekatng DB i dluzsza podstawg AB ma miare 60°. Podstawa AB tego trape-
zu 1 przekgtna DB majg diugosci odpowiednio réwne 11 i 6. Oblicz dlugosc drugiej
przekatnej trapezu.

48. Dany jest okrag o srodku O i promieniu r = 6 cm. Z punktu A lezgcego na tym
okregu poprowadzono rownej dtugosci cieciwy AS i AW, ktére utworzyly kat 30°.
Oblicz pole czworokata SOWA.

49. Ramiona trapezu o podstawach dlugosci 4 cmi 18 cm tworzg z dtuzsza podstawy
katy o miarach 60°1 30°. Oblicz pole i obwod tego trapezu.

90. W trojkacie rownobocznym ABC punkt D dzieli bok AB na takie odcinki, ze
|AD| : |[DB| = 1: 2. Oblicz sinus kata DCB.

51. Miara jednego z katow ostrych w trojkacie prostokgtnym jest rowna a.
sine — g«

a) Okreél znak wyrazenia

COS &k

- A & - " 3 - 2
b) Oblicz warto$¢ wyrazenia sin” a + sina - cos” « dla cosa =

o3

52. Udowodnij, ze dla kata wypuklego a podana réwnos¢ jest prawdziwa.

.4 - 2 4 2
SIIN & — SIIN X = COS X — COS X

53. Udowodnij tozsamosc. Dla jakich katow wypuktych tozsamosc jest prawdziwa?

( 1 : 1 )( 1 _ 1 ) B 4
l—-cosae 1+ cosa l—-sina 1+sina SiN &+ COS &

. .3 3
. Oblicz sin” a + cos” .

| b2

94. Kata jest wypuklyi sina + cosa =

. s 3 ; :
99. Kat a jest wypuklyi sina-cosa = T Oblicz sina + cosa.
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1. Warto powtorzycC - potegi

Przypomnijmy najwazniejsze definicje oraz twierdzenia dotyczgce poteg.

* JezeliaeR, neNin>0,toa =a-a-...-a.

n czynnikow

Jezeli ]
'aqﬁﬂ,tna[]:l. 'a;{},ﬂeNiﬂbl,tna;=”a.
k
® a+0ineN, to a_”:in. ®* a>0, keZ neNin>1, to g" = Vak.
a

Twierdzenie

Jezeli a> 0, b>0, peQireQ to:

o a’.q" =aP™"" iloczyn poteg o tych samych podstawach
p
. % =g’ iloraz poteg o tych samych podstawach
o (a?) =af" potega potegi
* (a-b)! =a”-b* potega iloczynu
P 2
. E) == potega ilorazu
b b’

1.1. Oblicz.

vl 3 [1\* 1\~2 2\3 f2\% [5)\3
) 7w b) (2 *(5))'(1) 9 (3)(2) -G3)

1.2. Oblicz.
99

7 34[‘! + 341 ZBE} + 231 5 282 d 2&1 _ 26[] _ 25[1
B.) 21[1(1 + 21[#1 )

34(1 _ 339 C) 7 35(1 _ 551‘.]

1.3. Oblicz.

_ 41{‘1 ‘ 4911 1216 : 153(] 61[‘!
ﬂ) 21-‘1 _ 312 G 11 b)

86 . 720 . 143 %) To0% 278 D P30




1. Warto powtorzyc — poteqi

1.4. Oblicz.

@) Q6

a) = =] 0.0 52 c) -1 27-1
() T R e ()]
1.5. Oblicz.
2) 4, g el g 272%.15 02°-04°
1875 1073 16°2.3% 042 2 -3
by Se272-81 2571025107 g [ZBEIE 737 &
9—2 - (5_1)3' 125‘2_1 J32 1071 019—1

1.6. Przedstaw podang liczbe w postaci potegi liczby 2.

V2 - V4 3[T_ 65 QT - V8
) T b) (W.wz)-(\ja) 0 \2VZ 4 —

Fu A2

1.7. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi liczby a. Zakladamy, ze a > 0.
1 1

5 ((HE'(é)g)z'“ﬂ)_z c) (i)i(é)a(ﬁ)a
b) ((ﬂ%)4:(ﬂﬁ) ) Y (aﬂ(l. f;zj;)s

1.8. Oblicz.

|
I 1 2 2 1\ 3
D (- 0 (-5 o (Fert) o (o)

1.9. Pordéwnaj liczby a ib.

20 - 30 116\°° 2
i a=8 b=4 c)a:(g)) b=6"
b) a=3" b=5" d) a=9"-6" b= 362"

1.10. Ustaw w kolejnosci rosngcej podane liczby.

i ':?
a=92 b=272% ::=(812), d = 2431

1.11. Oblicz

3 - Y. (V] (1Y
) 4_2-16%-32{]‘4 &) (g)l -(3\5)4 ) [f:’r)} '(IS)J U,l(Z)I _

¥i-e) HECIEY
y 65-(%)2 & 0, 167 (5 \/_) " \4}2\?;- \jS\fri‘/??

(2 \5)2 | (27\@) E . 54 66

279 IS



2. Funkcja wyktadnicza

Umiejetnosci:
» szkicowanie wykresow funkcji wykfadniczych

W poprzednim roku szkolnym zdefiniowalismy potege o wykladniku wymiernym
oraz omoéwiliSmy sposob, w jaki mozna oszacowac warto$¢ potegi o dowolnym wy-
kfadniku rzeczywistym. Skoro dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla dowolnej dodat-
niej liczby rzeczywistej a jednoznacznie okreslona jest liczba a”, to mozna rozwazy¢
funkcje, ktora wyktadnikowi x przyporzgdkowuje liczbe a*. W definicji takiej funkgji
pomijamy szczegdlny przypadek a = 1, gdyz dla kazdej wartosci x mamy 1* = 1
(otrzymujemy zatem funkcje liniowg stalg).

m 1

Funkcje okreslong wzorem f(x) = a*, gdzie a > 0 i a # 1, nazywamy funkcja
wykladnicza o podstawie a. Dziedzing tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych
(x € R), a jej wykres nazywamy krzywa wykladnicza.

b A

Przykiad o

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = 2* i podamy
niektore jej wlasnosci.

Rozwigzanie
Na poczatku sporzadzimy czesciowy tabele funkcji dla

tych argumentow, dla ktérych latwo obliczy¢ wartosci

funkcji.

X -4 | =3 | =2 | -1 0 1 2 3 4

2 | — 1 2 -+ 8 16

1 1
16 8 !

-
X

S

Zauwazmy, ze funkcja f(x) = 2% przyjmuje )

e - SR : Jezeli a > 1, wy, w, saliczbami (")
;)zi; ;;a:;s: dodatnie, czyli jej wykres lezy il S o % w18

: a“l < a"?,

Funkcja f(x) =2" jest rosnaca.
Kazda prosta rownolegta do osi x, lezaca powyzej tej osi, ma z wykresem funkcji
f(x) = 2" dokladnie jeden punkt wsp6lny. Zatem réwnanie 2* = m ma dla kazdej
dodatniej wartosci m jedno rozwigzanie.
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?fz . o iagel; ()_(l)xt Ini
auwazmy, ze jezeli g(x) = | -], to zgodnie Wykresy funkeji y = f) ()
z definicjg potegi funkcje g mozna zapisa¢ w po- i y = f(-x) sy symetryczne
” wzgledem osi y.

staci g(x) = a . Zatem jesli przyjmiemy, ze

f(x)=a’, to g(x) = f(-x).

Wykresy funkcji f(x)=a” i g(x) = (é)x, dla a >0 1ia# 1, sgsymetryczne

wzgledem osi y.

Przykiad &)

Narysujemy w jednym uktadzie wspolrzednych wykre-

sy funkgji f(x) =2" i g(x) = (%) i podamy niektore

wilasnosci funkgji g.

Rozwiazanie

Wrykres funkcji g lezy powyzej osi x (funkcja przyjmuje
tylko wartos$ci dodatnie). Funkcja jest malejgca. Kazda
prosta rownoleglta do osi x, lezgca powyzej tej osi, ma

o[ 1 1 | 1>

J

z wykresem dokiadnie jeden punkt wspdlny.

Podstawowe wlasnoéci funkeji wykltadniczej f(x) = a”, gdzie a >0 i a # 1, wyni-

kajg ze sposobu, w jaki zostala okreslona potega o wykladniku rzeczywistym.

» Dziedzing funkgji f jest zbior R.

» Zbiorem wartosci funkgcji f jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich (krzywe wy-
ktadnicze lezg w I oraz II ¢wiartce uktadu wspélrzednych, oS x jest asymptota wy-
kresu).

» Kazda krzywa wykladnicza przecina o§ y w punkcie (0, 1), poniewaz dla dowolne;
podstawy a > 0 mamy f(0) =a’ = 1.

* Funkcja f nie ma miejsc zerowych.

* Funkcja f nie przyjmuje ani wartosci najwiekszej, ani wartosci najmniejsze;.

» Funkcja f(x)=a" jest monotoniczna, przy czym:
dla a > 1 jest rosnaca,
dla 0 <a <1 jest malejaca.

* Rownanie f(x) = m majednorozwigzanie dla kazdego m > 0 inie marozwigzan
dla m < 0.
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Jezeli umieScimy w jednym ukladzie wspdlrzednych

kilka wykresow funkecji wyktadniczych o podstawach

wiekszych od 1, to zauwazymy, ze:
* dla x > 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie,
np. funkcji y = 37, lezy powyzej wykresu funkgji

o mniejszej podstawie, np. funkcji y = 27,

* dla x < 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie,
np. funkcji y = 37, lezy ponizej wykresu funkcji

o mniejszej podstawie, np. funkcji y = 2°.

Ta sama zasada sprawdza si¢ rowniez dla wykresow
funkcji wyktadniczych o podstawach mniejszych od 1:
* dla x > 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie, np.

funkeji y = (%)x, lezy powyzej wykresu funkcji

o mniejszej podstawie, np. funkcji y = (—)I,

* dla x < 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie,
np. funkcji y = (%)I, lezy ponizej wykresu funkcji
X
0 mniejszej podstawie, np. funkcji y = (%) ,

Przykiad @) < zad. 2.3, 2.4

Dzigki prostym przeksztalceniom wykreséw funkcji wykladniczych mozna otrzymy-
wac wykresy innych funkcji. Sporzadzimy kilka takich wykresow.

Rozwigzanie

L% x—23
) g =(5) -3 b) glx) =2
Wykres powstaje po przesunieciu Wykres powstaje po przesunieciu
i e
wykresu funkcji f(x) = (%)x wykresu funkeji f(x) = 2

o0 3 jednostki w prawo wzdluz osi x.
0 3 jednostki w dot wzdtuz osi y.

v A




¥ c) hix)=-9 3"

x+2

Wzér funkeji przeksztalcamy do postaci A(x) = -3
Rysujemy kolejne wykresy.
Krok 1: wykres funkcji f(x) = 3"

Krok 2: wykres g(x) = ;e «—— przesuniecie o 2 jednostki

w lewo wzdluz osi x

Krok 3: wykres hix) = —-3** - «— symetria wzgledem osi x

Podane przeksztalcenia mozna wykona¢ w odwrotne;j
kolejnosci.

d) h(x)=3"""'+4
Rysujemy kolejne wykresy.

Krok1: f(x)=3"

Krok 2: g(x) = ge «—— przesunigcie o 1 jednostke
w prawo wzdluz osi x

Krok 3: h(x) = 371 g «— przesuniecie o 4 jednostki
w gore wzdluz osi y

Podane przeksztalcenia mozna wykona¢ w odwrotnej
kolejnosci.

Przykiad @) < zad. 2.11
1

X+2
Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = (5) i odczytamy z niego zbior rozwigzan

1 \x+2
nierownosci (5) > 3.
Rozwiazanie
Prosta y = 3 przecina wykres funkcji w punkcie o odcigtej —3.
Zwykresu odczytujemy, ze funkcja przyjmuje wartosci wieksze
od3dla x < -3.

Odp.: x € (—o0; —3)

2. Funkcja wykiadnicza

S
;_'_[-r(.:l'} = i

i
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Przykiad 9 zad. 2.12

Rozwigzemy graficznie podane réwnanie i nieréwnos$c:
x—1 | x—1 ] Y=
3 Tt4={= s @  TAS|3
5 5

Rozwiazanie 822
Przyjmijmy, ze f(x) = 3"~ +4 oraz g(x) = (E) .

Znajdziemy punkty przeciecia wykresow tych funkcji i spraw-

dzimy, czy wspolrzedne x tych punktéw spelniajg réownanie
J(x) = g(x).

Wykres funkcji f(x) = 3*7' + 4 byl rysowany w przykla-
dzie 3 d.

Narysowanie wykresu funkcji g(x) = (%)I_E polega na prze-

sunieciu wykresu funkcji h(x) = (%)JL 0 2 jednostki w prawo

wzdluz osi x.

Z rysunku odczytujemy, ze wykresy funkeji f i g majg jeden punkt wspélny, o wspot-
rzednych (1, 5).

Sprawdzamy, czy f(1) = g(1). Po odczytaniu wspolrzednych (xg, v,) ()
4 1\-1 punktu wspolnego wykresow funkciji
f(1)=3"+4=5, g(1)= (E) =3 f i g sprawdzamy rachunkowo, czy

f(1) = g(1), wiec liczba 1 jest rozwigzaniem f (%) = 9(%0) = o

rownania f(x) = g(x).
Punkty wykresu funkgji f lezg ponizej punktéw wykresu funkcji g dla x < 1. Zatem

Xx—2
zbiorem rozwiazan nieréwnoséci 37" + 4 < (E) jest przedzial (—oo; 1).

. x—2 ) x=2
Odp.: 3‘1_1+4=(l) dla % =1; 3"1_1-%4%(%) dla x € (—o0; 1)

5

7

Za pomocg funkcji wykladniczej mozna opisac przebieg wielu proceséw fizycznych.

Przykiad ) < zad. 2.14

Zalezno$¢ masy m izotopu pierwiastka promieniotworczego (ktérego czastki ule-
gajg rozpadowi) od czasu t mozna opisac za pomocg malejgcej funkcji wyktadni-
czej. Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej masa substancji wynosifa 1 gram. Wy-
kres przedstawia, ile gramow substancji nie uleglo rozpadowi po okreslonym czasie
(jednostka na osi poziomej jest godzina, jednostka na osi pionowej jest gram).
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Mozna zauwazyc, ze po 2 godzinach polowa substancji ulegla rozpadowi, po kolej-
nych 2 godzinach znowu potowa pozostalej cze¢sci ulegta rozpadowi itd. Okres (ozna-
czany T), w ktérym potowa masy ulegta rozpadowi, nazywamy okresem polowicz-
nego rozpadu. W podanym przykladzie wynosi on 2 godziny (T = 2), a wzor funkcji
opisujace) ten proces to:

mo-(35)

Podobne zalezno$ci opisujg wiele innych proceséw fizycznych, np. roztadowywanie
kondensatora lub stygniecie ciala w otoczeniu o stalej temperaturze.

Przykiad € A

Jezeli zatozymy, ze liczebnos¢ populacji pewnego gatun-
ku owadow zwieksza sie dwukrotnie w ciggu kazdej doby
i ze na poczgtku badanego okresu liczebno$¢ populacji

8
=

wynosita N, to liczebno$¢ po uptywie x dni opisuje funk-
cja o wzorze y(x)= N -2".

S
1]

Na wykresie przedstawiamy liczebno$¢ populacji w ciggu
3dnidla N = 10.

L]
b
e
NN

*Y
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2.1. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dla argumentéw z podanego zbioru i podaj

wspolrzedne punktu przeciecia tego wykresu z osig y.

a) f(x)=2"+1 xe€{(-3;3) d) f(x)=3"-3 x € {(—2; 2)
b) flx) =253 xe{-22) &) f(x) = (%)xﬂl 2 e R
) f(x)=3+2 xef0 1,2 ) fx) = (%) 8 metusanl

2.2. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dla argumentéw z podanego przedziatu. Wy-

znacz wartos¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkcji przyjmowang w tym prze-

dziale.
a) f(x)=2"""  (-1; 3) ) flx)=3""" (4 6)
X+3 X+
b fW=(3) %0 »f0=(3) 53
2.3. Narysuj wykres funkcji. Podaj jej miejsce zerowe, jesli istnieje.
x+2
2) Flx) =25"142 &) Flx)=3%*5_3 &) fx)= (%) 2
~X+3 x—4 3 | L
b) Flx) =2¥*3 -1 d) fx)=3""+3 ﬂf(x)=(§) 5
2.4. Narysuj wykres funkcii.
55 x+2
) [0 =-(3) Q) flx)=-3*" Q) f0=3-(3)
b) f(x) = —2% + 3 D fld=-2"-1  § flh=-2~ (%)X

2.5. Punkt P = (-3, 64) nalezy do wykresu funkcji f(x) =a”*, a > 0. Wyznacz a.

2.6. Punkt P = (-3, 55) nalezy do wykresu funkcji f(x) = (-é—)x + k. Wyznacz k.

2.7. Punkt P = (2, %) nalezy do wykresu funkcji f(x) = 3*~". Wyznacz m.

B
) nalezy do wykresu funkcji f(x) = (l) ' + 1.

0 2.8. Wykaz, ze punkt (%, 9:;@

3

2.9. Podaj przyklad funkeji okre$lonej wzorem f(x) = a” + b, ktorej wykres prze-
chodzi przez punkt P = (-2, 3) iktdra jest

a) rosngca. b) malejaca.
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2.10. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres
funkcji f(x)=2"""+0.

a) Wyznacz wartoscia ib.

b) Sporzadz wykres funkcji g(x) = f(—x).

2.11. Narysuj wykres funkcji y = f(x). Odczytaj
z wykresu zbior rozwigzan nieréwnosci f(x) < a.

) f0)=(3) a=4 9 f=-(3) a=-1
b) f(x)=5""-3,a=-2d) f(x)=-3"+3,a=0

—

2.12. W jednym ukladzie wspolrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz
vy = g(x), a nastepnie odczytaj rozwigzanie:
. rbwnania f(x) = g(x), II. nier6wnosci f(x) < g(x).

a) f(x)=2"" g(x) = -2x+ 10 &) fix)=3" glx)=-x+4
1 x+2 1 1 |
b) f(x)=(5) g(x)=5x+2 d) f(x)=(5) -3 g(x)=5
+ 2.13. Rozwigz graficznie réwnanie lub nieréwnosc¢.
Xk X
a)z-z"”z(l) 1 d)a-(l) e 31
2 3
X+ 2
b) 2555 -1 =3—% ) 32? 5555 —
1\X & . l J:_ i. x+5
c) (5) =P f] 25 (5) 3;16 2 2

2.14. Wrykresilustruje rozpad 10 g masy pewnego pierwiastka promieniotworczego.

~AE T T

_1 i

9

8

7

6

5

4

-3

2

y | f [lata]
: -

U : 10 L5 20 |

Odczytaj z wykresu
a) ile wynosi okres T polowicznego rozpadu tego pierwiastka.

b) pojakim czasie masa pierwiastka, ktéry nie ulegl jeszcze rozkladowi, osiagneta
ok. 1g.

287 IR



B 288 Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycie.

1. Wskaz wzér funkceji malejace;.

A.f(x)=(§)x B. f(x)=-10" C. f(-"f)=(%)-1 D'ﬂx)z_(%)x

2. Wskaz wzdr funkcji, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wykresu

it

tunkcji f(x) = (-?:)T przez symetri¢ wzgledem osi y.
2% L 3N * 3\
A. g(x) = (;) B. g(x) = - (5) C. g(x) = (E) D, glai=— (;)

3. Wskaz wzoér funkcji, ktérej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wykresu
funkcji f(x) = 4" — 1 przez symetrie wzgledem osi y.

1B B
A. glx) = (1) -1 . gix) = (é—}) + 1
B. g(x)=-4" -1 D. g(x) =-4" +1
4. Dana jest funkcja f(x) = 0,7 — 1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
A. Funkcja f jest rosngca.
B. Zbiorem wartoséci funkcji f jest (—1; oo).
C. Miejscem zerowym tunkgcji f jest liczba 1.
5. Sporzadzw jednym uktadzie wspotrzednych wykresy odpowiednich funkgji i od-

; e G k= iy
czytaj rozwigzanie rOwnania 4" ‘1= (E) :

0 6. Wykaz, ze punkt P = (%, i) nalezy do wykresu funkcji f(x) = (%) ;

£ n rogf
7. Funkcja f(x) = 80- (%) + 20 —lﬂgi T[ C'] __
opisuje stygniecie ciata w otoczeniu
o stalej temperaturze (rysunek obok).
a) Jaka byla poczgtkowa temperatura 60T
ciala? |

b) Po ilu minutach cialo ostyglo do

temperatury 60°C?

c) Ile wynosita temperatura otoczenia? 10




3. Warto powtorzycC - logarytmy

 Twierdzenie

Gdy liczby a ib sg dodatniei a # 1, to istnieje doktadnie jedna taka liczba ¢, ze
a =b.

L &

m -\

Logarytmem przy podstawiea (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wyktadnik potegi, do ktérej nalezy podnies¢ liczbe a, aby otrzymac liczbe b.

log,b=c,gdya =bia>0,a+1, b>0

Liczbe b nazywamy liczba logarytmowana.

N, o

Zapisane ponizej wlasnosci wynikajg bezposrednio z definicji logarytmu.

Whniosek :
Dla kazdego a >0 ia+# 1 oraz b > 0:

log 1=0

log .a=1

alngﬂb =

W zapisie logarytmu dziesietnego pomijamy liczbe 10 i np. logarytm przy podsta-
wie 10 liczby 5 zapisujemy: log 5.

Przykiad €D

a) Jezeli 3* =5, to x = log ; 5. b) Jezeli (\/ﬁ)x =8, to x = log .7 8.
Przykiad &)

a) log,9 =2, bo 3=9 e) log 100 = 2, bo 10* = 100
b)lngﬁéz—lbﬂfi:z:?’—; f) log1=0, bo 10° =1

c) logy, 9 = % bo 812 =9 g) log 0,01 = -2, bo 107> = 0,01

1
d) log.5=1, bo 5" =5 h)lﬂg\/1_=-‘-21—,bn 102 = V10
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Przykiad o
Obliczymy podany logarytm.
3 1
a) lngﬁ(7ﬁ) b) log 3 (3\@)
Rozwiazanie
3
a) lc}g 7 (7 ﬁ) =X «—— wprowadzamy zmienng pomocnicza x
( '\f?)x =i \3/? «— korzystamy z definicji logarytmu
lx 1+ X
78 =7 3 «— sprowadzamy potegi do tej samej podstawy
%x = % «—— poréwnujemy wykladniki

b) log 5 (3 \%5) = X «—— wprowadzamy zmienna pomocnicza x
( %)x =3 % «— korzystamy z definicji logarytmu

2 5
LT
el D «—— sprowadzamy potegi do tej samej podstawy
2 5
Ex = ) «— porownujemy wykladniki
15
X =—
8

Odp.: log %@(3%) = 1—85-

Przyktad €)
Wiemy, ze log . x = 3. Wyznaczymy liczbe x.

Rozwigzanie
Zgodnie z definicjg logarytmu liczba 3 jest wykladnikiem potegi, do ktérej nalezy
podnieé¢ liczbe 5, zeby otrzymaé x. Zatem x = 5° = 125.

Odp.: x = 125



Przykiad e

Ei) 4lﬂg49 —9

b) (\/ﬁ)ZlugH 10

log , 12 :
) 910g312 _ (32) 370 _ 52 log ;12

3.1. Oblicz.
a) log, 8

b) log,. 5V5

3.3. Oblicz x.
a) log,x=3

b) log,, x =1
3.4. Oblicz x.
a) log _4=2

b) log 1000 =3

3.5. Oblicz.

ﬂ) lﬂlﬂg 7
b) Slng g2

c) lﬂg;};ﬁ

d) log 0,001

((m)Z)lﬂg 13 10 _ 131981310 _ 14

(31‘1'8—*12)2 =~ 197 = 144

1

c) log2x=0
3
d) log x = -0,5

c) log .3=0,5

1
d) log 4 = 2

E) 22 -1l:|ng2 5

d) 31+2]ﬂg32

e) log,,2,7
f) log 25
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g) log ;1

|



4. Wtasnosci logarytmow

Umiejetnosci:
» stosowanie wzorow na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi

Omoéwimy teraz podstawowe wlasnosci logarytmow. Dzieki nim logarytmy niezwy-
kle utatwity wykonywanie skomplikowanych rachunkéw i odegraly olbrzymig role
w zastosowaniach matematyki. Bez przesady mozna stwierdzic, ze sposob rachowa-
nia za pomocy logarytmow umozliwit skok cywilizacyjny poréwnywalny z efektem

zastosowania komputeréow.

 Twierdzenie :

Dla dowolnych liczb x >0, ¥y >0, a > 0, a # 1 prawdziwy jest wzor:
log (x-y)=log_x+log vy

"

Dowaod

W dowodzie wykorzystamy wiasno$ci dziatan na potegach.
Przyjmijmy oznaczenia:

log . x =u
log,y =t
Zgodnie z definicjg logarytmu otrzymujemy:
Rz
y=d
X-y= a’-a «—— mnozymy obie rownosci stronami
X-y= a**! «— wzor na iloczyn poteg o tych samych podstawach
u+t=log " (x - y) «— korzystamy z definicji logarytmu

lﬂgﬂ X + lt;'lgr:1 Y= lﬂgﬂ(x - ¥) «— podstawiamy w miejsce ¢ i f odpowiednie logarytmy

Koniec dowodu

Moéwimy: ,Jogarytm iloczynu jest réwny sumie logarytmoéow”.

Przykiad @) « zad. 4.1
a) log 18 +log, 12 =log(18-12) =log (6-3-2-6) = l+u::ag,é|63 = 3
b) log ;7 + log |5 -;— = log ;3 (?~ -;—) =log,31=0

c) lng3(3{'f§)=lng33+lng3*?/_:lﬁ-é: 1%



4. Wiasnosci logarytmow

Dla dowolnych liczb x >0, ¥ >0, a > 0, a # 1 prawdziwy jest wzor:

lﬂgﬂi =log x-log ¥

Dowod

W dowodzie ponownie wykorzystamy wtasnosci dziatan na potegach.
Przyjmujemy oznaczenia:

log , x =u
log,y =1
Zgodnie z definicjg logarytmu otrzymujemy:

x=a"

t
F e
X @
—=— «— dzielimy obie rownosci stronami
y 4
T «— wzor na iloraz poteg o tych samych podstawach
¢,
u—t=log ’ & «— korzystamy z definicji logarytmu

y
log . X = log s W= log 3 = «— podstawiamy w miejsce u i f odpowiednie logarytmy
Y

Koniec dowodu

Mowimy: ,logarytm ilorazu jest réwny réznicy logarytmow”.

Przykiad @) < zad. 4.2

a) log,21-log,3= lﬂg?%l =log,7 =1

b) log 0,05 - log 50 = log %%5— = log 0,001 = -3

c) lng3§-=lﬂg32~lﬂg33=lﬂg32—1

I3 3
d) log. 21—525 = log . V125 -log. 25 = log .57 -2 =

~J | e

~2= —1%

J
Zauwazmy, ze wzor na logarytm iloczynu mozna uogolnic na wigkszg liczbe czynni-
kow. W szczegblnosci, jezeli zatozymy, ze x > 0, a > 0, a # 1, to zgodnie z tym
wzorem prawdziwe s3 rOwnosci:

2
log x" =log (x-x)=log x+log, x=2log x

lt}gﬁx‘?' = l::::ngﬂ(.w:2 Y= lﬂgﬂx2 +log_x=2log_x+log_x=3log_x itd.

293 N



B 204 Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

Uogodlnieniem tej obserwacji jest twierdzenie o logarytmie potegi, ktorego dowdd
pominiemy.

Dla dowolnych liczb x >0, a > 0, a # 1, k € R prawdziwy jest wzor:

l«::ngﬂx;c =k-log , x

Przykiad €
a) log, 81 = lﬂg334 =4log,3=4

b) log ;137 = —2log ;13 = -2
c) log, (ﬁ)zl = 21log,, V7 =21- % = 10%

d) lﬂngIS = 1ﬂgvrﬁ(\/ﬁ)ﬁ = 6log ;7 V11 = 6

7
e) log, (%) = 71ﬂg3% =7:-(-1)=-7

1
-Il 5:—
085 5

bd | —

f) log. V5 = log - 5

b |

Przyklad @) « zad. 4.3 4.4
Obliczymy wartos$¢ podanego wyrazenia.

Rozwiazanie

a) log,3-log,30+log,5 —l:::}g,J i _I‘Dgz; ~1

b) l+2[ﬂg42:1+lﬂg42 =1+lﬂg44:1+1:2

c) log,4- 4lﬂg;2+lﬁg3 = log , 4 lﬂg;Z +lﬂgg 1‘333 - +lﬂg3§

1 4 1
:lﬂg3(1-§):lﬂg3-§:~—2
F

Do tej pory wszedzie tam, gdzie bylo to mozliwe, zapisywaliSmy wartosci logaryt-
mow w postaci liczby wymiernej. Czasem jednak potrzebne jest wykonanie czynno-
Sci odwrotnej, czyli zapisanie liczby w postaci logarytmu przy ustalonej podstawie.
Korzystamy wowczas z definicji logarytmu, np.:

1

= log , 32 = log , V3

b | —

. 3:1ng553’, czyli 3 =log. 125 .



4. Wiasnosci logarytmaow

o —4 = lﬂgﬁ(ﬁ)_4 - lﬂgwrf(\/_—?)q - lﬂgﬁg
* 1 =log 10"

2 -2 I
g lﬂgﬁ(\ﬁ) *=logz —— =log;

(v2):

ST
= gx@\?ﬁ

)
Lak | = —

Przykiad 9 zad. 4.5

Zapiszemy wyrazenie w prostszej postaci i obliczymy jego wartos¢ dla podanych war-
tosci zmiennych.

a) 3loga+2logb-log5 a=2, b=25

b) lﬂgjx—illﬂng-—(Z—-ngjy), ¥i='15, =405

Rozwigzanie

372
a) 3lnga+210gb-l{::g5=lﬂga3+lﬂg bz-—l{}g5=1ﬂg%

342 3 g2
Jezeli a = 2, b =25, to log % = log : 525 = log (23-53) = log 10° = 3.

b) lﬂng—2lﬂg35—(2—lng3y)= «—2=log,9

=lﬂg3x—lﬂg325—10339+10g3y=lﬂgS%
i _ xy 15 - 405 _ 3
Jezeli x =15, y = 405, to lﬂgjﬁig—-lﬂg} = B = log ;3" = 3.

Przykiad ) « zad. 4.6-4.8
Przedstawimy podang liczbe za pomocg jednego logarytmu.

Rozwigzanie

a) 1+log,5=1log,2+log,5=1log, 10

b) 2 —log 2 = log 100 - log 2 = log 50

1

-1
c) ~1-log 11 =log ;5" —log;11 = Iﬂgﬁg

1

d) %+lﬂg38=lﬂg335+lﬂg38=lﬂg38\/§

2 A4
T 7
e) lng5—lﬂg7+210g3+410g2=10g5 3?2 2 o ig
lo::rg1 5+2log 5-log 7 + lng‘? 7 (lﬂg 5 + log T)E (lﬂgab)z _ lﬂgib (({ }))
f) : . b
5 og 35 log 35
‘3
_ log © 35 _ lng ”
log 35

g) log? 80 — log” 8 = (log 80 — log 8) (log 80 + log 8) =
= log % -log (80 - 8) = log 10 - log 640 = log 640
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Przyktad @) « zad. 4.9, 4.10

Przyjmijmy, ze log, 2 = p. Wyrazimy wartos$¢ podanego logarytmu za pomocg p.
Rozwiazanie

a) log,8 = ln::tg325 =3log,2 =3p

b) log;18 =log,(2-9) =log,2 +log,9=p+2

c) lﬂg33§=lﬂg3§=lﬂg332—lﬂg39=lﬂg325—2=5p—2

Przyktad )

Odczytamy z kalkulatora przyblizone wartodci W wiekszosci kalkulatoréw, aby (1))
logarytméw dziesietnych (wyniki zaokrgglamy odczytac przyblizong warto$¢ lo-

do czwartego miejsca po przecinku). garytmu. Ciesichiegn; wyStarcy

weisnaé klawisz ,,log”, wpisac
og 1234 = 3,0913 liczbe i nacisnaé klawisz ,,=".
log 12,34 = 1,0913

log 332974 = 5,5224

log 0,00769 = —2,1141

Uwaga: Przyblizone wartosci logarytméw dziesietnych mozna tez odczytac z tablic
matematycznych (zobacz s. 343). Aby odczytac przyblizone wartosci logarytmow
o podstawach innych niz 10, nalezy najpierw zastosowac wzor na zamiane podstaw

logarytmow. Taki wzor istnieje, ale nie bedziemy go podawac, poniewaz wykracza

poza zakres programowy tego podrecznika. p

Korzystajac z podanych wzoréw, mozna zastgpi¢ mnozenie, dzielenie i potegowa-
nie liczb duzo prostszymi dzialaniami. Obecnie nie ma to specjalnego znaczenia, po-
niewaz komputery wykonujg btyskawicznie nawet bardzo skomplikowane rachunki,
a do prostszych dziatann wystarczajg kalkulatory. Okazuje si¢ jednak, ze wiele pro-
cesow fizycznych, biologicznych, a nawet spolecznych ma charakter logarytmiczny.
Z niektérymi zastosowaniami logarytméw zapoznacie si¢ w nastepnym temacie.

4.1. Oblicz.

a) lng22?+lug2§+lng2§ d) lng5?+lﬂg5%+lﬂg58%
b) lng34+lng3§+lﬂg3%l— e) lng634+10g6%+lﬂg69

c) log V5 +log V2 +log V10 f) loggs3+logg; % + 198;;_5%



4.2. Oblicz.
a) log. 150 —log: 3 — log - 2
b) log,, 3 - log 2 - log, >

7 1

c) lugﬁz—lugﬁg —lﬂgEE

4.3. Oblicz.

a) 2log 2 +log 15 - log 6
b) log 20 - 3log 2 + log 40
c) 2log,5+log, 6—log, 75

4.4. Oblicz.
2) 3log 2
log 56 - log 7

b) log-2+log-3

log » 24 —log - 4
log . 6 - 3(lﬂg52 + ngSB)

) log. 6

4. Wiasnosci logarytmaow

J
91
e) log 250 + log 120 — log 0,3

3 5 15
t) lug?ﬁ +lﬂg?ﬁ —lﬂg?ﬁ

3 1
d) lng4lﬁ—lﬂg435—lﬂg4

d) log;15+log,45-2log,5
e) log,18+3log.2-log 4
f) 2log.2+3log.3-log.21,6

d) log, 15 - 3,.5(1::::{;,2 3+ log, 5)

log,45-log, 3

) 2log,4-3log,12

3+log,4

5log.18 —4log.2-9log.3

D log. 18 —log . 3

4.5. Zapisz wyrazenie w prostszej postaci i oblicz jego wartos¢ dla podanych warto-

§ci zmiennych.
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a) 2logga+4log,b—logg 50 g=8 b= 2
b) 5_ﬂg3a—2_.ﬂg35—(lﬂg3a—21ﬂg3b) =3 b=5
c) 3_Dg2x+5_ngzy—Z(Zlﬂgzanlﬂgzy)—h:)g27 x =98 y=7
d) log(x+ y) +3log x+ 4log y—3log(xy) =3 y=2
4.6. Przedstaw podang liczbe za pomoca jednego logarytmu.

a) log 0,2 + 1 c) 2+log.2 e) -;i—+lﬂg?

b) 3 - log, 5 d) -1 -log, 2 ) -= +log,3

4.7. Niech a > 0. Zapisz wyrazenie za pomocg jednego logarytmu.
a) log,a—log, a® + log ,(3a)

b) log.(2a) + log.(3a) — log . (6&12)
c) log, (2&2) ~log, V2-log a

d) 2log,(3a) +log,(9a) - 3log;a
e) 2log,(4a) +log,(8a) - 5log,a

1
f) 3(lﬂg2(4a) = Zlﬂgza) = E(IGgZ(ZH) =5 lngza)
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4.8. Przedstaw wyrazenie za pomocg jednego logarytmu. Podaj potrzebne zatozenia.

a) 2log x+5log y—log 8 d) %i-lngx—lﬂgS
b) log, x —log, y —log. 25 e) é—lugg(x~\/§)+lng2€/§
c) 2log,(x+1)-log,y-log,8 f) log(x+ y)+log(x- y)

4.9. Przyjmujemy, ze log, 3 = a. Wyraz wartos¢ podanego logarytmu za pomocg a.

a) log,9 c) log, 48 e) 1Dg2§-
b) log, 6 d) 1‘382% f) lﬂgz§

4.10. Przyjmujemy, ze log . 2 = m. Wyraz warto$¢ podanej sumy za pomocg m.

a) log.4+log. 16 c) log.10-log.6 +log.24
b) log. 8 —log - 50 d)21ﬂg5§—lﬂg5i+lng5§

4.11. Oblicz wartos$¢ wyrazenia.

a) (lﬂg5(25a) ~ 2log . (éa)) : (21Dg5 (5 \/E) + log - (iaz)) dla log.a =2

25

b) (log,(4a) - log, 27)" - (ZIGgE (2va) - 3log, %) dla log,a = 3

+ 4.12. Liczby a, b i c spelniajg warunek
log,(2a) =3 -log;b=1+log,c=1.
Oblicz Va-b-c.

+ 4.13. Liczby a, b i c spelniajg warunek
log,a+log,4 =4log,b-log,9 =log,c+log,16=6.

. a-vb
Oblicz 7
+ 4.14. Rozwigz rOwnanie.
a) xz—x-lngES—Z(lngz?))E:O c) xz—x-lngkx1{]+lng32-lﬂg35:{}
b) x* - (2 + log 5)x + log 25 =0 d)xz—x-lﬂgzg—lﬂg23={}

* 4.15. Przyjmujemy, ze log,. 9 = k. Wyraz liczbe log 15 5 za pomocy k.
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycle.

1. Ktéra rownosc jest prawdziwa dla kazdej dodatniej liczby a?

A. log . a + log -(2a) = log -(3a) C. log:a + log-(2a) = log - (2:::2)
B. log . a-log.(2a) = log.(3a) D. log.a-log.(2a) = log . (2(12)
2. Wskaz liczbe, ktora nie jest rowna liczbie log , 64.
A. 2log,8 B. 3log, 4 C. 4log, 4 D. 6log, 2
3. Wskaz liczbe, ktora jest rowna liczbie log ., 6.
A. 2log, 3 B. log,2-log,3 C.1+log,3 D. 3*
4. Wiadomo, ze log 4 = k. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

1 1
A.log,2 = Vk B. log, =Ek C. log, =Ek
5. Oblicz log, 6 +log, 18 —2log, 2.

6. Liczbyaib spelniajg warunki log(10a) =2 i log IE—G = 3. Oblicz log (ab).

31{13550 —4lng5 10
log - 0,008

7. Przyjmujemy, ze log.2 = m. Przedstaw wartos¢ wyrazenia

Za pomocy m.



Logarytmy - rewolucyjny wynalazek

Sa wynalazki, ktore w swiecie naukowym okazuja sie prawdziwa rewolucja.
Mozna do nich zaliczy¢ logarytmy.

Odkrycie logarytmow

Powazna trudnoscia dla XVIl-wiecznych uczonych bylta
koniecznosé wykonywania recznych rachunkow. Wystarczy
pomnozy¢ pisemnie np. 101 247 - 982 073, by zrozumied,

| ,ug;lritlmmrum

8
jak fatwo o pomyike. Canonis deferipio,

' uﬁ'lin: ulus, in urraque |
Jedng z osdb, ktore poszukiwaly sposobu na uproszczenie ?Jﬁ:";:ﬁ;gﬁ;::;*
rachunkow, byt szkocki matematyk John Napier. Opisat on , h'fn-'-'-r-* ||
metode pozwalajgca np. zastapi¢ mnozenie dwoch liczb ta & NEE NS PR O,
dodawaniem dwdch innych liczb, ktére nazwat logarytmami,
od greckich stow /dgos — rozumienie i arithmos — liczba. ﬁfﬁ:i 5‘.12:5 :;‘*{.I..M o
Pr.:eez; iﬂ lat budowat tablice logarytmiczne, ktore wydat B j. ﬁ,ﬁ _1_:_7
W r. A

Ogromna przydatnosc tablic Napiera
zostata bardzo szybko zauwazona

i logarytmy zrewolucjonizowaty swiat
rachunkow, zwilaszcza w astronomii.
Pisano o nich, ze ,,podwolity zycie
astronomow”.

Przez prawie 350 lat, az do skontruowania pierwszego kalkulatora
elektronicznego, logarytmy byly podstawa wszystkich obliczen

w Swiecie nauki. Korzystali z nich astronomowie, budowniczowie,
InZynierowie, mechanicy...

614 1622 1675 ok. 1770
I e ———— e it e e e et -
P*LF rwsze SUWAK. crﬂ[krm:m przy Aatnosci Pwt.ﬂzﬂ»me, fn H.kcu
tablice Iﬂ’?ﬂ?‘ﬂtﬂwﬂﬂﬂﬂ Iﬂqﬂmtntw wyRiadnicze]
Iﬂ’qﬂx?’tjfﬂ%i CZNE W AnAlizie z funkcia Iaqﬂrwtm{mﬂﬁ(

ﬁbﬂ»ﬁﬂﬁtﬂrtthZﬁﬁf



Suwak logarytmiczny

W 1622 r. powstat pierwszy suwak logarytmiczny —
przyrzad, na ktérym mozna byto szybko wykonac¢
dowolne obliczenia algebraiczne.

Aby obliczy¢ iloczyn a - b, wystarczy odpowiednio
przesuwacé wzgledem siebie dwie podziatki ze skala
logarytmiczna. Na podziatce logarytmicznej odlegtosc
od 1 do dowolnej liczby x odpowiada wartosci log x.
Stad suma odlegtosci od 1 doaiod 1 do b oznacza

log a + log b. log b
Jezeliloga+logb=logc,toa-b=c. < e

W ten sposob odczytujemy,
zel1,7-2,8=4,75.
log 2,8
S >
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 23455?BQ|123455?89| y | ezl gl | | |

} 12 3455?39'123455?59 | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

< log 1,7 >
< >
log 1,7 + log 2,8
Od praktyki do teorii

Przez wiele lat logarytmy stuzyly wytacznie jako narzedzie rachunkowe. Dopiero w drugiegj
potowie XVIII w., po ponad 130 latach od pierwszego wydania tablic Napiera, zauwazono
zwiazek logarytmow z funkcja wykiladnicza i sformutowano definicje logarytmu, ktorej
uzywamy do dzisiaj.

zaréwnu logarytmy, jak i funkcja Ingarytmlczna | ;E] wtm oi '
nadal sa szeroko wykorzystywane. Pojawiaja sig np A o
opisujacych swiat nie tylko we wszystkmh naukach ¢

lecz takze w ekonomii, socjologii, psychologii

1960

pierwszy
kalkulator
elektroniczny



5. Funkcja logarytmiczna.
Zastosowania logarytmow

Umiejetnosci:
* szkicowanie wykresow funkciji logarytmicznych o roznych podstawach
» stosowanie logarytmow, np. do wyjasniania zjawisk przyrodniczych

Logarytm o podstawie dodatniej i r6znej od 1 mozna obliczy¢ dla kazdej liczby do-
datniej. Mozna zatem rozwazy¢ funkcje, ktora kazdej liczbie dodatniej przyporzad-
kowuje jej logarytm o podstawie a.

m 1

Funkcje okreslong wzorem f(x) = log_x, dla a >0 i a # 1, nazywamy
funkcja logarytmiczna o podstawie a. Dziedzing tej funkcji jest zbiér dodatnich
liczb rzeczywistych (x > 0), a jej wykres nazywamy krzywa logarytmiczna.

b,

Przyktad €)
Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = log, x ina jego podstawie opiszemy je;]

wlasnosci.

Rozwiazanie

Na poczatku sporzadzamy czeSciowy tabele tej funkcji dla argumentéw, dla ktorych
mozna fatwo obliczy¢ wartosci funkgji.

MLl alzlal s | e
16 | 8 | 4 | 2

log,x| -4 | 3| 2|-1]| 0|1 ]| 2] 3] 4

x — —

* Dziedzing funkcji jest zbiér dodatnich liczb rze- vk |
czywistych. flx) = log, x

» Zbiorem wartodci funkcji jest R.

* Miejscem zerowym funkcji jest liczba 1.
* f(x)>0dla x>1, f(x) <0 dla x € (0; 1).
» Funkcja jest rosngca.

* Funkcja f nie przyjmuje ani wartosci najwigkszej,
ani wartosci najmniejszej.

» Kazda prosta rownolegla do osi x ma z wykresem dokladnie jeden punkt wspolny.
Zatem rownanie log, x = m ma dla kazdej wartosci m jedno rozwigzanie.



5. Funkgja logarytmiczna. Zastosowania logarytmow

Twierdzenie "

Dla dowolnych liczb x > 0, a > 0, a # 1 prawdziwy jest wzor:

log_x=-log: x

. A

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.

Wykresy funkgji
fx)=log x i g(x)=logix,dlaa>01ia#l,

sg symetryczne wzgledem osi x.

L o

Przyktad &)
Naszkicujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkcji g(x) = log 1 x.
2

Rozwiazanie
Jezeli przyjmiemy, ze f(x) = log, x, to g(x) = —f(x), czyli wykresy funkcji

f(x) =log,x i g(x) =log 1 x sg symetryczne wzgledem osi x.
2

Wiasnosci funkeji g(x) = log1 x s3 podobne do odpowiednich wlasnosci funkcji
f(x) = log , x. A
» Dziedzing funkgcji g jest zbiér dodatnich liczb rze- y\ |

czywistych. f(x)) =f log, x]

» Zbiorem wartosci funkgji g jest R.

* Miejscem zerowym funkcji g jest liczba 1. !

* Funkcja g(x) = log 1 x przyjmuje warto$ci ujem- g
2 |
ne dla x > 1, a wartosdci dodatnie dla x € (0; 1). [ |

gl = logix

* Funkcja g jest malejgca. ﬂ

* Funkcja g nie przyjmuje ani wartosci najwiekszej,
ani wartosci najmniejszej.
» Kazda prosta rownolegla do osi x ma z wykresem dokfadnie jeden punkt wspolny.

Zatem rownanie log 1 x = m ma dla kazdej wartosci m jedno rozwigzanie.
2
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Na wykresie obok przedstawiamy krzywe logaryt-
miczne o rozinych podstawach wiekszych od 1.

Mozna zaobserwowac, ze wykres funkcji o wigksze;
podstawie lezy dla 0 < x < 1 powyzej,adla x > 1
ponizej wykresu funkcji o mniejszej podstawie.

Przyktad E)

Przyjrzyjmy si¢ wykresom funkcji f(x) = log, x

i glx)=2"

* Do wykresu funkcji f(x) = log, x nalezy punkt
A = (8, 3), bo 3=log,8.

» Do wykresu funkcji g(x) = 2* nalezy punkt
B=(3,8), bo 8=2".

Punkty A i B sg symetryczne wzgledem zaznaczonej

na rysunku prostej o rownaniu y = x.

Ogodlnie - jezeli punkt (p, g) nalezy do wykresu jednej z tych funkgji, to punkt (g, p)
nalezy do wykresu drugiej. Wykresy funkeji f(x) = log, x i g(x) = 2" sg symetrycz-
ne wzgledem prostej o rownaniu y = x. Rozumowanie to mozna w prosty sposob
uogolnic na kazdg pare wykresow funkgcji logarytmicznej i wyktadniczej o tej samej
podstawie.

Wykresy funkgji
flxy=log.x i gx)=a,dlaa>0ia#l

sg symetryczne wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

., &

Przykiad @) < zad.5.1

Sporzadzimy wykres funkeji g(x) = log,(x+2)-3. '

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dziedzing D funkcji tworzg liczby
spelniajgce zalozenie:

x+2>0, czyli D= (-2; co)

Jezeli przyjmiemy, ze f(x) = log, x,
to glx)= f{x+2)~3.




5. Funkgja logarytmiczna. Zastosowania logarytmow

Wrykres funkcji g(x) = log,(x+2) -3 otrzymamy jako wynik przesuniecia wykresu
funkcji f(x) = log, x o2 jednostki w lewo i 3 jednostki w dol.

Podane przesuni¢cia mozna wykonac¢ w dowolnej kolejnosci.

Przykiad )

Wyznaczymy dziedzine funkcji f(x) = log (~x2 +6X — 8).
2

Rozwiazanie

—x"+6x—8>0 «—— logarytm jest okre$lony tylko dla liczb dodatnich
—(x—-2)(x—-4) >0, stad x € (2; 4)

Odp.: Dziedzing funkcji f jest przedzial (2; 4).

Przyktad ) « zad. 5.9

Chory przyjal jednorazowa dawke 50 mg leku. Mase tego leku pozostatg w organi-

zmie po czasie t godzin okresla zaleznoé¢ M(t) = a - b'. Wiadomo, ze po dziesieciu

godzinach organizm usuwa 40% masy przyjetego leku.

a) Oblicz, ile leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

b) Po jakim czasie od przyjecia dawki leku jego masa w organizmie zmniejszy si¢
dziesieciokrotnie?

Rozwigzanie

Wyznaczymy najpierw wartosci wspolczynnikow a i b.

Wiemy, ze M(0) = 50.

Skoro po 10 godzinach usuwane jest 40% masy leku, to z dawki 50 mg zostaje wtedy
w organizmie 60% - 50 mg = 30 mg leku. To oznacza, ze M(10) = 30.

Zatem a- b’ =50 i a-b" = 30. Stad a = 50 i b = 0,6, czyli b = 0,6

Wz6r funkcji mozna wiec zapisaé w postaci M(t) = 50 - 0,6

a) Aby obliczy¢, ile leku pozostanie w organizmie chorego po uplywie doby, podsta-
wiamy do wzoru t = 24.

M(24) = 50 - 0,6>* =~ 14,7 [mg]

b) Aby obliczy¢, po jakim czasie masa leku w organizmie zmniejszy si¢ dziesiecio-
krotnie, rozwigzemy réwnanie:

M(t)=5
50-0,6"" = 5, czyli 0,6"'" = 0,1, stad 0,1t = log 4 0,1
t =10-log,, 0,1 = 45 «—— szukang warto$¢ odczytujemy z kalkulatora

Odp.: a) Po uplywie doby w organizmie pozostanie 14,7 mg leku.
b) Masa leku w organizmie zmniejszy si¢ dziesi¢ciokrotnie po 45 godzinach.
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Podany w powyzszym przykiadzie wzor f(t) = a- b’ mozna stosowaé, kiedy mamy
do czynienia z procesem, w ktorym pewna wielko$¢ przyrasta lub zmniejsza si¢ przez

caly czas w tym samym tempie.

5.1. Narysuj wykres funkcii.
a) f(x)=logi(x—-1) c) f(x)=log,(x+3)-1
3

b) f(x) =-log,x+2 d) f(x)=logi(-x)+1

5.2. Wyznacz miejsce zerowe funkcji.

D) f) =logs(x-1) ) f(x)=logi(x+2)+1 ¢ f(x)=-logix—>

4

b) f(x)=-log,x+3 d) f(x)=log(x-3)-1 ) f(-’f)=lﬁgl(x+l)+%

# 5.3. Narysuj wykres funkcji.
- 1
a) f(x)=log, (2 ) b) f(x) = (E)

log | x
3

5.4. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres
funkcji f(x) = log x + 0.

a) Wyznacz wartoscia ib.

b) Sporzadz wykres funkcji g(x) = —f(x + 1).
9.9. W jednym uktadzie wspotrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz

y = g(x), a nastepnie odczytaj rozwigzanie nieréwnosci f(x) < g(x).

2) f(x) = log,(x—1) -1 g(x) = %x _ %

b) f(x) = —log x g(x) =1- i(x £1)°
&) f(x)=log(x+1)+]1 g(x) = (i)x

d) f(x)=logi(x+3)+4 g(x) =log ; x +2

5.6. Skala pH stuzy do badania kwasowosci i zasadowosci wodnych roztworéow
zwigzkéw chemicznych. Wspdtczynnik pH definiuje sie jako: pH = —log H”, przy
czym H" oznacza stezenie jonéw wodorowych w molach na litr roztworu. Wyznacz
wspotczynnik pH octu, dla ktorego stezenie jonéw wodorowych wynosi

0,001 mola/litr.
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5.7. Poziom natezenia dZzwieku mierzymy w dB
(decybelach). Liczbe decybeli N oblicza si¢ wedlug

Zwroc uwage, Ze poziom nate- G({ ]9)
zenia dzwieku oraz natezenie

wzoru N = 10log —, gdzie I to natezenie danego sawighn to pujgaa apishjice
Iy : dwie rézne wielkodci (mierzone
dzwigku mierzone w W/m” (wat na metr kwadra- w réznych jednostkach).

towy), a I, to stala réwna natezeniu dZzwieku na
progu styszalnoéci dla ucha ludzkiego, wynoszacemu 107> W/m”. Wyznacz licz-

be decybeli zalecanego przez WHO maksymalnego poziomu halasu (w Srodowisku)
w porze dziennej. Natezenie dzwieku wynosi w tym wypadku 107" W/m”.

5.8. Skala Richtera stuzy do okreélenia sity trzesien ziemi. Liczbe stopni w tej skali

opisuje wzor R = log = gdzie A oznacza amplitude trzesienia wyrazong w centy-
0

metrach, natomiast A, = 107 cm jest stalg nazywang amplitudg wzorcows.

a) Ile stopni w skali Richtera ma trzesienie ziemi o amplitudzie 0,1 cm?

b) W lipcu 2019 r. w Grecji mialo miejsce trzesienie ziemi o sile 5,3 stopnia w skali
Richtera. Oblicz amplitude tego trzgsienia ziemi.

c) Ile razy wigksza jest amplituda trzesienia ziemi o sile 6,7 stopnia w skali Richtera
od amplitudy trzesienia ziemi o sile 4,7 stopnia?

5.9. Pacjentka przyjeta dawke radioaktywnego jodu, ktérego okres potowicznego

rozpadu jest rowny 8 dni. Mase radioaktywnego jodu pozostalego w organizmie po

czasie t okreéla zalezno$é M(t) =a-b'.

a) Ile procent substancji radioaktywnej pozostanie w organizmie pacjentki po uply-
wie 30 dni?

b) Po jakim czasie pozostanie w organizmie 1% dawki?

Przyjmij, ze log, 10 = 3,322.

5.10. Liczba bakterii w badanej probce w ciggu dwoch godzin od poczatku obser-
wacji zwigkszyla sie trzykrotnie. Zakladamy, ze tempo przyrostu liczby bakterii jest
state.

a) O ile procent zwigkszyla sie liczba bakterii po godzinie?

b) Pojakim czasie od poczatku obserwacji liczba bakterii zwigkszyla sie dwukrotnie?
Przyjmij, ze log, 2 = 0,63.

5.11. Dziatka le$na zawierata 2400 m’ masy drzewnej. Po uplywie 8 lat nastgpit

przyrost masy 0 900 m”. Zakladamy, ze masa drzewna przyrasta przez caly czas w tym
samym tempie. Oblicz, ile masy drzewnej bedzie zawierac dziatka po uptywie kolej-
nych 5 lat.
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8
x+1

* 5.12. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkcji f(x) = log,

* 8.13. Wyznacz dziedzine i narysuj wykres funkcji
f(x) = log, (xz - 9) — Jog 515 — 3);

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz j3 i zapisz
W Zeszycle.

1. Wskaz wzor tunkcji malejgcej.
A. f(x)= lﬂgmx C. f(x) = log ;(—x)
B. f(x)=-log,qx D. fix)=log x—1

2. Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres nie jest symetryczny do wykresu funkcji
f(x) = log ; x wzgledem osi x.
1

A.g(x)=-log,x C. g(x) =log, =
B. g(x) =log1 x D. g(x) = —log1 x
3 3
3. Wskaz wzor funkgji, ktérej wykres przecina o$ y.
A. f(x)=log x -2 C. f(x) =log x+1
B. f(x)=log(x-2) D. f(x) =log(x + 1)
Iy

4. Narysuj wykres funkcji f(x) = -2 —log ,(x — 1).

'i
34—
|
5. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji ~ —51—

1
f(x) = log (x — b). Wyznacz wartoscia i b. |

0 6. Wykaz, ze dziedzing funkcji f(x) = log, (Exz - 6x + 5) jest zbior liczb rzeczy-
wistych.

log . {-x}—1 dia x<-2

gatd o dla x>-2

7. Narysuj wykres funkcji f(x) = {
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Jedna z liczb rézni sie od trzech pozostatych. Ktoéra to liczba?
2

3 aad
A. 9 B. 3165 V¥ C. Zlog, 3 D. 33

2. Wskaz liczbe rowng 131 64,

E ok

A. 6432 B. 4 C. 2 D. V8

3. Ktora nierownoscé jest fa{szywa?
2 2 4 2

A.35>(%)_5 B. 2V2 > 2} C. log. 3 > log 1 D.(%)ﬂcz(z) ;

4. Na ktérym rysunku naszkicowany jest wykres funkcji f(x) = 27" - 32
AT T T T T ] / e e, '
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5. Ktora z liczb jest rowna 27
A 7lng -2 B. 7lug 49 C. 7lug 57 D. Zlng? 49

6. Dane s3 trzy rownosci.

I 8'°823 = 27 IL (log;1)” = 0 I11. log , 81 = 2
Ktore z nich zachodzg?
A. zadna B. tylko Iill C. tylko IT i III D. wszystkie
7. Ktoéra z rownosci nie zachodzi?
log 15 - log 3
A. log 3 +log 2 + log 7 = log 42 =85 _{5us
log 10
log 15
B. Tﬂgg3=lﬂg5 D.log 14-log 7+1log 5 =1

8. Funkcja f(x)=2" —2 przyjmuje tylko wartoéci dodatnie dla wszystkich
A:. x > -1, B. x <2, C. x> 1, D.x >0

9. Ktore zdanie jest falszywe?
A. log 10 > log 0,1 C. log 100 + log 10 =3
B. log 0,1 < log 1 D.log 2-log5=1

10. Dla jakich » rownanie (%)x — 3 = m ma dokladnie jedno rozwigzanie?

A.dla m=-3 C.dla m< -3
B. dla m > -3 D. Nie ma takich wartosci m.

11. Dane s3 liczby a = —é, b = log 164, c =log i 25. Iloczyn abc jest rowny
4

1
%

1
A. -9, B. —64. : = D. -.
¢ 3 3

12. Wiadomo, ze ¢ = log. 3. Wynika stad, ze
A.c=5 B.c =3 C. ¥ =5 D. 5° = 3.

13. Dane s3 cztery zaleznosci.

. log,x+log, y=1log (xy) III. log  x — log . y = log, i
log . x
II. log_x-log _y=Ilog (x+ y) IV. =i log (x— )

Ktore z tych zaleznosci sg prawdziwe dla wszystkich a >0, a# 1, x > 0, y > 07
A. tylko I11I B. tylko IiIIl C. tylkoITi 1V D. tylko IIT1 IV
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14. Liczby a, b, c s3 wigksze od 1 i liczba a podniesiona do potegi b jest rowna c.

Zatem

A.a=log,c. B. b=log,c. C. c=log b.

1

log , —
15. Ile wynosi 2 ®4167

A. -4 B C 2

1
4

16. Liczba log, 12 nie jest rowna liczbie
4

A. 1+log,6. B. 2 +log, 3. C. 3 +1ﬂg1-§.

17. Ktora z wymienionych liczb jest najmniejsza?

1 C. [(x/i)z]%

-

A. (2&)% B. (V2) 3

18. Liczbe \/2V2 mozna zapisaé jako
: ; :

A. 24, B. 22. (. 23,

D.b = log _a.

D. 16

W | =

D. 4 -log,

D. V223

1

D. 28.

19. Do wykresu funkcji f(x) = a* nalezy punkt o wspotrzednych (x, y). Zatem do

wykresu funkcji g(x) = (l)x

e

A. nalezy punkt o wspdlrzednych (x, —y).
B. nalezy punkt o wspélrzednych (-x, y).
C. nalezy punkt o wspoélrzednych (—x, —y).
D.

nie nalezy zaden z punktéw wymienionych w A, B lub C.

20. Dane sg funkcje f(x) = (E) i gix) = (ﬂ) ;

4
A. Funkcja f jest rosngca i funkcja g jest rosngca.

4

B. Funkcja f jest rosngca, a funkcja g jest malejgca.
C. Funkcja f jest malejgca, a funkcja g jest rosngca.
D. Funkcja f jest malejaca i funkcja g jest malejgca.

21. Funkcja f(x)=3"

A. przyjmuje wartosc¢ 100 w przedziale (3; 4).

B. przyimuje wartos¢ 100 w przedziale (4; 5).

C. przyjmuje wartos¢ 100 w przedziale (5; 6).

D. nie przyjmuje wartosci 100 dla Zadnego argumentu.
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W zadaniach 22-31 ocen prawdziwosc podanych zdan.

3

22, Liczba 9 1 jest rowna liczbie p, gdy

1

1 -3
A. p=(V3)? B. p= g. C.p= ((ﬁ)ﬂ) .

23. Wykresy funkcji y = f(x) 1 y = g(x) s3 symetryczne wzgledem jednej z osi
ukladu wspélrzednych. Funkcje te mogg by¢ opisane wzorami

A. f(x)=3"-21 g(x) = (%j}'—z.
B. f(x)=log,x—-21i g(x)=log:x-2.
2

C. f(x)=log,x+11i g(x)=log:1x-1.

7.

24. Wykres funkcji f(x) = 3" — 1 nie przecina wykresu funkgji
A. g(x) =3 -1. B. h(x) =3 C.t(x)=3"-1.

25. Wykres funkcji m(t) przedsta-
wia ilos¢ (w kg) pewnego izotopu

pierwiastka promieniotworczego, kto-

ra nie ulegta rozpadowi po okreslo-

nym czasie. Okres rozpadu potowicz-

nego tego izotopu wynosi 7.

A. T = 300 lat.

B. Z masy poczatkowej 200 kg tego
pierwiastka po 200 latach pozosta-
nie 50 kg.

C. T = 100 lat.

26. Liczba
A. p =397 jest wymierna.

B. p = 9832 jest wymierna.

l—Ll:lvg 2

C. p=32 7 jest wymierna.

27. Liczba log % jest réwna liczbie

3

|
B. —log . 6. C. log; — - 1.
gg gng

A. 1+ log

1
I T
- 7
3..—-



1

x+2
28. Dana jest funkcja f(x) = (-) - 1.

3

A. Zbiorem wartosci tej funkcji jest (1; oco).

B. Miejscem zerowym funkgji jest —2.
C. £(2020) > f(2021)

29. Dana jest funkcja f(x) = log 2(-x).
3

A. Funkcja f nie ma miejsc zeranh.
B. Dziedzing funkcji f jest (—oo; 0).
C. Funkcja f jest rosnaca.

30. Funkcja
A. f(x) =loga(x+7) jest malejgca.
3

B. f(x) = log 5(—x) jest malejgca.
C. f(x) = —log,, x jest malejyca.

6. Powtorzenie 313 IS

31. Wykresy funkcji y = f(x) 1 y = g(x) sg symetryczne wzgledem osi x. Funkcje

te moga byc¢ opisane wzorami

A. f(x) =log;x i g(x)=1log x.
3

B. f(x)=log.x i g(x)=-log.x.
C. fl(x)=log xi g(x)=log.(—x).

Zadania otwarte krotkie] odpowiedzi

1 | Nt 1 r
32. %fykai, 7. (31+21) = 34— =

33. Oblicz.
a) 3log,2+log, 56— 2log - 8 d) lngi%+3lﬂg12—lng18
2 2 2
b) 51&g1%~210g2\5+31ﬂg24 e) log 10+%lﬂg 100 + = log 1000
2
c) 2log .52+ log 53 f) ilﬂg36+%lﬂg32—0,251ﬂg324

34. Przyjmij, ze log ;7 = 1,77 ioblicz log ;42 - log , 2.

35. Oblicz.

a) log, log . 25 c) log 5log, 64
b) log . log , 81 d) log 1 log 5 V4
2 27



36. Oblicz.

a) 3Ing5 18

b) 2510g5 7

B 314 Dzial 5. Funkcje wykiadnicze i logarytmiczne

¢) 81 —log g 4

d) 22 —1{134 Q

4 —
E) 8]_ 1 —Iﬂgj V27

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

37. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi.

: : [ /10N 2 2
(2“ ozf-\/i) : (?)5-0 15 - V100
38. Wykonaj dziatania.
1 1
(?5—93)(~ﬁ+3)
a) T c)
(121 —32)
) )|
74 4 2
b d
) 5o )
39. Oblicz.
1 2
(SIGg - + 2log 49)
a) og 7 — log 70
b) %Iﬂgz log, 16 + (lﬂngi - lﬂgEU,S)Z

5 — log, 36
f) 216 ¢
73
i e
_1 Y 3T s
9 4+ | — 3797~ (343) 3
3 2 ' :

1
|
[ ]

log - log , 32 + log, log - 25

log - \flng 5 32
log log - log , 128

log , log;log 18 140 1_18

log, 18

40. Skorzystaj z definicji logarytmu i rozwigz rownanie.

a) log ,(3x+1) =2

b) log, log ,(65 - x) =

b | -

c) log log, [lmg5(11x+ 4) — 1] =i

d) log, s log. [[0g3 (:v:2 - 4x + 6) - 22] ==

 41. Ktéry ze znakow: <, > czy = nalezy wstawi¢ zamiast |2}, aby otrzymac zaleznoéé

prawdziwg?

W -

5+4log .17

log.4-log ;9
b) 0,007 |2 (%)nga e
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x+2
=3

42. Narysuj wykres funkcji f(x)

+ 1. Podaj zbiér wartosci tej funkcji.

- |
43. Narysuj wykres funkcji f(x) = (%) — 4 1iodczytaj z wykresu jej miejsca

ZETOWE.

44, Wykres funkcji f(x) = a*~> — 2 przechodzi przez punkt A = (2, 2). Oblicz
i naszkicuj wykres tej funkgji.

45. Rozwiaz graficznie réwnanie.
a) 2*7° =2x-6 c) 2" =2-x

2 E) 2:.'u::+5 :3x+4+1
b) (%) _3x+2 d) 4*"“‘1=% ) 16-253=9.35"2 41

46. Rozwigz graficznie nierownos¢.
1

a) 2" < ——x Bi025: 2" a9t 16 c) -2< —+6
2 8 5t 3*
* 47. Rozwigz graficznie uklad réwnan.
F 1\X—4 —(x+2)
f y:3 -1 X=3 =
) {7=03) p |7 o [ -yr2=0
yzxz y=5x+3 3x+4y-28=0

48. Wykaz, ze jezeli log,4a = 15 i lﬂgzg =12, to ab = 16.

49. Wykaz, ze jezeli a = log 5, to 3 - 2a = log 40.

50. Fundusz inwestycyjny ,Ryzyko” obiecuje podwojenie zainwestowanego kapita-
tu w ciggu trzech lat. Zalézmy, ze taka obietnica bylaby spetniona i ze kapital przyra-
stalby przez caly czas w tym samym tempie.

a) O ile procent zwiekszy sie kapital po roku?

b) Po ilu miesigcach kapitat zwigkszy sie¢ 0 10%?

Przyjmij, ze log, 11 = 3,46 i log, 10 = 3,222.

51. Narysuj wykres funkgji.
a) f(x)=log,(x+2)~-1 b} f(x)=2-log,(x~-1)

52. Wyznacz dziedzing funkcji.
a) f(x) = ~log1(5x - 15) ¢) f(x)=log (2 -1)
3

b) f(x) = log; (-x* - 7x - 10) d) f(x)=log (4 - x)
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Odpowiedzi

1. Zastosowania funkcji kwadratowe

s. 10

11, f(-1) = 3, f(0) =0, f@-) g __j. 1.2. D = (=6; 7), ZW = (=2; 4); wartoé¢ najwieksza: 4 dla
x = 7, brak wartosci najmniejszej; miejsca zerowe: —4, 2,6; f(x) > 0 dla x € (-4; 2) U (6; 7),

f(x) <0 dla x € (—6;-4) U(2; 6); funkcja rosnaca w kazdym z przedzialow (—6; -2) i (4; 7),
malejaca w przedziale (-2; 4); f(x) = m ma: O rozwigzan dla m € (—o0; =2) U (4; o0), 1 rozwigzanie
dla m e (-2; —1) U(2; 4), 2 rozwiazania dla m € {-1, 2}, 3 rozwiazania dla m € (-1; 2)

1.3. D=(2;12), ZW = (-4; 4) 1.4. warto$¢ najwieksza: 7 dla x = -2, warto$¢ najmniejsza: -8
dla x =-11 1.5, Wskazowka: Punkty wykresu nalezy: a) przeksztalcic symetrycznie wzgledem
osi x, b) przesunaé wdoélo 1 jednostke, «¢) przesunac wlewo o4 jednostki, d) przesunaé w prawo
o 3 jednostki i w gore o 2 jednostki, e) przeksztalci¢ symetrycznie wzgledem osi y, a nastepnie
przesunac w dol o 3 jednostki, f) przeksztalcic symetrycznie wzgledem osi y, a nastepnie wzgledem
osix. 1.6.a)(b-4)b-2) b)(p-s-2{p+s-2) c)(w-2z+3)w+2z-3)

1.7.a) D=(2;00) b)D=(-00;1) ¢c)D=(-2;3) 1.8. a) ZW = (3; o0), malejaca

w przedziale (—oo; 2), rosnaca w przedziale (2; co) b) ZW = (—oo0; —11), rosnaca w przedziale

(—o0; —1), malejaca w przedziale (-1; oc0) ¢} ZW = <§ m), malejaca w przedziale (—::-:J; %)

rosnaca w przedziale <% m:.) d) ZW = (—o0; 0), rosnaca w przedziale (-m; —\@), malejaca

w przedziale ( —v3; oo SO fx)=—=(x+3)y +l==-x"+-x+— A0 a) W = (4, =10
przedziale (—V3 19{};{ % ilz 1; 1.10. a) )

b}W=(—%,£) C)W=(—%,3) d)W=(—1, é) 141, f(x) = —2x + 20+ 1

148 dhm=~11 B m=32 c)ﬂ'::% {94 =2 = =5

2.1. 21 m 2.2. a) wartos¢ najmniejsza: =7 dla x = 4, warto$¢ najwieksza: 1 dla x =2 b) wartos¢
najmniejsza: =3 dla x = —1, warto$¢ najwieksza: 9dla x =1 c¢) wartos¢ najmniejsza: 1 dla x = -6,
wartos$¢ najwieksza: 7 dla x = -8 d) warto$c¢ najmniejsza: —14 dla x = —1, wartoé¢ najwieksza: -5
dla x =2 e) warto$¢ najmniejsza: —1 dla x = 3, warto$¢ najwieksza:3dla x =1 lub x =5 f) brak
warto$ci najmniejszej, warto$¢ najwieksza: 3dla x = -1 2.3. a) brak wartosci najwiekszej i wartodci
najmniejszej b) warto$¢ najwieksza: 14 dla x = -3, brak warto$ci najmniejszej ¢) wartos¢é
najmniejsza: —19 dla x = -2, brak wartoéci najwiekszej d) brak wartosci najwiekszej i warto$ci
najmniejszej 2.4.a=2,b=-16,c=25 28.b=4,¢c=7 26.a=-2,b=-8, c=-9

2.7.100=50+50 2.8.30=15+15 2.9.2a) 121 b)625 ¢) i—mz 2.10. -25

2.11.6:1—?3+§+§ 042, 24=7+6+5+6 2.13.ﬂ=%ﬂ+%u 215. -36 2.16. x = 3

2.17. 27 lub28 0s6b  2.18. Zysk bedzie najwiekszy, gdy wszyscy za;mi-wiq zdjecia; wyniesie 155 zl
10gr. 2.19. 35 autokarow  2.20. 12zl 72 0s0b  2.21. boisko o wymiarach 10 m x15m
podzielone w polowie dluzszego boku



Odpowiedzi

1.C 2.B 3.D 4.P,F,P 5. warto$¢ najmniejsza: —22 dla x = 6, warto$§¢ najwieksza: 2 dla
x=0 6.a=13 7. 8lub9domdw, w przypadku 9 doméw po 160 zl od abonenta

31.a)x=-91lub x=9 blx=-V51lubx=v5 )x=-1lubx=0 d)x=01ub x=2

E)x:—élubx={] ﬂle')]ubx=% gl a) =1 b):!r::-—% dx=vV2 d)yx=4
2
e)xz-g- f)x=l’f 33.a)x=-5lub x=3 b);wr:=—1'rlubx=-1 ) x=-3V21lub x=0

d}xz—slubng e)xz—fllubx:% £ i — 21ubx=% 3.4. 3) x= -7 lub x=-1

b)x=1lub x=9 c)x=+--3- d)x=-*-i- lub x =1 E}Iz_l;ﬁ ‘1;\’@

) x=2-+51lub x=2++V5 3.5. a) brak rozwigzan b) brak rozwigzan ¢) x = % lub x = %

- i
d) x=-2 lub xzé e) x = e i lub x = 3+fﬁ f} brak rozwigzan 3.6. a) f(x) =1 dla

x==2lub x=0, f(x)=-2 dla x=-3lubx=1, funkcja nie przyjmuje wartosci3 b) f(x) = -3

dla x=2, f(xhb=~1 dla x=11ub x=3, f{x)=2 dla x=2—g lub x=2+g

b

3.7. a) dwa b)jeden c)zero d)dwa e)zero f)jeden 3.8.a)l18lub-18 b)9 «¢) —i

d) é lub0 3.9. a) jedno b) zero c¢) dwa d) zero lub jedno lub dwa

3.10.2) x =2 lub x =1 b}x=1lubx=2£ ) x=12 lub x=2 d)x=~-1 lub x =27

3.11. 2) f(x) = x(x—3) b) f{x}=9(x-%)(x+%) ¢) f(x) =2{x+1)(x+%)

d)f(x)=—6(x—§)(x+%) e) f(x)=(x-1-+5)(x—1+5) F}f(x)=12(x—é)2
3.12. ay D=R~-{0,5} b) D=R~{=3,1} <)D=R d)D=R—{—5—\/ﬁ,—=5+x/ﬁ}

2(3-2v2 ~2+3
3.13.a) f(x)=x +7x—18 b) f(x)=-2x"+6 ©) f(x) = (3-2V2)x? + ( 5 Lo B ;‘*3
d) f(x) = -2x-6 3.14. a) miejsca zerowe: 0, 8; W = (4, —4), P= (0, 0) b) brak miejsc
zerowych; W = (2, 3), P=(0, 5) c) miejsca zerowe: -3, ; W =(-1, 8), P=(0, 6) d) miejsca
ZeTOWe: -;, %; W = (—% 4), P = (D, 3%) 315. b=7, =5 316.3)x=~=v7 lub x =1

lub x=1lubx=V7 b)x=—=V2lubx=-1lubx=1lubx=vV2 )x=-1Ilub x=2 lub
x=3lubx=6 d)x=-1 111]:::.::% e)x=—4lub x=-21lubx=0 fHHix=-31lubx=2

1A 2.C 3.C 4.EP.P 5.x=2%lubx=3

6. f(x) =2(x—~%)2 —-2—:, fx) =2 +1)(x~4) T.b=-1c= 1_15
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4.1. a) f(x)>0 dla xe(-1;1), f(x) <0 dla x € (—o0; =1) U(1; c0) b) f(x) >0 dla

x €(—00; —4)U(0; 00), f(x) <0 dla x e(-4;0) ¢) f(x)>0 dla x € R, nieréwnoé¢ f(x) < 0 nie
ma rozwigzan d) nieréwnoé¢ f(x) > 0 nie marozwigzan, f(x) <0 dla xe R—-{5} e) f(x)})>0
dla x € (=2;6), f(x) <0 dla x € (~o0; =2} U (65 o0} f) f(x) >0 dla x € (—o0; =1) U (3; o0),
fx)<0dla xe(-1;3) 42 a)xe(®3) bxe <-1; z%) &) x € (—003 0) U (2; o)

d) x € <~\5; VE> e)x€R f)x=1 g)brakrozwigzan h) brak rozwigzan

4.3. a) x € (—o0; 2)U(4; 00) b) xc (—3; %) C) x € <§1 2> d) brak rozwigzan

e)xE<—%;-§-> f) x e R g) x € (—o0; 0) U (4; 00) h)xE(—m;—l)U(%;m)

44. ) x€ (-0~ U ®) b xe (-0 -5)U(Ti00) Ixe(-7V2) d)xe(n3)

2
_ 242 2 _ 2
e) x €(0;4) f)x e (—o0;-=5) LJ<-T;E:~:3) 4.5. 2)np. —x" +8x—-15>0 b)np.x" -2x-3>0

ma

¢) np. -2x" —18x > 0 d) Nie ma takiej nieréwnoéci. e) np.3x°-13x-10>0 f)np.4x" -81>0
4.6. a) x € (—o0; =2)U(3;00) b)x=7 c¢)xe(1;2) d)brakrozwigzan e) x € (-1; 4)
2 13 1 6

. 13 TV % o e 6.
ﬂ”(?w) g}lE<3,4> h)lE(m,ll)U(S,m) 4.7.x €0, 1, 2, 3}
48. a < -1 lub ﬂ}—% 4.9. a)l.x € (—o0; =1)U(2; o0) Il.x€e(-1;2) III. x € {-1, 2}

b) I. brak rozwigzan Il x e R—-{0} IIL. x=0 ¢) 1L x € (-00;3)U(7;00) Il x€ (3;7)
IM.xe{3,7} d)Lxe(-2;1) ILxe(-o00;-2)U(l;00) Ill.xe{-2,1} 4.10. x € (0; 3)

4.11.&}D=(—m; —%>u<%; m) B iy -1}u<-%; m) &) D -8y 1)
d) D= (=60: <1 U (2 00) 412.2) x€(=2:0) b)xe(-37) o) xe(0:2)

d) x e G 2) U (3%; 5> e) x € (-9; ‘%) 0 x € <—%; %> U <15—1 1>
| 5.35

1.D 2B 3.C 4.P,F,P 3.x¢R 6.x¢€1{0,1,2,3,4,5,6,7, 8}

7. x € (—ncr; —\E) U (1%; r:x:-)

9.1. PLFP B5.2. a)x=1lubx=3 b)x=-1lubx=1¢)x=1lubx=2 d)x=0]ub x=-6
8.3. a) brakrozwigzan b)x=-1, y=-3 ¢})x=0, y=-61lub x=6, y=0 d)x=1, y=2
Jub x=3, y=2 8ba)x=-2, y=2lbx=1, y=-4 b)x=-1, y=-7lubx=5 y=-7

R 3
c)x=2, y=1lub x=6, y=9 5_5_a}np.{}"—x b}np.~y"2x +2x+2
y=x+2 y=-x-2
=’ — - = _2x° —4x — -
c)np.[y"_ X —4x—=>5 d)np.{y_ 2% —=dx+ 2 5.6.[1[3.{} X" —=2—1
y=x-1 y=-2x-2 y =4x - 10
' 2 4 1
E'T'H}HP-*y=-5I2+§x+2§ b}np'{y=x2+mx+22 lub {y=x2_18
y=-2x+5 y=2x+6 |

5.8. a) (-2, %) (0,0), 4,2) b)3 59.p=3g=-11lub p=-1, g=3



Odpowiedzi

5.10. 2, 4,6 lub -6, -4, -2. Wskazowka: Oznacz szukane liczby: 2(a - 1), 2a, 2(a + 1).
5.11.17,18,19 5.12.52cmi34cm 5.13. 40cmi42cm S5.14.84cm 5.15. 619 lub
-10i—-7 bB.16.0k.56m 5H5.147.15 5.18.12il6 5.19. -22,-18, -14 lub 14, 18, 22
9.20. ojciec: 47, syn: 19

1D 2B 3. D 4.x=2 y=0lubx=10, y=-8 5. y=x"+4x+3
6. 23,25,27 lub -27,-25,-23 7. 52

6.1. a) D =R, ZW = (-2; 00); miejsca zerowe: 0,2; f(x) >0 dla x € (—00; 0) U(2; o0), fl(x)< 0
dla x € (0; 2); funkcja malejaca w przedziale (—o0; 1), rosnaca w przedziale (1; oo0); warto§¢
najmniejsza: -2 dla x = 1, brak wartosci najwiekszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzann dla m < -2,

1 rozwigzanie dla m = -2, 2 rozwiazaniadla m > -2 b) D =R, ZW = (—-o0; —1); brak miejsc
zerowych; f(x) < 0 dla x € R; funkcja rosnaca w przedziale (-oo; 2), malejaca w przedziale (2; oo);
wartos¢ najwieksza: —1 dla x = 2, brak warto$ci najmniejszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzandla m > -1,
1 rozwiazanie dla #m = -1, 2 rozwiazaniadla m < -1 ¢) D =R, ZW = (-8; o0); miejsca

zerowe: =6, 2; f(x) > 0 dla x € (—o0; —6) U (2; 00), f(x) < O0dla x € (—6; 2); funkcja malejaca

w przedziale (—oo; —2), rosnaca w przedziale (—2; co); wartos¢ najmniejsza: —8 dla x = -2, brak
wartosci najwiekszej; f(x) = m ma: 0 rozwiazan dla m < -8, 1 rozwiagzanie dla i = -8,

2 rozwiazaniadla m > -8 d) D =R, ZW = (—o0; 0); miejsce zerowe: —3; f(x) < 0 dla

x € R — {-3}; funkcja rosnaca w przedziale (—oo; —3), malejaca w przedziale (-3; oo); warto$c
najwieksza: 0 dla x = -3, brak wartosci najmniejszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m > 0,

| rozwigzanie dla m = 0, 2 rozwigzaniadla m < 0

6.2. a) [T\ [¥ D =R, ZW = R; miejsca zerowe: -2, 2; f(x)> 0 dla x € (—o0; -2),
f{x) <0 dla x € (-2; 2) U (2; o0); funkcja malejaca w kazdym

z przedzialow (—o0; 0) i (2; 00), rosnaca w przedziale (0; 2); brak
warto$ci najmniejszej i wartosci najwigkszej; f(x) = m ma:

1 rozwiazanie dla m € (—o0; —4) U (0; 00), 2 rozwiazania dla

m € {—4, 0}, 3 rozwigzania dla m € (—4; 0)

D =R, ZW = R; miejsca zerowe: -1 — V3, -1+ V3, 2; f(x)> 0 dla

X € (—1 LY - \@) U(2; o), f(x)<0 dla

X '€ (mm; == ‘ﬁ) U (~1 + V3; ?.); funkcja rosnaca w kazdym

z przedzialow (—oo; —1) i (1; o0), malejaca w przedziale (—1; 1); brak
wartosci najmniejszej i wartosci najwiekszej; f(x) = m ma: 1 rozwigzanie

dla m € (—o0; =1) U (3; o0), 2 rozwigzania dla m € {—1, 3}, 3 rozwigzania
dla m € (-1; 3)

D =R, ZW = R; miejsca zerowe: =3 — V2, =3 + V2, 3 + V6;
f(x)>0 dla x € (—00; =3 - V2)U(-3+ V2 3+V6), f(x)<0
dla x € (—3 - V2 -3 + \E) U (3 + V6; cwu); funkcja malejaca

w kazdym z przedzialow (—o0; =3) i (3; o0}, rosnaca w przedziale
(=3; 3); brak wartosci najmniejszej i wartosci najwiekszej;

f(x) = m ma: 1 rozwiazanie dla m € (—o0; —2) U (6; o0),

2 rozwiagzania dla m € {-2, 6}, 3 rozwiazania dla m € (-2; 6)

319 N



N 320 Odpowiedzi

d) 57 \ D =R, ZW = (—o0; 2); miejsca zerowe: =2, 1 — V2, 1 + V2, 4;
f(x)>0dla xe(-21-V2)U(1+V24), f(x)<0 dla

X € (—o0; =2} U (1 V2 1+ \5) U (4; o0); funkcja rosngca w kazdym
z przedzialow (—o0; —1) i (1; 3), malejaca w kazdym z przedzialow
(—1; 1) i (3; 00); brak wartosci najmniejszej, wartos¢ najwieksza: 2 dla
x=-11ix=3; f(x) =m ma: 0 rozwigzann dla m € (2; o0),

2 rozwigzania dla m € (—o0; —2) U {2}, 3 rozwiazania dla m = -2,

4 rozwigzania dla m € (-2; 2)

6.3. a) x € (-1; 9) b)xe(l;3)U(3;00) c)xe(-21)U(3:6) d)xe(-2;0)

b | y

h

e
j—

Liczba rozwigzan rownania
zZero jedno dwa trzy cztery
a) - m € (—oo; =2) U (4; 00) m € {-2, 4} me(=2;0)U(2;4) | me (0; 2)
b) - t € (—o0; 3) U (6; 00) m € {3, 6} m € (3; 6) -
c) | me (—o0; 4) - m € (6; co) U {4} m=06 m € (4; 6)
d) - m € (—oo; 0) U (4; o0) m € {0, 4} m € (0; 4) -
BB b=-8 =3 BBa==1b=-6 BILI=F =3 5.3.y=%x2—1 6.9.::;:—%,

b=-§,c=§ 810. =1, b=—t4 c=6 BA1.a=Lb=-4 t=1

6.12. a) f(x)=—(x+2)°+4 b) f(x) = %{x —4)* -3 ¢) f(x)=—(x-2)"+5

d) f(x) =2(x+3° -3 e) f(x) = %{x— 5% -4 f) f(x)= -éf ~ %x + z% 6.13. a) b =2,

f=-3 BIB=-B £53 6.14.a=§,b=§,c=-4 515 sja=1 b= p=1

bja=1,b=-2,c=-3 ¢c)a=0,b=2,c=1 6.16. Wskazdwka:f(x)=ix2—%x+§



QOdpowiedzi

1.C 2.C 3.C 4.EPF 5.f{x}=ixl—1%x+3i e.f(x}zix"‘—zxﬂ

7. ZW = <-1-;-; m)

1B 2B 3.B 4.D 6.A 6.D 7.B 8.A 9.D 10.C 11.D 12. B
1.3 14.C 15.D 1683 1LPE PP 18 EBRE 19 P.P.F Z2ZLEEP
21.ER P 22. PR, F

1 1
23. | Warto$¢ najwieksza | Warto$é najmniejsza 24. a) f(x) = 25(x - g) (5"5 * E)

a) I1dla x=3 -3dla x=5 b) f(x) = x(9x + 1)
b) £l e ~10 dla x = —4 ¢) brak postaci iloczynowej
d) f(x)={x-2-V5){x-2+5
c) il s 2 g st PN (l.. )(l )
4 6 12 6 e) brak postaci iloczynowej
d)| 4-vV2dla x=-1 | 5-4v2dla x =-2 ﬂf(x}=3(x—-%){x-—2}

25. 2) f(x)=2(x+ 3)* -8, f(x)=2(x+5)x+1) b) f(x)= —%xg + 6x — 19, brak postaci

iloczynowej ¢) f(x) = -3x% +3x +6, f(x) = —3(x - %)2 -r-f:'E d) fix)= E(x - %)2 — 11:1,
f()=5x(x-3) 26.a)x=1lubx== b)x= '2'2“@ lub x = '2”2m c) x = %@

d) x = 216 Jub x = 2" e) brak rozwigzan f) x =1 lub x = 3?8 o7 a) x € (=9; 9)

b) x € {—=o0; —=1) U (0; o0) c):a:E<—4;%> d)x=\/i e) x € (3; 8) ﬂxe(-m;—§>u{2;nﬂ}

g x€R h)xe (00 -5v3)U(3VE o0) 28. f(x)= é{x ~2)(x-8) 29.a) f(x)=x-3x
b) brak rozwigzan  30. a) x € (—o0; 0) U(2; 00) b) wartos$¢ najwiecksza: 4 dla x = 1, warto$¢
najmniejsza: 0dla x =3 ¢} f(x) ==(x+1}{x~-3) 31.2a) f(x) =—(x- 2}2 + 2

D) A T T [ 1] o xe(-00-2)uU(6;00) d) f(x)=-(x-2-V2)(x-2++2)

32. f(x) = —-i-xl + %x + 2— 33. a) miejsca zerowe: -5, -1; W = (-3, 4), P = (0, -5)
b) miejsca zerowe: 1,5, W = (3, -2), P = (D, -2—) 34. 11 =3 + —2— + -E- 39. 1157zl
36. x = g9 cm  37. bok: 5 cm, wysokosé: 5ecm 39. %
40. [p} | g
- ] | ._-_'E{,h,. : - P(h) h‘ {:ﬂﬂ h € (0; ﬁ> 1 . t i k di
| | = ; pole jest najwieksze dla
1 W +22h da hE(\ﬁ;2\E) PO A
. \‘} h = V2. Wskazéwka: Zauwaz, ze wierzcholki K i L tréjkata moga lezed
_ﬂ‘ L1 1 )™ | h na bokach ABi AD albo BC i CD kwadratu.

321 I



BN 322 Odpowiedzi

41. Yuczniow 42.22,24,33 43.a=801luba=20 44.m= 3% 45. p=2,g=-2

46.a) np.x" -2x-1=0 b)np.x°-6x+2=0 47.a)-1, 1,3 b)brak
48. a) 1. x € (-5; -2) 1L x € (—o0; —=5) U(-2; o0) IIL x € {-5, -2}
b) L x € (=4; =2) 1IL x € (—o0; —4) U (=2; 00) IIL x € {4, -2}

49, 57\ 1 rozwigzanie dla m € (—o0; 2} U (3; o0),
2 rozwigzaniadla m =2 lub m = 3,
JUE) 3 rozwigzania dla m € (2; 3)

3, p==-3 lub x=1, y=75 bl x=3, y=1

N[ ]
171

50. a) x

1
P E

| X
|

e — P R S S pe—

2. Wielomiany | wyrazenia wymierne

1.1. A,B,D,F,G,H 1.2, a) 7x” + x" + 2x° — 5x” + 2x — 1, stopieri wielomianu: 5

N ¥ ¥ " 1 § ¥ ¥ -
b) 2x” - 5x* — x + 11, stopient wielomianu: 3 ¢) —Exs +xt+x+1, stopien wielomianu: 5

d) —-vV2x* — V2x* — V2x, stopief wielomianu:3  1.3.a)a, =5, a; =3, a, =2, a, = -1, ay = 1,

stopienn wielomianu:4 b) a, = -4, a; =0, a, =6, a; = -7, a; = 2, stopien wielomianu: 4

T ; 1 1
ey = V2, ag = —1, stopien wielomianu: 1 d) a5 = T, Ay ==ty =, =0, g = =

" ¥ 5 [ ]- L +
a, =a; =a, =a, =0, a; =2, stopien wielomianu: 10 e) a; = rid b 0, a, = -3, a; =5, stopien

wielomianu: 3 f) @y = 5V2, stopiefi wielomianu: 0 1.4, a) stopien wielomianu: 8, ag = 1,

a,=-1, a,=as=a,=0,a;=-3, a,=0, a, = V2-4, g, =-1 b) stopien wielomianu: 5,
‘%

as=-7, a;=a; =0, a, =4, a;, =-7V3, a, =2V3 ¢) stopier wielomianu: 6, a4 = _:_f a- = 0,
ag=2,ay,=-1,a,=a,=0, ay =3 d) stopienn wielomianu: 7, a, =7, a4 =0, a5 = -1,
a,=a; =a, =0, a, = -6, a; = -8V5 e) stopien wielomianu: 5, a5 = -5, a, =4, a; =0,

a, =2V2, a, =-3, a; =0 f) stopien wielomianu: 4, a, = 1%, a;=0, a,=-7, a;, =10, gy =2

1.5. a) np. 55" -3  +x b)np. 3vV7 ) np. x' P -x"+1 d)np. 3x°° - 2% +x +3
1.6. a) np. 3x* +2x+2 b)np. 2%’ +x° +5x <) np. V5x° + V3x -2
d) np. 2 +4x* +6x°+ 6x7+2x +2 ) np. 12x"+2x°+ 3"+ 4x + 16x° + 8x"+ 4x+1 f) np. 5x—5
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1.7.2)-22 b)vV2 ¢)0 d)-1 e V2 )0 18.a)a, =15 a,=-6, a,=-5

bia, = -2, a, =1l i, =15 d}ﬂ2=3(\(§-—1) e)a, =3, a, =8V2 f}ﬂ5=§,ﬂ3=¥

¥

g =3, 8,222 18.3)Lp=-1 ILp=1 bB)Lp=2 MLp=-2 )Lp=-3 ILp=3
1.10. a) mi=3 b)m=5 c¢)nie d)m=3 e)nie Hm=0 111.a)a=-7, b=-3

b)a=--;-,b=§ da=1,b=2 da=0b==2 ea=1 b=1luba=4 b=-5
Hg=2 b=1 1.12.a)np.W(x}=x5—x+1,Q{x)=—x5+x+1

b) np. W(x) = 1% + x, Qfx) =3x -x 143. a)W(2)=2"'-2" +22° -8z +3

b) Wi(z) = -i-z’j ~ 22 4 5z-1

1.B 2A 3.A 4PFEP 5 2 -5 --x"+V2x’+V2x+ V2, stopieri wielomianu: 7
6.£-Iz=—l4,ﬂ1=]2,ﬂ:u=3 o= b=l

s. 71

21.P,P,P 22.FEP,P 23.P,P,F 24 a)W(x)+Q(x)=3x" -2x>+7x+2,
Wix)-Q(x) = -x> +5x -6 b) W(x)+ Qlx) = -5 —3x% +6x + 4,
W) - Qx)=7x = 7x° +8x -6 )W) +Q(x)=x" —=3x" +6x° +x+2,
W(x)-—Q(x) = —x" —=3x" =2x" —=3x+4  d) W(x) + Q(x) = 8% + 14, W(x) - Q(x) = -12x” + 8
&) Wi(x) +Q(x) = 75" +3x° = 3x, W(x)-Q(x) =17x" - 3x* = 3x +2

1 & 3.3 3 3

f)W{x)+Q(I}=Ex - 5X —x*-2x-1, W{x)—Q{x}z%x5+Ex +4x° —3x+1

g) W(x) + Q(x) = -2,4x° + x* - 0,8x + 5,2, W(x) - Q(x) =3x" —2,4x" + x + 1

h) W(x) + Q(x) = 3x* + 0,6x° + x> - 2,8x -6, W(x) —Q(x) =3x* - x” = 3x* +5x - 8
25.2)2x° —-2x" —3x+3 b) -6x" +7x*+3x—-1 o) 5x -5x" -2x" +4x -2

d) 21x* +20x° =527 +4 e)6x° —2V2x +3V2x’ -2 -3x+ V2

f) —V3x" + (Z\@— 1)x3 —4x*+V3x+3 26.23)-2x" - +12x* +x-10

b)6x* +x° +12x° —x+6 ¢)2x  +5x° +7x° -2x—12 d) x4—12%x3+8%x2—?x+3

e) ﬁx4—9x3+2(3\/§+2)x1—~2(\5+ 3)x+3 f) —§x4+(@+1)x3—8x2+3(\/§+2)x—6\@

L

2.7. a) —6x° —4x” +3x* -9x° —6x* +x -3 b} 2x% -5 +5xt —dx’ 2%t +x -1
) xﬁ+4x5~ixq+2x3+4xz-%x+2
d) -4x6+2x5—-2(\/§+ 1):&:‘I +V2x’ -(N/E-1)x2+(\/§~1)x+l
.
e) V3x° + V2x° - 3V3x* - 3V2x° + Vx> +9x - 3V3 ) Zxﬁ+2x5+(x@—l)x3 - %x-l

2.8.2) -2x +10x* —=10x+11 b) =2x" +5x+10 ¢) —x" —15x—-2 d) —2x° —8x" + 19x + 10
&) x> —6x +28x+3 H-14x"+7x-7 2.9.2)5x —18x° +15x—6

b) 4x* =102 +5x* +15x =21 ¢) —x" +5x" —14x+6 d)3x —8x  +12x” —6x° —x—6

e) —12x" + 58x” —93x% +61x -3 f) 6x° — 25x + 48x" — 40x° — 20x° +45x — 9

210. Q(x) = —x*+3x" +3x* =11 241.a=1,b=2 2142 a)taka=3, b=-4 b) nic
nie 213.a=4,b=-2 214 W(x)=(x"-x+1)(2x" -x+4)

323 N
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2.15. np. W(x) = 3x°, (%) = 3x° +2x° -1 2.16. np. W(x) = 5x7 — 7x° + 6,

P(x) =5x"-7x'-2 218.a)Dlaa=11ib=1 stopiei jest rowny0,dla a=-b+2ib#1
stopien jest rowny 2,dla a # =b+2 i b € R stopien jest rowny 3. b) Dla a=-4 i b=4 stopien
jestrowny 1,dla a = -b i b # 4 stopien jest rowny 2,dla a # -b i b € R stopien jest rowny 3.

1B 2.C 3.C 4.F,P,F 5. —-4x° -12x°-25x+29 7T.a=-4, b=5

s. 76
31.F,EP 3.2 a)x", 8y”, —x”, 16x* b) x’-8x+16, ' -2(V2-1)x+3-2V2,
X +2(3-V3)x+6(2-V3) ) 18x —24x +8, 3x” +12x + 12, 63x
3.3. 2) 8x” +12x” +6x + 1, 8x° —36x” +54x —27, 8x° —12x° +6x— 1
b) 64x° — 144x” + 108x — 27, 27x° — 108x” + 144x — 64, 64x” —48x> +12x -1 ) x2°-3x* +3x% -1,
x°+6x +12x° +8, a®+3x +3x7 +1  d) 8x° - 60x +150x° — 125x°, 27x° —27x° +9x° -1,
8x” — 60x° + 150x° — 125 3.4.2a) —6x° +18x-15 b)0 c)3x° —10x° +28x —22
d) 50x° —29x* —14x -17 e) 3x" —2x° +3x> f) 8x” +60x° +150x +125 g) —-12x° -16x° h) 0
3.5. a) (2x - 3) (4,1:2 +6x -|-9) b) (5+x)(25-5x+ xl) ) x°(4x - 1) (163.:2 +4x + 1)
d) -2(3x" +1) ) 9x{x’ - 3x+9) ) 2(x - 4)(49x” + 16x + 19)
3.6. ) W(x) =3x" -4, W(V3)=5 by W(x)=-x+1, W(1-V7)=V7 o) W(x)=12x-4,

w( 1-v2 ) =2(2-4v2+2V5-+10) 3.7. a) W(x) = x* = 10x° + 15x% = 11x + 5,
V10 + 4

W(%) = 2% b) W(x) = —x* + 4x> — x* - 8x - 35, W(—\E) =41 ¢) W(x) =3x" +6x* - 8,

w(ﬁ):ar 38.a=-2, b=-18 39.b=-3,¢c=2

3.10.2) 10 +6V3 b)11V5-17V2 ¢) 43V7+66V3 d) 25-27V2+9V4
3.11. 2021° - 2018” = (2021 — 2018) (2021° + 2021 - 2018 + 2018°) = 3(2021" + 2021 - 2018 + 2018*)

1D 2.D 3.C 4.FPP 5. -x"+9x°-10x+3, 48+15V5 6. 18

41.a)-527 b)0,2;,04 ¢) -1

d}-w,-v’i}; &) -1,0.25 9 -6,-1,0

23 | —
| e

42.a)-1,1,3 b) -5,3 ¢)-4,0,2,3 d)-3,2 e) -3,3 1) -—1%, -1,2 g)=3,2,3 h)-10,-1,3

4.3. a) np. (x +2)(x =5)(x = 1) b) np. (x+ 3)(x +2)*(x - 2x)
1

c) np. Zx(x-i) (x+§){x-4}(ﬁ:+ wﬁ) d) np. 5(x = 3)}(x + 1) (x—%)

4.4. np.: 7(x - V7) (x - )(x +2)(x +5), (x=V7)* (x = 4)(x +2)(x + 5,

(::c - xﬁ) (x —4) (x + 2 x + 57 4.5. a) np. 8(x + 7)(x +2){x—-1) b) np. x%(x — 4)

c) np. (x+3)(x - 3 d) np. 3(x - 3 4.6. a) np. (x—3){x-5)x-7) b)np. (x-11)(x-17)
) np. (xz - 1) (xz B 3) d) np. x(x+2){x+1)}{x-1)}{x-2) 4.7. np. %xj = By, ‘—Z-x +6
48.a,=-2,a,=6



Odpowiedzi

4.9. np. Wix) =2(x-1}{x-2)(x-3) 4.10. a) W(x) = x(x—-2) b) W(x)=3x(x-1)
) W(x) = -7x2(x=2) dYW(x) =x(x+2)(x-2) e)W(x)=-3x(x-9) ) W(x)=—-x(x-4)
4.11. a) P(x) = 2x(x - 2)(x +3) b) P(x) =x(7x" +2x+1) ) P(x) = 0,5x(x — 2)(x - 3)

d) P(x) = 5mix*(x + 1x =3) e) P(x) = 0,2x7 (x — 2Hx +5) t) Plx)=—-x(x-1){x-2)

412. a) W(x)=(x-2)" DY W(x)=02x-3 )W) =0G+x) d) W(x)=2(x+2)

&) Wx) = -3(x+3° H W) =-2(x- %)3 4.13. 2) Q(x) = (x - 1) (x* + 1)

b) Qlx) =(x-5){x—-2Hx+2) c)Qx)=02x-52x-3)2x + 3)

d) Q(x) = (5x - 3) (I%x —2) (I%x + 2) e) Q(x) = %{?x +1) (2:.!5— \@) (Zx + \/g)

A Qx) =2(x - V3) (x+V3) (3x+V2) g Q) =(V3x—1)(x" +4)

h) Q(x) = x(x- %) (%x— \5) (%x-i— \5) i) Qlx) = (x+ l)z{x-— .I}(::m:2 + x + 1)

D QM) =(x-2)"2x+1)(4x" -2x+1) k) Q(x) = Bx+2)(x -1} (x" +x+1)
1) Q(x) = (x - Z)E(xz -2x+ 2) (xl + 2x + 2)

4.14. czynnik czynnik czynnik iloczyn
czynnik X X x+1 X+ X
czynnik X iy s X+ X' +5x° + 6x
czynnik | x-2 x+3 x—3 x —2x°—9x+18
iloczyn | x° —2x° | X° +6x° +9x | x° - 7x -6

415. 2) x=0lubx==5 blas=0lhbx==3 cx=0lubx=3 dAzx=0lubx=4 ¢€)x=0

lubx=-3 f)x=0Ilubx=-7 g)x=-31ub x=0lub x=% h) x=-v2 lub x =0 lub

x=3VE 446 o) x=-3 b)xz—Z% feily e 1ubx=z§ ) x =2 d)x=§ =’
Hx=—-V21lubx=-2lubx=0lubx=2 447.a)x=3 b)x=-4lub x=-V3 lub x=13

AAx=-31lubx=4 d)x=-2 lub xz—é lub ng 4.18. a) W(x) =(x +3)(x—1){x - 2)

1—@)(}:_1+v’ﬁ
2

e

b) W{x)=(x+1) (x - ) c) W(x)={(x+4)}x+ 1){x-5)

1—-3{5')( 1435
> By

d)W(x)=(x—1)(x+ ) 4.19. a) x=-4 lub x=1 lub x=3

bl xi= <T1 Tub e=1libx=10 Sx=-1 d}x:i]ubx="1'2m hibs % ..1+2m

4.20. a) W(x) = (x +2)(x + 1)(x - 1)(x =2) b) W(x) = (x +3){x + V2) (x - V2) (x - 3)

OW() = (x-1x+1)(x*+13) d) W(x) = -2(x" +2)(x" +4)

o @) (1)) 0w er 3o 2) ()
e) W{x)—4(x+\@)(:a+2)(x 2)(::: ME:) fy Wi(x) =-36 x+3 X 3 X +¢1
421.a) x=-V3lubx=v3 b)x=-4lubx=-1lubx=2 ¢)x=-21lub x=-11lub x=0
lub x=1 d)x=-2lubx=-1 422.7il11 4.23.3,4i5 424. m=3, n=-12, x=-2
4.26. Wskazowka: W(x) = (x + 5)(x + 3)(x — 3), wiec dla kazdej liczby nieparzystej warto$¢

wielomianu jest iloczynem trzech liczb parzystych. 4.27.a=-3, b=3
4.28. tak, a=6, b=3, c =-2
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3 3
1.B 2.C 38.C 4.EEP 5.W{x}=2x(x+l}(x—é) 6. x=- 51ubx=—“zlub
x=v5 7.1

51.P,F,P 5.2 a)x’+3x-4 b x’—-x"-5x-3 c)5x° +x" —4x+1
d)3x* +2x° -5x°+x-2 B3.2a)x+5 b)x*-3 )x’+3x+2 d)x'-x+2

2 3 2 4 3 2
54. x+1, x " +x+1, x +x " +x+1L, x +x +x " +x+1

5.5.2) W(x) = (x + ) (32" +2x) +7 b)W(x) = (2" +x+3)(x-3)+x+8

c) Wix) = (:n:2 - 3x — 1) 2x+5)+2 d) Wx) = (x?‘ +x+3)(2x2 - X+ 1) — 10x

9.6. wielomianem stopnia drugiego, pierwszego, zerowego lub wielomianem zerowym

5.7. 2x° +5x° —4x+2 B.8.3x"-16x° +12x* -5x-6 5.9. np. 5x" +4x’ - 8x" -3x -1
5.10. np. X +x°-2x-8 5.11. np. x +2x°-19x-20 5.12. a)-15 b)-17 c¢)49 d) I

514.a)m=1 b)m=-3 c)m=4 dym=1 DBA5.a)m=-1 b)m=-2 c)m=5
dym=3 B16.a=-21luba=2 8617.a=5, b=-4

1.C 2.B 3.C 4.P,P,P 5.3x-x"-12x+4 6. Wx)=-x"+x —4x°

6.1. P,P,P 6.2.2)x"-2x+3 b)2x"-9x+6 ¢ -3x*+7x-16 d)x" +5x+2
'J.
e) ' -3x*+6x-3 f)x'-247+4x"-8x+16 63.2)-3,1 b}—z,% c}—%,l d)

-4/13 3+413
i B 2

lub x =1 lub x =3 d)xz—;fllubx:—%lubxzﬂi e)xz—i-]ublelubxzz f) x4

lub x =2 lub x=3 6.7.a)np. (x+3)(x+2)2x-1)(x-1)=0 b) np.
(x+1)3x-1)(6x-3)=0 c)np.x{x+1}3x-2}(x-2)=0 d)np.(4x-2)10x~-4)}x-7)=0
88.2lx=1Tlubx=2 Blx=-3lbx=2 ¢dx=4 dx=3 GEaljx=1 lub x=3 lub
1 -5 1 4+ +/5
2

lub x =

6.4.-3.3 65.°

6.6. a) x=-2lubx=1 b)x=1 ¢)x=-3]ub x=-1

0

x=4 b)x=-2lubx=-1lubx=5 c¢)x=-2lub x = d) x = -4 lub

x=2lubx=5 640.a)x=-7lubx=-31lubx=-11lubx=0 b)x=-41lub x=1 lub

¥r=d =4 libx=—3bxx=-2lub&=2 adjx=~—1 b ¥=7 éjx=~1lubx=5

3-1/5 3+4/5
2

=

Hx=-1lubx=2 61A1.a)m=1, x=-3 lub x=2 lub

=3 bm=-1,x=1lbx=2hibhg=4 e)m=2 %=-2 lub £=-1 lub % =2
dym=-2, x=-11lubx=4 6.12. k=-3 6.13.me{-8, -6,-2,4 6.14. a=-4 lub
a=2 6.15.2,4,8 6.16.m=2 6.17. m=-8 lub m=-2

1.C 2.B 3.B 4.F,PP 5. x=-1lubx=-2lubx=3 6.a=1 7.-V2 2

Il %=

up X =



Odpowiedzi

74.F,P,P 72.F,FF 7.3.2)3 b)9 )4 d)7 74.2)4 b9 )10 d)5

7.5. ) xy° —x’y+5xy—4x+1 b)0 c)2abc+3 d)x’yz" e)xX’y-xy ) 3xy-2xytz’
7.6.a)43 b)-33 c}3 d)29 17.7.a)xy b) 3y2+4xy
c)2x2y—2x}'y2—xy2+6xy+3y+.x+3 d}fya+3x1y2+3xy—3xy1—y2+1 e}xE—ny
f) 3x° +4xy® @) x"-xy h3x*+y" Dal-3xy D4y’ K x+3y-xy-2 D2x-x"-4
7.8. a) 4xy, 16 b) —}:x3+4:x:y, -1,5 ¢) —:x:jyz,f} 7.9. H}E{I+J-’}2 b) 2(x — y}(2-3x - 3y)
c)(4-x-3y)4+x+3y) d)(5x—-y-2xy)(5x—-y+2xy) e)(x-5yNx-3y) f)(y+2x)(y+8x)

741. 525 942 228 gyg m-@t-bB S48 6 X 745 —E— 7248 =Ty
k a a 24 X+ y 1

7AZ. 8) -1, a1y 2, 040, s b ﬂ,bq&o,bq&%a; Mj”,xq&o,xq&—%y b)—%,x#

a b x4

L x#0, x#1, x# -1 2

A 2x -1

b | =

1 X 2 xX+3

xE-2 xEs O xEL T, x2S, K45 x€R

Q)T xy1, x40 x4l x43% I

X x+ 2
b)5x° +5x, x#-1, x#1 )x +x°+x, x#21 d)2x°-2x, x+1
3 2x+2 - - 2x" =5
gif;* ﬁ;izh’ el z{i--;w‘ ;?;-;ﬂ n#9 @ 5(;+ 1}(::-33}’
5x—15 x° 2x*+2x  3x-3
5(x + D)(2x - 3)’ x(x2=1) x%(x2-1) x*(x2-=-1)
Ax + B 15x — 30 :f(x3+1) 2x(x1+x+1)(xl—x+1)
e -0 s - =¥t N ee T -nbeil
Sx(f—l)
(2> = 1){(x>+1)
7.21. Wskazéwka: 4x” +4:Jn;:;p'-|-y2 -4dx-2y+1=(2x+y - 1 7.22. x =2, y=2lub x =5,
vy = 1. Wskazowka: Zastosuj wzor na szescian sumy.

L x#+-2 T748.a)5x% x£0, x £ 1

7.19. a)

gkl el ¥

xa&—lﬁx%lé d)

e)

y gl 241 F2.%x=)l, y=3]ub x=2 y=22lubx=3, y=1

3x—2 s+ pc

. 2D B.C A4APBEF B2 2 gi-i-, xile 6 ke
2x =3 2 2 m+c
3 xX+5 8x — 1 x* +10x - 25
81. P.P.F 8.2. a)l,xqé—E b) Sx,xiﬂ c) 6(x+1},x#-1 d) T s X0
X+ 4 —4x + 39 8x 1
5 ot 3 # ""21. o 3 : B %Y * |
2Fa D a}(x+1}(x+2} HF Bk W) (x = 7)(x + 4) Byt @Rl @ 4x2 -1 x#:z
1 x+1 p 5x +3 1 1 1
xaé~—£ d) ﬁxl,xqéﬂ 8.4. a) xu3’x¢3 b) 3:::—1"}"#5 c) —— xrf:SE
5 1 7x + 1 4+ 1lx—6 2x
. . — {2
<) 3{3,1:—1)‘3'#3 ) 4(;{“1}3“1"#1 ﬂﬁx{x-—Z}(xu)’xER (=2,0,2} g (x + 3)(x —3)%°
xER-1-33 B —2t2 _ SeR-{-44 85a-2FS seR-{-11} B2

2Ax—4)(x+4) 6(x+ 1) Ax2 -1

_ 1 1 14x* - x -5 6
x€R {-,-} Q) S, x€R-{-1,0} d) 52—, x€R~{-1, 1]
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1 3 3 —x x* -8
- —_— —— - - e — ot
€) 5x—3‘lER { %’5} f}x—f.‘}"ER =2.0,31 g 4x(x~3}(x+2)’xER s 0.8
by =8 . 185 — 21 11
h  xeR-{-1,1 , 'ER—{—-,-—, 1,2}
)(x+1‘}{x—l](x1—x+1} * { b 402x - D(2x + 1)(x - 2)(x - 1) * &2
i 359,“11-{-3,%,3} 86.2)a=3 b=-4 ba=2b=1 da=-2b=2
x gl
& a=5 b=1 B.?.a)xﬁ;l,xER-{-E,D} b)%,xen—{—z,é} 12 xeR=10, 1]
d) 2”'?,;;51;:_[—3,0,1%} e)x-l-lixeR—-[uLqui,l,Z] 2% Gem-4-3,0; 1, 2)
2(x+3) 3 x—2 2 x—1
88.2) = — x#1 x#5 B X xs-3 xa0 x23 QEEZXHE L p (5
x =1 5 2 2 x%~2x 44

Xi— 2
x—=1

5 3 2 1
e — — — e i~ — — —_— . r— -—‘} —— — —
c) —~ x€R [ 2,5} d) = xeR-{-5-1,0,1} 8.10.a)2,xeR { 2,—1 2,1}

d)x" -9, x#-5 x+2, x#3 8.9. a) , xe R-{-2,-1,1} b)3x, xeR-{0,1, 2, 3}

b) _'B(ﬁl++1},xER—[—Z,-—l,D,l} g2l cep-d11t @ “Zx,xenu[wi—lil}
3(2% 1) o)y 3 B 1 5" 8%

8141.2)= b)# O # d)= &)= H= 8.12. a) S;:j},xq&—ixq&z by Lx#-7, x# -1, 47

b

c)x+1,xi—2,xq&—l,x;&(} d)2-x, x+#1, x+2 8.13. 2 , X #-2a, x+—-a, x # 3a
x+ 2 x—3a

D 2.F B85 LEED 8 St caq edf B E L pdod Esed wbid

12(x+ 1) x+4

b s~ 2+0 vl

91. F,P,.P 92.F,FEP 938.alx=7 b)x=0 c)x= % d) brak rozwigzan e) x =1
- 3 9
f)I:E 9.4.3}1::—3 b)I:—Sl]ubx:S C}I=3 1I"'E]1_1]3x:“-l-m"l’? d)xzi
2 3 2 > 3
1 3

e)x=glubx=1 f) x=01lub x=3 g)x=-21Ilub x=1 h) brakrozwiazan i}.ﬁc:—;

95.a)x=0 b)x=-1 c)brakrozwiazan d)x=-4 e x=-3 fH)x=-5 9.6.a)x=3

2

b) x=2 ¢)brakrozwiazan d)x=3 e)x=-1lubx=1 fHx=0 9.7.3)M=-2Lm
_ mg _ R a KRR, B qr _2E

b) I = BI C)th—b 12 d}RdR|+R3 E}R_dnskr+q ﬂm—zgh+u3’ 98. 44

9.9. 15szklanek 9.10. 8dni  9.11. 57km/h  9.12. 96km 9.13. 78 km/h  9.14. 295 km
9.15. gondolowy: 300, krzeselkowy: 200, orczykowy: 100

1.B 2.D 3. A 4.FP,P O68.x=-43 6.x=2 7. 12pracownikow

. A 2.€ 3¢ 4D 6B 6B I.C BB 8.C 10.€ T.A 12.B
19:.B 14.C 1D 16.D 17.C 116.C 189.C 20.D 2L ERF 22.EPF

23. P,F,P 24.P,P,P 25.P,P,F 26.3x"+11x-7 27.m=7
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28. a) Q(x) = 3::;:2(?[};:2 - 2) b) Q(x) = 7’.%:3(2;‘:2 - 3) ¢l %) = 12x4(\/§x - \ﬁ) (\5::: - \,@)

d) Q(x) = ?xﬁ(x - "ﬁ) (x + \«@) e) Q(x) = 2x(x — 2) (x‘."' +2x + 4)

) Qx)=(x—-1){x"+x+1)(x+ 1) (2’ —x+1) 29.a) W(x) = (x+3)(x —3)(x +2)

b) W(x) = 2x(x+ V2) (x - V2) (x - 5) ¢) W(x) = (x - 3)’(x +3)’

W)= ~(x-Dx+1)(x° +2) ) W(x) = (x-1)(x+3)x-5) ) W(x)=(x+2)(x"-5x+7)
30.a,=-4a, =-11,a,=30 31.np. (x+2)(5x-2)(7x-1)=0 B2.a)x=-4lubx=1

lub x = 4 b]x=—11ubx=£lubx=l c}x=—21uhx=%lubx=2 ‘:1).1‘;*:-111.-1:;:@5:-3I
lub x =1 E]x=—~\/§lubx=m1%1ubx=\/§ f) x = -1 lubx=ﬂlubx=llubx=2:
glx==3lubx=3]ubx=5 h)x=-2]lubx=01Iub x=2lub x=2 33. a) x = —+/7 lub

x=2 blx=-3lubx=-1lubx=3 x=-5lubx=1 d)x=-2
1

lub x=-11lub x=1

b | — b2 ] —

1

lub x =2 34-ﬂ)x=—% 1ubx=5 b) brak rozwigzann c¢)x=2 lub x=5 d)x=4

35. Wskazowka: Podnies$ obie strony danej rownosci do szecianu. 36. a = -24, b = -12

37. x° +3x+1 lub -x*-3x-1 38.x=-2lub x=% lubx=1 39.a=0 b=7; tak, -2
41. 24 godziny 42. 2 godzinyi3 godziny 43. autobus; 1,5km  44. 100 km/h

45. stara: 24 godziny, nowa: 8 godzin 46. a) x = -1 lub x=2-V2 lub x =2+ V2 lub x =5

2
x“+3

b) x=-vV7 lub x=-2lub x=-1lub x=11lub x=2 lub x =7 47. a) |x| b)

]
3. Planimetria

1.1. a) tak b) nie  1.2. Punkty A, BiC sag wspolliniowe i punkt A lezy miedzy punktami B i C.
1.3. 12 (4 rownoboczne, 8 rownoramiennych) 1.4. a) tak b) tak ¢) Nie mozna zbudowac

trojkata. d) tak e) nie f)tak 1.6.30 1.7.210 1.8. a) lﬁ b)e 1.9. 100
2

1.10. m € (20; 00)  1.11. m € (0; 40)  1.12. np. trojkat rownoramienny, pieciokat foremny
1.13.23)3 b))l )4 d)2 e2 )1 g)6 h)5 1.14.¢),d),e)g 1.15.4 1.16. nie
1.17. Muszg spelniac nierownosc trojkata.  1.19. a) dwa b) jedno

1.20. Wskazéwka: W danym czworokacie dorysuj przekatna.  1.26. Wiskazdwka: Skorzystaj

z wlasno$ci przekatnych rombu.

2.1. a) zewnetrznie styczne b) rozlaczne zewnetrznie c¢) wewnetrznie styczne d) przecinajace sie
e) wspolsrodkowe f) rozlaczne wewnetrznie 2.2. a) |AB| =14 b) |AB|=6 <¢) 10< |AB| < 30
2.3. W pierwszym wierszu |AB| = 10, w kazdym z pozostalych wierszy jest nieskorniczenie wiele
mozliwosci. 2.4. 2,4,8 2.5. Wskazowka: Oblicz dlugosci bokow trojkata ABC.

2.6. Wskazowka: Oblicz dlugosci bokéw trojkata ABC.  2.7.a)0 b))l ¢)0 d)2 el f)2

2.8. 6\3cm 2.9. 45 2.10. |PA| = |PB|, |CB| = |CE|, |DE| = |DA| 2.11. 30 2.13. 5cmil3cm
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2.14. od 0 do 8 punktow wspolnych

2.15. 52°, 55°, 73° 2.16. 2880 cm° 2.17. a

1.B 2.C 3.C 4.P,P,P 5. 0(A, 3) i olC, 3) zewnetrznie styczne, o(4A, 3) i o(B, 3)
rozlaczne zewnetrznie, o(B, 3) i o(C, 3) rozlaczne zewnetrznie 6. 48 cm. Wskazowka:

Wykorzystaj twierdzenie o odcinkach stycznych. 7. 32° Jub 122°

3.1. 20°,140°,200° 3.2. 5% na diagramie odpowiada kat o mierze 18°, 10% - 36°, 20% - 72°,

25% - 90° 30% - 108° 3.3. a) 241 b) %n c) 11m  d) %nn 3.4. 72°  3.5. pizzy duzej

3.6. 161 3.7. — 3.8. 81n. Wskazéwka: Zauwaz, ze pole tego pier$cienia mozna wyrazi¢ bez
T

wyznaczania promieni ograniczajacych go okregéw.  3.9. 80°  3.10. 50°,100° 3.11. AASB:
J4A=4B=20°% 48§ =140°% AACB: 4A=20° <4B=90° 94C =70° 3.12. a)d4A =<D = 120°,
4B =<49C =140°% 4E =<F =100° b) po120° 3.13.2a)d9A =40°% 4B = 80° 9C =60°

b} 44 =15% 4B =75% 40 =91° )44 =580, 48 =50 9C=T0 d)9A =40 94B= 120°
QC =20° e)9A=40° ¢4B=50° 4C=90° f)94A=20°4B=90° ¢C=70° 3.14. 115°
3.19. a) 120° b) 80° ¢} 125° d)70° 3.17.<4P=4B=40°% 45=100° 3.18. 1A =120°,
4B =70°% 94C =60° 4D =110° 3.19. 94A =50° 4B =105° 9C =130° 9D = 75°% kat ostry
mi¢dzy przekatnymi: 85°. Wskazowka: Niech P oznacza punkt przeciecia przekatnych. Wyznacz katy
wpisane BAC i ABD, a nastepnie zastosuj twierdzenie o sumie katow w trojkacie ABP.  3.20. 80°
3.21. 80°lub 100° 3.22. o =28° [=98° 3.23. 4A =45° 4B =105°% 9C =30°

3.24. Wskazéwka: Skorzystaj z twierdzenia o kacie wpisanym i §rodkowym.

s. 177

1.C 2.C 3.C 4.P,P,P 0.4A4=625° 4B=90°%49C =275 6.<44=60° 4B = 30°
JC =90° 7. Wskazéwka: Polacz punkty stycznoséci ze $rodkami odpowiednich okregow
i wykorzystaj fakt, ze otrzymane trojkaty rownoramienne maja identyczne katy przy podstawach, oraz

twierdzenie o katach naprzemianleglych przy prostych przecietych sieczna.
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41. F,E,P 4.2. a) 1% b)125 )7 d)2 4.3.a)12 b)0,1 15 d)7 e 12 10
4.4. a) nie b) za malo danych, zeby to stwierdzi¢ c¢) tak d) nie 4.5. |AB| = 42, |BC| = 28,
|AC| =35 4.6. a) 4-3— b) 5 4.7. Wskazdwka: Przeanalizuj przyklad 5 ze s. 181.

; L 8 ; : ; . a+b a
4.8. a) Wskazowka: Zauwaz, ze podany warunek jest rownowazny warunkowi = -,
il X

2 2 .
b) Wskazéwka: == S e (a+b) - 2ab
a+b a+b a+b

zes. 182. a) Wskazowka: Odloz na polprostej odcinki o dlugoéciach 21 5.

4.9. Wskazéwka: Przeanalizuj przyklad 6

b) Wskazéwka: Zauwaz, ze odcinek o dlugoéci V2 jest przekatng kwadratu oboku 1.  4.11. 8 m

4.12. trojkat réwnoboczny o boku 18 cm 4.13. 54cm 4.14. E% i 5% 4.15. 0 V2 cm

2 gqp 22
3 a+b

z wierzcholka B prosta réwnolegla do CD i wyznacz jej punkt przeciecia z polprosta AC.

4.16. 3,6cm 4.17. 96 cm’  4.18. m =3

Wskazowka: Poprowadz

1.A 2.D 3. B 4.18cm 5B.a)tak b)nie 6.012cm 7.9cm

51. P,P,F 5.2.2)4x10 b)%x— J=x= 53.a)k=3 b)kz% k=5 d k=12

5 3 15
3 +

2
. : 1 . : 243
9.4. AiD,GiE B58.6. a)tak, k=5 b)tak k= = c)tak, k=3 d)nie e)nie f)tak, k= =

! )

5.7. a) k = b) k 5.8. obwABCD = 81,6 cm, obwA' B'C'D' = 68 cm

% Ok=2 d)k=

.
2
5.

c) k=

. 1]_{:. 10.1:2 5.41.4cm  5.12. ok.5km

V5 -1 3-45

. krotsza:

5.13. 1:375000 8.14. podobienstwo o skali k = 2% 5.15. dluzsza:

5.16. 22 5.17.2,8dm° 5.18. k=14 5.19.20cm 5.20.12 5.21. % =v2-1

1.C 2.A 3.A 4.F,F,F B5.k=04 6.1778cm®’ 7.18cm’

6.1. F,P,F 6.2. a)nie b)tak 6.3.a)tak b)nie c)tak d)tak 6.4.2)a, =8, b, =2

b) b= 5%, a, = 3% 6.5. a) AALB, AHLC, AHMB b)) AHKB, ACKA, AHLA ¢) AAHM,

ACBM, AABK 66.1032m 6.7.24cm,30cm 6.8. 55cm  6.9. 8,10 lub 4%, ?-}; lub

3%, ﬁfé 6.10. a) x =125 b)x=7 6.11.18V13cm,12V13cm,78cm  6.12, |\ ]
- o
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6.13. Wskazowka: Wykaz, ze ABMN ~ ANPC. 6.14. (24\@ ~ 36) cm. Wskazowka: Wysokosc

tréjkata jest rowna 63 cm. Niech x oznacza bok kwadratu. Z podobienistwa odpowiednich trojkatéw

e
6——-x

- . - A 2 - l fo
wynika np. proporcja - e 6.15. k = - 6.16. 4,8cm  6.17. Wskazowka:

Skorzystaj z podobienistwa trzech tréjkatéw prostokatnych.  6.18. 2v2cm 6,19, 4cmi12cm

6.20. x = 4,8. Wskazowka: Skorzystaj z rownosci odpowiednich katow wpisanych.
6.22. Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o odcinku laczacym $rodki bokow w trojkacie.

6.23. 4 A = 60° 4B =90° <C =30% |AB| = 6cm, |BC| =6V3 cm, |AC| =12cm; P = 18V3 cm’
6.24. 15, %\@5 %v’a‘ﬁ 6.25. 84

1.C 2.D 3. A 4.P,P,F 6. promien: 3 cm, odcinek stycznej: 3 cm

1.€¢ 2D 3¢ 4B 5B 6D 7.C 8D 89D 10.D 11.D 12.D
13.C 14.C 15.C 16.B 17.B 18.B 19.B 20.C 21.B 22.B

23. F,P,.P 24.FFP 25.P.F,F 26.P,EF 2/.FP.P 28.P FF 29 40° 140°
30. a) rozlaczne zewnetrznie b) wewnetrznie styczne c) rozlaczne wewnetrznie d) przecinajace sie
31.a==75°% y=150° 32. o(A,6) 33.0(A,4) 34.0(4,7) 35.152°

36. AiC, AiE, CiE, Bil, GiJ, HiK 37. k= %, obw =22cm lub k = ; obw = 26,4 cm

38.20cmil5cm  39.a)tak bjnie 40.- 4l k=> 42,21:18:14
45.15(2V2+3)cm  46. 20° 60°, 100° 47.9A =4B =55 4C =70° lub 4A =<4B = 35°,
4C =110° 48. |AB| = 30, |BC| = |AC| = 25; wysokosci z wierzcholkow A i B: 24

49. 26 cmlub52cmlub39cm  50. 144w cm® 51, 432cm® 52 13% 53. 20 cmi 30 cm
94. Wskazowka: Przedluz promien CS do Srednicy CM i rozwaz katy trojkata MBC.  86. 50
57.60,30,15,30 58. 40cm 59. 1: 13% 60. 60 61. Wskazéwka: Niech punkt M nalezy

do boku AD, a punkt N do BC. Z podobienstwa tréjkatéw CDP i ABP wynika rownoéé: % = %
Skorzystaj z podobienistwa trojkatow AMP i ADC oraz trojkatéw BNP i BCD, aby zbadad proporcje
IDCL oz L2X1 g2, w skazowka: Poprowadz prosta rownolegla do podstaw trapezu

IMP IPN|
i przechodzaca przez punkt przeciecia przekatnych. Skorzystaj z zadania 61.  64. Wskazdwka:
Poprowadz odcinek MF (punkt F lezy na boku AC) réwnolegle do boku BC i rozwaz trojkat AMF.

65. 9A = 4B =70° 4C = 40° lub 4A =4B =20° 9C =140° 66. 20,5 67.(3+3V3)cm

68. 53  69. 8. Wskazdwka: Zauwaz, ze kat miedzy dwoma promieniami okregu opisanego
poprowadzonymi do koncow jednego z ramion trojkata jest rowny 30°.  70. 4,5 cm
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4. Funkcje trygonometryczne
BC| |BC| 4 \HI| |DE] KT
0 ) i B s € 45 it S e I Kl
a) tg< ACH cos< ABI ) sin < T sing DF ¢) cosd KL
|G| . |OM| |OM]| SR IWT|
T H=—— d N=*-—'-—-—, M = ———m { P':-—-—-, W= —
g T ) sin<g N cosd NI e) tgd =py €089 WU
Y ZX BC FE
f) tgdZ = | ,|1 sindyY = L2 1.2. | =sindA = cosdB, — =sindD = cosdF,
|Z X] |ZY] | AB] FD|
|IH| . |JK| |OM| IRS| i
—— =38indG = cosdH, — =tgdl, —— =tgdN, — =sindP = cos4S,
GH| jl ~ 7 JoN| B by
-:—::—g;!l— =sindU = cosd4W, % = sind/Z = cosdY 1.3. a) 0,2588, 0,5299, 0,9511 b) 0,7986,

0,7547,0,7880 c¢) 0,9511, 0,9877,0,1908 d) 0,3057, 6,3138, 1,9626, 0,4040  1.4. a) 27° b) 47°
c)57° d)68° 1.5.2)78° b)69° )58 d)23° 1.6.2)8 b)14° ¢)78° d)89°

q
1.7.2) - b) %r )13-4V3 d)3 1.8.2)a=30° b)a=30° c)a=45 1.9, a)48°
3 3

b) 46° «¢) 24° d)53° e)32° 1838 1.10. a) sina = “gj COS (X = E, tga = i b) sina = %@,

] : 12 5 12 ; 2v/5 5
= = - = ) = — = — = — = — = — i3
cosa = =, tgax =2V2 ¢) sina 3 cosa =, tg o - d) sin o s cosa = —, tga 2
111 a) sind A = %, COsdA = % tgdA = E b) sind A = cosd A = % tgdA =1 ¢)sindA = %

2
COSdA = E%C, tgdA = % d) sind A = Z%g, COS4 A = g, tgdA =2 e)sindA = i—:,
COSJA = i tgdA = - t) singA = E, COSJA = F tgdA = o3
17 8 7 7 13

1.12. a) 9B = 42°, |AB| = 16,4, |BC| =122 b)<4A =38° |AB| =228, |BC| =14,1 <¢)<4B =63,
|AB| = 26,4, |AC| =23,6 d)<A=71° |BC| =64, |AC| =22 e)<4dA =36°% 4B = 54°,

|AC| = 35,6, |BC| =25,9 f)<9A =25° 4B =65° |AC| = 15,0, |AB| = 16,6 1.18. sindCBD = %
cos4CBD = ==, g4CBD = = 1.14.7  1.15. sinaCAB = cosaCAD = ""‘E, tgaCAB = 3.
. 213 2 , .
cosJCAB = sindCAD = e tgdCAD = = 1.16. Wskazowka: Przeanalizuj przyklad 9 ze s. 228.
1.17. a)-]'v b}:j— c)ﬁ d}l 1.18. a) sinn:=ﬂ,, C{}SLI=E b}sjnu:=-§-—, msa=£ﬁ
2 5 2 2 10 10 13 13
/5
¢) sina = 2, cosax = A° d) sinat = =, cosa = 242 1.19. a) sina = 2—-“@, s =22
3 3 3 3 5 5
. \2 V2 ; 313 213 : 2+/6 5
b)51nrx=?, cosa =— ¢)sina = , COS@ = — d)ﬂlnm=T1r cos o = -

1.20. 2) 45° b) 18° <) 67° d) 27° 1.21.%

1B 2.C 3.C 4.P,F,P 6. 1% 7.sin-=.m=§, cnsqﬂ=§, tgcif-l=%
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2.1. a) Tak. Wskazowka: Przedstaw tgoa za pomocy sina, cosa. b) Nie. Wskazowka: Podnie$
rownos¢ obustronnie do kwadratu.  ¢), d) Tak. Wskazowka: Zauwaz, ze 5 = 90° — a.
2.2. Wskazowka: Oblicz warto$c¢ danej funkcji trygonometrycznej i oszacuj, czy jest dodatnia

imniejszaod 1. a)tak b)nie c¢)tak d)tak 2.3.a)0 b)l1 24.a)2 b))l ¢)1 d)2
e)-1 i1 2.5. ?,% 26.2)-1 b)0 ¢)-4 d)0 2.7.a)dsinacosae bycos’a ¢)1 d)1

242 2 _ V21 21 7 V14
2.8. a) ¢ﬂ5ﬂ=T{, tgﬂ:=§ b) Smn:=T, tgn:=MT c) cﬂsazi, tgcrz-—?-
. 1 3 . 3V10 V10 . /17 417
d) sina = =, tgﬂ:=£ 2.9. a) sina = . cosa = — b) Sine = —, cosa = —
2 3 10 10 17 17
\ 502501 V2501 : \V6 V3 47 24/5
c) sina = ToaT > eSS ey d) sina = Rl iy o AL 5 211 T

212. 2 213.1 2141 2152 216.a=35 =55
25 3 8 41
2.17. przyprostokatne: 63, 18; «a = 30°, f8 = 60°

. 2€ 3D & EEP &

3.1. Zwigkszyc cztery razy. 3.2. 4(3 + 2 \5) cm* 3.3, 3(5 + \/E') 3.4. 6(1 + *ﬁ) cm

8.5. 144cm 3.6. 8cm 3.7.27V3cm’  8.8. boki: 243 cm, 6 cm, 4 cm, P = 103 cm?,
obw = 2(7 + "@) cm  3.9. P=630, d=25 3.10.18,5nrm”  3.11. najwieksze: kolo,

2413 - 312
13 T 20

najmniejsze: trojkat  3.12. a) 39 b) 29 ¢) 4%11 +17 d) 34% 3.13. 72n cm’

V181 181 2

3.14. 3, 31/3, 6  3.15. Zmniejszylo sieo 1%.  3.16. promien: em, P= - mem’,

obw=nVv18lcm 3.17. 38. Wskazowka: Poprowadz wysokosci z konicow krotszej podstawy

i rozwaz dlugosci odcinkow, ktére powstaly na dluzszej podstawie.  3.18. 3185 m’

3.19. a) (1 _ E)a}' b) (5‘ _ 1);,12 o) (% _ E)az

4.1. 74°, 106° 4.2. 62° 118°% 62° 118° 4.3. 60° 120° 60° 120° 4.4. |AB| = 20,2 cm,
|JAC| = |BC|=18,1cm 4.5.a)20,4 b)294 4.6. a) obw =216, P =20,7 b) obw = 20,5,
P=11,5 c¢)obw=186, P=11,3 d)oow=38,7, P=60,0 4.7. obw = 42,71 cm, dlugosc¢

przekatnej: 15,97 cm 4.8, 35,5 cm® 4.9, 60°, 120°, 60°,120°, P = 723 cm” 4.10. 1773

4.11. 1922 cm” 4.12. 1193cm®  4.13. |AB| = 5,7 cm, |AC| = |BC| = 8,4 cm
4.14. P = 422,0, obw = 120,1, wysokosci: 21,6, 33,7, 15,1 4.15. 11,47cm  4.16. P = 972,

obw =36(V10+1) lub P =108, obw = 12(VI0+3) 4.17.470m 4.18. a) 11276 N b) 24°

4.19. ok. 140 m  4.20. prawie 2580 m  4.21. nie 4.22. 880 m, 1050 m 4.23. 6,1i13,1
4.24. 15991ub 1324
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1.C 2.D 3.B 4. P,F,F b8.x=211, y=453 6.500m 7. Wskazowka: Poprowadz
jedna z wysokosci trapezu i rozwaz zwiazki trygonometryczne w odpowiednim trojkacie.

: | 3 4 . 3vV10 V10 . 5
5.3. a) 51n:x=g, cosa = 7, tfgaa=- b)sina= : msn:=—w, tga =-3 c) sma*,:i,
e )
245 1 _ 3 12 5 , 417 V17
cosa=———, tfga=—= d)sina=—, cosa=—, fga=— e)sina= , oS = ———,
5 2 13 13 12 17 17
, 5429 24/29 5 , V17 417 1
teax = -4 f) sina = , cosa = — , g =—= g)sina=—, cosa=~- 5 LR =
= 29 29 2 17 17 4
. V14 52 \7 : V2 2
h) sina = g oS = s tgo = i 9.4. 5in 135° = = cos135° = —%—, tg 135° = -1

9.5. a) 0,9397 b) -7,1154 «¢) -0,9903 d) -2,0503 e) 0,7771 f) -0,5095 g) -0,9397

h) -0,1405 35.6. a) 102° b) 158° c¢) 153° d) 93° &.7. a) 137° b) 172° ¢) 125° d) 102°
9.8. a) 40° lub 140° b) 81°1ub99° «¢) 58°lub 122° d) 53°lub 127° 8.9. Wskazowka:
Przeanalizuj przyklad 5 ze s. 260.  5.10. Wskazowka: Przeanalizuj przyklad 5 ze s. 260.

5.11. a) 113,13 b) 43,12 ¢) 53,18 d) 7524 5.12.19,3 5.13.150° 5.14. 60° lub 120°
5.16. P = 119cm’, obw=(31+7V5)em 5.17. 12(5n1-3)cm®  5.18. Wskazéwka: Oblicz pole

trojkata na dwa sposoby.

3 3
1. D 2. A 3.D 4.P,PP 5.sincx=3:;}_“, ms;:tz—zﬁ

6.1. a) tak b)) nie c)nie d)nie e)tak f)nie 6.2.a)tak b)tak c¢c)nie 6.3.a)1 b)l

c)-1 d)1 e0 Hl1 6.4.a)0 b))l c)sina d)-1 6.5, sina= %F tga = —4
6.6. sina = l, cosa = —==  B.7. cosa = —E, tga = = 6.8. cosa = E tga = kLE: lub
25 25 37 >3 3 2

cosa=-2, tga=-"12 68.2)-2 binp.(-52 610.1 611. L 692 -2
2 4 2 3 18 27

el

s. 270

1. 2¢ &0 4 FEEP 5.1 6.

.€ 2.B 3C 4D 6C 6D LA 8B 85.€ MDD 11.C 12.D
13.B 14.D 156.C 16.B 17.D 18.B 19.A 20.D 21.P,P,F 22.P,F.F
23. P,F,P 24.P.F,P 25.F,FP 26.FFP 27.FP,F

| o

5 V15 ; 3 3
28. a) sina = -Tl, cosa = i g =15 a=76" b)sina= 3> cosa= g, tga = %E a = 49°
: V10 310 g EE e G W
) sina = <o oS = ——, tga= % o = 18° d) Nie istnieje taki trojkat prostokatny.
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29. 2) % b) % 30. a) 31°lub 149° b) 81° ¢) 132° d)108° 31.44° 32. sin<4B = 44—“?—1

av4l 4 : 3vo 3V , v21 2
cnsﬂBzi, tgdB=~-  33. sm:x=i} tga:i 34. sinat = —, cosox = ——
41 5 7 2 5 5
11 60 Ll 60 55
35. cosa = —, tga = — lub cosa = ——, tga =-— 36. — 37.3+2V3 39. 150°
61 11 61 11 73

40.2)1 b0 )0 4. 2)

42. 1 +sina, o + 90°
43. P =90,0 cm”, obw=523cm 44. 1052cm” 45. 120,5cm° 46. 53.5cm”  47. 237

48. 18cm” 49. P= ??:ﬁ

50. g Wskazéwka: Poprowadz odcinek DE L CB.  51. a) S es

cm’, obw = (7\@ - 29) cm

< 0. Wskazowka:

COS
Skorzystaj z definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego. b) %
53. « € (0% 90°) U (90°% 180°) 54, % 55, % lub —~

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze | logarytmiczne

10

1.1.a)§ b)3 o % 1.2.3}% b6 o2 d)o 1.3. a) 24 b)% &) 12 d}g

17 1 1

1.4.2)7 b)2 ¢)-3 1.5.2)9 b}% )1 d4 1.6.a)2%® b)26 )2t d)y2:?
5

1.7.2)a” ba* a® da® 1.8 a)- b}Mi—: c) 4,5 d)ZI% 19.a)a=b bya>b

das>b da<b 140.b<d<c<a 141.2)1 b4 o) 8l d)3iﬁ e)f_f n 3

2.1. a) (0, 2) b) (0, -2) c) (0, 3)
T T
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d) (0, -2) e) (0, 0) t) (0, 6)
[ [k ]

! 1... !
ol 1 %
2.2. a) warto$¢ najmniejsza: i, b) warto$¢ najmniejsza: é
warto$¢ najwicksza: 4 warto$¢ najwieksza: 1
T T T
ol 1 | 'x
o 1 i iy 1
¢) warto$¢ najmniejsza: ~ d) warto$¢ najmniejsza: ~
wartosc najwieksza: 3 warto$¢ najwieksza: 3
AT TTT] [ 74
T /
1+ L 14
ol 1 x o 1 x
2.3. a) brak miejsc zerowych b) x = -3 c) x =—4
ESRE y
! 1.. !
—
0] 1 | [%
g
____________ B
d) brak miejsc zerowych e) x = -3 t) brak miejsc zerowych
| AT T TV T T 1]
1+ ||
: =
0 1 | X
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2.4. a) 71 b) y ¢) A
1 1 F 2 -
0 X 5
0 x
i
d) A f) A
0 Kl 0 ~
I
1 R ] X~
2.5. a= 3 26. k=-70 2.7.m=4 29.a)np. f(x)=2 ) b) np. f(x) = (5) -1
YA
210. a)a =3, b=-2 b) Zob. rysunek po prawej.
2.11. a) x € (-2; ©) b) x € (—o0; 2)
c) x € (—oo; =1) d) x € (1; o0)
212.a) L. x=3 Il. xe(-00;3) b)l.x=-2 1l.xe€(=2; o) g )
Alx=1 I xe(-o00;1) d)Lx=-2 IL xe€(-2; o) 3 o
0

b) x =-1 c) x =-1

F=
B
-

2.14. a) 3lata b) po 10 latach



Odpowiedzi

1.B 2C 3 A 4 EEF B . x=3 _ 7. a) 100°C
T AT ] b) po 2 minutach
| 2 ¢) 20°C
| Ll |
Nyt el
1t :
| | --..‘_
.I

323 B2 -3 d-3 91 N2 90 H-2 322 b2 93 i -2

t)—% 3.9 a)x=8 blx=33 czx=1 d)x=% elx=8l PDx=16 34 .4a)x=2

1

blx=10 ¢c)x=9 d)x=64 E}xzi_ﬁ £l &= 39.a)7 b2 ¢ d)12 e)16 )3

g | =
| =

41.2a)2 b)5 1 d)2 e)2 )2 42.a)2 b)0 ¢)2 d}% e)5 f)-1

43.a)1 b)2 ¢)1 d)3 e2 )1 44.2a)1 b))l ¢)-2 d)-25 e -1 f)1

3
a’b’ a’b’ v

4.5. a) luggﬁ, 1 b)log, ey 4 c¢)log, ’T—I, -1 d) lﬂg(xyﬂhyz)j 1 4.6. a) log 2

b}h}g}:% ) log . 50 d}lngaé ¢) log (7V10) f}lng“iﬁ 4.7.2)log,3 b)log.1

128 16 x>y

c) lﬂgﬁ(ﬂﬁ) d) log, 81 ) lﬂgz? f}la}gzg 48.a) x>0, y>0; log - b) x > 0,
: . :
| X I _ (x +1) . xV10 | ; 2
y >0 lngzriy el =L, 3 >0 log, 7 d) x > 0; log - e) x > V2; lﬂgzx—ﬁ

ﬂx+y>{},x-y}[};lﬂg(x?'-yz) 49.a)2a b)a+1l c)a+4 d)-2a ea-1 f)2-a

410.a)6m b)2m-2 c¢)3m+1 d)5mn-1 411.a)12 b)-4 412.3 4.13.3
4.14. a) x = -log,3 lub x =2log,3 b)x=21Ilub x=log5 c)x=log,2 lub x =log,5

2-k

d) x=-1lub x=log,3 4.15.

1.C 2.C 3.C 4.FP,F 6.3 6.0 1.
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b) [

=TT

52.2)2 b8 o1 d)3+V10 e)2 ) V2-1 5.3. Wskazéwka: Funkcje f(x) mozna

przedstawic¢ w postaci: a) f(x)=x, b) f(x)=xix>0. O.4. a)a= %, b=-2
b) Wskazowka: g(x) = —log1{(x+1)+2 8.D.a)x€(1;2)U(5;00) b)xe€(0;1) c¢c)xe(-10)

d) x € (l;00) 95.6.3 5.7.50dB 6.8.2a)3 b)20cm c)100razy 5.9. a)7,4%

b) po53dniach 5.10.2a)073% b)polhlémin 5.11. 4027 m’  5.12. D = (-1; o).
Wskazowka: f(x) =3 -log,(x+1) 5.13. D = (3; o0). Wskazéwka: f(x) = log,(x + 3)

1.6 20 8D & | 5.a=4,b=3 T.

i.C 2.C 3. A 4.C 5.A 6.D 7.B 8C 9.D 10.B 11.C 12.D
13.B 14.B 16.B 16.C 17.C 18. A 19.B 20.C 21.B 22.FP.P

L3. PR P 24.P.F,F 28, FB.P 26 EKEPE 2/.PBFF 286 EPRFP 29.FEPBP
30. F,P,F 31.P,P,F 33.a)1 b)0 c)1 d})3 e3 0 34.277 3d5.a)l b)-2

1
92 40 36.918 B 92 Al O3 H6 37.9° 3B.a)-= bl o=

d)2 39.a)-1 b)l10 c)4 d)-1 40.a)x=5 b)x=1 c)x=11 d)x=-3lub x=7

41.a)> b)> )= d)> 42.ZW=(1;00) 43. x=-1 44.ﬂ=i



45. a) x =4 lub x =5

b) x = -1

46. a) x € (—o0; -1) b) x € (—o0; 4)
VA YA
. ¢
&;{F V= =y e
0 "

47.a) x =2, y=4

0 %
50. a) 026% b) po 5 miesiacach
51. a) vA b) 'y
3 -
X £
o
0 X

92.a) D=(3;0) b)D=(-5-2) ¢ D=(0;00) d}yD=(0; 1)U(1;4)

c)x=-1lub x=0

.;:f
0

¥

—_—
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Skorowidz

Brzeg kola 150

Cechy podobienstwa trojkatow 198, 199
cieciwa okregu (kola) 149, 150
cosinus kata 225, 256

cotangens kata 225

Dwusieczna kata 143

dziedzina wyrazenia wymiernego 111

Figury podobne 187

— przystajace 187

funkcja kwadratowa 8

— logarytmiczna 302

— wielomianowa 61

— wykladnicza 280

funkcje trygonometryczne 225

— rowne 64

Jednomian stopnia 1 62
jednomiany podobne 62

jedynka trygonometryczna 235, 265

Kat srodkowy 162

— wpisany 165

kolo 150

konstrukeje geometryczne 144
krzywa logarytmiczna 302

— wykladnicza 280

Liczba logarytmowana 289
logarytm 289

— dziesietny 289

— iloczynu 292

— ilorazu 293

— potegi 294

Luk okregu 149

Nierownosc kwadratowa 30

— trojkata 140

Odlegloé¢ punktu od prostej 152
okrag 149

— opisany na trojkacie 158

— wpisany w trojkat 157

okres polowicznego rozpadu 285
okregi przecinajace sie 150

— rozlaczne wewnetrznie 150
— — zewnetrznie 150

— styczne wewnetrznie 150

— — zewnetrznie 150

— wspolsrodkowe 151

ortocentrum 158

Pierscien kolowy 165

pierwiastek rownania kwadratowego 22
— wielomianu 79

podobienstwo o skali k 187

podstawa logarytmu 289

podzielnos¢ wielomianow 93

postac iloczynowa funkcji kwadratowej 25
— kanoniczna funkcji kwadratowej 8, 9
— ogolna funkcji kwadratowej 9
polokrag 149

promien okregu 149

— wodzacy punktu 255

punkt stycznosci 153

Ramie wodzace kata 255
redukcja wyrazow podobnych 62
rozwiazywanie trojkata 227
rownanie kwadratowe 22

— wielomianowe 79

— wymierne 127

roznica wielomianow 69

Schemat Hornera 99
sieczna okregu (kola) 149, 150
sinus kata 225, 256



skracanie wyrazenia wymiernego 111
styczna do okregu 153

suma algebraiczna 60

— wielomianéw 69
symetralna odcinka 142

Srednia geometryczna 204

srednica okregu (kola) 149, 150
§rodek ciezkoéci trojkata 206

Tangens kata 224, 256
tozsamos$¢ trygonometryczna 267

twierdzenie Bézouta 95

— o calkowitych pierwiastkach wielomianu 103

— odwrotne do twierdzenia Pitagorasa 141

Skorowidz

Talesa 180
— o odcinkach stycznych 155

— o $rodkowych w tréjkacie 206
— Pitagorasa 141
— Talesa 178

Wielomian 60

— zerowy 61

wierzcholek paraboli 8, 9
wnetrze kola 150

wycinek kolowy 164

wyraz wolny wielomianu 63
wyrazenie wymierne 110
wyroznik funkcji kwadratowej 9
wzory redukcyjne 258

Tablica wartosci logarytmow dziesietnych liczb od 1 do 9,9

X 1 1,1 1.2 1,3 1,4 1,5 1,6 i 1,8 1,9
log x | 0,000 | 0,041 | 0,079 | 0,114 | 0,146 | 0,176 | 0,204 | 0,230 | 0,255 | 0,279
x 2 2 2,2 2,3 2,4 2.5 2,6 2,7 2,8 2,9
log x | 0,301 | 0,322 | 0,342 | 0,362 | 0,380 | 0,398 | 0,415 | 0,431 | 0,447 | 0,462
X 3 31 3,2 D0 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 39
log x | 0,477 | 0,491 | 0,505 | 0,519 | 0,531 | 0,544 | 0,556 | 0,568 | 0,580 | 0,591
X + 4,1 4,2 4,3 4.4 4,5 4,6 4,7 4,8 4,9
log x | 0,602 | 0,613 | 0,623 | 0,633 | 0,643 | 0,653 | 0,663 | 0,672 | 0,681 | 0,690
X 5 51 2,2 5,3 5,4 5,5 5,6 D57 5,8 59
log x | 0,699 | 0,708 | 0,716 | 0,724 | 0,732 | 0,740 | 0,748 | 0,756 | 0,763 | 0,771
X 6 6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9
log x | 0,778 | 0,785 | 0,792 | 0,799 | 0,806 | 0,813 | 0,820 | 0,826 | 0,833 | 0,839
X 7 Rk i 25D 7,4 742 7,6 7 7,8 7.9
log x | 0,845 | 0,851 | 0,857 | 0,863 | 0,869 | 0,875 | 0,881 | 0,886 | 0,892 | 0,898
X 8 8,1 8,2 8,3 8,4 8,5 8,6 8,7 8,8 8,9
log x | 0,903 | 0,908 | 0,914 | 0,919 | 0,924 | 0,929 | 0,934 | 0,940 | 0,944 | 0,949
X 9 9.1 02 9.3 9,4 9,5 9,6 97 9,8 9.5
log x | 0,954 | 0,959 | 0,964 | 0,968 | 0,973 | 0,978 | 0,982 | 0,987 | 0,991 | 0,996
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Tablica wartosci funkcji trygonometrycznych

Miarakgtae | sina Cos & tg « Miarakata = sina CoS & tg «
0° 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000
1° 0,0175 | 0,9998 | 0,0175 46° 0,7193 | 0,6947 | 1,0355
2 0,0349 | 0,9994 | 0,0349 47° 0,7314 | 0,6820 | 1,0724
3° 0,0523 | 0,9986 | 0,0524 48° 0,7431 | 0,6691 | 1,1106
4° 0,0698 | 0,9976 | 0,0699 49° 0,7547 | 0,6561 | 1,1504
5 0,0872 | 0,9962 | 0,0875 50° 0,7660 | 0,6428 | 1,1918
6° 0,1045 | 0,9945 | 0,1051 51" 0,7771 | 0,6293 | 1,2349
7° 0,1219 | 0,9925 | 0,1228 52° 0,7880 | 0,6157 | 1,2799
8° 0,1392 | 0,9903 | 0,1405 53° 0,7986 | 0,6018 | 1,3270
9° 0,1564 | 0,9877 | 0,1584 54° 0,8090 | 0,5878 | 1,3764
10° 0,1736 | 0,9848 | 0,1763 55° 0,8192 | 0,5736 | 1,4281
11° 0,1908 | 0,9816 | 0,1944 56° 0,8290 | 0,5592 | 1,4826
12 0,2079 | 0,9781 | 0,2126 54 0,8387 | 0,5446 | 1,5399
137 0,2250 | 0,9744 | 0,2309 58° 0,8480 | 0,5299 | 1,6003
14° 0,2419 | 0,9703 | 0,2493 59° 0,8572 | 0,5150 | 1,6643
] 0,2588 | 0,9659 | 0,2679 60° 0,8660 | 0,5000 | 1,7321
16° 0,2756 | 0,9613 | 0,2867 61° 0,8746 | 0,4848 | 1,8040
17° 0,2924 | 0,9563 | 0,3057 62° 0,8829 | 0,4695 | 1,8807
18° 0,3090 | 0,9511 | 0,3249 63° 0,8910 | 0,4540 | 1,9626
19° 0,3256 | 0,9455 | 0,3443 64° 0,8988 | 0,4384 | 2,0503

20° 0,3420 | 0,9397 | 0,3640 657 0,9063 | 0,4226 | 2,1445

21° 0,3584 | 0,9336 | 0,3839 66° 0,9135 | 0,4067 | 2,2460

22" 0,3746 | 0,9272 | 0,4040 67° 0,9205 | 0,3907 | 2,3559

23" 0,3907 | 0,9205 | 0,4245 68° 0,9272 | 0,3746 | 2,4751

24° 0,4067 | 0,9135 | 0,4452 By 0,9336 | 0,3584 | 2,6051

25° 0,4226 | 0,9063 | 0,4663 70° 0,9397 | 0,3420 | 2,7475

26° 0,4384 | 0,8988 | 0,4877 71° 0,9455 | 0,3256 | 2,9042

27 0,4540 | 0,8910 | 0,5095 72° 0,9511 | 0,3090 | 3,0777

28° 0,4695 | 0,8829 | 0,5317 73° 0,9563 | 0,2924 | 3,2709

29° 0,4848 | 0,8746 | 0,5543 74° 09613 | 0,2756 | 3,4874
30° 0,5000 | 0,8660 | 0,5774 75° 0,9659 | 0,2588 | 3,7321

31° 0,5150 | 0,8572 | 0,6009 76° 0,9703 | 0,2419 | 4,0108

32° 0,5299 | 0,8480 | 0,6249 77° 0,9744 | 0,2250 | 4,3315

35 0,5446 | 0,8387 | 0,6494 78° 0,9781 | 0,2079 | 4,7046

34° 0,5592 | 0,8290 | 0,6745 79° 0,9816 | 0,1908 | 5,1446

35° 0,5736 | 0,8192 | 0,7002 80° 0,9848 | 0,1736 | 5,6713

36° 0,5878 | 0,8090 | 0,7265 81° 0,9877 | 0,1564 | 6,3138

37 0,6018 | 0,7986 | 0,7536 82° 0,9903 | 0,1392 | 7,1154
38° 0,6157 | 0,7880 | 0,7813 83° 0,9925 | 0,1219 | 8,1443

39° 0,6293 | 0,7771 | 0,8098 84° 0,9945 | 0,1045 | 9,5144
40° 0,6428 | 0,7660 | 0,8391] 85° 0,9962 | 0,0872 | 11,4301
41° 0,6561 | 0,7547 | 0,8693 86° 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
42° 0,6691 | 0,7431 | 0,9004 87° 0,9986 | 0,0523 | 19,0811
43° 0,6820 | 0,7314 | 0,9325 88° 0,9994 | 0,0349 | 28,6363
44° 0,6947 | 0,7193 | 0,9657 89° 0,9998 | 0,0175 | 57,2900
45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000 90° 1,0000 | 0,0000 —s
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Twoje mocne strony Prosto do matury
era

Podrecznik Prosto do matury 2 do zakresu podstawowego zostat opracowany z mysla
0 uczniach przygotowujacych sie do obowiazkowe] matury z matematyki. Ponad 1000 zadan
Z odpowiedziami pozwala wycwiczyC umiejetnosci sprawdzane na maturze.

Pomoc w zrozumieniu

Przyktadowe rozwiazania zadan typu
maturalnego pokazuja rozne mozliwosci
radzenia sobie z takimi zadaniami.

Porzadkowanie i syntetyzowanie

Warto powtorzy¢ przypominaja wiadomaosci
Z wezesniejszego etapu nauki.

Obszerne powtérzenia

Powtorzenie po kazdym dziale zawiera
zadania roznego typu, zarowno zamknigete,
jak | otwarte.

W podreczniku znajdziesz oznaczenia tresci,
ktore od wrzesnia 2024 r. nie sg juz wymagane.
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Te tresci
juz nie r
obowiazuja.
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Fioletowa ikona na gorze strony wskazuje, ze na tej stronie
znajduja sie tresci, ktore nie sa wymagane — oznaczono je szara ikona i falka.
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