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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy czwartej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowigzujacej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje tresci z zakre-
su podstawowego. Jest ostatnim podrecznikiem w serii, dlatego tez zamiesciliSmy
w nim dzial Powtérzenie, w Ktorym przypominamy najwazniejsze definicje, twier-
dzenia oraz wnioski, ktdre pojawily si¢ w czasie catego cyklu nauczania.

Po kazdym temacie w dziale Stereometria proponujemy zestaw siedmiu zadan za-
tytutowanych Prosto do matury. Warto, by po oméwieniu kazdego tematu ucznio-
wie probowali rozwigzywac je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci
potrzebnych na maturze.

Dzial Dowody w matematyce ma na celu utrwalenie umiejetnosci logicznego wnios-
kowania i wykorzystywania zdobytej wczesniej wiedzy, co jest niezbedne do przepro-
wadzania dowodéw matematycznych.

Ksigzka zawiera prawie 900 zadan do samodzielnego rozwigzania. To wystarczy do
gruntownego przecwiczenia umiejetnosdci nabytych podczas lekcji. Zadania trudniej-

sze oznaczono * lub , zadania typu ,,Wykaz...” poprzedzono znakiem 0, a te za-
dania, do ktorych rozwigzania jest przydatny kalkulator — znakiem .

Podrecznik umozliwia samodzielng nauke, co moze by¢ cenne na przyklad w ra-
zie nieobecnosci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przykladami roz-
wigzanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomogg kolorowe rysunki
merytoryczne. Wybrane rozwigzane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem |2,

Uwagi:
W zadaniach testowych, w ktérych nalezy wybrac jedng odpowiedzZ sposrod czterech

podanych, wybrana odpowiedzZ nie musi by¢ jedynym istniejgcym rozwigzaniem po-
stawionego problemu.

Odpowiedzi do zadan wymagajgcych zaokraglen moga si¢ rézni¢ w zaleznosci od
np. doktadnodci kalkulatoréw czy kolejnosci wykonywania obliczen.

Odpowiedzi i rozwigzan zadan nie nalezy zapisywaé w podreczniku.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych
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1. Proste | ptaszczyzny
W przestrzeni

Umiejetnosci:
* rozpoznawanie wzajemnego potozenia prostych i ptaszczyzn w przestrzeni

Tematy z geometrii przestrzeni (stereometrii) zaczniemy od przypomnienia i upo-
rzgdkowania niektorych pojec oraz zaleznosci dotyczacych prostych i ptaszczyzn.

Wiemy, ze:
* przez dwa roézne punkty przechodzi ¢ prosta przechodzgca przez dwa rézne
dokfadnie jedna prosta, bunkty plaszczyzny jest zawarta w tej
B vlaszczyznie,
/ / / /
» kazda prosta jest zawarta w nieskon- ¢ jezeli dwie rézne plaszczyzny majg
czenie wielu ptaszczyznach, punkt wspoélny, to majg wspolng pro-

stg, zwang krawedzig przeciecia.

Plaszczyzna jest zbiorem punktow. W przestrzeni ma wszystkie wlasciwosci wyste-
pujgce w planimetrii. Jednoznaczne wyznaczenie ptaszczyzny polega na precyzyjnym
okresleniu, ktore punkty przestrzeni do niej nalezg, a ktore nie naleza. Plaszczyzna
jest jednoznacznie wyznaczona przez kazdy z podanych zbioréow punktéw:

* trzy niewspotliniowe punkty, » dwie przecinajgce si¢ proste,
» dwie rozlgczne proste rownolegle, * prosta i punkt nienalezacy do niej.

Lo el




1. Proste | plaszczyzny w przestrzeni

Wzajemne potozenie dwoch ptaszczyzn

Dwie rozne plaszczyzny

albo nie maja punktu wspoélnego albo maja punkt wspolny

Plaszczyzny sg rownolegle: « || . Plaszczyzny « 1 B przecinaja sie

wzdtuz krawedzi k.

Przyjmujemy ponadto, ze kazda plaszczyzna jest rownolegta do samej siebie.

m -H

Moéwimy, ze dwie plaszczyzny:
* sgarownolegle, jezeli nie majg punktéw wspolnych albo majg wszystkie punk-

ty wspolne,

* przecinaja sie, jezeli majg wspolng prostg, nazywang krawedzia przeciecia.

L ’

Plaszczyzny czesto oznacza si¢ malymi literami al-

fabetu greckiego. Jezeli podane sg punkty A, B, C

wyznaczajgce plaszczyzne, to bedziemy jg oznaczac
za pomocg skrotu ,,pt. ABC”.

Skrétu ,pt. ABCD” (,,pt. ABCDE” itd.) uzywamy
wtedy, gdy chcemy wskaza¢ wiecej punktow leza-
cych na plaszczyznie, np. do opisu $cian wieloscia-
now. Skrot ,,pr. BE” oznacza natomiast prostg prze-

chodzacg przez punkty Bi E.

Przykiad € « zad. 1.3

W narysowanym wielo$cianie plaszczyzny réwno-
legle s3 wyznaczone przez nastepujgce pary $cian:
ABCD i A'B'C'D' oraz ABBA'i DCC'D', czyli:

pl. ABCD || pt. AB'C'D oraz

pl. ABBA' || pt. DCC'D'

o I
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Dziat 1. Stereometria

Wzajemne potozenie ptaszczyzny | prostej

L

Prosta I ma wszystkie

punkty wspolne
z plaszczyzna m.
Mowimy, ze prosta [ jest

zawarta w plaszczyzZnie 7.

——

Prosta k nie ma zadnego

punktu wspdélnego
z plaszczyzna 7.

Prosta m ma dokladnie
jeden punkt wspolny
z plaszczyzng m.

Moéwimy, ze prosta m
przecina plaszczyzne m
w punkcie M.

O prostych [ i kK méwimy, ze s3 réwnolegle do ptaszczyzny m:

Hmnikl|ln

Mowimy, ze prosta:

* jest r6wnolegla do plaszczyzny, jezeli nie ma z nig punktow wspélnych albo
jezeli jest w niej zawarta,
® przecina plaszczyzne, jezeli ma z nig jeden punkt wspdlny.

Przykiad &)

Opiszemy polozenie prostej BM wzgledem plaszczyzn wyznaczonych przez $ciany

szeSciennego pudelka przedstawionego na rysunku.

Rozwiazanie

Prosta BM jest réwnolegla do plaszczyzny:

* BCML, poniewaz jest zawarta w tej plaszczyznie,

* ADNK, bo nie ma z tg plaszczyzng zadnego punktu

wspolnego.

Prosta BM przecina plaszczyzne:

* ABCD w punkcie B,
* ABLK w punkcie B,
» KLMN w punkcie M,
* DCMN w punkcie M.

A
b~




1. Proste | plaszczyzny w przestrzeni

Wzajemne potozenie dwoch prostych w przestrzeni

m -\

Jezeli dwie rozne proste zawarte sg w jednej ptaszczyZnie, to takie proste nazy-
wamy wspolplaszczyznowymi.

., v

Przykiad E)

Proste a i b sg wspolplaszczyznowe.

ST <
oeinica -~

Dwie proste, przez ktére nie mozna poprowadzic jednej ptaszczyzny, nazywamy
skosnymi.

Przykiad @) « zad. 1.5-1.7

Wypiszemy wszystkie pary prostych sko$nych
pokazanych na rysunku.

Rozwigzanie
Skosne sg proste:

* pr. ABipr. CW,
* pr. ACipr. BW,
* pr. BCipr. AW.

Przyktad &)

Na rysunku obok pokazujemy sposéb umiesz-
czenia w przestrzeni dowolnej liczby prostych,
z ktorych kazde dwie sg skosne (na rysunku
mamy model utworzony z czterech prostych:

a, b, ¢, d).

11 .
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Dziat 1. Stereometria

Rownolegiose | prostopadios¢ w przestrzeni

Jezeli dwie rézne proste na plaszczyZnie nie ma-

ja zadnego punktu wspolnego, to sg rownolegte. / // allb
Przyjmujemy réwniez, ze kazda prosta jest rowno- = al|a

legta do samej siebie, czylia || a.

Réwnoleglos¢ w przestrzeni definiujemy tak, aby odréznic¢ proste skos$ne od prostych
rownoleglych. Proste skosne nie majg punktow wspolnych, ale nie nazywamy ich
rownoleglymi.

m -1

Dwie proste nazywamy rownoleglymi w przestrzeni, jezeli sg wspoiplaszczy-
znowe 1 rownolegle na plaszczyznie, na ktorej leza.

N o

Przykiad )

Proste a, b, c s rOwnoleglte w przestrzeni, poniewaz:
a || b w plaszczyznie p,

a || ¢ w plaszczyznie y,
b || ¢ wplaszczyZnie a.

Zdetiniowaliémy roéwnoleglos¢ prostej a do plaszczyzny a oraz réwnoleglo$¢ dwoch

plaszczyzn.

Zauwazmy jeszcze, ze przez kazdy punkt przestrzeni przechodzi:
* dokladnie jedna prosta rownolegla do danej prostej a,

* nieskonczenie wiele prostych rownolegtych do
danej plaszczyzny a — zbior wszystkich punk-
tow nalezacych do tych prostych tworzy plasz-

czyzne rownolegla do plaszczyzny «,
* dokladnie jedna ptaszczyzna réwnolegta do da-
nej ptaszczyzny a.

Dwie proste przecinajgce si¢ na plaszczyznie pod

katem prostym nazywamy prostymi prostopadty-
mi. Prostopadtos¢ prostych w przestrzeni definiu-
jemy w bardziej ogélny sposob, tak aby rozszerzy¢ ; //

pojecie prostopadlosci prostych na proste skosne.




1. Proste | plaszczyzny w przestrzeni

Prosta a jest prostopadla do prostej b
w przestrzeni (a L b), gdy istnieje prosta a'
rownolegla do prostej a i przecinajgca pro-

stg b pod katem prostym.

Na rysunku obok przedstawiona jest sytuacja,
w ktorej proste k i m przecinajg sie pod katem
prostym, czyli k L m. Proste[1i p sg rownoleg-
le do prostej m (i skosne do prostej k). Zgod-
nie z definicja kK L I i kK L p. Prosta k jest
prostopadia w przestrzeni do kazdej prostej row-
noleglej do m.

Przyktad @) < zad. 1.11

Wypiszemy wszystkie krawedzie rownolegle i wszystkie

krawedzie prostopadie do prostej 1 w prostopadtoscia-
|y o pE—

nie ABCDABCD.
Rozwigzanie
» Krawedzie rownolegte:
CC' || m (bo krawedz o jest zawarta w prostej m),
AA'||m, BB'|| m, DD'|| m.
» Krawedzie prostopadte:
BC'Lm, AD"Lm, D'C' L m, A'B' L m,
BC Lm, AD L m, DC L m, AB L m.

Przykiad €) < zad. 1.12
Wypiszemy krawedzie prostopadle do prostej k

w graniastostupie prostym SUMPAN, ktoérego .
podstawg jest trojkat prostokatny. i

Rozwigzanie
AP Lk, US.lLk PS.Lk
MN 1k, AU 1k

BI‘

CF

13 .
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Dziat 1. Stereometria

Jezeli ustawimy ekierki na stole w sposob przed-
stawiony na rysunku, to prosta k, zawierajgca jed-
ng z przyprostokgtnych, bedzie prostopadia do kaz-
dej prostej przechodzacej przez punkt A i zawartej
w plaszczyznie stotu. Jest zatem prostopadia do do-

wolnej prostej zawartej w plaszczyznie stotu.

m -\

Mowimy, Ze prosta k jest prostopadla do plaszczyzny a (kK L «a), jezeli jest
prostopadia do kazdej prostej zawartej w plaszczyznie .

L o

Przyjmiemy bez dowodu nastepujace twierdzenie.

Prosta prostopadia do dwoch przecinajgcych sie prostych jest prostopadia do
plaszczyzny wyznaczonej przez te proste.

Przyktad €)

Prosta k z przyktadu 8 jest prostopadla do dwoch prostych: AP i PS, przecinajacych
sic w punkcie P. Jest wiec prostopadia do plaszczyzny zawierajgcej $ciane boczng
PAUS. Rysunek po prawej stronie przedstawia ten sam graniastostup, ale stojacy na
Scianie PAUS. | M

Mowimy, ze plaszczyzna «a jest prostopadla do plaszczyzny £, jezeli a zawiera
prostg prostopadly do plaszczyzny .

L A

Jezeli plaszczyzna a zawiera prostg prostopadly do plaszczyzny B, to plaszczyzna 8
zawiera prostg prostopadly do plaszczyzny a (mozna to pokazac¢ na modelu z ekier-
ka), zatem prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, ktore podajemy bez dowodu.



1. Proste | plaszczyzny w przestrzeni

Jezeli plaszczyzna « jest prostopadta do ptaszczyzny B, to plaszczyzna £ jest pro-
stopadta do plaszczyzny a.

W przykiadzie 9 ptaszczyznami prostopadlymi sg np.: pt. PAUS i pl. PSMN.

Zauwazmy na koniec, ze w przestrzeni dwie dowolne proste majg wspolna, przecina-
jaca je, prosta prostopadly. Dla prostych skosnych mozna jg wyznaczy¢ w nastepujacy
sposob:

Przez proste skosne a i b prowadzimy plaszczyzny

rownolegle a i . Nastepnie przez jedng z prostych
(na rysunku jest nig prosta a) prowadzimy plaszczy-
zne prostopadia do S, ktéra przecina prostg b w punk-
cie P. Szukana prosta m jest zawarta w tej plaszczyz-
nie, przechodzi przez punkt P i jest prostopadta do f5,
zatem przecina kazdg z prostych a, b i jest do nich

prostopadia.

1.1. Dane s3 prosta k i plaszczyzna a. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Istnieje dokladnie jedna plaszczyzna zawierajaca prostg k i prostopadta do plasz-
CZyZny «.

B. Istnieje co najmniej jedna plaszczyzna zawierajgca prosta k i prostopadta do plasz-
CZyzny «.

C. Istnieje nieskonczenie wiele plaszczyzn zawierajgcych prostg k i prostopadlych do

plaszczyzny a.

1.2. Jakim zbiorem moze by¢ zbior punktow wspolnych trzech réznych plaszczyzn?
Rozwaz rozne mozliwosci polozenia plaszczyzn.

BB
1.3. Wskaz wszystkie plaszczyzny rownolegle w wielo- ZE/|:7
R ; | ;
Scianie na rysunku obok. i D' __ o
1.4. Punkty K, O, Z, A nie lezg na jednej plaszczyzZnie. D Ari &
Wymien wszystkie plaszczyzny wyznaczone przez kazde _,,.---"‘“‘7’ B’
trzy spos$rod tych punktéow. Podaj krawedzie przeciecia A B

kazdej pary plaszczyzn.

15 I



B 16

Dziat 1. Stereometria

1.5. Na rysunku 1 przedstawiony jest wieloS§cian ABCDW. Wypisz wszystkie jego
krawedzie, ktére sg zawarte w prostych skosnych do prostej AC.

1.6. Na rysunku 2 przedstawiono graniastostup prosty BUTMOC o podstawie troj-
katnej. Wypisz wszystkie jego krawedzie, ktore s zawarte w prostych skosnych do
prostej UC.

W

A D

N B

Rys. 1. B C Rys. 2. U

1.7. Na rysunku przedstawiono otwarte prostopadloscienne pudetko. Wszystkie je-
go narozniki oznaczono literami. Wypisz krawedzie zawarte w prostych skosnych do

prostej] KL.

H
K//; I

( C
E F

A

1.8. Dane sg dwie proste skos$ne k i [. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) ptasz-

czyzny n rownoleglej do obydwu tych prostych i nieposiadajgcej z nimi punktow

wspolnych.

a) Ile jest takich plaszczyzn?

b) Czy przez kazdy punkt przestrzeni nienalezacy do zadnej z tych prostych mozna
poprowadzic takg plaszczyzne? Jezeli tak, to ile jest takich plaszczyzn przechodza-
cych przez dany punkt?

# 1.9. Dane sg proste skosne k i I. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) prostej m

przecinajacej proste k oraz [ i rownoleglej do danej prostej p. Czy dla kazdej prostej
p istnieje taka prosta m?

+1.10. Trzy proste nie lezg w jednej plaszczyznie, ale kazde dwie sposrod nich si¢

przecinajg. Wykaz, ze proste te majg jeden punkt wspolny.



1. Proste | plaszczyzny w przestrzeni

1.11. Na rysunku pokazano prostopadtoscian z wyrdzniong N, M
krawedzig AB, wyznaczajgcg prostg m. Wypisz wszystkie /

a) krawedzie réwnolegte do m.
b) krawedzie prostopadie do m. ,
c) krawedzie skosne do m. Dhl)
d) $ciany réwnolegte do m. A
e) Sciany prostopadie do m.

L
o~

1.12. Wypisz krawedzie prostopadte do prostej m w graniastostupie prostym
ABCDEF, ktorego podstawg jest trojkat prostokatny (rys. 1).

1.13. Na rysunku 2 przedstawiony jest prostopadtoscian z wyrézniong kolorem
Sciang a. Wypisz wszystkie

a) krawedzie prostopadte do «. c) $ciany rownolegte do .
b) krawedzie rownolegte do a. d) sciany prostopadte do «.
D! c

Bl‘

Rys. 1. Rys. 2. x= B

1.14. Czy dwie proste prostopadte do tej samej plaszczyzny moga byc skoéne?
1.15. Czy dwie plaszczyzny prostopadle do tej samej prostej mogg si¢ przecinac?

1.16. Dana jest plaszczyzna mr i punkt A nielezacy na niej. Ile jest plaszczyzn prosto-
padtych do 7 przechodzacych przez punkt A? Wykonaj rysunek (lub zbuduj model)
plaszczyzny a prostopadlej do m, przechodzgcej przez punkt A i réwnoleglej do dane;j
prostej k.

+ 1.17. Dane sg dwie proste skos$ne a i b. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) ptasz-
czyzny réwnoleglej do prostej a 1 zawierajgcej prosta b.

+ 1.18. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) ptaszczyzny zawierajgcej dang prosty a
i prostopadiej do danej plaszczyzny n. Rozwaz przypadki, gdy a L o oraz gdy a nie
jest prostopadia do 7.

+ 1.19. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) ptaszczyzny przechodzacej przez dany
punkt P, prostopadlej do danej ptaszczyzny 7 i rownolegtej do danej prostej k.

1.20. Wykaz, ze dla pary prostych sko$nych a i bistnieje dokladnie jedna para ptasz-

czyzn « i § takich, Ze a zawiera sie w a, b zawiera siew fi a || p.

17



B 18

Dziat 1. Stereometria

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Punkty P, Q, R, S nie lezg na jednej plaszczyznie. Wskaz liczbe plaszczyzn wy-
znaczonych przez kazde trzy sposrod tych punktow.
A.3 B. 4 C.5 D. 6

2. Proste ABiCD sg skosne. Jak sg potozone proste AC i BD?
A. S3 rownolegte. C. Sg skosne.
B. Przecinajg sie. D. Jest za malo danych, zeby odpowiedziec na to pytanie.

3. Dane sg prosta k i punkt P nielezgcy na tej prostej. Ile istnieje prostych, a ile ptasz-
czyzn przechodzacych przez punkt P i rownoleglych do prostej k?

A. Jedna prosta i jedna plaszczyzna.

B. Jedna prosta i nieskonczenie wiele ptaszczyzn.

C. Nieskonczenie wiele prostych i jedna ptaszczyzna.

D. Nieskonczenie wiele prostych i nieskonczenie wiele plaszczyzn.

4. Rozne proste aib sg prostopadte do prostej k. Ocen prawdziwosc podanych zdan.
A. Proste a i b mogg by¢ rownolegte.

B. Proste a i b mogg byc¢ prostopadie.

C. Proste a i b mogg byc¢ skoéne.

9. Podstawg graniastostupa prostego przedstawionego na rysunku jest trojkat pro-
stokgtny. Prosta k zawiera przyprostokatng tego trojkata. Wypisz wszystkie wyzna-
czone przez wierzcholki tego graniastostupa F E

a) krawedzie réwnolegle do prostej k. y

b) krawedzie prostopadie do prostej k. D L C "
c) krawedzie skosne do prostej k. Wi B

d) plaszczyzny rownolegle do prostej k.

e) plaszczyzny prostopadle do prostej k. i

6. Dane s3 prosta k i rozne punkty P, Q nielezace na niej. Ile istnieje plaszczyzn
zawierajacych punkty P i Q i réwnoleglych do prostej k? Rozwaz rézne potozenia
punktow wzgledem prostej.

7. Dane s3 dwie proste skosne a i b oraz punkt P nienalezgcy do zadnej z nich. Zbu-
duj model lub wykonaj rysunek plaszczyzny rownoleglej do prostej a i do prostej b
oraz przechodzacej przez punkt P.



2. Kat nachylenia prostej
do ptaszczyzny

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach katow miedzy odcinkami
(np. krawedziami, krawedziami | przekatnymi), obliczanie miar tych katow

* rozpoznawanie w graniastostupach | ostrostupach katow miedzy odcinkami
| ptaszczyznami (miedzy krawedziami | Scianami, przekatnymi | scianami,
obliczanie miar tych katow

» stosowanie trygonometrii do obliczania dtugosci odcinkow oraz miar kgtow

Rzut rownolegty

Wiemy, ze przez kazdy punkt przestrzeni przechodzi dokladnie jedna prosta réw-
nolegta do danej prostej. Obserwacje te wykorzystamy do zdefiniowania przeksztal-
cenia, ktore dowolnemu punktowi przestrzeni przyporzgdkowuje punkt nazywany
jego rzutem rownolegltym na ustalong plaszczyzne.

m -W

Niech bedzie dana plaszczyzna 7 i prosta k przecinajgca te plaszczyzne. Przez
punkt P przestrzeni prowadzimy prostg b rownolegla do prostej k. Prosta b prze-

cina plaszczyzne m w punkcie P, ktéry nazywamy rzutem réwnolegtym punktu
P na plaszczyzne m w kierunku k.

Na rysunku zaznaczone sg rzuty rownolegle kilku punktéow na plaszczyzne m w kie-
runku prostej k.

Zauwazmy, ze:
» przeksztalcenie to réznym punktom przestrzeni moze przyporzgdkowac ten sam
punkt plaszczyzny 7, np. rzutem kazdego z punktéw A, B, C jest punkt A’

* rzutem punktu nalezacego do plaszczyzny 7 jest on sam (punkty ptaszczyzny m sg
punktami stalymi w tym przeksztalceniu).
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Dziat 1. Stereometria

W rzucie rownoleglym:

* obrazem odcinka jest albo odcinek ( AP jest obrazem odcinka AP), albo — gdy

rzutowany odcinek jest réwnolegly do kierunku rzutu — punkt* (A’ jest obrazem
np. odcinka AB),

» obrazem prostej jest prosta albo — gdy rzutowana prosta jest rownolegta do kie-
runku rzutu — punkt**,

* obrazem przestrzeni jest ptaszczyzna 7.

Szczeg6lnym przypadkiem rzutu rownoleglego jest rzut w kierunku prostej prosto-
padtej do plaszczyzny 7. Nazywamy go wowczas rzutem prostokatnym (prostopad-

tym) na ptaszczyzne n.

Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

Jezeli prosta k przecina w punkcie P plaszczyzne 7, ale k

nie jest do niej prostopadta, to tworzy rézne katy z pro- P
stymi zawartymi w 7 i przechodzgcymi przez P. Jeden / /

z tych katéw ma szczegdlne znaczenie.

m -\

Katem nachylenia prostej do plaszczyzny, przy zalozeniu, ze prosta nie jest do

niej ani prostopadta, ani rownolegla, nazywamy kat ostry utworzony przez te
prostg i jej rzut prostokatny na plaszczyzng.

b

Kat nachylenia prostej k do plaszczyzny m wyznaczamy w kolejnych krokach.

Krok 1: Na prostej k wybieramy punkt A r6zny od O -
punktu przeciecia ptaszczyzny.

Krok 2: Przez punkt A prowadzimy prostag m pro-
stopadla do plaszczyzny 7 i przecinajacy ja
w punkcie B (jest to rzut prostokgtny punk-
tu A na plaszczyzne ).

Krok 3: Prowadzimy prostg OB. Kat AOB oznaczony
na rysunku literg « jest szukanym katem na-
chylenia prostej k do plaszczyzny .

* Formalnie: zbior jednopunktowy.

* jw_



2. Kat nachylenia proste] do ptaszczyzny

Miara kata « nie zalezy od tego, ktory z punktow prostej k wybierzemy jako punkt A.

A, k

Ponadto przyjmujemy, ze prosta rownolegta do plaszczyzny tworzy z nig kat zerowy,
czyli kat o mierze 0° a prosta prostopadia do plaszczyzny tworzy z nig kat prosty,
czyli kat o mierze 90°.

Zauwazmy, ze jezeli punkt B jest rzutem prostokgtnym punktu A na plaszczyzne m,

apunkt C € miC # B, to |AB| < |AC]|. Inaczej méwigc, punktem plaszczyzny 7,
ktory lezy najblizej punktu A, jest rzut prostokgtny punktu A na te plaszczyzne.

Przykiad € < zad. 2.5

W prostopadtoécianie ABCDA'B'C'D’ prosta DD’
jest prostopadta do plaszczyzny ABCD. Kat D'DB
jest prosty, wiec kat D'BD jest katem nachylenia
prostej BD' do plaszczyzny ABCD.

Na rysunku zaznaczone sg katy nachylenia przekat-

nej AC ’ prostopadtoscianu:

®

Przykiad @) « zad. 2.6

Zaznaczymy kat nachylenia prostej A'B do plasz-
czyzny ACC A'w przedstawionym na rysunku gra-
niastostupie prostym, ktorego podstaws jest trojkat
ostrokatny.

C

o plaszczyzny ABBA' - jest nim kat f3,

C

o plaszczyzny AA'D D jest nim kat av.

21 I
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Dziat 1. Stereometria

Rozwigzanie
Dla utatwienia ustawmy graniastostup tak, jak na rysunku po lewej stronie. Sciana

ABC jest prostopadla do plaszczyzny ACCA’, zatem wysokoéé BD trojkata ACB jest
prostopadta do plaszczyzny ACCA". Rzutem prostokatnym punktu B na plaszczyzne
ACCA'jest punkt D. Szukany kat to 4DA'B, oznaczony na rysunku literg a.

CF

Na rysunku po prawej stronie przedstawiony jest graniastostup w poprzednim poto-
zeniu z zaznaczonym katem a.

Przykiad @) « zad. 2.7

Zaznaczymy katy nachylenia krawedzi bocznych danego ostrostupa o podstawie troéj-

katnej do ptaszczyzny podstawy. ’

Rozwigzanie

Najpierw nalezy znalez¢ rzuty prostokgtne
krawedzi bocznych bryly. W tym celu najwy-
godniej jest zrzutowac prostopadle wierzcho-
lek ostrostupa, czyli poprowadzi¢ wysokosc.

a) W ostrostupie ABCS rzut prostokatny

wierzchotka nalezy do podstawy.
a, fB, y to odpowiednio katy nachylenia kra-
wedzi AS, BS i CS do ptaszczyzny ABC.

b) W ostrostupie KLMW rzut prostokatny
wierzchotka nie nalezy do podstawy.

a, f, y to odpowiednio katy nachylenia kra-
wedzi KW, LW i MW do ptaszczyzny KLM.
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2. Kat nachylenia proste] do ptaszczyzny

Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny

m -E

Niech A; oznacza rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne n. Odleglosc
punktu A od plaszczyzny mjest réwna: 0, gdy A, = A, oraz |A; Al gdy A, # A.

L "

Za pomocy odleglosci punktu od plaszczyzny mozna zdefiniowac:

* odleglos¢ miedzy prostg [ i plaszczyzng m do niej rownolegly jako odlegtos¢ do-
wolnego punktu prostej [ od plaszczyzny 7,

* odleglos$¢ miedzy dwiema plaszczyznami rownoleglymi jako odlegtos¢ dowolnego
punktu jednej z tych plaszczyzn od drugiej plaszczyzny.

Przykiad @) < zad. 2.9

Odlegtos$¢ punktu A od plaszczyzny 7 jest réwna 6 cm, odleglos$¢ punktu B od plasz-
czyzny 7 jest rGwna 10 cm. Prosta AB jest nachylona do plaszczyzny r pod katem 50°,
a punkty A1 Bleza po tej samej stronie ptaszczyzny 7. Obliczymy diugosc odcinka AB
(z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku).

Rozwigzanie
Oznaczmy: Punkty A i B leza po tej samej (({ }))
A, - rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne 7, stronie plaszczyzny 7, jezeli
B, - rzut prostokatny punktu B na plaszczyzne , ﬂdc"_wk AB nie ma punktéw
e _ wspolnych z plaszczyzna m.
P - punkt przeciecia prostej AB z plaszczyzna .

Punkty A, B, P, A,, B leza na jednej plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny 7.
Zgodnie z tredcig zadania:
4BPB, = 50°, |AA,| =6cm, |BB;|=10cm

Jezeli przez punkt A poprowadzimy prosta rownolegla do prostej PA,, to przetnie
ona prostg BB, w pewnym punkcie. Oznaczmy go literg C.

Zatem w trojkacie ACB mamy:

JACB = 90°, 4BAC = 50°
|BC| = |BB;| = |CB;| =10 - 6 = 4 [cm]

Diugosc boku AB obliczymy, korzystajac

z tunkgji trygonometrycznych. - i
B BC ot
VA, sins0® asad [ABL= 2L & 2 w522 Tem],
|AB| sin 50° 00,7660

Odp.: |AB| = 5,22 cm

23 I
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Dziat 1. Stereometria

2.1. Ustaw na stole otéwek tak, by byt on nachylony do ptaszczyzny stotu pod danym
katem.

a) 30° b) 45° c) 60° d) 90°

2.2. Jaka figura moze byc¢ obrazem trdjkata w rzucie prostokatnym na dang plasz-
czyzne? Rozwaz rozne mozliwosci. Kiedy obrazem tego trojkata jest trojkat do niego

przystajacy?

2.3. Dwie rézne proste rownolegle k i/ rzutujemy prostopadle na ptaszczyzne m. Czy
obrazy tych prostych moga mie¢ punkty wspolne?

2.4. Dane sg dwie przecinajace si¢ proste kil oraz plaszczyzna m, ktora ich nie zawie-
ra. W jakim kierunku nalezy zrzutowac te proste na plaszczyzne m, aby ich obrazem
byla jedna prosta? Kiedy nie mozna uzyskac takiego wyniku?

2.5. Przerysuj rzut prostopadtoscianu ABCDKLMN (rys. 1). Zaznacz na rysunku
katy nachylenia przekatnej DL do ptaszczyzny

a) podstawy ABCD. c) Sciany bocznej DCMN.
b) $ciany bocznej ADNK. d) podstawy KLMN.

2.6. Przerysuj rzut graniastostupa prostego ABCA'B'C’, ktérego podstawy jest ostro-
katny tréjkat ABC (rys. 2). Zaznacz na rysunku Kat nachylenia proste; A'C do plasz-
czyzny CBB'C',




2. Kat nachylenia proste] do ptaszczyzny

2.7. Przerysuj rzuty ostrostupéw. Na kazdym rysunku zaznacz kat nachylenia pro-

stej [ do plaszczyzny podstawy 7.

1
i
I
i
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i
I
1
¥
I
i
i
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2.8. Odcinek AB ma dlugos¢ 1. Oblicz dlugosc rzutu prostokatnego tego odcinka

na plaszczyzne, do ktérej prosta AB jest nachylona pod danym katem.
a) 0° b) 30° c) 45° d) 60° e) 90°

2.9. Punkty A i B lezg po tej samej stronie plaszczyzny n. Punkty A;, B, s3 odpo-
wiednio ich rzutami prostokagtnymi na ptaszczyzne . Punkty A, B, A,, B, spelniajg
podane warunki. Oblicz dlugos¢ odcinka AB.

a) |A,B,| =8, |AA,| =15, |BB,| =7

b) |A.B,| = 10, |AA,| =3, |BB,| =7

# 2.10. Punkty A i B lezg po przeciwnych stronach ptaszczyzny n. Punkty A, i B,

sg odpowiednio ich rzutami prostokgtnymi na ptaszczyzne 7. Ponadto wiadomo, ze
|A,B,| =8, |AA,| = 5, |BB,| = 3. Oblicz dlugos¢ odcinka AB.

2.11. Punkty A i B leza po tej samej stronie plaszczyzny n. Punkty A, i B, sg od-
powiednio ich rzutami prostokgtnymi na plaszczyzne n. Wiadomo, ze |AA,| = 5,

|BB,| = 7, a prosta AB jest nachylona do ptaszczyzny 7 pod danym katem. Oblicz
dlugosc odcinka AB (z dokltadnoscig do dwoch miejsc po przecinku).

a) 30° b) 60° c) 85° d) 10°

2.12. Punkty P iQ lezg po tej samej stronie plaszczyzny z. Punkty P'i Q' s odpo-
wiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Punkty P, Q, P', Q'spelniaja
podane warunki. Wyznacz kat nachylenia prostej PQ do plaszczyzny .

a) |PP'| =9, |QQ'| =5, |PQ'|=4V3

b) |P'Q'| =3v2, |QQ'| =22, |PP'| =52
c) |[PQ'|=3, |[PQ|=6

d) |[PQl =6, |PP'|=3; |QQ'| =13

e) |PQ| =5v2, |P'Q'| =10
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Dziat 1. Stereometria

2.13. Punkty A i B lezg po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty A'i B' s3 odpo-
wiednio ich rzutami prostokgtnymi na plaszczyzne n. Wiadomo, ze

a) |A'B| = 6, |AA’\ =12, |AB| = 10. Oblicz \BB’\.

b) |AA| =18, |BB'| = 10, |AB| = 4V13. Oblicz |A'B'|.
c) |AA'| =2, |BB'| =10, |A'B'| = 6. Oblicz |AB.

d) |AB| =20, |BB'| =17, |A'B'| = 16. Oblicz

AA'|.

2.14. Punkty M i N leza po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty M'i N' s3 od-
powiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne mr. Prosta M N jest nachylona
do plaszczyzny m pod katem a. Wiadomo, ze

a) ‘M ‘M ‘ = 12, ‘N 'N ‘ = 5, a = 40° Oblicz |IMN| z dokladnos$cig do jednego
miejsca po przecinku.

b) IM'N'| =5, IM'M| = 10, ‘NfN‘ = 4. Oblicz a z dokladnoscig do 1°.

c) |[M'N'| =4, IMN| = 25. Obliczaz doktadnoscig do 1°.

d) IM'N'| = 54, a« = 72°. Oblicz |MN]| z dokladnos$cig do jednego miejsca po
przecinku.

2.15. Przez punkt M, odlegly od plaszczyzny r 0 13 cm, poprowadzono dwie proste
przecinajgce plaszczyzne m w punktach K i L oraz nachylone do niej pod katem 45°.
Kat KML ma miare . Wyznacz dlugosc odcinka KL.

d) & = 90° b} & = 60°

2.16. Z punktu A poprowadzono odcinki AKi AL o dlugosciach odpowiednio row-
nych 25cmi 17 cm. Przez punkty K i L przechodzi taka ptaszczyzna 7, Ze prostokatne
rzuty odcinkéw AK i AL na nig pozostajg w stosunku 5:2. Wyznacz odleglos¢ punktu
A od ptlaszczyzny 7.

2.17. Zosia znalazla na strychu stary namiot i po-
stanowita sprawdzi¢, jak sie go rozbija. Wedtug in-
strukcji kazdy z masztow o dlugosci 1 m nalezy przy-
mocowac do podloza za pomoca dwoch linek. Pro-
ducent zaleca, aby kat miedzy linkami byt réwny 60°,
za$ kat miedzy linkami a podlozem wynosit 30°. Ja-
kiej diugosci powinny by¢ linki i w jakiej odleglosci

od siebie powinny by¢ ich dolne konce?

2.18. Trojkat ABC, w ktérym kat C jest prosty, wyznacza plaszczyzne m. Przez
punkt C poprowadzono prostg prostopadly do ptaszczyzny 7 i wyznaczono na niej
punkt W oddalony od 7 0 10 cm. Ponadto wiadomo, ze |AW| = 15 cm

i |[BW| =20 cm. Oblicz pole tréjkata ABC.



2. Kat nachylenia proste] do ptaszczyzny

2.19. Dane s3 dwie réwnolegle i rézne plaszczyzny m, i m, oraz nieréwnolegla do
nich prosta m. Wykaz, ze katy nachylenia prostej m do plaszczyzn 7, i m, sg rowne.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz jg i zapisz w zeszycie.

1. Punkty PiQlezg po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty P'i Q' sa odpowiednio
ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Punkty P, Q, P', Q'spelniajg warunki
|PQ| = 6, ‘QQF‘ =243 i ‘PP" = 54/3. Wskaz miare kata nachylenia prostej PQ do
plaszczyzny 7.

A. 30° B. 45° C. 60° D. 120°

2. Punkty PiQ lezg po tej samej stronie ptaszczyzny m w odleglosciach od niej odpo-
wiednio rownych 8 cm i3 cm. Odcinek PQ o dtugosci 13 cm zrzutowano prostopadle
na plaszczyzne . Wskaz dlugoéc¢ rzutu tego odcinka.

A. 833 cm B. 2vV13 ¢cm C. 11 cm D.12¢cm

3. Rzut prostokatny odcinka AB o dlugosci 24 cm na plaszczyzne 1 ma dlugosc
10 cm. Wskaz obliczony z dokladnoscig do 1° kat nachylenia prostej AB do plasz-

CZyZny 7.
30° B. 65° C. 67° D. 63°

A.

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. W rzucie réwnoleglym na plaszczyzne
A. obrazem kota moze by¢ odcinek.

B. obrazem odcinka nie musi by¢ odcinek.

C. obrazem okregu moze by¢ punkt.

5. W graniastostupie prostym o podstawie bedacej trojkgtem réwnobocznym po-
prowadzono prosta [ przechodzacg przez wierzchotek podstawy dolnej i srodek prze-
ciwleglej krawedzi podstawy gornej. Wykonaj rysunek ilustrujgcy te sytuacje. Za-
znacz na nim katy nachylenia prostej [ do ptaszczyzny podstawy oraz do plaszczyzny
kazdej ze Scian bocznych.

6. Belka startowa skoczni narciarskiej znajduje si¢ na wysokosci 865 m n.p.m., a prég
tej skoczni na wysokosci 831 m n.p.m. Dlugos¢ najazdu jest réwna 92 m. Oblicz kat
nachylenia skoczni (z dokladnoscig do 1°). Przyjmij, ze najazd jest odcinkiem.

7. Odleglosc miedzy punktami P i Q wynosi 17 cm, a rzut prostokatny odcinka PQ
na plaszczyzne m ma dlugosc 15 cm. Punkt P jest oddalony od ptaszczyzny 0 30 cm.
Oblicz odleglosc punktu Q od plaszczyzny 7.
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3. Kat dwuscienny

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach katow miedzy scianami

Przypomnijmy, ze kazdg z dwodch cze-
Sci plaszczyzny wyznaczonych przez dwie
polproste o wspolnym poczatku, wraz
z tymi pélprostymi, nazywamy katem pla-
skim. Podobnie definiuje si¢ kat prze-
strzenny.

/

Dwie roézne polplaszczyzny P,, P,
o wspodlnej krawedzi m dzielg prze-
strzen na dwie czesci. Kazdg z nich wraz
z tymi péiplaszczyznami nazywamy ka-
tem dwusciennym o krawedzi m i Scia-
nach P, i P,.

-

wspdlna krawedz

T —

Miara kata dwusciennego nazywamy miare kata plaskiego bedacego czescig wspolng
kata dwusciennego i plaszczyzny prostopadtej do jego krawedzi. W takim znaczeniu

uzywac bedziemy zwrotu ,,kat dwuscienny a = 30°”,

Miare kata dwusdciennego o krawedzi m
i écianach P;, P, wyznaczamy w kolej-
nych krokach.

Krok 1: Prowadzimy plaszczyzne n pro-
stopadlg do prostej m.

Krok 2: Mierzymy kat ptaski, wypuktly lub
wklesty, bedacy czescig wspol-
ng kata dwusciennego i plaszczy-
zny 7. Jeden z katéw dwuscien-
nych ma miar¢ a, a drugi 360° - a.

’"é
Pl




3. Kat dwuscienny 29 NS

Miara kata dwusciennego nie zalezy od tego, przez ktory punkt prostej m poprowa-
dzimy ptaszczyzne prostopadia do krawedzi tego kata.

-

Przykiad €D

Kat dwuscienny wypukly miedzy dwiema pélptaszczyznami prostopadlymi jest ka-
tem prostym, czyli ma miarg 90°. Katy takie sg utworzone przez dowolne dwie prze-
cinajgce si¢ sciany prostopadtosdcianu.

Przykiad &)
W graniastostupie prostym kat miedzy sgsiednimi scianami bocznymi jest rowny kga-
towi wyznaczonemu przez odpowiednie krawedzie podstawy.

Katem nachylenia sciany bocznej ostrostupa do plaszczyzny podstawy jest kgt wy-
pukly wyznaczony przez polptaszczyzne zawierajacg Sciang boczng oraz potplaszczy-
zne zawierajgcg podstawe ostrostupa. Kat dwuscienny miedzy scianami wielo$cianu
to kat wypukly wyznaczony przez dwie polplaszczyzny zawierajgce Sciany wieloscia-
nu o wspolnej krawedzi.
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Dziat 1. Stereometria

Przykiad 9 zad. 3.2

Zaznaczymy kat dwusdcienny w danym ostrostupie.

Rozwiazanie

a) a - kat dwuscienny miedzy §cianami  b) 8 - kat nachylenia $ciany bocznej do
bocznymi ostrostupa plaszczyzny podstawy w ostrostupie

prawidlowym tréjkatnym

c) y — kat migdzy sgsiednimi $cianami  d) & — kat miedzy przeciwleglymi $cia-
bocznymi ostrostupa prawidlowego nami bocznymi ostrostupa prawidlo-
czworokatnego wego czworokgtnego

W przykladzie d) zauwazmy, ze przeciwlegle sciany boczne ostrostupa, bedace przy-
stajacymi tréjkatami roOwnoramiennymi, majg wspolny tylko wierzcholek. Krawedz
kata dwusciennego 0 jest rownolegta do dwdch krawedzi podstawy ostrostupa zawar-
tych w $cianach kata 6. Wysokosci $cian bocznych poprowadzone z tego wierzchotka
wyznaczajg plaszczyzne prostopadla do plaszczyzn Scian bocznych. Zatem na plasz-
czyznie tej mozemy zaznaczy¢ nie tylko szukany kat J, lecz takze katy nachylenia
§cian bocznych do plaszczyzny podstawy.

3.1. Ustaw ksigzke tak, aby jej oktadki wyznaczyly kat dwudcienny o podanej mierze.
a) 30° b) 45° c) 60° d) 90°




3. Kat dwuscienny

3.2. Przerysuj do zeszytu rzut wielodcianu i zaznacz podany kat dwuscienny.

a) kat miedzy écianami bocznymi ABBA' i BCC'B' graniastostupa prawidlowego
trojkatnego (rys. 1)

b) kat nachylenia sciany ABS ostrostupa prawidtowego czworokatnego do plaszczy-

zny podstawy (rys. 2)
c) kat miedzy $cianami bocznymi ABS i ACS ostrostupa prawidtowego trojkatnego

(rys. 3)
A.’ - Cl

3.3. Przerysuj do zeszytu rzut ostrostupa prawidiowego
szeSciokatnego i zaznacz podany kat dwuscienny.

a) kat miedzy Sciang boczng CDS a plaszczyzng podstawy
b) kat miedzy scianami bocznymi AFS i EFS

c) kat miedzy Scianami bocznymi ABS i DES

3.4. Polplaszczyzny o, i m, o wspolnej krawedzi k tworza kat dwusdcienny o mie-
rze . Przez punkt A nalezacy do tego kata poprowadzono prostg [ prostopadia do
prostej k i przecinajaca ja w punkcie A’ Punkt B, jest rzutem prostokatnym punktu
A na plaszczyzne 7, a punkt B, jest rzutem prostokgtnym punktu A na plaszczyzne
7,. Prosta [ jest nachylona do plaszczyzny 7, pod katem f3,, a do ptaszczyzny m, pod

katem f3,. Przerysuj tabele do zeszytu. Zastgp 2| odpowiednimi wielko$ciami.

o B, B, |AA'| | |ABy| | |AB,| | |B,A"| | |B,A"| | <B,AB,

2] 30° 60° 10 H ?) 2 2 H
120° 30° 2 ? H H 6 2 ?

H 7] 45° ? 8 ?] B 2 100°
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+ 3.10. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym ABCDS

Dziat 1. Stereometria

- 3.5. Z punktu P nalezgcego do kata dwusciennego utworzonego przez potplaszczy-

zny 7, i, poprowadzono prosta k przecinajacg krawedz tego kata pod katem pro-
stym. Prosta k jest nachylona do plaszczyzny 7, pod katem 13°, a do plaszczyzny 7,
pod katem 38°. Jaka jest miara kata dwusciennego?

3.6. Podstawg ostrostupa prawidiowego jest tréjkat rownoboczny o boku 5 cm. Wy-
soko$¢ ostrostupa jest réwna 15 cm. Oblicz tangens kata dwusciennego miedzy $ciang
boczng i podstawg ostrostupa.

3.7. Co jest wigksze: miara kata migdzy sgsiednimi $cianami bocznymi ostrostupa
prawidlowego czworokatnego, ktérego sciany boczne sg trojkgtami rownobocznymi,
czy miara kata miedzy $ciang boczng a podstawg tego ostrostupa?

¥ 3.8. Dwa trojkaty rownoramienne majg wspolng podstawe o diugosci 2. Pélptasz-

czyzny, w ktérych zawierajg sie te trojkaty, tworza kat dwuscienny o mierze a. Od-
leglod¢ miedzy wierzchotkami tréjkagtow jest rowna 5, ramiona pierwszego trdjkata

maja dtugosc¢ V10, a drugiego V17. Wyznacz kat «.

3.9. Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokat. Krawed?
DS jest prostopadia do ptaszczyzny podstawy. Przerysuj do
zeszytu rzut tego ostrostupaizaznacz na nim katy nachylenia
Scian BCS 1 ABS do plaszczyzny podstawy.

krawedz boczna jest dwa razy diuzsza od krawedzi podsta-
wy. Kat BPD jest katem dwusciennym miedzy Scianami BCS
i CDS. Wyznacz cosinus kata SOP.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Wskaz miare kata dwusciennego miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi w gra-
niastostupie prawidtowym tréjkgtnym.
A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°



3. Kat dwuscienny

2. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym podstawg jest kwadrat o boku diu-
gosci 10 cm, a krawedzie boczne sg réwne 25 cm. Wskaz wyznaczong z doktadnoscia
do 1° miare¢ kata dwusciennego miedzy Sciang boczng i plaszczyzng podstawy tego
ostrostupa.

A. 65° B. 82° C. 73° D. 78°

3. Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugosc 12,

a wysoko$é¢ tego ostrostupa wynosi 2v/3. Wskaz miare kata miedzy przeciwleglymi
Scianami bocznymi.
A. 120° B. 140° . 135° D. 150°

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. W dowolnym ostrostupie katy nachylenia scian bocznych do plaszczyzny podsta-
wy majg miar¢ mniejszg od 90°.

B. W kazdym graniastostupie prostym katy miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi
s3 proste.

C. W kazdym prostopadioscianie katy miedzy sgsiednimi Scianami s3 proste.

5. W ostrostupie prawidlowym czworokagtnym zaznacz
a) kgt dwuscienny, ktory wyznacza Sciana boczna z ptaszczyzng podstawy.
b) kat dwuscienny miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi.

6. Przeciwprostokgtna AB o diugosci a jest wspolng podstawg trojkatow réwno-
ramiennych prostokatnych ABC i ABC,. Pélptaszczyzny, w ktérych zawieraja si¢ te
trojkaty, tworza kat dwuscienny o mierze 60°. Oblicz odleglos¢ miedzy wierzchotka-
miCiC,.

7. Punkty M i N lezg na jednej $cianie kata dwusciennego i s3 oddalone od jego
krawedzi odpowiednio 0 24 cm i 40 cm. Odleglos¢ punktu N od ptaszczyzny dru-
giej Sciany tego kata dwusciennego jest rowna 15 cm. Oblicz odlegtosc punktu M od
plaszczyzny tej sciany.
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4. Graniastostupy

Umiejetnosci:
* rozpoznawanie w graniastostupach katow miedzy: odcinkami, odcinkami
| ptaszczyznami, scianami
* Korzystanie z siatek graniastostupow
X » okreslanie, jaka figura jest dany przekroj prostopadfoscianu ptaszczyzna

Przypomnimy i uporzadkujemy najwazniejsze wiadomosci o graniastoslupach
omawiane podczas nauki w szkole podstawowej.

Zaczniemy jednak od wprowadzenia ogdlniejszych pojec.

m -W

Figure (zbiér punktéw przestrzeni) nazywamy wypukla, gdy caly odcinek 13-
czacy dwa dowolne punkty tej figury jest w niej zawarty.

. -

m .H

Wieloscianem wypuklym nazywamy taka figure wypukly, ktorej powierzchnie
stanowi skonczona liczba wielokgtow.

Przekatng wieloscianu jest odcinek taczacy dwa wierzchotki i niezawarty w zad-
nej ze scian.

L -

W wieloscianie na rysunku ponizej:

» wierzchotkami sg punkty: A, B,C, D, E, F,

» krawedziami sg odcinki: AB, BC, CD, AD, BF, CF, DE, AEiEF,
* Scianami sg wielokaty: ABCD, ABFE, DCFE, BCF, ADE.

Zauwazmy, ze w podreczniku  ({(+)
wszystkie bryly sa narysowane
w rzucie rownoleglym.

Ten wieloScian nie ma Zadnej przekatne;.



4. Graniastostupy

Graniastostupy

a

Graniastostupem wypuklym nazywamy wieloscian wypukly, ktorego dwie
Sciany (zwane podstawami) sg przystajgcymi wielokatami zawartymi w rowno-
legtych ptaszczyznach, a pozostate Sciany (zwane bocznymi) sg réwnolegtobo-

kami o wierzchotkach nalezgcych do podstaw.

LY "

Przyklady graniastostupow:

T i i v o -l e e LU M

'lr......................_.......... PR

\_--l-'I L
graniastostupy graniastostup graniastostup
czworokatne trojkatny szesciokatny

Przykiad €D
W narysowanym graniastostupie pieciokatnym
(czyli takim, ktéry ma w podstawie pigciokat):
» wierzchotkami sg punkty: A, B,C, D, E, A, B',C', D, E/,
» podstawami sg pieciokaty: ABCDE, ABCDE,
» $cianami bocznymi sg réwnolegtoboki:
ABBA', BCC'B', DCC'D', EDD'E’, EAA'E,
* krawedziami podstaw sg odcinki: AB, BC,
CD, DE, EA, A'B, BC', C'D', DE’, EA|,
* krawedziami bocznymi sg odcinki: AA', BB,
CC', DD, EE,
* wysokoscig h graniastostupa jest odcinek 13-

czacy dowolny punkt M’ plaszczyzny jednej
z podstaw z jego rzutem prostokgtnym M na
plaszczyzne drugiej podstawy.

Zauwazmy, ze wszystkie krawedzie boczne s3 rownolegle 1 majg te samg diugosc:
|AA"| = |BB'| = |cC'| = |DD'| = |EE/|
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B 36 Dziat 1. Stereometria

Graniastostup nazywamy prostym, jezeli jego krawedzie boczne sg prostopadte
do plaszczyzn podstaw.

4

-

720

Pozostale graniastostupy nazywamy pochylymi.

w

Roéwnolegloscian to graniastostup, ktérego podstawg jest réwnolegtobok.

iy 7

\‘
1“
L |

‘r LR 2 K K N R K & 3 N § E R R I

rownolegtodcian rownolegltoscian
prosty pochyty
Jezeli podstawa rysowanego graniastoslupa jest rownoleglobok rézny od prostokata, to te ((( )

informacje trzeba poda¢ slownie, poniewaz na plaskim rysunku nie wida¢ réznicy miedzy tymi
czworokatami.



4. Graniastostupy

Zauwazmy, ze rownoleglo$cian ma trzy pary Scian réwnoleglych (i przystajgcych).
Kazda z nich moze stanowi¢ pare podstaw tego réwnolegtoscianu. Ten sam réwno-
legloscian, w zaleznosci od wyboru podstaw, moze wigc by¢ jednoczednie graniasto-

stupem pochylym i prostym.

B:I’

-

o

Pe=——=-

Prostopadloscian to graniastostup prosty, ktérego podstawg jest prostokat.

Prostopadtoscian o wszystkich krawedziach réwnych nazywamy szescianem.

N, v

Wizystkie Sciany prostopadloscianu sg prostokatami, a wszystkie Sciany szeScianu sg
kwadratami.

/ """" 7 LT

|

Graniastostup nazywamy prawidlowym, jezeli jest prosty i ma w podstawie

wielokat foremny.

-
- . - o

‘-
-
-
-“'
-
-
"-
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Dziat 1. Stereometria

Siatki wieloscianow
Jezeli chcemy przedstawic wielo$cian, czyli figure trojwymiarows, na plaskiej kartce,

to mozemy albo narysowac jego rzut réwnolegly - tak postepowalismy dotychczas -
albo narysowac jego siatke.

Siatka wieloscianu nazywamy ptaskg figure bedgcg Czasami zamiast nazwy (1))
sumg wielokatéw stykajacych sie bokami, a powstata »siatka wielodcianu” uzywa
G 3 g = sie zwrotu ,,rozwiniecie
przez rozciecie pewnej liczby krawedzi wielo$cianu e Y
powierzchni wielo§cianu

tak, aby jego $ciany daly si¢ roztozyc¢ na plaszczyznie. na plaszczyznie”,

Przykiad @) < zad. 4.10

Narysujemy siatke szescianu. Kolorem czerwonym zaznaczone s3 te krawedzie sze-
Scianu, wzdtuz ktorych zostat on rozciety.

" ——

Abywykonac czynno$¢ odwrotna, tzn. z siatki otrzymac wieloscian, trzeba pozaginac
ja wzdiuz kazdej krawedzi, odpowiednio ztozy¢ i skleic.

J

Wielosciany mogg miec wiele réznych siatek. Ponizej prezentujemy trzy rozne siatki
tego samego prostopadioscianu.
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Przyktad @) « zad. 4.11-4.13
Narysujemy siatki kilku graniastostupow.

Rozwiazanie

* graniastostup prawidlowy trojkatny

.r'}-

o

[
-
--—.
-
-
-
-

N /’

Uwaga: Wymiary siatek graniastostupow zostaly zmniejszone, aby rzuty graniasto-
stupow i ich siatki zmiescity si¢ na stronie.

X Przekroje wieloscianéw

Jezeli wieloscian przetniemy plaszczyzng w taki sposob, ze zadna ze Scian wielo$cianu
nie zawiera si¢ w tej plaszczyznie oraz do czesci wspolnej wieloscianu i tej plaszczy-
zny nalezg co najmniej trzy niewspolliniowe punkty, to te czes¢ wspdlng nazywamy
przekrojem plaskim wieloscianu. Przekroje wieloscianow sg wielokgtami o bokach
wyznaczonych przez Sciany wielo$cianu i plaszczyzne sieczng. Zastanowmy sie, jaki-
mi wielokgtami sg przekroje plaskie prostopadtoscianow.



Dziat 1. Stereometria

Kazdy prostopadloscian ma szes¢ Scian, zatem maksymalng liczbg bokéw przekroju
jest 6. Przekrojem o najmniejszej liczbie bokow jest trojkat. Na rysunku prezentujemy
rozne rodzaje wielokatow bedgcych przekrojami ptaskimi prostopadiosciandw.

o —— . — -

?----- b=

-
f-‘*
s’
e

trojkat czworokat (trapez) pieciokat szeSciokat

Przykiad @) < zad. 4.18

Prostopadloscian ABCDA'BC'D' o podstawie kwadratowej przecigto plaszczyzng

przechodzaca przez wierzcholki B, DiC'.

a) Zaznaczymy Kat a miedzy otrzymanym przekrojem a ptaszczyzng podstawy
ABCD prostopadloscianu.

b) Przyjmujemy, ze krawedz podstawy prostopadloscianu ma diugosc a, a jego wy-
sokos$¢ jest rowna h. Wyznaczymy tg «.

c) Przyjmujemy, ze krawedzZ podstawy prostopadloscianu ma dlugos¢ 4 cm, a jego
wysokos¢ jest réwna 12 cm. Obliczymy pole otrzymanego przekroju.

Rozwigzanie

a) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D, C!
i 7 N | .
/ P Przypomnijmy: Uzywamy w podreczniku zwrotow ((( 1))
Al BY typu ,bok a wielokata” zamiast ,,bok wielokata
i ‘,f o dlugosci a”, podobnie ,wysokos¢ rowna 37, a nie
l / ~dlugodcé wysokosci réwna 37, ,przekatne sa rowne”
i / zamiast ,,przekatne maja jednakowa dlugosc itp.
9_ '-{ ............ C
. O
A B

Zauwazmy, ze:
* Sciany boczne s3 przystajgcymi prostokatami,

L

DCF‘ = }BC'r l, wiec przekrojem jest rbwnoramienny tréjkat DBC'



4. Graniastostupy

Plaszczyzna przekroju przecina podstawe ABCD wzdluz prostej DB. Aby wyznaczy¢
szukany kat, nalezy poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadly do tej proste;j.

» W réwnoramiennym tréjkacie DBC' prowadzimy wysokoéé C'O. Punkt O jest
srodkiem odcinka DB (przekatnej kwadratu ABCD).

» W kwadracie przekatne sg rowne i przecinajg si¢ pod kagtem prostym w punkcie,
ktory jest Srodkiem kazdej z nich. Zatem odcinek OC - jako potowa przekatnej AC
— réwniez jest prostopadly do prostej DB.

Prosta DB jest prostopadia do dwoch przecinajgcych sie prostych - OC 1 OC " Jest
wiec prostopadla do plaszczyzny wyznaczonej przez te proste. Szukanym katem «

jest zatem kat C'OC.
Odp.: a =1C'OC

b) a = 4C'OC, zatem tga wyznaczymy z tréjkata prostokatnego C'OC.

OC] = %ﬂ\ﬁ «— polowa przekatnej kwadratu
el o w3
5%~ ocl " a2 a
9
Odp.:tga = %
a

c) Trojkat DBC'jest rownoramienny, zatem jego pole P = %IDBI - ‘OC".

D: C'
A'a/% B
fj?..i ---------------- G
D
A B
DB| = 4+/2 [cm] «— przekatna kwadratu
OCI| = \/122 + (2@)2 = V144 + 8 = 2v38 [cm] «— twierdzenie Pitagorasa

Zatem: w trojkacie OCC'

P=%-4\/§-2x/3_8=8\/ﬁ[cmz]

Odp.: P = 8119 cm®
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4.1. Podaj liczbe Scian, krawedzi i wierzchotkow
a) szescianu.

b) graniastostupa trojkatnego.

c) graniastostupa pieciokatnego.

d) graniastostupa szesciokgtnego.

e) graniastostupa siedmiokgtnego.

4.2. Pewien graniastostup ma 11 $cian. Ile ma krawedzi?

4.3. Okresl liczbe wierzcholkoéw i krawedzi graniastostupa, ktéry ma
a) 10 scian. b) 32 Sciany. ¢) 106 Scian.

4.4. Suma liczb §cian, krawedzi i wierzchotkéw pewnego graniastostupa wynosi 44.
Co to za graniastostup?

4.5. Narysuj prostopadioscian i wszystkie jego przekatne. Ile ich jest?

4.6. Ile przekgtnych ma graniastostup o podstawie
a) pieciokatnej? b) szesSciokatnej?

4.7. Narysuj szeScian, a w nim jedng z jego przekatnych.
a) Zaznacz kat nachylenia tej przekatnej do plaszczyzny podstawy.
b) Oblicz dlugos¢ przekatnej szescianu o krawedzi 5 cm.

4.8. Wyznacz kat, jaki tworzy przekgtna szescianu z wychodzgcg z tego samego
wierzchotka przekatna $ciany boczne;.

4.9. Oblicz dlugosci wszystkich przekatnych rownolegloscianu prostego, w ktorym
kazda krawedz ma dlugos$c 10 cm ijeden z katow podstawy ma miare 60°.

4.10. Narysuj trzy rézne siatki szescianu o krawedzi 1 cm.
4.11. Narysuj siatke graniastostupa prawidlowego tréjkatnego, ktérego wysokosc
jest rowna

a) podwojonej krawedzi podstawy. b) potrojonej wysokosci podstawy.

4.12. Narysuj siatke graniastostupa szeSciokatnego prawidtowego o wszystkich kra-
wedziach ditugosci 2 cm.



4. Graniastostupy

4.13. Narysuj siatke graniastostupa prostego, ktorego krawedz boczna ma dlugosc
5 cm, a podstawg jest romb o kacie ostrym 60° i boku 3 cm.

4.14. Przerysuyj figure i uzupetnij ja tak, aby otrzymac siatke graniastostupa.
a) b) c)

4.15. Czy narysowana figura jest siatkg graniastostupa? Odpowiedz uzasadnij.

4.16. Wysokos¢ graniastostupa szesciokgtnego prawidtowego jest réwna 8. Srodek
symetrii podstawy jest oddalony od kazdego z jej wierzchotkéw o 6. Oblicz diugosci
przekatnych tego graniastostupa.

4.17. Dany jest prostopadtoécian ABCDA'B'C'D’ o podstawie kwadratowej ABCD,
niebedacy szescianem. Narysuj przekrdj tego prostopadioscianu plaszczyzng popro-
wadzong przez

a) wierzchotki A, C oraz érodek krawedzi DD’

b) srodki trzech krawedzi bocznych.

* ¢) wierzcholki D, B oraz srodek krawedzi BC.

4.18. Prostopadloécian ABCDA'B'C'D’' o podstawie kwadratowej przecieto plasz-
czyzna przechodzacy przez wierzcholki B, D i C'. Krawedz podstawy prostopadlo-

Scianu ma diugos¢ 124/2, jego wysokosc¢ jest rowna 16, a « jest katem miedzy otrzy-
manym przekrojem a plaszczyzng podstawy ABCD. Wyznacz cos a.

4.19. Podstawg prostopadioscianu stanowi kwadrat o boku 6 cm, a wysokos¢ pro-
stopadloscianu jest rowna 9 cm. Prostopadioscian ten przecigto plaszczyzng zawie-
rajgcg przekatng podstawy i przechodzaca przez jeden z wierzchotkéw drugiej pod-
stawy. Oblicz pole otrzymanego przekroju. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

43 N



e

Dziat 1. Stereometria

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

1. Pewien graniastostup ma 2040 krawedzi. Wskaz liczbe wierzchotkéw tego grania-
stostupa.
A. 680 B. 682 C. 1020 D. 1360

2. Wskaz diugos¢ przekatnej prostopadtoscianu o wymiarach 3 X 6 x 8.
A. 12 B. 46 C. V109 D. 10,1

| S py |

3. Szeécian ABCDA'B'C'D' przecieto ptaszczyzng przechodzacy przez przekatng BD
i wierzcholek C. Wskaz podang z dokladnoscia do 1° miare kata nachylenia otrzy-
manego przekroju do plaszczyzny ABCD.

A. 35° B. 45° L. 557 D. 60°

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. P
Punkty E i F sg Srodkami krawedzi BC i CD sze$cianu przed- p
stawionego na rysunku. Przekréj szescianu plaszczyznag wy-

znaczong przez punkty E, F i P jest $F

AT T [
A. trapezem. S /
| "

B. trojkatem réwnoramiennym. A B

C. tréjkatem prostokatnym.

5. Wysokos¢ graniastostupa szesciokatnego prawidtowego jest réwna 8. Srodek sy-
metrii podstawy jest oddalony o 6 od kazdego z jej bokow. Wyznacz cosinusy katéw
nachylenia przekatnych tego graniastostupa do plaszczyzny podstawy.

6. Szescian o krawedzi 1 przecigto plaszczyzng przechodzacy przez przekatng pod-
stawy. Kat nachylenia otrzymanego przekroju do plaszczyzny podstawy wynosi a.
Oblicz pole P przekroju. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

7. Prostopadloscian o podstawie kwadratowej przecieto plaszczyzng przechodzg-
cg przez jeden z wierzchotkéw podstawy. W przekroju otrzymano romb o kacie
ostrym a. Wyznacz cosinus kata 8 nachylenia ptaszczyzny przekroju do plaszczyzny
podstawy prostopadioscianu.



5. Ostrostupy

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w ostrostupach katow miedzy: odcinkami, odcinkami
| ptaszczyznami, scianami; obliczanie miar tych katow

¢ stosowanie trygonometrii do obliczania: diugosci odcinkow, miar katow oraz pol
powierzchni

Przypomnimy i uporzgdkujemy najwazniejsze wiadomosci o ostroslupach omawia-
ne podczas nauki w szkole podstawowej.

Zaczniemy jednak od wprowadzenia definicji rozszerzajgcych pojecia trojkgta wpisa-
nego w okrag i trojkata opisanego na okregu na dowolny wielokat. S3 one potrzebne
do opisywania niektorych wlasnosci ostrostupow.

m .1

Okrag, ktory przechodzi przez wszystkie wierzchotki wielokata, nazywamy

okregiem opisanym na tym wielokacie.

W takiej sytuacji mowimy rowniez, ze dany wielokat jest wpisany w okrag.

L "

Zauwazmy, ze Srodek okregu opisanego na wieloka-
cie jest rowno oddalony (o promien) od kazdego z je-
go wierzchotkow. Lezy wiec na symetralnej kazdego

boku takiego wielokata.

Na kazdym wielokgcie foremnym mozna opisac okrag.

~

Okrag, ktory jest styczny do kazdego boku wielokata, nazywamy okregiem wpi-
sanym w ten wielokat.
W takiej sytuacji mowimy rowniez, ze dany wielokat jest opisany na okregu.

%,

Zauwazmy, ze Srodek okregu wpisanego w wie-
lokat jest réwno oddalony (o promien) od kaz-
dego boku tego wielokata. Lezy wigc na dwu-
siecznej kazdego z kagtéw wewnetrznych takiego

wielokata.

W kazdy wielokat foremny mozna wpisac okrag.
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Ostrosiupy

m -“

Ostroslupem nazywamy wieloscian, ktorego jedng $ciang (zwang podstawa)
jest dowolny wielokat wypukly, a pozostale sciany (zwane bocznymi) sg troj-
katami o wspdélnym wierzchotku.

L A

W narysowanym obok ostrostupie:

» pieciokagt ABCDE jest podstawa,

* AB, BC, CD, DE, EA sg krawedziami podstawy,

» ABS, BCS, CDS, DES, EAS sa $cianami bocznymi,
* AS, BS, CS, DS, ES sg krawedziami bocznymi,

* A, B, C, D, E, §sgwierzchotkami,

* katy ASB, BSC, CSD, DSE, ESA s3g katami ptaskimi

przy wierzchotku ostrostupa.

Punkt W jest rzutem prostokatnym wierzchotka S na ptaszczyzne podstawy. Odcinek
SW nazywamy wysokoscia ostrostupa, a punkt W - spodkiem wysokosci.

Ostrostupem prawidlowym nazywamy ostrostup, ktérego podstawg jest wie-
lokat foremny i ktorego spodek wysokosci jest srodkiem okregu opisanego na
podstawie.

N M

Przyklady ostrostupdéw prawidtowych:

0 podstawie 0 podstawie o podstawie

trojkatne; kwadratowej szesciokatnej

Ostroslup o podstawie trojkatnej ma cztery Sciany - dlatego nazywamy go czworoscianem. ()
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Rysowanie ostrostupow

Podczas omawiania problemdw dotyczacych wieloScianéw istotna jest umiejetnosc
zrobienia czytelnego rysunku wieloScianu i poprawnego zaznaczenia jego wiasnosci.

Przykiad €}

Przyjrzyjmy sie sposobom rysowania najczesciej spotykanych ostrostupow.

* CcZworoscian

* ostrostup prawidlowy o podstawie czworokatnej

e\

* ostrostup prawidlowy o podstawie szedciokgtnej
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» ostrostup o podstawie trojkatnej, ktorego jedna krawedz boczna jest prostopadta
do plaszczyzny podstawy

Przykiad @) < zad. 5.9-5.11
Podobnie jak w wypadku graniastostupéw, mozemy sporzadzic siatki ostrostupow.

Rozwigzanie
» czworoscian

L -
-----------

» czworoscian prawidlowy

* ostrostup prawidlowy czworokgtny

Wiasnosci ostrostupow

Przyjmijmy, ze ABCS jest czworo$cianem prawidlowym.
[. Zgodnie z definicjg punkt W - spodek wysokosci - jest Srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie rownobocznym ABC.



Trojkaty AWS, BWS i CWS sg przystajgcymi

tréjkatami prostokatnymi (cecha bkb). Z tego

faktu wynika, ze:

* |AS| = |BS| = |CS|,

» IWAS = IWBS = IWCS, czyli katy na-
chylenia krawedzi bocznych do plaszczy-
zny podstawy sg rowne,

*» Sciany boczne ostrostupa s przystajgcymi
tréjkgtami rownoramiennymi (cecha bbb).

5. Ostrostupy

I1. Jezeli punkt E jest srodkiem boku BC, to SE L BC (SE jest wysokos$cig w réwno-
ramiennym trojkacie BCS) oraz AE L BC (AE jest wysokos$cig w réwnobocznym

trojkacie ABC). Zatem kat AES jest katem na-
chylenia $ciany bocznej BCS do plaszczyzny
podstawy.

Jesli F jest srodkiem boku AC, to kgt BFS
jest katem nachylenia $ciany bocznej ACS do
plaszczyzny podstawy. Trojkaty AES i BFS sg
przystajace (bbb), zatem SAES = 4 BFS. Ina-
czej mowigc, katy nachylenia scian bocznych

do plaszczyzny podstawy sa rowne.

[TI. Aby wyznaczy¢ kat dwuscienny miedzy sgsiednimi §cianami bocznymi, np. ABS
i BCS, trzeba poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadiy do krawedzi BS. Mogg ja wyzna-
czy¢ wysokosci poprowadzone z wierzchotkow A (w tréjkacie ABS) i C (w trojkacie

BCS). Trojkaty ABS i BCS sg przystajace, wiec obydwie wysokosci ,trafig” w ten sam
punkt (na rysunku po lewej stronie oznaczony D). Mozna udowodni¢, ze w ostrostu-
pie prawidlowym katy dwuscienne miedzy sasiednimi $cianami s3 rowne.

Zauwazmy, ze punkt D nie musi naleze¢ do odcinka BS - jak na rysunku po prawej

stronie.

40 N
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Powyzsze rozumowanie przeprowadziliSmy dla czworoscianu prawidlowego. Mozna
je uogolnic¢ dla dowolnego ostrostupa prawidlowego.

W ostrostupie prawidtowym:
» wszystkie krawedzie boczne sg rowne i nachylone do plaszczyzny podstawy
pod takim samym katem,
* $ciany boczne s3 przystajgcymi trojkatami rownoramiennymi,
~ katy nachylenia §cian bocznych do plaszczyzny podstawy sg rowne,
katy dwuscienne miedzy sgsiednimi §cianami bocznymi sg réwne.

Prawdziwe s3 rowniez ponizsze twierdzenia.

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne
sg rowne, to ostrostup ten jest prawidiowy.

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne
sg nachylone do plaszczyzny podstawy pod tym samym katem, to ostrostup ten
jest prawidlowy.

Charakterystyczng grupe ostrostupow tworza te z nich, ktére co prawda nie majg
w podstawie wielokgta foremnego, ale taki, na ktérym mozna opisac¢ okrag, a po-
nadto $rodek tego okregu jest spodkiem wysokosci ostrostupa. Mozna wykazac, ze
roGwnowazne s3 nastepujace trzy warunki (tzn. jezeli spelniony jest jeden z nich, to
spelnione sg rowniez dwa pozostate):

» wszystkie krawedzie boczne ostrostupa s
rowne,

» wszystkie krawedzie boczne sg nachylone
do plaszczyzny podstawy pod tym samym
katem,

*» na podstawie ostrostupa mozna opisac
okrag, ktorego srodkiem jest spodek wyso-

kosci ostrostupa.
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Przykiad @) « zad.5.17

Wyznaczymy z dokladnoscig do 1° miare kata nachylenia krawedzi bocznej do plasz-
czyzny podstawy w ostrostupie prawidlowym czworokgtnym, w ktérym krawedz
podstawy ma dlugosc 6, a wysokosc¢ ostrostupa jest réwna 10.

Rozwiagzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Podstawg ostrostupa jest kwadrat o boku 6. Szukany kat
jest katem ostrym w trojkacie prostokatnym WCS, w kto-
rym polowa przekatnej kwadratu |WC| = 67\/5 = 3+/2,
a bok WS jest wysokoscig ostrostupa. Kat a wyznaczymy
za pomocy funkgji trygonometrycznej.

WS| 10
tgox = —— = ——= = 2,357
5% 7wl T 3va

Z tablic odczytujemy, ze a = 67°.

Odp.: 67°

Przykiad @) < zad.5.19

Kat nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy tréjkatnego ostrostupa pra-
widlowego jest rowny 70°. Wysokos¢ ostrostupa jest rowna 12. Obliczymy pole P
podstawy tego ostrostupa z dokladnosciag do jednego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie
Podstawg ostrostupa jest trojkat rownoboczny, wiec do obliczenia pola wystarczy
znalez¢ bok tego tréjkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Spodek wysokosci ostrostupa jest punktem
przecigcia Srodkowych podstawy.
Zatem:

|WE|=1.|AE|=l.ﬂ=“\@
3 3 2 6

gdzie a oznacza dlugos$¢ boku podstawy.

Dtugosc odcinka WE obliczymy za pomocg
funkcji trygonometrycznej.

WS
[WE]
WS 12

L

tg70°  2,7475

tg 70° =

= 4,3676
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Mamy wiec Lﬁ ~ 4.3676. W trédjkacie rownobocznym wysokosci sa ((( )})
6 rownoczesnie srodkowymi bokow. Jezeli bok
g 4,3676 - 6 trojkata oznaczymy a, wysoko$¢ h, pole P, to
V3 - av'3 o a’\3
a3 (4,3676-6)° -3 2" 14
P = 1 = 3.4 ~ 99,1 W dowolnym trojkacie srodkowe przecinajg
sie w jednym punkcie (Srodku ciezkosci),
Odp.: P = 99,1 ktory dzieli je w stosunku 2 : 1, liczac od
wierzcholka.
Przykiad e

Jolka ma wykonac z drutu szkielet ostrostupa o nastepujgcych wtasnosciach:

* podstawg jest prostokatny tréjkat réwnoramienny o przeciwprostokgtnej 16 cm,

* krawedz boczna, ktorej koniec stanowi wierzcholek kata prostego podstawy, jest
prostopadla do plaszczyzny podstawy,

* pozostale dwie krawedzie sg nachylone do plaszczyzny podstawy pod katem 60°.

Obliczymy, jaka dlugos¢ powinien miec drut potrzebny do wykonania zadania.

Rozwigzanie S
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Kgt CAB jest prosty.
Mamy obliczy¢ sume dlugosci wszystkich krawedzi ostrostupa.

Zauwazmy, ze:
1. prostokatny trojkat rownoramienny ABC (podstawa ostro- @
stupa) jest polowa kwadratu o przekatnej |BC| = 16, zatem: €

16 = |AC| - V2

2y

A

czyli |AC| = |AB| = 82 [cm],
2. $ciana boczna ACS jest polowsa trojkata rownobocznego, Przypomnijmy: (1)
poniewaz <JISAC = 90° i QACS = 60° (to samo mozna
powiedziec o $cianie ABS), stad: -
ICS| = 2 |AC| = 16V2 [cm] i

AS| = |AC| - V3 = 82 - V3 = 8V6 [cm] -~
Suma dlugosci wszystkich krawedzi jest wigc rowna:
16 +2-8V2+2-16V2 + 8v6 = 103,5 [cm]

Zauwazmy, ze do wykonania takiego szkieletu trzeba przynaj- 60°\ | 2
mniejjedng krawedz odcigé — pozostate boki mozna pozaginac
z jednego kawaltka drutu.

=

(S~

Odp.: Potrzebny kawalek drutu powinien miec¢ prawie 104 cm diugosci.
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Przykiad o zad. 5.21

Podstawg ostrostupa jest prostokat, w ktérym kroétszy bok ma dlugosc a, a przekatne
przecinajg si¢ pod katem ostrym a. Wysokos¢ ostrostupa jest rowna h, a spodek wyso-
kosci jest punktem przeciecia przekgtnych podstawy. Wyznaczymy katy nachylenia
krawedzi bocznych do ptaszczyzny podstawy.

Rozwigzanie

Jezeli podstawa jest prostokgtem, to mozna na niej opisa¢ okrgg (na kazdym prosto-
kacie mozna opisac okragg). Ponadto jesli spodek wysokosci jest punktem przeciecia
przekatnych prostokata (czyli srodkiem okregu opisanego na tym prostokacie), to
krawedzie boczne ostrostupa sg réwnej dlugosci i tworzg réwne katy z plaszczyzng
podstawy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach. S

Dane sg trzy wielkoéci: «, a, h. Za ich pomocg mamy wyznaczy¢ kat f.

W prostokatnym trojkacie SWC diugos¢ boku WS jest dana, wigc wystarczy, ze wy-
znaczymy dlugos¢ jeszcze jednego boku.

Trojkat BCW jest rownoramienny (|BW| = |CW|). Jezeli poprowadzimy w nim wy-
soko$¢ WF, to:

IFC| = E, JAFWC = E, sind{FWQC = L, Wyznaczenie kata ({(+))
- 2 wcl ostrego najczesciej
Zatem: polega na wyzna-
IWC| = :ﬂ _ -::zenil:lﬂwartctécj
% eity — jednej z tfunkcji
- trygonometrycz-
Mozemy teraz wyznaczyc tangens kata  w trojkacie SWC: nych tego kata.

R ¢
: ﬁ_ IMVTSI B 2}151115
5P = way

(#

Odp.: Krawedzie boczne sg nachylone do plaszczyzny podstawy pod takim katem f3,

L«
2h sin —

ze tgf3 =

(i
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Przykiad &

Dany jest ostrostup prawidlowy tréjkatny, w ktérym krawedz podstawy ma dlugos¢
a, za$ krawedz boczna jest od niej dwa razy dtuzsza. Obliczymy cosinus kgta a miedzy
krawedzig boczng i krawedzig podstawy ostrostupa.

S

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Punkt O jest spodkiem wysokosci ostrostupa.
Zgodnie z danymi w zadaniu mamy:

|AB| = |BC| = |AC| = a
|AS] = |BS| = |C§| = 2a
Ostrostup jest prawidlowy, zatem D jest srodkiem krawedzi BC,

a odcinek SD jest wysokoscig rownoramiennego tréojkata BCS.
1

cosa = DG E—ﬂ g A
|SC]| 2a 4

1

Odp.: cosa = 5

Wielosciany foremne

Graniastostupy i ostrostupy sg wieloscianami najczesciej omawianymi podczas szkol-
nej nauki. Bardzo ciekawg grupe wieloscianéw stanowig wielosciany foremne.

ﬁ

Wieloscianem foremnym nazywamy wieloécian wypukly, w ktérym wszystkie
$ciany sg wielokgtami foremnymi o tej samej liczbie bokdéw 1 w ktdrego wierz-

chotkach zbiega sie taka sama liczba krawedzi.

W wieloscianie foremnym wszystkie wypukle katy dwuscienne utworzone przez sg-
siednie $ciany majg rowne miary.

[stnieje tylko pie¢ wieloscianéw foremnych.

Wielo$ciany foremne nazywane sa brylami platofiskimi. Wedlug Platona (428-347 p.n.e.) caly (( )
materialny swiat zbudowany jest z czterech skladnikow - zywiolow, z ktorych kazdy ma swoj
(foremny) odpowiednik matematyczny: ogient — czworosécian, powietrze — o§mio$cian, ziemia —
szedcian, woda — dwudziestoscian. Piaty wieloscian foremny - dwunastoécian - odkryty przez
ucznia Platona, Teajtetosa, zostal przypisany duchowi (wedlug innych zrodel — wszechswiatowi).
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Wielosciany foremne

nazwa rysunek sciany

czworoscian foremny trojkaty rownoboczne

i
V4
i
I
szescian i kwadraty
i
I.."I
o$mioscian foremny trojkaty réwnoboczne
dwunastoscian foremny pieciokaty foremne
dwudziestoscian foremny trojkaty rownoboczne

Na koniec podajemy wzor, ktory sformutowal i udowodnil Leonhard Euler
(1707-1783) - szwajcarski matematyk, fizyk i astronom.

Twierdzenie \

W wieloscianie wypuklym liczba wierzchotkéw w, liczba $cian s i liczba krawe-
dzi k spelniaja rownosc (wzor Eulera):
w+s=Kk+2
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Przykiad o zad. 5.22

Obliczymy, ile krawedzi i wierzchotkéw ma dwudziestoscian foremny.

Rozwiazanie
Kazda z dwudziestu $cian ma trzy krawedzie, ale kazda krawedz jest czescig wspolng
dwoch Scian. Zatem liczba krawedzi jest rowna:

20-3

— =30
2

Podobng metodg mozemy wyznaczy¢ liczbe wierzchotkow. Mozemy rowniez sko-
rzystac ze wzoru Eulera.

w=K+2-—35
w=30+2-20
w= 12

Odp.: k= 30, w = 12

5.1. Podaj liczbe scian s, krawedzi k i wierzchotkéw w
a) czworoscianu.

b) ostrostupa, ktorego podstawy jest trapez.

¢) ostrostupa siedmiokgtnego.

5.2. Jaki wielokat jest podstawg ostrostupa, ktéry ma
a) 31 wierzchotkow? b) 14 $cian? c) 24 krawedzie?

5.3. Jaki ostrostup ma
a) 101 Scian? b) 42 krawedzie? c) 18 wierzcholkow?

5.4. Ile $cian ma ostrostup o 10 krawedziach?

9.9. Iloczyn liczby §cian i liczby krawedzi pewnego ostrostupa jest rowny 84. Ile
wierzchotkéw ma ten ostrostup?

9.6. Narysuj ostrostup prawidlowy czworokatny, ktorego wszystkie krawedzie majg
jednakowg dlugosc a.

a) Zaznacz kat « nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

b) Oblicz wysokosc h tego ostrostupa dla a = 4 cm.

c) Jakg miare ma kat a?
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5.7. Narysuj ostrostup prawidlowy tréjkatny i zaznacz kat nachylenia wysokosci
ostrostupa do sciany boczne;.

9.8. Narysuj czworoscian foremny i zaznacz kat miedzy jego Scianami.
5.9. Narysuj siatke czworoscianu foremnego o krawedzi 3 cm.

5.10. Wyjasnij, dlaczego podana figura nie jest siatkg ostrostupa czworokatnego.
a) b)

5.11. Przerysuyj figure przedstawiong na rysunku obok i uzupetnij jg
tak, aby otrzymac siatke ostrostupa.

5.12. Dany jest ostrostup czworokatny, ktérego podstawg jest kwadrat o boku diu-
gosci 4 cm. Jedna ze §cian bocznych, bedaca trojkatem rownoramiennym o ramieniu

rownym 3 cm, jest prostopadta do plaszczyzny podstawy. Narysuj siatke tego ostro-
stupa.

9.13. Wysokosc ostrostupa prawidlowego n-katnego jest rowna 24 cm, a promien
okregu wpisanego w podstawe jest rowny 7 cm. Oblicz wysoko$¢ Sciany boczne;
opuszczong z wierzchotka tego ostrostupa.

5.14. Wysokoé¢ ostrostupa prawidlowego n-katnego jest rowna 8 cm, a promien
okregu opisanego na podstawie jest rowny 6 cm. Oblicz dlugos¢ krawedzi boczne;
tego ostrostupa.

5.15. Oblicz wysoko$¢ czworoscianu foremnego o krawedzi 6 cm.

5.16. W ostrostupie prawidlowym czworokgtnym o wysokosci 12 cm $ciana boczna
jest nachylona do podstawy pod katem 45°. Oblicz diugosci krawedzi tego ostrostupa.

5.17. W ostrostupie prawidlowym szeéciokgtnym promien okregu opisanego na
podstawie wynosi 10 cm, a wysokos$¢ 30 cm. Wyznacz (z doktadnoscig do 1°)

a) kat a nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

b) kat f nachylenia Sciany bocznej do plaszczyzny podstawy.
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5.18. Wysokosc ostrostupa prawidlowego 100-kgtnego jest réwna 24 cm, a promien
okregu wpisanego w podstawe jest rowny 7 cm. Wyznacz kat nachylenia $ciany bocz-
nej tego ostrostupa do ptaszczyzny podstawy z doktadnoscig do 1°.

9.19. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedzie boczne sg nachylone
do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°, a wysoko$¢ jest rowna 20. Oblicz pole pod-
stawy tego ostrostupa oraz wyznacz tangens kata a nachylenia jego §ciany bocznej do

plaszczyzny podstawy.

5.20. Pan Karol postanowit zbudowa¢ dom
w ksztalcie piramidy o podstawie kwadrato-
wej. Slyszal, ze najlepiej mieszka si¢ w pira-
midach, w ktérych kgt nachylenia $cian bocz-
nych do plaszczyzny podlogi jest rowny 60°.
Przez pomyltke zbudowal jednak dom, w kté-
rym to nie Sciany, lecz krawedzie $cian by-
ly nachylone do podlogi pod katem 60°. Ob-
licz (z doktadnoscig do 1°), jaki kgt nachylenia
scian do plaszczyzny podstawy uzyskal wwy-
niku tej pomytki.

5.21. Podstawg ostrostupa jest trapez rownoramienny, ktérego diuzsza podstawa
ma dlugos¢ 2a, a krétsza podstawa i ramiona majg dlugos§é a. Wszystkie krawedzie
boczne majg dlugos¢ b. Wyznacz cosinusy katoéw nachylenia krawedzi bocznych do
plaszczyzny podstawy.

5.22. Oblicz liczbe krawedzi k i wierzchotkéw w dwunastoscianu foremnego.

5.23. Na dziedzincu paryskiego Luwru, jed-
nego z najstynniejszych muzedéw Swiata, stoi
piramida w ksztalcie prawidlowego ostrostu-
pa czworokatnego. Jej budowe zakonczono
w 1989 roku. Sciany piramidy zbudowane sa
z 603 szklanych tafli w ksztalcie rombu i 70
tafli tréjkgtnych. Piramida ma 21,65 m wy-
sokosci, a dlugos$¢ boku jej podstawy wynosi
35,42 m. Wyznacz

a) dlugosc krawedzi bocznej (wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku).
b) katnachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy (z doktadnoscig do 1°).
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

1. W pewnym ostrostupie liczba $cian jest o 6 mniejsza od liczby krawedzi. Wskaz
liczbe wierzchotkéw tego ostrostupa.
A. 6 B. 7 C. 8 D.9

2. Wysoko$¢ czworoécianu foremnego jest rowna 4 V6. Wskaz dlugos¢ krawedzi te-
go czworosciant.

A. 10 B. 12 C. 6V3 D. 42

3. lle scian ma ostrostup o podstawie n-katnej?
A. 2n B. n—1 . 1t D.n+2

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

W ostrostupie ABCDW o podstawie ABCD
A. prosta DB jest skosna do prostej AW.

B. prosta DB jest sko$na do prostej AC.

C. prosta DB jest skosna do prostej CW.

5. Krawedz boczna ostrostupa prawidiowego 100-kagtnego ma dtugoséc 10 cm, a pro-
mien okregu opisanego na podstawie jest rowny 6 cm. Wyznacz kgt nachylenia kra-

wedzi bocznej do plaszczyzny podstawy tego ostrostupa (z doktadnoscig do 1°).

6. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkgtnego jest dwa razy diuzsza od
krawedzi podstawy. Oblicz cosinus kata miedzy sgsiednimi scianami bocznymi tego
ostrostupa.

7. Dany jest ostrostup czworokatny prawidtowy o krawedzi podstawy a. Jedna z kra-
wedzi bocznych ma dlugosc b i jest prostopadta do plaszczyzny podstawy. Wyznacz
tangensy kagtow nachylenia pozostatych krawedzi bocznych ostrostupa do plaszczy-
zny podstawy.



Jak zrobic kule

Siatka kuli nie istnieje, co sprawia, ze przy produkcji kulistych przedmiotow,
takich jak pitki, pojawia sie problem — w jaki sposob pocia¢ materiat, by stworzyc
warstwe okrywajaca kule? Bardzo pomocne okazuja sie wielosciany.

Od dwudziestoscianu do pitki noznej

Dwudziestoscian foremny to bryla, ktorej
powierzchnie tworzy 20 przystajacych trojkatow
rownobocznych. Ma 12 wierzchotkow i 30 kra-
wedzi. Obcinamy wszystkie naroza tej bryty.

Linie ciecia powadzimy tak, by
przecinaly krawedzie w % ich diu-
gosci od najblizszego wierzchotka.

W ten sposdb otrzymujemy dwudziestoscian sciety:
bryle, ktorej sciany to 20 szesciokatow foremnych
| 12 pieciokatow foremnych.

Pieciokaty powstaja po
obcieciu narozy.

Szesciokaty to pozostale czesci
scian dwudziestoscianu foremnego.

Siatke dwudziestoscianu scietego wykorzystuje sie
jJako szablon do uszycia tradycyjnej pitki do gry

w pitke nozna. Zewnetrzna warstwa takiej pitki
skiada sie z biatych i czarnych paneli (fatek):
pierwsze to szesciokaty, drugie — pieciokaty.

Po nadmuchaniu pitki panele sie wybrzuszaja,
dzieki czemu pitka jest kulista, co ja odréznia

od modelu dwudziestoscianu scietego.
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Inne szablony

Wierzchnie warstwy pitek wycina sie z roznych szablondw.
Niektore ich ksztatty pokazano na ilustraciji.

e
Pitka tenisowa jest pokryta Pitke baseballowa obszywa Szablon pitki do siatkéwki to
dwoma kawatkami filcu. sie dwoma kawatkami skory. szescé paneli ztozonych z trzech
kawatkdow skory.
Koputa geodezyjna

Koputa geodezyjna to wielogcian przypominajacy ksztattem kule. Scianami takiego
wieloscianu sa trojkaty rownoramienne, uktadajace sie w pieciokaty i szesciokaty. Im
wieksza ich liczba, tym bardziej taki wieloscian przypomina powierzchnie kuli. Koputy
geodezyjne wykorzystuje sie w architekturze — konstrukcje tego typu sa niezwykle
wytrzymate i stabilne, a dodatkowo nie wymagaja wewnetrznych podpor.

Stacja badawcza wybudowana ’
w 1974 r. na biegunie
potudniowym.




6. Bryty obrotowe

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w walcach | w stozkach kata miedzy odcinkami oraz kata miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (np. kata rozwarcia stozka, kata miedzy tworzaca
a podstawa), obliczanie miar tych katow

» stosowanie trygonometrii do obliczania dtugosci odcinkow oraz miar katow

W tym temacie uporzadkujemy wiadomosci o brytach obrotowych.

Jezeli figure ptaskyg f obracamy w przestrzeni &,
o kat pelny wokot prostej k zawartej w plasz-
czyznie figury f, to otrzymang w ten sposob
figure przestrzenng nazywamy bryla obroto-
wa, a prostg k — 0sig obrotu. i

k k

Jezeli bryle przetniemy jaka$ plaszczyzna, to czed¢ wspdlng tych figur nazywamy

przekrojem ptaskim. W tym podreczniku bedziemy si¢ zajmowac nastepujacymi ro-

dzajami przekrojow bryt obrotowych:

* przekrojem osiowym, czyli czeScig wspolng tej bryly z plaszczyzng zawierajgcg oS
obrotu (rys. 1),

» przekrojem poprzecznym, czyli czescig wspolng tej bryly z plaszczyzng prostopa-
dlg do osi obrotu (rys. 2).

Rys. 1. Rys. 2. k

Omowimy teraz najwazniejsze wlasnosci bryt obrotowych: walca, stozka i kuli.
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Walec

,\

Walcem nazywamy bryle obrotowg powstatg przez obroét prostokata dookota
prostej zawierajacej jeden z jego bokow.

L I

Dwa kota powstate przez obrot prostopadtych do osi obrotu <.

bokow prostokata nazywamy podstawami walca. Q. >

Bok prostokata rownolegly do osi obrotu i niemajacy z nig
punktéw wspolnych nazywamy tworzaca walca, a drugi bok -
promieniem r podstawy walca. Wysokoscia /1 walca jest kaz-
dy odcinek fgczacy punkt ptaszczyzny jednej podstawy z jego 5 i
rzutem prostokgtnym na plaszczyzne drugiej podstawy (kaz-
da tworzaca to rowniez wysokos$¢ walca). Suma wszystkich !

tworzacych walca stanowi jego powierzchnie boczna. v ‘)

Pojecia ,promient” (podobnie jak pojecia ,,wysokos$¢”) uzywaé bedziemy w dwoch znaczeniach - (1))
rowniez zamiast ,dlugo§¢ promienia”. Nie powinno byc¢ z tym klopotu, bo z kontekstu na ogél
jasno wynika, czy ,promien” oznacza odcinek czy liczbe.

i -'----' F-.-—----
_,-F ‘l-‘
.‘F -

Przekrojem poprzecznym walca jest kolo o promieniu r (rys. 1).
Przekrojem osiowym walca jest prostokat o bokach h i 2r (rys. 2).
Na rysunku 3 przedstawiona jest siatka walca.

----------------------
o 'I.,l

Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.
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Stozek

Stozkiem nazywamy bryle obrotowg powstalg przez obrot trojkata prostokat-
nego dookotla prostej zawierajgcej jedng z jego przyprostokgtnych.

L9 F

Kolo powstale w wyniku obrotu drugiej przyprostokatnej nazywamy podstawg stoz-
ka, a ten wierzchotek tréjkata, ktory nie nalezy do podstawy — wierzcholkiem stozka.
Powierzchnia otrzymana w wyniku obrotu przeciwprostokgtnej stanowi powierzch-
nie boczng stozka. Kazdy odcinek lgczgcy wierzcholek stozka z podstawg i zawarty
w powierzchni bocznej nazywamy tworzacg stozka.

< 58

Rzutem prostokatnym wierzchotka stozka na plaszczyzne podstawy
jest srodek podstawy. Wysokoscig stozka nazywamy odcinek tgczg-
cy wierzchotek ze srodkiem podstawy. Tak samo nazywamy réwniez
dlugos¢ tego odcinka.

Przekroj osiowy stozka to tréjkat rownoramienny. Kat & miedzy ra-
mionami tego trojkata nazywamy katem rozwarcia stozka. Przekro-
je osiowe stozka sa tréjkgtami przystajgcymi.

Przekrojem poprzecznym stozka jest koto. Czesc stozka zawarta é
miedzy jego podstawg a przekrojem poprzecznym nazywamy stoz-

kiem Scietym. Przekrojem osiowym stozka Scigtego jest trapez row-
noramienny. Wysokoscig stozka Scietego nazywamy wysokosc tego

trapezu.
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Kula

Kula nazywamy bryle obrotowa powstalg przez obrét potkola dookota prostej

zawierajgcej jego Srednice.

L o

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

O - srodek kuli,

r — promien kuli,

k — o8 obrotu.

Zatem O jest srodkiem s$rednicy obracanego poétkola.
Srednica ta ma dtugos¢ 2.

Bezposrednio z definicji wynika nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie

Kula o $rodku O i promieniu r jest zbiorem punktéw przestrzeni oddalonych
od punktu O co najwyzej o r.

. -

Powierzchnie kuli, ktorg tworzg punkty oddalone od §rodka o r, nazywamy sfera.
Stera powstaje przez obrot pétokregu dookota prostej zawierajacej Srednice tego pol-

okregu.

Prawdziwe jest ponizsze twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu.

Twierdzenie

Stery nie da sie tak rozcigc, aby mozna jg bylo rozlozyc na ptaszczyznie. Dlatego
nie istnieje siatka kuli.

Kazdy odcinek tgczacy dwa punkty sfery nazywamy cieciwa kuli, a cieciwe przecho-
dzaca przez srodek kuli - jej srednica. Kazda Srednica kuli ma diugos$c réwng 2r,
a odleglos¢ miedzy dwoma dowolnymi punktami kuli nie jest wieksza od dlugosci jej
Srednicy.

65 N
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Jezeli plaszczyzna i kula majg punkty wspol-
ne, to czescig wspolna tej plaszczyzny i kuli
jest albo koto, albo zbidr jednopunktowy.

Kazdy przekrdj kuli przechodzgcy przez jej
srodek nazywamy kolem wielkim.

Kazdg z dwoch czedci kuli, na ktore dzieli jg kolo bedgce jej przekrojem, nazywamy
odcinkiem kuli. Plaszczyzna przekroju dzieli sfere na dwie czgsci. Sg to czasze.

Wycinek kuli to czes¢ kuli ograniczona sferg i powierzchnig boczng stozka o wierz-
chotku w Srodku tej kuli i tworzacej o dtugosci r.

Warstwa kuli nazywamy czeé¢ kuli zawartg miedzy dwiema rownolegltymi, przeci-
najgcymi kule ptaszczyznami.

odcinek kuli wycinek kuli warstwa kuli

Przykiad €}
Narysujemy bryle, ktora powstaje w wyniku obrotu danej figury wokdt danej proste;.

Rozwigzanie
a) Trojkat r6wnoramienny obraca sie dookola prostej zawierajacej podstawe.

Otrzymana bryla to dwa przystajace, sklejone podstawami stozki, w ktorych h (wyso-
kos¢ trojkata) jest promieniem podstawy, a (potowa podstawy trojkata) to wysokos$¢
stozka, a ¢ (ramig trdjkata) jest jego tworzaca.



6. Bryly obrotowe

b) Trapez, ktory przy dluzszej podstawie ma katy ostre, obraca si¢ dookota proste;

zawierajgcej diuzszg podstawe.

Otrzymujemy bryte ztozong z dwéch stozkéw i walca.

c) Trapez prostokatny obraca si¢ ¢

/

ookota prostej zawierajgcej krotszg podstawe.

\/

¥

-
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Otrzymujemy walec z wydragzonym stozkiem.

Przyktad @) < zad. 6.2

Przekatna przekroju osiowego walca jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem « = 75° Promien podstawy walca jest réwny 3. Obliczymy wysokos$¢ walca

(z doktadnoscig do jednego miejsca po przecinku).

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysu
h
2r

Odp.: h = 22,4

Przykiad €&) < zad. 6.3

Kat rozwarcia stozka o promieniu

Obliczymy dlugosc tworzgcej i wysokos¢ tego stozka (z doktad-
noscig do jednego miejsca po przecinku).

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysu

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat réwnoramienny,
w ktorym kat przy wierzchotku jest rowny 70°. Zatem w pro-

stokgtnym tréjkacie ASW mamy:
JAWS = 35° i |AS| = 4

— = tg 75", czyli h=2r -tg75° = 6-3,7321 = 22,4.

nku. Mamy:

podstawy 4 jest rowny 70°.

nku.
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Szukane wielko$ci wyznaczamy, korzystajac z funkcji trygonometrycznych.
4

7 = sin35°
o o B < T3
sin35° 00,5736
4
= = tg35°
e o 4 N -__,4 o
o tg35°  0,7002

Odp:i=70;, h =57

Przykiad o zad. 6.4

Tworzgca stozka ma 24 cm i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°.
Obliczymy promien podstawy r i wysokosc h tego stozka.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Zatem [ = |AC| = |BC| = 24 cm.
Kat nachylenia tworzgcej stozka do ptasz-

czyzny podstawy jest katem DAC przy pod-
stawie przekroju osiowego stozka.

Trojkat ADC jest potowa trojkata réwno-
bocznego AC'C o boku 1 (rys. obok). Pro-
mien podstawy stozka jest w tym trojkacie
wysokoscig, czyli:

r= % = 242—\/5 = 12v3 [cm] *
Wysokos¢ stozka to polowa boku tréjkata

AC'C. Zatem h = £ = 12 lemi)

P

—

Odp.:7=12vV3cm, h=12cm

6.1. Przekrojem osiowym walca jest prostokgt o wymiarach 10 x 6. Oblicz kat «
nachylenia przekatnej tego przekroju do plaszczyzny podstawy walca (z doktadnoscig
do 1°).
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6.2. Tworzaca walca tworzy z przekatng jego przekroju osiowego dany kat a. Diu-
gos¢ przekatnej przekroju osiowego wynosi 10. Oblicz promien r i wysoko$¢ h walca.
a) a=30° b) a = 45° c) a = 27° (wyniki podaj z doktadnoscig do 0,01)

6.3. Kat rozwarcia stozka ma miare &, a wysoko$c¢ stozka jest réwna h. Oblicz pro-
mien 7 i tworzacg [ stozka.

a) a=60° h=12V3

b) a =120° h=7

c) &=90° h=10

d) a = 80° h =12 (wyniki podaj z dokladnoscig do jednego miejsca po przecinku)
e) a = 30° h =18 (wyniki podaj z dokltadnoscig do jednego miejsca po przecinku)

6.4. Oblicz promien podstawy r i wysokosc h stozka, ktorego tworzaca o diugosci
24 cm jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod danym katem.
a) 60° b) 45°

6.5. Podstawa stozka jest kotem o obwodzie 16m. Wysoko$c¢ tego stozka jest row-
na 20. Oblicz kat rozwarcia stozka oraz kat nachylenia tworzgcej do plaszczyzny pod-
stawy (z doktadnoscig do 1°).

6.6. Trojkat rownoboczny obrocono wokoél jednego z jego bokow. Jakg bryte otrzy-
mano? Jaka figura jest przekrojem osiowym tej bryly?

6.7. Trojkat rownoramienny o podstawie diugosci 6 cm i ramionach diugosci 5 cm
obrocono dookota

a) podstawy. b) ramienia.

Oblicz promien wspoélnej podstawy otrzymanych w ten sposob stozkéw.

6.8. Przekrdj osiowy stozka jest trojkgtem rownobocznym o polu 147 dm?. Oblicz
pole podstawy i wysokos¢ stozka.

6.9. Potkole o promieniu 18 cm zwinieto w stozek. Oblicz wysokosc i kat rozwarcia
stozka.

6.10. Narysuj bryle powstaly w wyniku obrotu rombu (niebedacego kwadratem)
dookota prostej zawierajgcej bok tego rombu.

6.11. Narysuj i opisz bryle, ktorg otrzymamy w wyniku obrotu trapezu prostokat-
nego (niebedacego prostokatem) dookota prostej zawierajgcej
a) dluzszg podstawe. b) dluzsze ramie.

6.12. W wyniku obrotu potkola dookota prostej zawierajgcej jego $rednice otrzy-
mano kule. Oblicz promien tej kuli, wiedzac, ze obwaéd potkola wynosi
a) 10(m + 2). b) 12 + 6m.
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6.13. Pan Jacenty stoi u podnéza goéry w ksztal-
cie niemal idealnego stozka i pragnie jak najszybciej
znalez¢ si¢ dokladnie po jej przeciwnej stronie. Gora
wznosi si¢ na wysoko$¢ 300 m, a promien jej podsta-
wy ma 2 km. Pan Jacenty po plaskim terenie porusza
sie z predkoscig 4 km/h, wchodzi pod gore z predko-
scig 2 km/h, a schodzi z predkoscig 5 km/h. Sprawdz,
czy powinien wejs¢ na szczyt prostg droga i zejs¢, czy
obejs$¢ gore dookota.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

1. Tworzgca stozka o promieniu podstawy 1 ma diugosc 2. Wskaz miare kata roz-
warcia stozka.

A. 90° B. 60° C. 45° D. 30°

2. Jaka bryle otrzymamy w wyniku obrotu trapezu prostokatnego (niebedgcego pro-
stokgtem) wokot krotszego ramienia?

A. sume dwoch stozkow C. kule z wydrgzonym stozkiem

B. sume walca i stozka D. stozek $ciety

3. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest potkolem. Wskaz miare kata roz-
warcia stozka.

A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°

4. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

W wyniku obrotu tréjkata wokot jednego z jego bokéw mozemy otrzymac
A. sume dwoch stozkow.

B. stozek z wydragzonym stozkiem.

C. sume walca i stozka.

9. Oblicz wysokosc¢ stozka, ktérego tworzaca ma dlugosc 17 cm, a podstawg jest kolo
o polu 200,96 cm”. W obliczeniach przyjmij 7 = 3,14.

6. Trapez réwnoramienny ABCD (AB || DC), wktérym: BD L AD, |AD| =5
i SABD = 30° obrocono wokdt jego osi symetrii. Oblicz promienie dolnej i gérne;
podstawy oraz wysokos¢ otrzymanego w ten sposob stozka Scigtego.

7. Siatke stozka stanowi ¢wiartka kola o promieniu R i koto o promieniu r.

R
Wyznacz —
T
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bryi

Umiejetnosci:

stosowanie witasnosci podobienstwa do obliczania diugosci odcinkow, miar katow,
pol powierzchni | objetosci

stosowanie trygonometrii do obliczania diugosci odcinkow, miar katow, pol
powierzchni | objetosci

Podobienstwo w przestrzeni

Podobienstwo w przestrzeni definiuje si¢ jak podobienstwo na plaszczyznie.

m -w

.,

* Podobienstwo wskali k£ (k > 0) jest przeksztalceniem przestrzeni o tej wia-
snoéci, ze dla dowolnych punktéw A, Biich obrazéw A', B' zachodzi row-
noé¢ |[A'B'| = k- |AB|.

* Figura (bryta) F jest podobna do figury (bryly) F', co zapisujemy symbo-
licznie F ~ F', gdy istnieje takie podobienistwo P przestrzeni, w ktérym
P(F) = F'

A

Moéwigc pogladowo, podobienstwo proporcjonalnie zwigksza lub zmniejsza figury
W przestrzeni.

Bryly podobne wskali k =1 s3g przystajace.

Oto najwazniejsze wlasnosci podobienstwa w przestrzeni. Podajemy je bez dowodow.

Podobienstwo zachowuje wspolliniowos¢ punktow, czyli przeksztalca prostg na

prosta.
Podobienstwo nie zmienia katéow, zatem odpowiednie katy (plaskie oraz dwu-
scienne) w brylach podobnych sg réwne.

W podobienstwie obrazem prostych rownoleglych sg proste rownolegle, tzn. je-

zeli proste a i b sg rownolegle, a ich obrazami sg proste a, i b}, to a, || b, (ale

niekoniecznie a, || a).

Jezeli tigura (bryta) F jest podobna do figury (bryly) F "w skali k, to figura (bryta) F :
1

jest podobna do figury (bryly) F w skali p
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» Jezeli F~F i F'~F" to F~F"

» Dwa wielo$ciany sg podobne wtedy i tylko wtedy, gdy w obu wieloscianach odpo-
wiednie krawedzie sg proporcjonalne oraz odpowiednie katy ptaskie i katy dwu-

$cienne sg rOwne.

120°

=

o

Przyktad €)

120°

.

L]
F------- L K R & L 1§ J

1,5b

[ e T T L LT

#

Podamy przyktady figur podobnych oraz skale ich podobienstwa.

Figury

Skala podobienstwa

dwa odcinki w przestrzeni

stosunek dlugosci tych odcinkow

dwa szesciany

stosunek diugosci krawedzi tych
szescianow

dwa wielosciany foremne o tej samej
liczbie $cian

stosunek diugosci krawedzi tych

wieloscianow

dwie kule

stosunek promieni tych kul

dwa stozki o takim samym kacie rozwarcia

stosunek promieni podstaw tych stozkow

» Zauwazmy, zZe skalg podobienstwa stozkow o takim samym kgcie rozwarcia jest
rowniez stosunek ich wysokosci lub stosunek diugosci ich tworzacych.

*» Jezeli przeksztalcimy przez podobienstwo o skali 2 prostopadio$cian o wymiarach
3 x4 x 10, tootrzymamy prostopadtodcian o wymiarach 6 x 8 x 20.

Przyktad &)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Plaszczyzny a i «, przecinajg ostrostup ABCD 1 s3
rownolegle. Zatem przekroje, czyli trojkaty KLM oraz

K,L,M,, sg podobne.
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Pola powierzchni | objetosci bryt

W szkole podstawowej wprowadzone zostaly wzory na obliczanie pdl powierzchni
i objetosci podstawowych wielo$cianow. Zbierzemy je w tabeli i uzupetnimy o analo-
giczne wzory dotyczgce bryl obrotowych. Wyprowadzenie wiekszosci tych wzoréow
wymaga bardziej zaawansowanej wiedzy matematycznej, dlatego podajemy je bez do-
wodow.

Przypomnijmy najczesciej spotykane oznaczenia:

P, - pole podstawy, r — promien podstawy (promien kuli),
P, - pole powierzchni bocznej, h — wysoko$¢ graniastostupa, ostrostupa,
P_. - pole powierzchni catkowitej, walca, stozka,

V' - objetosc, [ - tworzgca walca, stozka.

W poprzednich tematach rysowaliSmy siatki réznych figur przestrzennych. Warto

na nie spojrzec, aby przyswoic sobie nastepujace uwagi.

*» W kazdym graniastostupie sciany boczne sg réwnoleglobokami. Suma pdl tych
$cian jest polem P, powierzchni bocznej. Pole wielokata lezgcego w podstawie gra-
niastostupa jest polem podstawy P . Pole powierzchni catkowitej graniastostupa
jest rowne P, = Py + 2P,

* W kazdym ostrostupie sciany boczne sa tréjkatami. Pole P, powierzchni bocznej
jest sumg pol tych trojkgtow. Podstawe ostrostupa moze tworzy¢ dowolny wielo-
kat. Jego pole jest polem podstawy P .. Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest
réwne P, = P, + P,

» Jezeli rozetniemy powierzchnie boczng walca wzdtuz jego tworzacej i rozplaszczy-
my jg, to otrzymamy prostokat. Jeden z bokow tego prostokgta ma diugosc¢ réwng
wysokosci walca, a drugi ma diugos¢ rowng obwodowi podstawy walca. Pole po-
wierzchni bocznej walca jest rowne P, = 2nr - h, pole podstawy walca jest réwne

P, = nr’. Pole powierzchni catkowitej walca jest réwne P, = 2mrh + 2mr” albo

ktbeej: P, = 2nrlh+ 1)

» Powierzchnig boczng stozka jest wycinek kola o promieniu I. Dlugos¢ tuku tego
wycinka jest rowna obwodowi podstawy stozka, czyli 2nr. Pole powierzchni bocz-

nej stozka jest rowne Pj, = mrl, pole podstawy stozka jest rowne P, = nr’. Pole

powierzchni catkowitej stozka jest rtéwne P, = mrl+mr” lubinaczej P, = nr (I + 7).

Pole powierzchni kuli, czyli pole sfery, jest rowne P = 4mr®, a objetosc kuli jest

4 4
rowna V = g’f‘[f‘i.
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i 4

Bryta Pole powierzchni catkowitej Objetosé
graniastostup
P, =Py+2P, V=P,-h
1
PC=PEJ+PP Vzgpp'h
walec
(e P, = 2nrh
B PP:an V=mnr’h
P =2nrlr +h)
stozek
PEJ = '.H.TI
2 1
] P,=mr V==nur-h
P.=nr(r +1)
kula

Jezeli bryla F' jest podobna w skali k do bryly F o polu powierzchni Py, i objetosci

rownej Vp, to:

* pole powierzchni brylty F 'jest rowne Py = Kk Pp; méwimy - stosunek pol po-
wierzchni bryt podobnych jest réwny kwadratowi skali podobienstwa tych bryl,
» objetos¢ bryly F' jest rtéwna Vi = k” - V3 méwimy - stosunek objetoéci bryt

podobnych jest réwny szescianowi skali podobienstwa tych bryt.

Na przyklad jesli zbudujemy model pomnika warszawskiej Syrenki w skali 1:10, to

pochtonie on 1000 razy mniej materiatu niz oryginat.




7. Pola powierzchni i objetosci bryi

Przykiad o zad. 7.3

Obliczymy pole powierzchni calkowitej i objetosc graniastostupa prawidlowego troj-

katnego o wysoko$ci h =5 ikrawedzi podstawy a = 3.

Rozwiazanie

y

Podstawg graniastostupa jest tréjkat réwnoboczny o boku a = 3. P
Pole podstawy jest rowne: h| h
ﬂi _\/5 gﬁ f.!"‘ -““‘E‘
P = = — | B
P 4 4 a

Powierzchnia boczna skiada si¢ z trzech identycznych prostokatéow
o wymiarach 3 x 5, zatem:

P, =3.3.5=45
Pole powierzchni calkowitej jest rowne:

P =2P,+P,=2. W3 a5 =2 L
-+ 2
Wysokos$¢ graniastostupa © = 5, wiec jego objetosc jest rowna:

V=P, h% 5 45V3

4
Odp.: P, = 45 + % V—‘j“%ﬁ

Przyktad € < zad. 75

Obliczymy objetosc i pole powierzchni graniastostupa prawi-
dlowego szesciokatnego, w ktérym wysokos¢ h = 7, a okrag
opisany na podstawie ma promien r = 4.

Rozwiazanie

T —— - -
(]
o e =

Podstawg graniastostupa jest szesciokat foremny.
Bok szesciokgta foremnego wpisanego w okrag jest rowny pro-

mieniowi okregu. Taki szeSciokat jest sumg szesciu tréjkatow
réwnobocznych.

2 2
PP=6-rf=6-4f=6-4-\/_=24x/§

V=P, -h=24V3-7=168V3
P.=6-rh+2P,=6-4-7+2-24V3 = 24(7 + 2V/3)

Odp.: V = 168V3, P, = 24(7 +2V3)
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Przykiad 6 zad. 7.7

Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat. Przekgtna tego prostopadtoscianu ma dtu-

go$¢ 8V2 i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Obliczymy pole
powierzchni catkowitej 1 objeto$¢ prostopadioscianu.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. N, M

ABCD jest kwadratem. K / L/
|AM| = 8V2, 4MAC = 60°

Dla prostopadloscianu o podstawie kwadratowe;: I ;
P. =2a’ + 4ah ;D "
V =a’h /i /

Do obliczenia objetosci i pola powierzchni catkowitej A a B

potrzebne sg wiec:
a — dlugos¢ krawedzi podstawy (bok kwadratu ABCD),

h — wysoko$¢ prostopadtoscianu.

Zauwazmy, ze:
* AC jest przekatng kwadratu ABCD, czyli |AC| = aV2,

* trojkat ACM jest polowy tréjkata réwnobocznego o boku |AM| = 82.
W tréjkacie ACM:
AC| = 2|AM] = % .8v2 = 42

h: |Aﬂ‘§l’\/§ s Sﬁ?‘ﬁ :4_\/6
o 2 o . B , A .
Do obliczenia dlugosci a wykorzystamy zwigzek |AC| = av?2:
42 = a2
a=4

Podstawiamy wyznaczone wielkosci do wzorow.
PP - a’ =16
P, = 4ah =4-4-4V6 = 646
P, =P, +2P, = 646 + 32 = 32 (1 + 2v6)
V=P, h=16-4V6 = 646

Odp.: P, = 32(1+2V6), V = 646
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Przyktad ()

Podstawg graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym 60°. Diuzsza przekatna
graniastostupa, o dtugosci 4, tworzy z plaszczyzng podstawy kat 30°. Obliczymy ob-
jetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
ABCD jest rombem o kacie ostrym 60°. A’

|AC'| =4, 4CAC = 30°

Do obliczenia objetosci i pola powierzchni catkowite;
potrzebne sg: dlugos¢ boku rombu, np. |AB|, oraz wy-

A

sokos$¢ prostopadtoscianu, np. |CC ! |

Zauwazmy, ze:
* trojkat ACC ’ jest potowg trojkata rownobocznego
(katy 90°, 30° 1 60°) o boku \AC fl = 4, czyli:

lcC’| = % [AC| =2 «— polowa boku
|AC| = AC| 3 =2v3 —— wysoko$¢ tréjkata réwnobocznego
» trojkaty ADB i DBC s3 rownoboczne, czyli:
IAS| = élACI =3 1 |AS| = "*"i‘ﬁ
2|AS
Zatem |AB| = % =2

Pole podstawy graniastostupa jest rowne:

s
szz-MBL'iﬁ:zﬁ

W graniastostupie mamy wysokosc CC 'réwng 2. Zatem objeto$¢ jest réwna:
V=P, |CC'|=2V3-2=4V3

Scianami bocznymi graniastostupa sg kwadraty o wymiarach 2 x 2, czyli:
P, =4-2°=16

a pole powierzchni calkowitej jest rowne:

P.=16+2-2V3=16+4V3 =4(4+ V3)

Odp.: V = 4v3, P, =4(4+ V3)
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Przykiad @) « zad.7.12

Obliczymy objetosc i pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego czworo-

katnego o krawedzi podstawy a = 6 i wysokosci h = 4.

Rozwiazanie
Podstawa tego ostrostupa jest kwadrat o boku a = 6.

2
Pp=a =36

V=1-P *h=-1—-36-4=48
3 P 3

Powierzchnie boczng tworzg cztery identyczne trojkaty rOwnoramienne o podstawie
a = 6 inieznanej wysokoS$ci. Aby wyznaczyc¢ te wysoko$¢, oznaczong na rysunku li-
terg H, skorzystamy z wlasnosci trojkata prostokatnego ABC, ktorego wierzchotek B
jest srodkiem krawedzi podstawy.
|A*’7'LB|2 + |AC|2 = |BC|2 «—— na mocy twierdzenia Pitagorasa
( 7

2
(5) + W =H% 3" +4° = H, czyli H = 5.

Pole jednej sciany bocznej jest rowne i H= 5= 18
2 2

Pole powierzchni catkowite; ﬂstmsiup;: P.=4-15+36=96

Odp.: V =48, P, = 96

Przykiad @) « zad.7.13

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym przekatna podstawy ma diugosc d,
a krawedz boczna ostrostupa jest 5 razy diuzsza od krawedzi podstawy. Obliczymy
pole powierzchni bocznej 1 objetosc tego ostrostupa.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Podstawg ostrostupa jest kwadrat ABCD o boku a, §ciana-
mi bocznymi sg cztery przystajgce tréjkaty rownoramien-
ne. Punkt E jest Srodkiem krawedzi podstawy.

P,=4-=-a-|WE| =2a- |WE|

V= —1—1:12 - h
3
Do obliczenia pola powierzchni bocznej i objetosci potrzebne sg wigc trzy wielkosci:
a, hi |WE|. Wyznaczymy je w kolejnych krokach.
Krok 1: Wyznaczamy a.

Odcinek AC o diugosci d jest przekatng kwadratu, wiec: d = aVv2, czyli a = %
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Krok 2: Wyznaczamy h.
5d

Krawedz boczna ostrostupa jest 5 razy dluzsza od a. Zatem |[BW| = —.

V2
W tréjkacie prostokatnym WSB:

2 ) 2_250.'2 d \?
h™ = |BW|” — [SB|" = - —(E)
hzzﬁdz
4
i £
2

Krok 3: Wyznaczamy wysoko$¢ |WE| éciany boczne;j.
W tréjkacie prostokatnym WSE:
HMEF=hE+BEF

o) 2
|WE| 49 (ﬂ) d‘?' %dz

8 8
IWE| = ﬂl = 1/
2
1 g 7 ?d3

Teraz mozemy obliczy¢ objetos¢ ostrostupa: V = T Ed =y

d 3 11 3\/ﬁdg

oraz jego pole powierzchni bocznej: P, =2 — - = - —d =

V2 2 A2 2
Odp.: P, = 3\/_032 V——d3

.-|—l

Przyktad @) « zad.7.22

Obwdd podstawy walca jest rowny 12n. Przekatna przekroju osiowego walca jest na-
chylona do plaszczyzny podstawy pod katem 40°. Obliczymy pole powierzchni cal-
kowitej i objetos¢ walca. Wyniki zaokraglimy do pierwszego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Obwodd podstawy walca jest rowny 2nr = 12n. Zatem r = 6,

a Srednica AB ma diugos$c 12. W prostokatnym trojkacie ABC
mamy wiec . tg 40°, czyli:
Al ® T T
h=|AC| = |AB| - tg40° =~ 12 - 0,8391 = 10,0692
P_=2nr(r+h) = 12n (6 + 10,0692) = 605,8

V=mrth=n-36-10,0692 =~ 1138.8
Odp.: P, ~ 605,8, V =~ 1138,8
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Przykiad @ zad. 7.28

Pétkole o promieniu 12 cm zwinieto w stozek.
Obliczymy objetosc i kat rozwarcia tego stozka.

Rozwiazanie
Promien potkola jest tworzgca stozka, a obwdd podstawy

jest dlugoscig tuku potkola.
Jezeli oznaczymy literg r promien podstawy stozka (w cm),

a literg / - jego tworzgcg (wcem),to [ =12 oraz 2nr = m- 12.

Zatem:
r=6 h=vVB-r2=+v122-62=6V3

V= %nrzh = 73663 = 723n |cm’ |

| = 2r, wiec przekrdj osiowy stozka jest trojkatem
rownobocznym i kgt rozwarcia stozka 2a = 60°.

Odp.: V = 7237 cmj, kat rozwarcia stozka jest rowny 60°.

Przyktad @) « zad.7.32

Trojkat prostokatny o przyprostokatnych 15 i 20 obraca si¢ dookola przeciwprosto-
katnej. Obliczymy objetosc i pole powierzchni catkowitej powstalej bryly.

Rozwiagzanie

Otrzymana bryla jest sumg dwoch stozkéw sklejonych podstawami. Zauwazmy, ze

w obracanym trojkacie:

* przeciwprostokatna AB jest sumg h, + h, wysokosci obydwu stozkow,

* wysoko$¢ CD poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest promieniem r

wspolnej podstawy,

* przyprostokatne sg tworzacymil,, [,.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. B
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i
dla trojkata ABC: h
- c&——D
|AB| = V152 + 20% = 25
Z poréwnania pola tréjkata ABC 20 h,
obliczanego na dwa sposoby mamy:
Z.15.20 = = -25.|CD)| A
2 2

Zatem |CD| =12 =r.
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Objetosc V bryly jest suma objetosci obydwu stozkow:
V = %nrzhl + %nrzhz = %nrz (h, + h,) = %n« 144 - 25 = 12007

Pole powierzchni calkowitej P, bryly jest sumg pdl powierzchni bocznych obydwu
stozkow:

P.=nrly+mrl,=mr(l; +1,) = 121 - 35 = 420n
Odp.: V = 1200n, P, = 4207

7.1. Dwie krawedzie prostopadioécianu majg dtugosci a = 3 i b = 20. Pole po-
wierzchni catkowitej bryly jest rowne 350. Oblicz objetosc tego prostopadiodcianu.

7.2. Do zbiornika w ksztalcie graniastostupa prawidtowego czworokgtnego o wyso-

kosci 6 dm wlano 100 litréw wody, ktora wypetnita g pojemnosci zbiornika. Oblicz

diugosc krawedzi podstawy tego graniastostupa.

7.3. Krawedz boczna graniastostupa prawidiowego trojkatnego jest rowna krawedzi

podstawy. Objeto$¢ tego graniastostupa wynosi 16v/3 cm’. Oblicz pole powierzchni
calkowitej tego graniastostupa.

7.4. Podstawa graniastostupa jest trojkgtem prostokgtnym, w ktérym przeciwpro-
stokgtna ma diugosc 8 cm, a jeden z katow ostrych ma 30°. Powierzchnia boczna

tego graniastostupa po rozwinieciu na plaszczyzne jest kwadratem. Oblicz pole po-
wierzchni calkowitej i objetos$¢ graniastostupa.

7.5. Oblicz objetosc i pole powierzchni graniastostupa prawidlowego szesciokatne-
g0, w ktorym wysokosc¢ jest rowna 5, a okrgg wpisany w podstawe ma promien 3.

7.6. Oblicz pole powierzchni calkowitej szeScianu S, wiedzgc, ze szescian o krawedzi
¥ & s o & 4 3‘ a = F -
krotszej o 5 cm ma objeto$¢ mniejszg o 665 cm™ niz szeScian S.

7.7. Podstawg prostopadioscianu jest kwadrat. Przekatna tego prostopadioscianu
ma diugosc 12 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz ob-
jetos¢ tego prostopadtoscianu.

7.8. W graniastostupie prawidlowym trojkatnym krawedz podstawy ma dlugosc
V2 dm. Przekatna $ciany bocznej tworzy z plaszczyzng sasiedniej éciany bocznej
kat 30°. Oblicz objetosc tego graniastostupa.
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* 7.9. Podstawa graniastostupa szesciokatnego prawidlowego jest wpisana w kotlo

o promieniu 2v3. Najdluzsza przekatna tego graniastostupa tworzy z plaszczy-
zng podstawy kat o mierze 70°. Oblicz objetosc graniastostupa (z dokladnoscig do
calodci).

7.10. Wysokosc¢ prostopadioscianu jest réwna 20, a jego podstawg jest kwadrat o bo-

ku dtugosci 5V2. Prostopadlo$cian przecieto plaszczyzng wyznaczong przez wycho-

dzace z jednego wierzchotka przekatng podstawy i przekatng Sciany bocznej.

a) Wyznacz z doktadnoscig do 1° kat nachylenia otrzymanego przekroju do plasz-
czyzny podstawy.

b) Oblicz pole otrzymanego przekroju.

c) Oblicz objetosci bryl, na ktére plaszczyzna sieczna podzielita prostopadiodcian.

+ 7.11. Podstawg graniastostupa jest réwnoleglobok o bokach dtugosci a i b oraz kg-

cie a« miedzy nimi. Krawedz boczna graniastostupa ma dlugosc c i jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem f. Wyznacz objeto$¢ V' graniastostupa.

7.12. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego tréj-
katnego o krawedzi podstawy 12 i wysokosci 2.

7.13. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma diugosc a,
a krawedz boczna ostrostupa jest 2 razy dluzsza od krawedzi podstawy. Oblicz ob-

jetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

7.14. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym przekatna podstawy jest rowna
106, a kat miedzy poprowadzonymi z wierzcholka ostrostupa wysokoséciami prze-
ciwleglych $cian bocznych ma miar¢ 120°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
ostrostupa.

7.15. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym miara kata nachylenia éciany boczne;

do plaszczyzny podstawy jest réwna 60°. Wysokoé¢ ostrostupa ma 6v3 cm. Oblicz
objetosc 1 pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

7.16. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma dlugos¢ 24 cm,
a miara kata miedzy krawedzig boczng i wysokoscig ostrostupa jest rowna 30°. Oblicz
objetosc 1 pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

7.17. Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugosc 20,
a kat ptaski $ciany bocznej przy wierzchotku ostrostupa ma miare 64°. Oblicz objetosc
tego ostrostupa (z doktadnosciag do catosci).
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¥ 7.18. Podstawa ostrostupa jest trdjkat prostokatny o przyprostokatnych diugosci

16 i 12. Kazda krawedz boczna ostrostupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy
pod katem 60°. Oblicz objetosc ostrostupa.

* 7.19. Podstawg ostrostupa jest romb o boku 16 i kgcie ostrym 60°. Jedna z krawedzi

bocznych ostrostupa przechodzgcych przez wierzchotek kata rozwartego rombu jest
prostopadia do plaszczyzny podstawy. Krawedzie boczne ostrostupa przechodzgce
przez wierzcholki katow ostrych rombu tworzg kat 48°. Oblicz objetosc ostrostupa
(z doktadnoscig do catosci).

* 7.20. Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokgtny o kacie ostrym a. Kazda krawed?

boczna ostrostupa ma diugosc b i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod ka-
tem f5. Oblicz objetosc ostrostupa (z dokladnoscig do catosci) dla a = 20°, b = 3 dm,
B = 46°.

+ 7.21. W ostrostupie prawidlowym trojkatnym krawedz podstawy ma dlugosc a.

Plaszczyzna przechodzaca przez krawedz podstawy i sSrodek wysokosci tego ostro-
stupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem . Wyznacz objetosc i pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

7.22. Wysokos$¢ walca jest rowna 7. Przekatna przekroju osiowego walca jest nachy-
lona do ptaszczyzny podstawy pod katem 68°. Oblicz pole powierzchni catkowitej
i objetos¢ walca. Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

7.23. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokatem, w ktérym prze-
katna o dtugosci 12,4 cm tworzy z bokiem rownym wysokosci walca kat 33°. Oblicz

objetoéé walca (z doktadnoscia do 1 cm”).

7.24. Prostokat o polu réwnym 800 cm” obraca sie dookola jednego z bokéw. Ob-
jeto$¢ otrzymanej bryly jest réwna 16 0007 cm”. Oblicz pole powierzchni catkowite;

bryly.

7.25. Stosunek pola powierzchni bocznej walca do jego pola powierzchni catkowitej
jest rowny 2 : 3. Wyznacz stosunek wysokosci tego walca do promienia jego podstawy.

7.26. Pole powierzchni bocznej walca jest rowne 60m, a jego pole powierzchni cal-
kowitej wynosi 78n. Oblicz objetosc tego walca.

71.27. Tworzyca stozka ma dlugos¢ 12 ijest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem 25°. Oblicz objetosc stozka (z doktadnoscig do catosci).
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+ 7.33. Wykaz, ze stosunek objetosci stozka o promieniu SM

+ 7.34. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym poprowa-

Dziat 1. Stereometria

7.28. Objetosc stozka jest rowna 240m cm’, a pole jego przekroju osiowego wynosi
180 cm”. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka (z doktadnoscia do 1 cm?).

7.29. Kula i stozek majg rowne objetosci. Promien kuli jest rowny 5 cm, a promien
podstawy stozka jest rowny 8 cm. Oblicz wysokos¢ stozka.

7.30. Chociaz spadlo niewiele sniegu, Maciek postanowit
ulepi¢ batwana. Wedlug niego idealny batwan powinien
sktadac sie z trzech kul o $rednicach w stosunku 5:4: 3
oraz mie¢ wysoko$¢ 1,2 m. Oblicz, z ilu m” ogrédka musi
pochodzi¢ $nieg potrzebny na batwana. Przyjmij, Ze war-
stwa $niegu mozliwego do wykorzystania ma grubos¢ 1 cm.

7.31. Stopiono 1000 mosieznych kulek o promieniu 1 cm kazda i z otrzymanego
stopu wykonano stozek o wysokosci 10 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
stozka.

7.32. Trapez prostokgtny o wysokosci 2 cm, dluzszej podstawie rownej 5 cm i kacie
ostrym o mierze 45° obraca sie dookota prostej zawierajgcej krotszg podstawe. Oblicz
objetosc otrzymanej w ten sposob bryly.

i wysokosci M B do objetosci stozka przedstawionego na rysun-

; ; 3«
ku jest rowny cos >

"

dzono plaszczyzne rownolegly do podstawy. Plaszczyzna ta
dzieli wysokos¢ ostrostupa w stosunku 3 : 1, liczac od wierz-

chotka. Oblicz stosunek objetosci bryl, na ktoére ta plaszczyzna
podzielila ostrostup.

+ 1.39. Ostrostup pieciokatny o polu podstawy S podzielono plaszczyzng rownolegta

do podstawy na dwie czesci o jednakowych objetosciach. Wyznacz pole tej czesci
plaszczyzny, ktora jest zawarta wewngtrz ostrostupa.

+ 7.36. Stozek o wysokosci H podzielono dwiema plaszczyznami réwnoleglymi do

podstawy na trzy czesdci o jednakowych objetosciach. Wyznacz wysokos¢ srodkowe;
z tych czesci.
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

1. Objetosc¢ walca otrzymanego w wyniku obrotu prostokata o bokach a i 2a wokét

krotszego boku jest réwna V', a objetos$¢ walca otrzymanego w wyniku obrotu tego

' " o ' " V
samego prostokata wokot dtuzszego boku jest rowna V,. Wskaz stosunek V_l
p

—

A. 1 B C. 2 D. 4

1
"2
2. Kula o promieniu 5 cm 1 stozek o promieniu podstawy 10 cm majg takie same

objetosci. Wskaz wysokosc¢ stozka.
2
A.5cm B. 10 cm C. 2 cm D.2cm
T
3. Stosunek objetosci dwdch szesScianow jest rowny 3. Wskaz stosunek dlugosci kra-

wedzi tych szeScianow.

A < B. 313 C. V3 D. 27
4. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

[stnieje kula, ktorej objetosc wyraza sie liczbg

A. mniejszg niz jej pole powierzchni.

B. réwng jej polu powierzchni.

C. wigkszg niz jej pole powierzchni.

5. Oblicz z dokladnosdcig do catosci pole powierzchni catkowitej i objetos¢ stozka,
w ktorym kat rozwarcia ma 70°, a wysokosc jest réwna 10.

6. Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego trojkatnego ma dtugosc 4,2 dm.
Wierzcholek gornej podstawy potgczono ze srodkami krawedzi dolnej podstawy od-
cinkami zawartymi w sgsiednich Scianach bocznych. Odcinki te tworzg kat 50°. Ob-
licz objeto$¢ (z doktadnoscig do 1 dm”) i pole powierzchni catkowitej (z doktadnoscia

do 1 dm®) tego graniastostupa.

7. Podstawg graniastostupa prostego jest trapez prostokatny, ktorego podstawy majg
diugosci 3 cm i 8 cm. Krotsza przekatna graniastostupa jest rowna 12 cm i tworzy
z plaszczyzng podstawy kat 30°. Oblicz objetosc tego graniastostupa.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-19 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Ile jest ptaszczyzn przechodzacych przez punkt A i prostopadiych do danej pro-
stej k takiej, ze A ¢ k?

A. zero B. jedna C. dwie D. nieskonczenie wiele

2. Proste PA i PB s3g prostopadle i nachylone do plaszczyzny 7 pod katem 45°.
Punkt P jest oddalony od ptaszczyzny 7 0 3 cm. Odleglo$¢ miedzy punktami A i B
lezacymi na plaszczyznie 7 jest rowna

A. 3V2 cm. B. 4 cm. C. 6V2 cm. D. 6 cm.

3. Krysia przesypala piasek z wypelnionej foremki szesciennej o krawedzi 5 cm do
foremki w ksztalcie stozka o wysokosci i promieniu podstawy réwnych 5 cm. Jakg
czesc stozkowej foremki wypelnit przesypany piasek?

A. % B. 1 C - D. Piasku bylo za duzo, wiec si¢ wysypal.
T

4. W pewnym gospodarstwie stoi zbiornik na deszczowke. Zbiornik ma ksztalt pro-

stopadloscianu o wysokosci 0,5 m. Ile czasu musi padac¢ deszcz dajagcy 20 mm opadu

na godzing, aby zbiornik catkowicie si¢ zapetnit?

A. 7 godzin B. 5 godzin C. 25 godzin D. 50 godzin

9. Objetosc szeScianu jest rowna 343 cm’. Wskaz pole powierzchni tego sze$cianu.
A. 126 cm’ B. 294 cm’ C. 343V2 cm’ D. 360 cm’

6. Dzieci majg w ogrodzie plastikowy basen. Podloga basenu jest koto o $rednicy
2 m, a jego Sciany sa prostopadte do podlogi. Niestety wode do tego basenu trzeba
nalewac dziesieciolitrowym wiadrem. Jaka bedzie wysokosc stupa wody po wlaniu
20 wiader? Wybierz najlepsze przyblizenie wyniku.

A. 64 cm B. 6,4 cm C. 10 cm D. 12 cm

7. Przyjmijmy, ze pomarancza jest kulg o $rednicy 7 cm.
Wycisniety sok stanowi 60% objetosci owocu. Ile pomaran-
czy trzeba zuzy¢, aby otrzymac 0,5 litra soku?

A. 4 C. 6

B. 5 D.7
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. Ktére z podanych zdan jest fatszywe?
. Ostrostup tréjkatny jest czworoscianem.
. Czworoscian foremny jest ostrostupem prawidtowym trojkgtnym.

8

A

B

C. CzworoScian, ktéry ma wszystkie krawedzie rowne, jest foremny.
D. Ostrostup prawidlowy trojkatny jest czworoscianem foremnym.
9

.V, jest objetodcig kuli o promieniu ry, V, jest objetoscig kuli o promieniu
1V, =3V,. Zatem
: - . : 3
A. 2 =13 B. r, = 3r, V3. C.ro—-ri=3r,. D.ry=r3.
r
10. Suma odleglosci dowolnego punktu szescianu o krawedzi 5 cm od wszystkich

S§cian szeScianu jest rowna
A. 15 cm. B. 20 cm. C. 25 cm. D. 30 cm.

11. Wskaz liczbe przekgtnych graniastostupa o podstawie pieciokgtnej.
A. 5 B. 10 C. 15 D. 20

12. Wskaz liczbe krawedzi graniastostupa o 12 $cianach.
A. 24 B. 30 C. 32 D. 36

13. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz boczna o dlugosci a two-
rzy z podstawg kat 60°. Wskaz objetosc tego ostrostupa.

3 3 3 -

"3 S 3 1 : A2

A . 4V3 C. -4° D @Y
24 12 3 24

14. Cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej czworos$cianu foremnego do plasz-
czyzny podstawy jest rowny

A B. -, L p, 22
2 > 2 3
15. Czworoscian ma piec krawedzi o ditugosci I cm, a szostg o dlugosci 10 em.
Zatem [ jest
A. rowne 5. C. réwne 2V3.
B. mniejsze od 5. D. wigksze od 5.

16. Kat rozwarcia stozka, ktoérego powierzchnia boczna po rozwinigciu jest potko-
lem, jest réwny
A. 45°. B. 30°. C. 60°. D. 90°.

17. V, oznacza objetosc¢ szescianu o krawedzi a, zas V5, — objetosc szescianu o kra-
wedzi 3a. Zatem

A- 1{1[1 — 31"; B. 1@!& — 91{3 C. V

(1

=—V.. D.V, =27V
18 -
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18. Krawedzie czworoscianu sg przekatnymi $cian pewnego szescianu o krawedzi a.
Zatem wysokosc¢ tego czworoscianu wynosi

2
A. ﬁa. B. "—ﬁa. C. ﬁa. D. 3V/3a.
3 3 2
19. Stosunek pdl powierzchni dwoch odmioscianéw foremnych jest rowny 1 : 4.
Stosunek objetosci tych oSmiosciandw jest rowny

A. 12, B. 1:8. C. 1416, D. 1: 64.

W zadaniach 20-31 ocen prawdziwosc podanych zdan.

20. Plaszczyzna jest wyznaczona jednoznacznie przez
A. dwie rézne proste. B. trzy niewspotliniowe punkty. C. prostg i punkt.

21. Punkty A, B, C1i D nie leza w jednej plaszczyznie. Skosne sg zatem proste
A. AB1CA. B. BC1AD. C. AC1BD.

22. Kazdy wieloscian wypukly ma mniej
A. wierzcholkow niz krawedzi.

B. Scian niz wierzchotkow.

C. $cian niz krawedzi.

23. Cztery wierzchotki szescianu o krawedzi 1 cm 13czy- -

my nitkg kazdy z kazdym, jak na rysunku, i otrzymujemy ﬂ‘
szkielet pewnego wieloscianu T

A. Wieloscian T jest czworoscianem foremnym.

. ;o - goo= - . ].
B. Objetosc wieloscianu T jest rowna E cm’.

C. Pole powierzchni wieloscianu T jest réwne 2v3 cm”.

24. Drewniang, pomalowana kostke szescienng rozpilowa-
no na 125 przystajacych szescianikéw. Wsrod nich

A. 27 jest niepomalowanych.

B. 36 ma pomalowane dokladnie dwie sciany.

<

CI‘

C. 81 ma pomalowang co najwyzej jedng $ciane. A’ B

25. Na rysunku przedstawiono prostopadtoscian
ABCDA'BC'D'.
A. Prosta DC'jest prostopadta do plaszczyzny ABCD.

)
O

.l
'H. \
L
L
=
-
L
LY
r-'---- -

B. Prosta DC jest prostopadta do plaszczyzny ADDA'.

C. Prosta DC'jest rownolegta do plaszczyzny ABBA' A B
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26. W pewnym czworoscianie cztery krawedzie majg dlugosc a i dwie diugosc b,
gdzie a # b.

A. Kazda ze $cian tego czworoscianu jest trojkagtem rownoramiennym.

B. Co najwyzej jedna ze scian tego czworoscianu jest trojkgtem réwnobocznym.

C. Kazda ze $cian tego czworoscianu moze byc¢ trojkatem nieréwnobocznym.

27. Z kostki szeSciennej odcieto we wszystkich narozach ta-
kie same ostrostupy jak na rysunku. Otrzymany w ten sposob
wieloscian ma

A. 12 wierzchotkéw.

B. 24 krawedzie.

C. 14 $cian.

28. Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny.

A. Kat dwuscienny miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi tego graniastostupa ma
miare 120°.

B. Ten graniastostup ma 12 przekatnych.

C. Kat nachylenia przekatnej tego graniastostupa do ptaszczyzny podstawy jest nie
wiekszy niz 60°.

29. Istnieje ostrostup prawidiowy szesciokatny o polu powierzchni catkowitej 1514,
ktéry ma
1
A. objetos¢ mniejszg niz —.
objetosc mniejszg niz —-

B. pole powierzchni bocznej réwne 514.
C. pole podstawy réwne 514.

30. Dany jest n-katny ostrostup prawidlowy (n > 3).

A. Spodek wysokosci tego ostrostupa moze by¢ jednym z wierzchotkéw podstawy tej
bryly.

B. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sg nachylone do plaszczyzny pod-
stawy pod takim samym katem.

C. Sciany boczne tego ostrostupa sg tréjkgtami rownobocznymi.

31. Punkt O jest spodkiem wysokosci ostrostupa trojkagtnego, w ktorym wszystkie
krawedzie boczne tworza z plaszczyzng podstawy katy o réownych miarach.

A. Punkt O jest punktem przeciecia Srodkowych tréjkata w podstawie.

B. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sa tej samej diugosci.

C. Punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w podstawe.
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Zadania otwarte krotkie|] odpowiedzi

32. Oblicz stosunek diugosci krawedzi szescianu do diugosci jego przekatne;j.
33. Oblicz cosinus kata miedzy przekgtng szeScianu a plaszczyzng jego podstawy.

34. Wymiary prostopadioscianu sg w stosunku 1: 2 : 3. Najkrotsza krawedz ma
dhugos¢ V2. Oblicz dlugo$é przekatnej tego prostopadioécianu.

35. Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego,
ktorego kazda krawedz ma diugosc 6.

36. Przekatna podstawy prostopadioscianu o podstawie kwadratowej jest dwa razy
diuzsza od wysokosci tego prostopadios$cianu. Wyznacz kat, ktory tworzy plaszczy-
zna przechodzgca przez przekatng podstawy i jeden wierzchotek prostopadloscianu
z plaszczyzng podstawy tego prostopadloscianu.

37. Podstawa ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest kwadrat o boku a.
Wszystkie Sciany boczne tego ostrostupa sg trojkgtami réownobocznymi. W tym
ostrostupie wyznacz

a) jego wysokosc.

b) kat nachylenia éciany bocznej do ptaszczyzny podstawy (z doktadnoscig do 1°).
c) kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.

38. Promien kuli i promien podstawy stozka sg rowne 2. Objetosci tych bryt sg row-
ne. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka.

39. Objetosc graniastostupa prawidlowego czworokatnego, w ktérym krawedz pod-
stawy jest cztery razy krotsza od wysokosci, jest rowna 256. Oblicz pole powierzchni
bocznej tego graniastostupa.

40. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka o kacie rozwarcia 90° i Srednicy pod-
stawy rownej 18.

41. Srednica podstawy stozka jest trzy razy dtuzsza od jego wysokosci. Objetoéé bry-
ly jest rowna 144n. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.

42. Stosunek diugosci tworzacych stozkow potaczonych wspol-
ng podstawg (zob. rysunek) jest réwny 3:5, a pole powierzchni
bocznej mniejszego stozka wynosi 18. Oblicz pole powierzchni

catej bryly.

43. Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoboczny o bo-
ku a. Objetosc¢ i pole powierzchni bocznej tego stozka wyrazajg
sie takg samag liczbg. Oblicz wartos$¢ a.



8. Powtorzenie

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

44. W prostopadloscianie przekatne $cian bocznych wychodzgce z tego samego
wierzcholka tworza kat 50°. Kazda z tych przekatnych ma dtugos¢ 5 dm. Oblicz pole
powierzchni bocznej i objetosc prostopadtoscianu (z dokladnoscig do calosci).

45. Do prostopadiodciennego naczynia z wodg wpadla metalowa kostka szescienna
o krawedzi dlugosci 2 cm. O ile milimetréw podniodst sie poziom wody, jesli z naczy-
nia nie wylafa si¢ ani kropla, a podstawa naczynia ma wymiary 10 cm X 20 cm?

46. W graniastostupie czworokatnym prawidlowym przekatna o dlugosci d jest na-
chylona do plaszczyzny podstawy pod katem « takim, ze sina = 0,4. Wyznacz
objetosc tego graniastostupa.

47. Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidlowego trojkatnego tworzy
z krawedzig podstawy o dlugosci 12 kat o mierze 61°. Oblicz objetosc i pole po-
wierzchni bocznej tego graniastostupa (z dokladnoscia do catosci).

N R e

48. Szescian ABCDA'BC'D' o krawedzi 5V2 przecieto plaszczyzng wyznaczona
przez punkty A, C i $rodek krawedzi A'D’. Oblicz pole przekroju.

49. Krétsza przekatna graniastostupa prawidlowego szesciokgtnego ma dlugosc
44/3 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz objetosé tego
graniastostupa.

950. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ graniastostupa prostego, w ktorym
podstawa jest rombem o przekgtnych diugosci 12 cm i 16 cm, a przekatna Sciany
bocznej ma dlugosc 15 cm.

51. Pionowy przekrdj poprzeczny walu ochronnego ma ksztalt trapezu réwno-
ramiennego, ktorego gérna podstawa jest rowna 5 m, a ramiona o dlugosci 6 m s3
nachylone do poziomu pod katem 60°. Oblicz dolng szerokos¢ watu. Ile metrow szes-
ciennych ziemi potrzeba do usypania takiego watu o dtugosci 1 km (z dokladnoscig

do 1 m’)?

52. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym wysokos¢ sciany bocznej opuszczo-
na z wierzchotka ostrostupa jest rowna 10, a kat nachylenia sciany bocznej ostrostupa
do plaszczyzny podstawy ma miare 63°. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowite;
tego ostrostupa (z dokladnoscig do catosci).

53. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego o objetosci 2v26 jest
trzy razy diuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz krawedz podstawy.
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Dziat 1. Stereometria

94. Dany jest czworoscian foremny o krawedzi diugosci a.

a) Wyznacz objetosc V i pole P. powierzchni catkowitej czworoscianu.

b) Wyznacz cosinus kata a miedzy sgsiednimi §cianami tego czworoscianu.
Podaj miare tego kata z dokladnoscig do 1°.

55. Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokat. Sciana
ADS jest prostopadla do plaszczyzny podstawy, |AB| = 4,
IBC| = 6, |AS| = |DS| = 2v21. Wyznacz kat nachylenia
krawedzi CS do plaszczyzny podstawy.

96. Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny rownora-
mienny o przeciwprostokatnej c. Wszystkie krawedzie bocz-

ne majg dlugos¢ b. Wyznacz objetosc tego ostrostupa.

57. Podstawg ostrostupa jest trapez prostokatny o podstawach 12 i 6. Wszystkie scia-
ny boczne s3 nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetosc tego
ostrostupa.

58. Obracajac prostokat dookota jednego boku, otrzymujemy walec o objetosci V ,,
a obracajgc go dookola drugiego boku, otrzymujemy walec o objetosci V,. Wyznacz
pole tego prostokata. Wykonaj obliczeniadla V|, =1,44n i V, = 1,2m.

59. Promien podstawy walca jest rowny r, a przekatna przekroju osiowego jest na-
chylona do ptaszczyzny podstawy pod katem a. Wyznacz objetosc i pole powierzchni
calkowitej tego walca.

60. Wyznacz objetosc i pole powierzchni bocznej stozka o kacie rozwarcia 2« i pro-
mieniu podstawy réwnym r.

61. Trojkat prostokatny o przyprostokatnych 6 i 8 obrécono najpierw wokot kroét-
szej, a nastepnie wokdt dluzszej przyprostokatnej. Oblicz stosunek pdl powierzchni
i stosunek objetosci powstalych stozkow.

62. Wyznacz stosunek pdl powierzchni kuli i szeScianu majacych rowne objetosci.
63. Poprowadzono plaszczyzne rownolegla do podstawy stozka, dzielgcg wysokosc

tego stozka w stosunku 2 : 3, liczgc od wierzchotka. W ten sposéb otrzymano dwie

bryly. Wyznacz stosunek objetosci tych bryt.
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1. Dowody w geometrii

Umiejetnosci:
* dowodzenie twierdzen z zakresu geomettrii ptaszczyzny

Od poczatku nauki w szkole $redniej spotykamy sie z dowodami - zaréwno war-
tych zapamig¢tania ogolnych faktéw matematycznych (np. twierdzenie Pitagorasa
lub wzory skréconego mnozenia), jak i mniej ogoélnych, podawanych czesto w po-
staci zadan typu ,Udowodnij (...)". Ten dzial w catodci poswiecimy dowodzeniu -
omoéwimy kolejno dowodzenie wlasnosci figur geometrycznych oraz dowody w aryt-
metyce i w algebrze. Uzupelnimy réwniez poznane juz twierdzenia o obowigzujgce
dowody, ktdre zostaly wczesniej pominiete.

Przypomnijmy: » Pojecie pierwotne - pojecie niedefiniowane (1)

Twierdzenie matematyczne to zdanie w danej teorii, uznawane za intuicyjnie
zrozumiale.
» Aksjomat — w danej teorii stwierdzenie

intuicyjnie oczywiste, ktore przyjmuje sie

orzekajgce prawdziwe, ktére mozna
udowodnié, wykorzystujac pojecia

pierwotne, znane definicje, aksjomaty bez dowodu.
oraz wczeéniej udowodnione o Zdanie zbudowane na wzor twierdzenia, ale
swienlzenia nieudowodnione, nazywane jest hipoteza.

Wiekszo$¢ twierdzen rozpatrywanych podczas nauki w szkole $redniej ma postac:
Jezeli zalozenie, to teza.

Zalozenie opisuje warunki, w ktorych twierdzenie moze by¢ stosowane.

Teza to prawdziwe wnioski wynikajgce z zatozen.

Dowod twierdzenia to proces polegajacy na logicznym wnioskowaniu (dedukeji),
prowadzacy do wykazania, ze podane zdanie jest prawdziwe.

Niektore twierdzenia majg postac:

A wtedy i tylko wtedy, gdy B.
Udowodnienie tak sformutowanego twierdzenia polega na wykazaniu prawdziwosci
dwoch zdan:

Jezeli A,to B. oraz Jezeli B, to A.

Aby udowodni¢ wlasnosci figur, warto:
I. wykonac¢ czytelny rysunek, czyli: «— zobacz przyklady 1, 4
» wprowadzi¢ wygodne oznaczenia,
* oznaczy¢ znane Katy, boki itp.,
* wyrdzni¢ rowne odcinki, katy,
* uzyc roéznych kolorow lub rodzajéw linii,



1. Dowody w geometrii

[I. uzupelni¢ dany rysunek przydatnymi elementami, aby:  «— zobacz przyklady 1, 4
* pokaza¢ podane zaleznosci,
*» zastosowac odpowiednie twierdzenia,

I11. zastosowac poznane definicje i twierdzenia, «— zobacz podane przyklady

IV. wykonac¢ potrzebne przeksztalcenia i obliczenia. «— zobacz przyklady 2, 3

Fakty, z ktorych najczesciej bedziemy korzysta¢ w dowodach geometrycznych, to:

» wlasnosci katow (katy: wierzcholkowe, przylegle, utworzone przez prostg przeci-
najgcg proste rownolegle; suma katéw w wielokacie; katy w kole; kgt miedzy stycz-

* nieréwnosc¢ trojkata,

* cechy przystawania trojkatow, cechy podobienstwa trdjkatow,

* twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego,

» twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do niego,

* twierdzenie o dwusiecznej, twierdzenie o Srodkowych w trojkacie,

» twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow,

* wzory na pola i obwody figur.

Przykiad o
Wykazemy, ze jezeli w trojkacie dwa boki sg roznej dlugosci,
to naprzeciw dluzszego boku lezy wiekszy kat.

Zatozenia 7
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
ICB| > |CA|
Teza
JA >4B - ”
Dowaoda
Prowadzimy dwusieczng CM, a na pélprostej CB od- C
ktadamy odcinek CD tak, zeby |CD| = |CA].
Punkt D nalezy do boku BC trdjkata i jest rézny od
wierzcholka B, poniewaz |CB| > |CA|. D
Trojkaty AMC 1 DMC (zob. rysunek) sg przystajace
na mocy cechy bkb, zatem: A M B

IMAC =<MDC «— odpowiednie katy w trojkatach przystajacych

X
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Dziat 2. Dowody w matematyce

Kat MDC jest katem zewnetrznym w tréjkacie M BD.
IMDC =3DMB +4B «— twierdzenie o kacie zewnetrznym trojkata
JA =<DMB+4B «—JIMDC =< A

Zatem <A > <B.

Koniec dowodu

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktore podalismy W starozytnym Egipcie i Ba- (1))
w drugiej klasie bez dowodu. Jest ono czesto sto- bilonie ok. 4000 lat temu to
: i twierdzenie bylo wykorzystywa-
sowane w celu sprawdzenia, czy trojkat o danych . : :
_ ne jako sposob wyznaczania kata
bokach jest prostokatny, ostrokatny, czy rozwar- prostego.
tokatny.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli w trdjkacie suma kwadratow dlugosci dwoch bokow jest réwna kwadra-
towi diugosci trzeciego boku, to kat lezacy naprzeciw tego boku jest prosty.

.,

Zatozenia
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C
=a +1°
b d
Teza
‘CEACB — 90'3 A > B
Dowod

Dowod twierdzenia odwrotnego przeprowadzimy, wykorzystujac twierdzenie Pita-

gorasa.

Zalozmy, ze dany trojkat ABC ma boki diugosci a, b, ¢ spelniajgce warunek

i +b =,

Zbudujmy tréjkat AB'C', w ktdrym:
IBC'| =a, |AC"| =b, 4AC'B'=90°

Na mocy twierdzenia Pitagorasa trzeci bok tréjkata A'B'C" ma dtugosé ¢, zatem:
AA'B'C'= AABC «— cecha bbb przystawania trojkatow
czyli SACB = 90°.

Koniec dowodu



1. Dowody w geometrii

Zauwazmy, ze twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego moglibySmy
sformutowac jako jedno twierdzenie:
Troéjkat o bokach a, b, c takich, ze a < b < ¢, jest prostokatny o kacie prostym
lezacym naprzeciw boku c wtedy i tylko wtedy, gdy a° + b” = ¢’

Przykiad €
Sprawdzimy, czy trojkat o bokach dlugosci 11, 60 i 61 jest prostokatny.

Rozwiazanie
Liczby 11, 60, 61 spelniajg nieréwnos¢ trojkata, wiec trojkat o bokach podanej diu-
goscl istnieje.
W trojkacie prostokatnym dwa katy sg ostre, czyli najdtuzszym bokiem moze byc
tylko przeciwprostokgtna. Wystarczy wiec sprawdzi¢, czy zachodzi rownosé
11% + 60° = 61°.

117 + 60° = 121 + 3600 = 3721 = 61°

Zatem, na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, badany trojkat
jest prostokatny.

Diugosc tuku | pole wycinka kotowego

Przypomnijmy:

* Obwod L kota o promieniu r jest réwny L = 2nr.

» Pole P kota o promieniu 7 jest réwne P = mr”,

* Wrycinkiem kotowym nazywamy kazda z dwoch czesci, na ktére dzielg koto dwa

niepokrywajgce si¢ promienie.
Wyprowadzenie wzoréw na obwod i pole kota wymaga bardziej zaawansowanego
aparatu matematycznego, niz przewiduje to podstawa programowa szkoly ponad-
podstawowej. ROwniez bez dowodu podamy dwa twierdzenia, ktore prowadzg do
wyznaczenia dlugosci tuku oraz pola wycinka kolowego w kole o promieniu r.

Dtugos$c tuku okregu jest proporcjonalna do kata srodkowego odpowiadajgcego
temu tukowi.

Pole wycinka kotowego jest proporcjonalne do kata srodkowego odpowiadajg-
cego temu wycinkowi.
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* Niech Ly, oznacza dlugos¢ luku AB wyznaczonego w kole
o promieniu r przez kat srodkowy a wyrazony w stopniach

(zob. rysunek).

Zauwazmy, ze jezeli mamy w tym kole kilka wycinkéw wyzna-
czonych przez katy srodkowe «;, a,, a3, ..., otukach odpo-
wiednio Ly , Ly, Ly, ..., to na mocy twierdzenia 1 zacho-

dzg rownosci:

I, L Ly
W, &y wy &y : _ %y .
s !l—l'lj ——— T e ", - p ].tdl

Ly, & Ly, & Ly, @

W szczegolnym przypadku:

L «
= «— kat srodkowy o mierze 180° wyznacza polokrag
mr  180°
i stad dlugos¢ Ly, tuku AB jest rowna: Wzér na dlugoéé luku czesto (1)
o podawany jest tez w postaci:
Ly = - T «
° = .2
180 bt s A

» Niech Py, oznacza pole wycinka kolowego wyznaczonego w kole o promieniu r

przez kat Srodkowy a wyrazony w stopniach (zob. rysunek).

Podobnie jak poprzednio skorzystamy z réwnosci stosunkow wielkodci proporcjo-

nalnych:
P'w' (X : 5
— = e «— kat srodkowy o mierze 360° wyznacza okrag

i stad pole Py, wycinka kotowego wyznaczonego przez kat sSrodkowy a wynosi:

a 2
PW — 360° - or
Przykiad €

Wykazemy, ze linia czerwona (potokrag o promieniu 2,5 cm)
laczaca punkty A i B jest dluzsza od sumy dwoch niebieskich
lukéw wyznaczonych przez katy 59° i 90° w okregach o pro-
mieniach 2,8 cm (zob. rysunek).

Dowod

Dlugosc¢ (w cm) czerwonego polokregu jest rowna L; = 2,57
Dlugos¢ (w cm) tuku wyznaczonego przez kat 90°, czyli jedna czwarta obwodu kota
o promieniu 2,8 cm, wynosi L, = 1,4m.



1. Dowody w geometrii

Diugos¢ (w cm) tuku wyznaczonego przez kat 59° wynosi:
59 59

Ly=—mn-28=—-1,4n
180 90

Dlugos¢ (w cm) niebieskiej linii réwna sie:
59 59 149
Ly+Ly =141+ = 1,47 = 1,4n(1 ¥ ”—) = 1,41 —
90 90 90

Poréwnamy wielko$ci L; i L, + Ly. W tym celu zbadamy ich iloraz:
Ly+L, 14m-149 2086

= <
I 90-2,5m 2250
Zatem L, + Ly < L;.

Konlec dowodu

Zwigzki miarowe w wielokgtach

Przyktad €}

W kwadracie ABCD punkty E i F s3 odpowiednio §rodkami bokéw AB i BC. Wyka-
zemy, ze odcinki DE i DF dzielg przekatng AC na trzy réwne czeSci.

Zatozenia D C
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

* ABCD jest kwadratem. X .
* |AE| = |EB e
 |BF|=|FC

Teza B E -

|AM| = [MN| = [NC]

Dowod

Prowadzimy przekatng DB i jej punkt przecigcia z AC ozna-
czamy literg K, jak na rysunku.
|IAM| = [NC| i |[MK]| = |KN| «— prosta BD jest osia
symetrii kwadratu ABCD
A

W tréjkacie ABD punkt K jest $rodkiem boku BD. Zatem odcinki AK oraz DE s3
w tym trojkacie Srodkowymi i przecinajg si¢ w punkcie M. Oznacza to, zZe:

|AM| = 2| MK]| «— twierdzenie o punkcie przeciecia §rodkowych trojkata
co, wobec rownosci |MK| = |[KN|, konczy dowod.

Koniec dowodu
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Przypomnijmy twierdzenie udowodnione w podreczniku do klasy drugiej (s. 204).

Twierdzenie \

W trojkacie prostokgtnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego jest rowny iloczynowi dlugosci odcinkéw, na ktére ta wysokos¢
podzielita przeciwprostokatna.

Y, "

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

AACB ~ ANADC ~ ACDB

Wykorzystamy nastepujgce proporcje, aby
wyprowadzic kolejne zwigzki miarowe doty-

czgce trojkata prostokatnego: A
b_p e £ s . ‘
* — = - «— z podobienstwa trojkatow DAC i CAB
c
a_ 4 . o :
® — == «— z podobienstwa trojkatow DCBiCAB
c a
Stad:
e V¥ =c¢- P
® gz =C-* q

Udowodnilismy w ten sposéb nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie |

Jesli odcinek CD jest wysokoscig trojkata prostokatnego ABC o kacie prostym
BCA, to:

IAC|* = |AB| - |AD| i |BC|* = |AB|- |DB|

ol Zadania

1.1. Dany jest czworokat ABCD, w ktorym |AB| = |AD| i |BC| = |[DC|. Wykaz,
7e 4ABC =4ADC.

1.2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wiadomo, ze

2 =5iZ2=4. Wykaz, 2e z = 72.

X X




1. Dowody w geometrii

1.3. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1. Proste k 1/ s3 rownolegle. Udowodnij,
ze o = 84°,

1.4. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2. Wykaz, ze a = 35°

1.5. Dany jest trapez ABCD (AB || DC). Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 3.
Wykaz, ze |BC| = 15v/2.

D ¢
17 452
2\ B
| A 8 E F B
Rys. 1. Rys. 3.

1.6. Wykaz, ze w czworokacie o bokach rownej dlugosci przeciwlegle katy sa réwne.

1.7. W tréjkacie ABC poprowadzono srodkowag BM, a nastepnie na potprostej BM
wyznaczono taki punkt D (rézny od punktu B), ze |[BM| = [MD|. Udowodnij, ze
|BC| = |AD|.

1.8. W trapezie ABCD (AB || DC), w ktérym D C
JIBAD = 70°, poprowadzono odcinek BM tak, M ‘
ze |MD| = |DC| (zob. rysunek). Odcinek BM
jest zawarty w dwusiecznej kata ABC, 20°
A B

a IBMC = 55°. Wykaz, ze a = 105°.

1.9. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono dwusieczne BD i B'D’. Wiado-
mo, ze |BD| = |Ber‘, ABDC = <4BD'C’ i 4B = 4B. Udowodnij, ze trojkaty ABC
oraz A'B'C’ sa przystajace.

1.10. Wykaz, ze dwa wierzcholki tréjkata sg jednakowo oddalone od prostej, ktora
zawiera srodkowg poprowadzong do boku faczacego te wierzchotki.

+ 1.11. Wykaz, ze w tréjkacie prostokgtnym srodkowa poprowadzona z wierzchol-
ka kata prostego réwna jest polowie przeciwprostokatnej i dzieli ten tréojkat na dwa
trojkaty rownoramienne.
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1.12. Wysokosc trojkata zawiera si¢ w dwusiecznej jednego z jego katéw wewnetrz-
nych. Wykaz, ze trojkat ten jest rownoramienny.

1.13. Wykaz, ze czworokat jest rdwnolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy jego

przekgtne przecinajg si¢ w punkcie, ktory jest Srodkiem kazdej z nich.

1.14. W trojkacie ABC, w ktérym miara kata B jest dwa razy wieksza od miary ka-
ta A, poprowadzono dwusieczng BD. Udowodnij, ze tréjkat BDC jest podobny do
trojkata ABC.

=~ 1.15. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = 7, |AC| = 3, 4BAC = 60°. Dwu-

2143

sieczna kata CAB przecina bok BC trdjkata w punkcie E. Wykaz, ze |AE| = T

1.16. W tréjkacie rownoramiennym ABC,
w ktorym |AC| = |BC|, wysoko$¢ CD jest
V5 C

rowna podstawie. Wykaz, ze cosq4A = —.
5

1.17. Punkt M lezy wewnatrz prostokata
ABCD jak na rysunku. Udowodnij, ze

IAM|* + |ICM|* = |BM|* + |DM|". A =3

1.18. Promien poélkola (rys. 1) jest rowny 1. Wykaz, ze pole niebieskiej figury jest
wieksze od pola figury szare;j.

1.19. Dane s3 dwa wycinki kolowe (rys. 2) o promieniach |OA| = V13 i |OD| = /5.
Kat wypukty AOB ma miare 100°. Wykaz, ze
a) pola obu wycinkow sg rowne.

b) dtugos¢ tuku wycinka AOB jest mniejsza od diugosci tuku wycinka COD.

#1.20. W wycinek kofa o promieniu » wpisano koto o promieniu % (rys. 3).

Wrykaz, ze a = 60°.

Rys. 2.
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# 1.21. Dwa kola, kazde o polu réwnym S, sg zawarte w pro-

D __ C
stokgcie ABCD tak jak na rysunku. Udowodnij, ze pole r ‘
. 6|-|S
a) prostokata ABCD jest rowne —.
T (36-8m-3v3)S L vy
; A | B

b) zamalowanego obszaru jest réwne -
T

+1.22. Dane sg dwa polokregi o wspolnym Srod-
ku O 1 $rednicach odpowiednio AB i CD (punkty
A, B, C, D i O sg wspélliniowe). Punkt P lezy na
wewnetrznym potokregu, punkt R lezy na zewnetrz-
nym polokregu, punkty O, P i R s3 wspotliniowe.
Udowodnij, ze 4APB +JICRD = 180°.

1.23. Wykaz, ze suma odleglosci dowolnego punktu wewnetrznego trojkata od jego
wierzchotkéw jest wieksza od polowy obwodu tego tréjkata.

+1.24. Na dwoch bokach prostokata ABCD zbudo- D c
wano trojkaty réwnoboczne ADM i BAK, jak na ry- M ﬁ

sunku. Wykaz, ze trojkat MKC jest rownoboczny.

~ 1.25. Przekatna BD trapezu ABCD jest prostopa-
dla do ramienia AD i zawiera si¢ w dwusiecznej ka-
ta ABC. Wykaz, ze pole trojkata ABD jest dwa razy
wieksze od pola tréjkata BCD. K

1.26. Dany jest trapez ABCD o podstawach ABiCD. Przekatne tego trapezu prze-
cinajg si¢ w punkcie M. Wykaz, ze |[MA|- |MD| = |[MB| - |MC|.

1.27. Niech w trojkacie prostokatnym a i b oznaczajg diugosci jego przyprostokat-
nych, ¢ oznacza dlugosc¢ przeciwprostokatnej, r — promien okregu wpisanego w ten
trojkat, R - promien okregu opisanego na tym trojkacie. Wykaz, ze

a+b-c

O e b) 2r+2R=a+b.

+ 1.28. Punkt P nalezy do okregu opisanego na kwa-
dracie o boku a. Wykaz, ze suma kwadratéw odleg-
losci punktu P od wierzchotkow tego kwadratu ma
stalg warto$¢, niezalezng od wyboru punktu.

1.29. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
.. 1. 4 b
Wykaz, ze — + - = —. ¢
ykaz, ze —+ - = - ;
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Kiedy w 1918 r. Polska odzyskata niepodlegtosc, jedna z dziedzin wymagajacych
odbudowania byta nauka. Z ogromnym sukcesem udato sie to polskiej matematyce,
ktora przebojem dotaczyta do swiatowe] elity. Dzis o matematykach i ich ogromnych
osiagnieciach z tamtego okresu mowi sie: polska szkota matematyczna.

Warszawa i Lwow

Najwiekszy wpltyw na sukces polskiej szkoty matematycznej mialy dwa
srodowiska naukowe, dziatajace na uniwersytetach w Warszawie i we Lwowie.
Pierwsze bylo skupione wokdt matematykow: Wactawa Sierpinskiego,
Zygmunta Janiszewskiego i Stefana Mazurkiewicza, drugie — wokot Hugona

Steinhausa i Stefana Banacha.
S
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Kierunek ich dziatania nakreslit w 1917 r. Zygmunt
Janiszewski w artykule ,,O potrzebach matematyki

w Polsce”. Zgodnie z jego wytycznymi naukowcy zajmo-
wali sie gidwnie nowo odkrytymi obszarami matematyki.
Jako pierwsi na swiecie zalozyli czasopismo matematycz-
ne o waskie] specjalizacji. ,Fundamenta Mathematicae”,
wydawane od 1920 r. w Warszawie, poswiecone bylo
gtownie teorii mnogosci. Lwowskie czasopismo ,,Studia
Mathematica”, wydawane od 1929 r., uznano za najwaz-
nigjsze miejsce prezentowania dokonan z zakresu
nowoczesne| analizy funkcjonaine;.

Srodowisko Iwowskich matematykéw
styneto z jeszcze innej rzeczy —
niepowtarzalnej atmosfery | aury
niezwyklosci. Matematyczne
dyskusje odbywano czesto
nie w salach wyktadowych,
ale we lwowskich kawiar-
niach, przy poczestunku,
kawie i trunkach.




Ksiega szkocka Problemy i twierdzenia

Do historii przeszta szczegdlnie Café Szkocka. Przy kazdym wpisie w Ksiedze
Poczatkowo matematycy zapisywali swoje rozwa- szkockiej widnieje nazwisko jego

zania otéwkiem na marmurowych blatach stolikéw autora. Na przykiad tytut ponizszego

| serwetkach. Po wyczyszczeniu blatu przez obstu- fragmentu pochodzi od nazwisk dwéch
ge kawiarni wszystkie zapiski ginety bezpowrotnie. matematykdéw: Hermana Auerbacha
Zona Stefana Banacha kupita wiec zeszyt i do I Stanistawa Mazura.

tego zeszytu, nazwanego Ksiega szkocka,

przeniosia sie dyskusja. Wpisywano tam mate- Twierdzenie Aueiback - Iazwe
matyczne problemy, ktdére pojawialy sie w trakcie B
kawiarnianych spotkan. Za ich rozwigzanie czesto Jezeli z togu bilardu o W“

przewidywana byla nagroda. miewnych bokack wyckodlzi Kulo
chf Ratem 45" to po sfaawzaa?
bicehie adbic dojdie 4o jedrego

EMWW

Dla wyjasnienia dodajmy, ze dwa od-
cinki nazywamy wspdtmiernymi, jezeli
istnieje trzeci odcinek mieszczacy sie
catkowita liczbe razy w kazdym z tych
dwoch odcinkow.
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Przyktadowe nagrody

Problemami zapisanymi w Ksiedze
szkockiej matematycy zajmuja sie nawet
dzi§. Zywa ges z rak Stanistawa Mazura
odebrat w 1972 r. Szwed Per Enflo za
rozwiazanie problemu sformutowanego
przez Mazura w 1936 r.




2. Dowody w algebrze

Umiejetnosci:
* dowodzenie twierdzen z zakresu algebry

Aby rozwigzac zadanie na dowodzenie dotyczace podzielnosci liczb, nieréwnosci lub
innych zaleznosci miedzy liczbami czy wyrazeniami algebraicznymi, warto:

zapisac precyzyjnie zalozenie i teze, «— zobacz podane przyklady
II. zastosowac poznane definicje i twierdzenia, «— zobacz podane przyklady
[1I. sprawdzi¢ prawdziwos$¢ tezy w rozigcznych przypadkach,

wyczerpujacych wszystkie mozliwosci, «— zobacz przyklady 4, 6
V. przeksztalcic¢ teze rownowaznie, «— zobacz przyklad 9
V. zastosowac dowod nie wprost. «— zobacz przyklady 8, 10

Fakty, z ktorych najczesciej bedziemy korzysta¢ w dowodach algebraicznych, to:

» cechy podzielnosci liczb,

» wlasnosci dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych (w tym: potegowania, pierwiast-
kowania, logarytmowania); wzory skroconego mnozenia,

» wilasnosci liczb (naturalnych, catkowitych, wymiernych, niewymiernych),

» wlasnodci ciggu arytmetycznego, geometrycznego,

% » twierdzenie Bézouta, twierdzenie o catkowitych pierwiastkach wielomianu

o wspolczynnikach catkowitych.

Podzielnosc w zbiorze liczb catkowitych

Przyktad €D

Wykazemy, ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba 7 - RS (P
przez 19.

3" jest podzielna

Liczba 1 € Z jest podzielna ()
przez liczbe m € Z - {0}

neZz wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje liczba k € Z taka,

ze n=m-Kk.

Zatozenie

Teza
Liczba 73" + 3™ 4+ 3™ jest podzielna przez 19.

Dowaod
733 305 4 g :7-3"+3”-3+3”-33:3”(7+3+32) =3".19
3" jest liczbg catkowitg, bo n € Z, zatem podana liczba jest podzielna przez 19.

Koniec dowodu



2. Dowody w algebrze

Przykiad @)

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n —n jest podzielna przez 6.

Zatozenie
nelr

Teza

Liczba n° —n jest podzielna przez 6.

Dowaod
n —H=?’I(ﬂ2— 1) =nun-1(n+1)
Liczba n(n—1)(n+ 1) jestiloczynem trzech kolejnych liczb calkowitych. Zatem:
* co najmniej jedna z nich jest parzysta,
» dokfadnie jedna z nich jest podzielna przez 3.
Iloczyn liczb podzielnych przez 2 i przez 3 jest liczbg podzielng przez 6.

Koniec dowodu

Przykiad €)

Udowodnimy, ze réznica czwartych poteg dwoch kolejnych liczb catkowitych niepa-
rzystych jest podzielna przez 16.

Zatozenie
keZ
T Dwie kolejne liczby nieparzyste dla n € Z  (((+)

il ' | mozemy zapisac na wiele sposobow: 2n1 + 1,
Istnieje takie p € Z, ze: on+3 lub 2n+ 3, 2n+5 itd.

(2k - 1)4 . (2k + 1)4 = 16p Na o0gol z powodow rachunkowych najwy-

godniejsza postacto 2n—1 1 2n + 1.

Dowéd

(2k-1)* - (2k + 1)* =

¥ 572 2 2
= (Zk = 1)’] = [(2k T 1) ] = «— stosujemy wzor na roznice kwadratow

—
e
—
=

(2k - 1)> = 2k +1)] - [(2k = 1)" + 2k +1)?| =
7(4 2~4k+1)—(4k2+4k+1)]-[(4k2~4k+1)+(4k2+4k+1)] -

= —sk(skz 5 2) - 16k (-4k2 " 1)

Il

k ( —4k* - 1) jest liczbg calkowitg, bo k € Z. Zatem szukane p istnieje
i p=k(-4k>-1)

Koniec dowodu
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Przykiad €)

Udowodnimy, ze réznica kwadratow dwoch liczb catkowitych nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.

Zatozenie

a ib sg liczbami catkowitymi nieparzystymi.

leza

Réznica kwadratéw a” — b? jest podzielna przez 8.

Dowod
Niech a=2k+1, keZib=2m+1, meZ.
Wowczas:
a’ - b = (Zk + 1)2 - (2m + 1)2 = «—— wzOr na roznice kwadratow

=(2k+1-2m—-1)(2k+1+2m+1) =
=(2k-2m)(2k+2m+2)=2(k-m)-2(k+m+1)=4(k-m)(k+m+1)
Aby wykazac¢ podzielnos$¢ otrzymanego iloczynu przez 8, wystarczy udowodnic, ze
jeden z czynnikéw (k —m), (k+m+ 1) jest liczbg parzystg.
Zauwazmy, zZe:
* jesli obie liczby k i m sg parzyste lub obie sg nieparzyste, to liczba k — m jest
parzysta,
¢ jeslijedna sposrod liczb k 1m jest parzysta, a druga nieparzysta, to liczba k+m+ 1
jest parzysta.
Zatem liczba 4 (k —m) (k + m + 1) jest podzielna przez 8.

Koniec dowodu

A Roznica poteg
Znamy wzory skroconego mnozenia na roéznice kwadratoéw i réznice szescianow:
a’-b"=(a-b)(a+b)
a -b = (fl—b)(ﬂ2+ﬂb+bz)

Uogolnieniem tych zaleznosci jest wzor na roznice n-tych poteg, ktérego dowadd po-
miniemy.

Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n prawdziwy jest wzor:

a’'-b"=(a->b) (:1"_1 +a@ b+ d" b + ... +ab" " + b"_l)
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X Na przyklad dla n = 5 powyzszy wzor ma postac:
a -b =(a-b) (aq +a’b+a’b’ +ab’ + 3:14)

Jesli zastosujemy wzdr na réznice n-tych poteg dla liczb catkowitych a, b, to otrzy-
mamy nastepujgcy wniosek.

I'E o II --fl.:ll \_'-._rr -':.-. - =
i 1Bl It @ | .
al -I.“ | T e e W

Dla dowolnych réznych liczb catkowitych a i b liczba a” — b" jest podzielna
przez a — b.

Przyktad €

Udowodnimy, ze liczba 49" — 256° jest podzielna przez 3.

Dowod
12
19" - 256° = (7°) " - (4*)° = 7' - 4
Liczba 7°* — 4°* jest podzielna przez 7 — 4 = 3.

Koniec dowodu

Dzielenie z resztg
W szkole podstawowej byto omawiane dzielenie z resztg. Przypomnijmy, ze na przy-
kiad réwnosc:
17 =9 de2
mozna odczyta¢ w nastepujacy sposdb:
reszta z dzielenia liczby 17 przez 3 jest rowna 2
lub
reszta z dzielenia liczby 17 przez 5 jest rowna 2.
Reszta z dzielenia nie moze by¢ wigksza od dzielnika, zatem réwnos¢:
19=5-3+4

oznacza, ze reszta z dzielenia liczby 19 przez 5 jest rowna 4,
ale
nie oznacza, ze reszta z dzielenia liczby 19 przez 3 jest rowna 4.

Dzielenie z reszta mozemy wykonywac rowniez w zbiorze liczb catkowitych. Przy-
jeto zasade, ze reszta jest w takim przypadku liczbg nieujemng mniejszg od wartosci
bezwzglednej dzielnika.
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Jezeli na przyklad chcemy wyznaczyc reszte z dzielenia liczby —17 przez 3, to korzy-
stamy z rOwnosci:

~17 = (=6)- 3+ 1

Zatem reszta z dzielenia liczby —17 przez 3 jest rowna 1.

Uogolnieniem tych rozwazan jest nastepujace twierdzenie.

Dla dowolnych liczb catkowitych aib, b # 0 (a - dzielna, b - dzielnik), istnieje
dokfadnie jedna para liczb catkowitych qir (g - iloraz, r — reszta) takich, ze:

a=q-b+r, gdzie r20 i r < |b|

Z powyzszego twierdzenia bedziemy korzystac, zapisujac liczby catkowite w odpo-
wiednich postaciach. Na przyklad kazdg liczbe catkowitg n, ktéra przy dzieleniu
przez 5 daje reszte 3, mozna zapisac w postaci n = 5k + 3, k € Z.

Przyktad (&)

Udowodnimy, ze kwadrat liczby catkowitej niepodzielnej przez 3 daje reszte 1 przy
dzieleniu przez 3.

Zatozenie

n jest liczbg catkowitg niepodzielng przez 3.
Teza

n” przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.
Dowaod

Skoro liczba catkowita » nie jest podzielna przez 3, to sg dwie mozliwoci:
e n=3k+1, keZ

Wtedy n’ = (3k +1)> = 9k” + 6k + 1 = 3(3k” + 2k) + 1.

e n=3m+2, melk

Wtedy n> = 3m +2)> = 9m> + 12m + 4 = 3(3m2 + dm + 1) 1.

W obydwu przypadkach liczbe n° mozna przedstawié w postaci 3p + 1, gdzie pe L
co oznacza, ze reszta z dzielenia liczby n” przez 3 jest réwna 1.

Koniec dowodu
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Liczby wymierne i niewymierne

Przykiad €3

Wykazemy bez uzycia kalkulatora, ze \/9 —44/5 — /5 jest liczbg wymierna.

Dowaod

Zapiszemy roznice pod pierwiastkiem w postaci kwadratu i skorzystamy z zaleznosci

Va2 = |al.
\f9—4\/§= \/4—4\/§+5=
=\/(2—\f§)2=‘2—\/§‘=\/§—2 «—2-5<0

Zatem dana liczba:

V9-4v5-V5=v5-2-v5=2

jest catkowita, czyli jest wymierna.

Koniec dowodu

Przyktad o

Udowodnimy, Ze liczba log ;7 jest niewymierna.

Dowod nie wprost
Metoda dowodzenia nie wprost ((1))

Przypuscmy, ze teza jest falszywa, czyli ze liczba (lub sprowadzania do niedo-
log ;7 jest wymierna, rzecznosci) polega na sprawdze-
niu, co by bylo, gdyby podana

Zauwazmyf' 2L lﬂg 3 7> lﬂg 3 3 =1, zatem liczba teza byla falszywa. Jeéli w toku

log,7 jest dodatnia. Istniejg zatem takie liczby rozumowania okaze sie, 7e ozna-
naturalne dodatnie nik, ze log,7 = - czaloby to falszywosc zalozen,
k to wnioskujemy, ze teza jest
= prawdziwa.
8% =7 «— z definicji logarytmu
3" = 7K «— 7z wlasnoéci dzialan na potegach

OtrzymaliSmy rownos$¢ dwoch liczb naturalnych: 3" oraz 7°.

Lewa strona tej rownosci jest podzielna przez 3, zatem prawa réwniez. Ale gdyby

liczba 7" byta podzielna przez 3, to rowniez liczba 7 bytaby podzielna przez 3.

OtrzymaliSmy sprzecznosc¢, co dowodzi, ze liczba log ; 7 jest niewymierna.

Koniec dowodu
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Nierownosci

Przykiad €)
Wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierdwnos$c

x2+2y2—2xy+4y+5 > 0.

Zatozenia

xeR ¥yeR

Teza

x2+2y2—2xy+4y+5 > 0

Dowod

Przeksztalcamy rownowaznie lewg strone nierownosci:
L=x2—2xy+y3+y2+4y+4+1=
=(x-y)+(y+2)°+1>0

Pierwsze dwa skladniki otrzymanej sumy s3 nieujemne, zatem lewa strona nieréw-

nosci jest dodatnia.

Koniec dowodu

Przyktad ()
Wykazemy, ze dla liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy > 9, prawdziwa jest nie-

réwnosé x° + yz > 18.

Zatozenia

xeR, yeER, xy>9

Teza

x* + yz 2 18

Dowaod (| sposob)

Zauwazmy, zZe:
x* +y* = (x - y)° +2xy

Z zatozenia xy > 9, zatem 2xy > 18. Ponadto (x - y)* = 0.

Mamy wigc x* + yz 2 18.

Koniec dowodu

R Dowaod (Il sposob, nie wprost)

Przypuscmy, ze dla liczb x € R, y € R prawdziwy jest uklad nieréwnosci:
xy>91x2+y2c:18

Wykazemy, ze jest to niemozliwe.

Skoro xy > 9, to —2xy < -18.
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x2+y2-::18

Po dodaniu stronami tych nieréwnodci otrzymujemy:
—2xy < —18

Zatem {

x° — 2xy + yz <0
(x-y) <0
Ostatnia nieréwnosc jest falszywa - otrzymaliSmy sprzeczno$¢, co dowodzi, ze po-

dane w zadaniu twierdzenie jest prawdziwe.

Koniec dowodu

2.1. Wykaz, ze liczba 6'°° —2-6" +10-6"° jest podzielna przez 17.

dn

2.2, Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 3 - 2™ + 47! + 472 jest

podzielna przez 23.

2.3. Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych zwigkszona o 1
jest liczba podzielng przez 3.

+ 2.4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba Ko —2k* + K jest podzielna

przez 36.

2.5. Udowodnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych jest podzielny
przez 24.

2.6. Udowodnij, ze jezeli przy dzieleniu przez 7 jedna liczba daje reszte 5, a druga
reszte 4, to iloczyn tych liczb przy dzieleniu przez 7 daje reszte 6.

2.7. Udowodnij, ze jesli liczba catkowita przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej
kwadrat przy dzieleniu przez 5 daje reszte 4.

+ 2.8. Liczba catkowita a przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2, liczba catkowita b przy

dzieleniu przez 5 daje reszte 3. Udowodnij, Ze rdéznica czwartych poteg liczb a1 b jest
podzielna przez 5.

2.9. Udowodnij, ze suma kwadratéw dwodch liczb catkowitych niepodzielnych
przez 3 jest liczbg niepodzielng przez 3.

2.10. Wykaz, ze liczba 1918 — 1795" jest podzielna przez 123.
2.11. Wykaz, ze liczba 25°' — 64" jest podzielna przez 3.
2.12. Udowodnij, ze jezeli x — y =3 i % yz =13, to 2y = 2.

2.13. Udowodnij, ze jezeli a+b=1 i a+b*=7 toa' +b* =3l

X
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B 114 Dziat 2. Dowody w matematyce

a 2 b
a-¢ b-c

2.14. Udowodnij, zejezeli a# b, a#c, b#¥cia+b=2c to = 2,

2.15. Liczby dodatnie a i b spetniaja warunek 4a” + 2a = 9b° + 3b. Udowodnij, ze
2a = 3b,

2.16. Udowodnij bez uzycia kalkulatora, ze \f 16 + 6V7 + \/ 32 — 107 jest liczba
catkowita.

2.17. Wykaz, ze liczba V2 jest niewymierna.
2.18. Wykaz, ze liczba log 17 jest niewymierna.

* 2.19. Wykaz, ze prawdziwa jest nieréwno§é V2% + 1 + V250 - 1 < 2%°,

2.20. Wykaz, ze jezeli a+b > 0, to prawdziwa jest nierébwnosé¢ a’ +b° = a°b + ab”.
2.21. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z prawdziwa jest nie-
réwnosé x° + y2 42— xy—yz—zx 2.

2.22. Udowodnij, zZe dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
réwnoéé 4x” + 2;122 - 4xy+2y+120.

2.23. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
réwnosé 4x” + 9y2 -12x-12y + 14 > 0.

2.24. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
réwnoéé 9x” + yz +30x + 14y +74 2 0.

2.25. Wykaz, ze dla liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy < —12, prawdziwa jest
nieréwnosé x” + y2 > 24,

» 2.26. Wykaz, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy > 3, praw-

4

dziwa jest nierébwnoéé x* + y* > 18.

* 2.27. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-

, o Xl
rownosé —=2 x|

2.28. Wykaz, 7e jezeli A = 3*V**2 i B=32V2" to B=9VA.

2.29. Dane s3 takie dodatnie liczby a i b, ze log, (8a) = 10 i log , -1—;- = 3. Wykaz,

ze log, (ab) = 5.

1+ /5

2.30. Iloraz ciggu geometrycznego wynosi . Wykaz, ze w tym ciggu kazdy

wyraz a,, n 2 2, jest rowny roznicy dwoch sasiadujacych z nim wyrazow.
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1. Liczby, wyrazenia
algebraiczne

o Liczbe naturalng k, ktéra ma tylko dwa rézne dzielniki: samg siebie oraz 1, nazy-
wamy liczbg pierwsza.
Dwie liczby naturalne nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli ich jedynym
wspolnym dzielnikiem jest 1.

® Zbior liczb wymiernych: Q = {x: % = P ipeligel- {G}}

q
* Liczbe rzeczywistg, ktora nie jest wymierna, nazywamy liczbg niewymierna.

* Przedzialy liczbowe ograniczone (a < b):
~ domkniety {(a; b) ={x: a<x<bia,beR}
- otwarty (a; b)={x: a<x<bia beR}
~ lewostronnie domkniety {a; b) ={x: a<x<b i a, beR}
~ prawostronnie domkniety (a; b) = {x: a<x<b ia, beR}

* Przedzialy liczbowe nieograniczone:
— otwarty (—oo; b)={x: x<b i beR}
— otwarty (a; o) ={x: x >a i a € R}
— lewostronnie domkniety (a; co) ={x: x> a i a € R}
— prawostronnie domkniety (—oo; b) = {x: x<b i beR}

e a°=1dlaa#0 'a_”=;—ndlaaq&{}inEN

» Jezelin jest dodatnig liczbg parzystgoraz a>20i b20, to Ya=bs b" =a.
Jezeli n jest liczbg nieparzystg wiekszg od 1,to Va=b o b" = a.
|

i

o Jezeli a>0, neN, n>1, to a" = Va.
k
o Jezelia>0, keZ neN, n>1, to a" = Vak.
» Wartoscia bezwzgledna |a| liczby a nazywamy odleglos¢ odpowiadajgcego jej
punktu na osi liczbowej od punktu o wspotrzednej 0, mierzong w odcinkach jed-

nostkowych.

_Ialz{a dla a> 0
-a dlaa<?



1. Liczby, wyrazenia algebraiczne

* 1 procent pewnej wielkosci to 0,01 tej wielkosci: 1% - w = R -

100
* Srednig arytmetyczng dwoch liczb rzeczywistych a i b nazywamy liczbe £ ; b.

» Srednig geometryczng dwdch nieujemnych liczb rzeczywistych a i b nazywamy

liczbe va - b.

e Dla dowolnych liczb catkowitych aib, b # 0 (a - dzielna, b - dzielnik), istnieje
dokfadnie jedna para liczb catkowitych qir (g - iloraz, r — reszta) takich, ze
a=q-b+r, gdzie r 201 r < |b|.

* Wilasnosci dzialan na potegach
Jezeli a 1 b s dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, a p i r dowolnymi
liczbami wymiernymi, to:

ﬂp ﬂf‘ I ﬂp+i‘"
& g
ﬂr

PY = af "

— p—
=~

a-b)f =af - b*

(5) =%
L)  bP

e Wilasnosci dzialan na pierwiastkach
Jezeli m jest liczbg naturalng wigkszg od 1 i k jest liczbg naturalng, to:

W%:H

G \F
_— = —a d b [}
% Vo BT 07
( M ﬂ)k - H {]k
Dla n bedacego liczbg parzystg zakladamy, ze liczby a i b sg nieujemne.

» Wilasnosci wartosci bezwzglednej (dla a € R 1 b € R):

al = |-a|
a-b|=lal- bl

al _ lal

5l = dla b#0
a—b|l=1|b- al

Va® = |al

Va2n = la| dla dodatnich liczb naturalnych n
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e QOdleglos¢ miedzy punktami odpowiadajgcymi na osiliczbom a i b wyraza si¢ wzo-
rem |a — b|.

» Wzory skroconego mnozenia

(a+b)* =a” +2ab+ b kwadrat sum

¥
(a - b)Y’ =a° - 2ab+ b kwadrat réznicy
(a + b)3 —a +3a’b+3ab” + b szescian sumy
(a-b) =a’ -3a’b+ 3ab” - b szescian roznicy
a’ - b’ = (a — b)(a+ b) roéznica kwadratow
a-b =(a-b) (ﬂz +ab + bz) roznica szescianow
a -b"=(a-b) (a”hl +a" b+ ... +ab" b”al) roznica n-tych poteg

e Kazda liczba wymierna ma rozwinigcie dziesietne skonczone lub nieskonczone
okresowe.

» Zasady stosowane podczas przyblizania liczb rzeczywistych:

— jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwiniecia dziesietnego jest mniejsza od 5,
to ostatnig zachowang cyfre pozostawiamy bez zmian (przyblizenie z niedo-
miarem),

— jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwiniecia dziesi¢tnego jest wieksza od 5
lub réwna 5, to ostatnig zachowang cyfre zwiekszamy o 1 (przyblizenie z nad-
miarem).

e Zaokraglenie liczby naturalnej do » miejsc znaczacych polega na pozostawie-
niu jej pierwszych n cyfr i zastgpieniu pozostalych zerami, z tym ze do ostatniej
cyfry stosujemy reguly przyblizania. Podobnie zaokraglamy liczby dziesietne. Na
przyktad zaokragleniem liczby 675,3527:

- do dwdch cyfr znaczgcych jest liczba 680,

— do trzech cyfr znaczacych jest liczba 675.

Przy zaokraglaniu do cyfr po przecinku moéwimy o przyblizeniach z doktadno-
$cig — do jednego miejsca po przecinku: 675,4, do dwdch miejsc po przecinku:
675,35 itd.

Liczby dziesietne mniejsze od 1 zaokragglamy podobnie, np. zaokragleniem licz-
by 0,0004526 do jednego miejsca znaczacego jest liczba 0,0005, do dwdch miejsc
znaczgcych - liczba 0,00045.



1. Liczby, wyrazenia algebraiczne

W kazdym z zadan 1.1-1.21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1.1. Ile razy liczba 0,514 jest mniejsza od liczby 51472
A. 100000 razy B. 1000000 razy  C. 1000 razy D. 10000 razy

1.2. Roéznica migdzy dwiema liczbami jest réwna 5, a réznica migdzy ich kwadrata-
mi to 95. Ile wynosi suma tych liczb?
A. 90 B. 25 £ 19 D. 24

1.3. Wskaz iloczyn réwny wyrazeniu 3x° + 24x y + 48 yz.
A. (3x+4y)2 C. (\/3:&::-#4}))2
B. (3x+4V3y)’ D. 3(x + 4y)”

1.4. Wskaz wyrazenie, ktore otrzymamy po wykonaniu dziatan i redukcji wyrazow
podobnych w wyrazeniu 2(x — 3) — [3(2x — 1) — 4].
A =1— 3% B. 4-4x C. -3—4x D.1-4x

1.5. Zosia jest o p lat starsza od Jasia. Ile lat ma Jas, jezeli razem majg m lat?

. T‘H'|‘P p—ﬂ'l ?ﬂ—p
A. 2(m - p) B. ; C. - e

1.6. W domowej bibliotece Karola 15% stanowig ksigzki przyrodnicze. Ile toméw
liczy ksiegozbidr Karola, jezeli oprocz ksigzek przyrodniczych ma on jeszcze 748
ksigzek?

A. 1270 B. 880 C. ponad 4980 D. 930

1.7. Najlzejsza z trzech drewnianych belek wazy 63 kg, a najciezsza 84 kg. Ktora
z podanych liczb nie moze by¢ sSrednig masg (w kg) tych trzech belek?
A. 69 B. 72 C. 735 D. 76

1.8. Mase Ziemi réwna 5,975 - 107 g mozna wyrazi¢ w kilogramach jako

A. 597.5 - 10%°. B. 59,75 - 10%*. C. 597.5 - 10%. D. 5975 - 10°'.
3 - 2 75

1.9. Ktéra z podanych liczb jest réwna liczbie * \/\1/_5 : \/_J?

A. 243 B. 4 C. V22 D, V3

3
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1.10. Ktéra z podanych liczb jest réwna liczbie 537

1
A.5-5 B. 25- 5 C. 5- V52 D.5 .53
1.11. Ktéra z podanych liczb nie nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci
-3x 2 -10¢
B v B. 32 C. 2= D. 2

3 3 3

1.12. O liczbach x, y wiadomo, ze xy < 0 i x > y. Ktéry z podanych warunkéw
jest prawdziwy?
A.x<0 B. x-—y<0 Ce. Xy + 2 210 D.y<0

1.13. Dwadziescioro dziewczat stanowi 62,5% liczby wszystkich uczniéw w klasie.
[lu chtopcow jest w tej klasie?

A.9 B. 12 C. 16 D. 32

1.14. Wskaz zalezno$c¢ falszywa.

A. V/(=237)% = 237 C. -13° = 169

B. 2v-32 = -4 D.-3V-27=9

1.15. Wskaz iloczyn réwny wyrazeniu 5x° + 30xy + 45y°.

A. (bx + 3y)2 B. 5(,1r:+2y)2 . (\/gx-l—.?ﬁy)? D. 5(,:»:+3y)2

1.16. O ile zwigkszy si¢ pole powierzchni prostokatnego boiska, jezeli dwukrotnie
zwiekszymy jego wymiary (dtugosc i szerokosc)?
A. 0 100% B. 0200% C. 0 300% D. 0 400%

1.17. Ktéra z wymienionych liczb jest najmniejsza?

l C. (5V5)

A [ ()"

$ 1
# D. V553

1.18. Jurkiliczg o 25% wiecej mieszkancéw niz Jaski. O ile procent mniej mieszkan-
cow majg Jaski niz Jurki?

A. 020% B. 025% C. 075% D. o0 80%

1.19. Sredniaarytmetyczna dwéch liczb, z ktérych jedna jest V7, wynosi V5. Wskaz
druga liczbe.
A. 2+/5- 7 B. 2v7 -5 C. 2V35 D. 25+ 7

1.20. W pewnej fabryce liczba kobiet stanowi 35% liczby wszystkich zatrudnionych.
Mezczyzn jest o 252 wiecej niz kobiet. Wskaz liczbe pracownikow tej fabryki.
A. 842 B. 752 C. 840 D. 954



1. Liczby, wyrazenia algebraiczne

1.21. Liczbya, b, ¢ € R spelniajg warunek a(b —c) = 0.

A. Wynika stad, ze a = 0.

B. Wynika stad, ze b = 0.

C. Wynika stad, ze b = c.

D. Z podanego warunku nie mozna wywnioskowac¢ zadnej z rownosci wymienio-
nych w punktach A, B, C.

J
W zadaniach 1.22-1.25 ocen prawdziwosc podanych zdan.
1.22. Dane sg liczby a, b € R, gdzie a < 0.
A.b-a=-(a-b) B. (—a)2=a2—2¢12 C.a>-a
1.23. Dane s3 liczby a, b, c € R takie, ze 0 < a < b < c. Zachodzi nier6wnos¢
A.Ecié. B.E_ﬂ{b_ﬂ. C. ac > ab.
a & b-¢ b-c
1.24. Liczba
A. \2V/32 jest wymierna.
B. ﬁl_ 1 jest réwna liczbie V2 + 1.
C. : _1 75 nalezy do przedziatu (3,7; 3,8).
1.25. Suma kilku kolejnych liczb catkowitych nieparzystych jest réwna 0.
A. Liczba wszystkich sktadnikoéw rozpatrywanej sumy jest parzysta.,
B. Srednia arytmetyczna tych liczb jest réwna 0.
C. Iloczyn tych liczb jest rowny 0.
J
1.26. Wskaz dwa wyrazenia rOwne wyrazeniu 2x° — 24x y+ 72 yz.
A. (2.:«:—161;12)2 . 2(.:1::—1613;)2 E. (ﬂﬁx—é\@y)z
B. (Zx - 6\@)!)2 D. 2(x - 4}))2 F. V2(x - -ffsy)2

1.27. Rozwiniecie dziesietne liczby a jest rowne 2,1313131313... Dokoncz zdanie.

Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1 albo 2.
Liczba a jest

wymierna, 1. | jej rozwiniecie dziesi¢tne jest nieskonczone.
poniewaz
B. | niewymierna, 2. | jej rozwiniecie dziesietne jest okresowe.
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a+ 2

1.28. Znajdz wszystkie liczby catkowite a # 1, dla ktorych warto$¢ wyrazenia

&1
jest liczba catkowits.

1.29. Podaj przyklad liczby nalezacej do przedziatu ( V2; \/E), ktora ma rozwiniecie

dziesietne

a) skonczone.

b) nieskonczone okresowe.

¢} nieskonczone nieokresowe.

1.30. Wsrdd pigciu kolejnych liczb catkowitych $rodkows liczbg jest 2010. Ile jest
réwna suma tych liczb?

1.31. Dane sg liczby:
m = 3-1- + 21- lﬁﬂ — 3é , 0,(3)] i e
2 2 5

n=152+32- (1,25-7—%-1,25):6,2— lé

Sprawdz, ile razy jedna z liczb m i n jest wieksza od drugiej.

1.32. Zapisz wyrazenie w postaci kwadratu sumy lub kwadratu réznicy.

a) a’ + 24a + 144 c) 1—4x + 4x°

b) k? - 2v6km + 6m° d) if+4yz+ 1622

1.33. Zapisz wyrazenie w postaci iloczynu.

a) a® — 225 c) m?‘—Zmp+p2—k2

b) 0,25b% - 25d" d) x* + 4xy + 3y°
3-5v2

1.34. Usun niewymiernos¢ z mianownika wyrazenia

2-3v2
1.35. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej.

342, %, 2v5, 2v3

1.36. Tetno zdrowego cztowieka wynosi 12 uderzen serca w ciggu 10 sekund. W ja-
kim czasie naliczymy 150 uderzen serca?
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1.37. Na podstawie diagramu okresl

a) jaki procent sumy wszystkich podanych kwot odliczen stanowily odliczenia na
odptatne studia.

b) oile procent podatnikéw wiecej skorzystato z ulgi na zakup przyrzadéw i pomocy
naukowych niz z ulgi na doksztalcanie i doskonalenie zawodowe.

c) ktére dane przedstawione na wykresie sg sprzeczne.

Jak w 2002 r. korzystaliSmy z ulg przeznaczonych do likwidaciji

dojazd dzieci do szkoét zakup przyrzadow | pomocy naukowych
doksztatcanie i doskonalenie zawodowe B odpfatne studia
1000. _ - | 400 _ 500
dane w tys. dane w min zt danew zt
800 300, 400
600 ~ 300
L
3 o 200
400 - 200 -
= | -
o 100 o & i -
- | T o
0 0 | 0
llu podatnikow skorzystato tgczna kwota odliczen Srednia kwota odliczenia
z danej ulgi

1.38. Na podstawie diagramu odpowiedz na podane pytanie.

14,0 Spozycie lodow
na glowe

mieszkanca

8,0 {‘W litrach, 2002 I'.)

4,0
3,2
RN
N = = &
a) O ile procent wiecej lodéw spozyt rocznie Niemiec od Wegra?
b) O ile procent mniej lodow zjadt Wegier od mieszkanca Niemiec?

c) Jaki procent rocznego spozycia lodow przez Szweda stanowilo spozycie lodow
przez Polaka?
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1.39. O ile punktéw procentowych licz- Czy kupowala$ jakie$ towary od akwizytora?

niejsza jest grupa osob, ktére nigdy nie DO W poe. ]
robily zakupéw u akwizytoréw, od grupy  udno powiedziec tak, czgsto
0sob, ktére takiego zakupu dokonaly co | | tak, kilka razy
najmniej dwa razy? 21
56
nie, nigdy 19
" tak, zdarzyto
mi sig

1.40. Druzyna przegrala 4 z 20 rozegranych meczéw. Remiséw nie byto. Jaki pro-
cent liczby rozegranych meczéw wygrata ta druzyna?

1.41. Pewien towar po podwyzce o 20%, a nastepnie obnizce o 36 zi, kosztuje 900 zt.
Jaka byla cena tego towaru przed zmianami?

1.42. W poczcie elektronicznej Magdy spam stanowi 10% wsrod 1600 wiadomosci.
Ile spamu powinna usungc, aby pozostaly stanowit 4% wszystkich wiadomosci?

1.43. Pan Stanistaw, wiasciciel 75% akgji firmy, sprzedal > swojej wilasnosci za

5
60 000 zi. Jaka jest wartos¢ wszystkich akcji firmy?

1.44. Czas obrotu Marsa wokot wlasnej osi jest 0 2,6% diuzszy od czasu obrotu Zie-
mi wokot jej osi. Jak diugo trwa obrét Marsa?

1.45. Honorata ma o 60% wiecej pocztowek niz jej brat Pawel. O ile procent mniej
pocztowek ma Pawel?

1.46. Dilugosc kazdego z bokéw prostokata zwiekszono o 70%. O ile procent wzrosto
pole prostokgta?

1.47. Diugo$c¢ boku tréjkata zmniejszono o 30%, a wysokoé¢ opuszczong na ten bok
zwiekszono o 30%. Czy pole trojkata sie zmienito? Jesli tak, to o ile procent?

1.48. Praca domowa z matematyki skladala si¢ z dwoch zadan obowigzkowych
i trzeciego dodatkowego. Nauczycielka, chcgc zacheci¢ uczniow 32-osobowej kla-
sy do rozwigzywania trudniejszych zadan, poinformowala, ze rozwigzanie zadania
dodatkowego zwalnia z obowigzku wykonania zadan pierwszego i drugiego. Ilu
uczniow rozwigzato trzecie zadanie, jezeli tylko pierwsze zadanie zrobito 3 uczniow,
tylko drugie - 5, a pierwsze i drugie - 15 uczniow?
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B [11,2:9-+(—2% :

1.49. Wyznacz liczbe, ktorej 0,25% wynosi

1.50. Oblicz.

- =2
a)( 5 +21)~ b)(12?3~

1.51. Oblicz.

)

— I-z

b) (11 —2-10;) " (11 4 (23-5);)E

a)

e N
o

I

Lk

3 L[ 277
1.52. Oblicz wartoé¢ wyrazenia a Eb-(ab_2> 2 (a_l) 3| dlaa= g ib= \%

1.93. Zakladamy, ze a > 0 i b > 0. SprowadzZ do najprostszej postaci wyrazenie

— 1 ™ —2
B b Ve B
- ::I 2 oraz oblicz jego wartos¢ dla a = — i b=
Va-b? _ V2

1.54. Oblicz.

1 1 -1]‘1}‘1 24/5 — 10
—+41+14-f{1+3 d
. 4 { l ( ) ) 54/45 — 44/20 — /500

3

5 3-1.311.(3)_1 3 \'(‘ﬁ”’)z\/(ﬁs)z

s 3 3 V7 + 3
V9-V9 2.+27
’) —E 1 2 T 3 3 1
5_ 1251(5) '_\/——34—"\_/‘——16— —E
c) f)
3 3 3‘—3 ~
5-3. Y2572 \/1‘45“ J6—7

1.55. Ktéra z liczb jest mniejsza: m = 3V2 -1 czy n=2v2+ 12

1

1.56. Zbadaj, czy liczby V3 — V2 i (5 + 2*\/6) 2 sg rowne czy rézne.
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2. Funkcje. Funkcja liniowa

 Funkcje f(x)=ax+b, x € R, nazywamy funkcja liniowa zmiennej x. Liczbe a

nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym tej funkcji.

e Uktad dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy:
— oznaczonym, jezeli ma dokladnie jedno rozwigzanie; jego wykresem sg dwie
proste przecinajace sie,
- nieoznaczonym, jezeli ma nieskonczenie wiele rozwigzan; jego wykresem jest
jedna prosta,
- sprzecznym, jezeli nie ma rozwigzania; jego wykresem sg proste rownolegle nie-

pokrywajace sie.

~ Whnioski, uwagi, komentarze...
» Wspolczynnik a wystepujacy we wzorze funkcji f(x) = ax + b jest réwny tan-
gensowi kata nachylenia prostej bedgcej wykresem tej funkcji do osi x.

 Funkcja f(x)=ax+b jest:
- rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0,
- malejgca wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0,
- statadla a = 0.

e Kazda funkcja postaci f(x) = ax+ b, gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywista, jest
monotoniczna.

* Funkcja liniowa f(x)=ax+b, gdzie x € R:
- ma jedno miejsce zerowe, gdy a # 0,
- ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych, gdy a=0 1 b =0,
— nie ma miejsc zerowych,gdy a=0 1 b # 0.

 Wykresem rownania postaci ax+by = ¢ z niewiadomymi x, y takiego, ze wspot-

czynniKi a i b nie sg jednoczes$nie rowne 0, jest prosta, przy czym:

- jezeli b # 0, to jest to wykres funkcji liniowej o wzorze f(x) = —%x + %’

- jezeli b = 0, to jest to prosta prostopadta do osi x i przecinajgca jg w punkcie

o)



2. Funkgje. Funkgja liniowa

W kazdym z zadan 2.1-2.13 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.
(x - 1)(x-2)

(1-%x)(2+ %)
A. 1 B. 2 C.3 D. 4

2.1. Wskaz liczbe miejsc zerowych funkcji f(x) =

2.2. Danajest funkcja y = f(x), ktorej wykres przed-  [yh |
stawiono na rysunku obok. Dziedzing tej funkcji jest
przedzial (0; 8). Wskaz przedzial, w ktérym funkcja f

jest malejgca.
A. (0; 2) C. (4; 8)
B. (2; 6) D. (6; 8)

2.3. Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres przechodzi przez punkt (-3, 5).

A. f(x) = %x ; g C. f(x) = —%x . %
B f(x)=—%x+é D.f(x):gx—%

2.4. Wskaz wzor funkcji rosngcej, ktérej miejsce zerowe jest liczbg dodatnia.
A f(x)=(V5-2)x+5-2 C. flx}=(V5-2)x++v5-3
B. f(x)=(V5-3)x+V5-2 D. f(x)=(V5-3)x+V5-3

2.5. Wskaz wartosc k, dla ktorej miejscem zerowym funkcji f(x) =2x+ k-1 jest
liczba 3.

A.k=-5 B. k= -1 C. k=1 D.k=5

T T v XT3 b-2%
2.6. Wskaz zbior rozwigzan nierownosci g e 2%
A (-os-z) B (-zico) C.(-ooi-5)  D.(-ge0)

D 5 13 1.3

: s .1 1 5 . &L_.J . i
2.7. Liczby x, y spelniajg warunki: — + — = coraz ———= <. Wskaz wartosc y.
<~ X I
A2 B. 2 C. 3 D. >
3 6
x—y 11

2.8. Oliczbach x, ywiadomo,ze x >01i y > 0 oraz T Ktora z podanych

zaleznosci jest prawdziwa?
A.y<x B. y>x C.y=x% D.y>2x

127



B 128 Dziat 3. Powtorzenie

2.9. Liczba x = . Ile jest rowne i_?

o I X
&, — g 2= C. 3(m +3) D. 3m + 1
m+ 3 3
5 40, Wil Tooh Fo. s evslnaisssbiol whemah, 4> 2 =
-10. Wskaz parg liczb (x, y) spelniajacg uklad rownan 3, 35 =7
A. (1, 4) B. (-3, 2) C. (-1, 3) D. (-7, 0)
2.11. Wskaz ukiad réwnan, ktory nie ma rozwigzan.
(= Yi=T (x—p=1
A A 7 i
2x -2y =14 x+ty=3
(3x=3y=7 x+y=0
- *Lx—yzlfal D'q_x—yzﬂ
. o, |2X—y=3 _ o
2.12. Rozwigzaniem uktadu réwnan - zniewiadomymi X, y jest para
3x+my=>5
liczb (1, —1). Wskaz wartos¢ wspolczynnika m.
A.m=-2 B. m=-1 C.m=2 D. #=1
2.13. Wskaz zbior rozwigzan nierownosci |2 — x| < 3.
A. (—oo; —1) B. (—co; 1) C. (-5; 1) D. (-1; 5)

W zadaniach 2.14-2.16 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

2.14. Dane jest réwnanie (m — 1)x + m = 0 z niewiadomg x.
A. Dla m =1 roéwnanie jest tozsamosciowe.
B. Dla m1 = 1 rownanie jest sprzeczne.

C. Dla m = V2 réwnanie ma jedno rozwiazanie.

2.15. Dane jest réwnanie kx —m = 2 + x z niewiadomg x.
A.Dla k=0 i m =1 rozwigzaniem réwnania jest liczba 1.
B. Dla k=1 i m = -2 réwnanie jest tozsamosciowe.

C. Dla k=1 i m =1 rownanie jest sprzeczne.

2.16. Dany jest uklad rownan liniowych z niewiadomymi x i y:

3x+2y=4
J[ mx+4y=2m-4
A. Dla m = -1 rozwigzaniem tego ukladu jest para liczb o przeciwnych znakach.
B. Dla m = 6 ten uklad jest nieoznaczony.
C. Dla m =1 rozwigzaniem tego ukfadu jest para liczb (2, —1).




2. Funkgje. Funkgja liniowa

2.17. Dana jest funkcja y = f(x), ktdrej wykres przedsta- 57
wiono na rysunku obok. Dziedzing tej funkcji jest przedziat | | |
(=2; 3). Funkcje g oraz h s3 okreslone nastepujgco: - -

glx) = flx—2) i hix)= f(—x)+2 — | .
Na rysunkach A-F przedstawiono wykresy réznych funkgji, o[ 1
w tym wykresy funkcji g oraz h. Dla kazdej z funkcji g | |
oraz h wskaz rysunek, na ktorym jest jej wykres.

A. | B. G,

=Y

=Y

=N -
O 1 % O 1 X

D E. | F
A b A

& — 2

\ /]’ i

1 fr—e 1 _
T TT% o TE

2.18. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie
1, 2 albo 3.

Dziedzing funkcji f(x) = ;__L jest zbior
1
A. | R- {1}, L. | &)= =
poniewaz > -
B. | R - {0}, 2 | &=xg=04da 2 =0 b == 1.
C. | R-{0, 1}, 3 | &#=1l=0dax=1l.

S

2.19. Czy podany diagram przedstawia funkcje? Jesli tak, okreél jej dziedzing i zbidr
wartosci oraz podaj przyklad wzoru opisujgcego podang zaleznosc.

b) d)
@9
-9 3 ‘
-0 -6 L ¥
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2.20. Sporzadz wykres funkgji, ktora kazdej liczbie naturalnej mniejszej od 6 przy-
porzagdkowuje wartos¢ dwukrotnie wiekszg od tej liczby 1 pomniejszong o 1. Napisz
wzor tej funkcji, okresl jej dziedzine i zbior wartosci.

2.21. Wyznacz dziedzine funkciji f.

X P

2) f(x):x2+4x+4 e} Jix = 3x_1+x3—;x+9
b) f(x) = V2 + dx ) fx)= ”;"""_‘f
c) f(x)=55%1x g) f(x)=\fx+3—f/%

~ - — = xX4+7 2
d) f(x)=Vx+3-2V4d-x h) f(x) T il

2.22. Dany jest zbior A = {—3, -2, 0, V2, 2, 3} i funkcja f(x) = i;i

warto$c¢ funkgji f dla tych liczb ze zbioru A, ktore naleza do jej dziedziny.

. Oblicz

2.23. Dany jest wzor funkcji f i jej zbidr wartosci ZW. Wyznacz zbior wszystkich
liczb rzeczywistych, ktore mogg tworzyc¢ dziedzine tej funkcji.

a) f()==x-2, ZW=1{-2,0, 1}

b) f(x) = 1—2?‘ ZW = [-1, -2, 2}
c) fix)=2"~-1, ZW=1{0,1, 7}
d) f(x)=x", ZW = {0, 1, 2}

2.24. Sprzedawca oferowat rekawiczki, ktérych ceny w zaleznoéci od gatunku ma-
teriatu byly rowne: 40 zi, 52 zi, 68 zi, 84 zt 1 120 z1. Pewnego dnia zmienit ceny, ob-
nizajgc kazdg o 15%, a nastepnie dodajgc 5 zI. Napisz wzér funkeji opisujgcej zmiang
cen rekawiczek. Podaj dziedzine i zbidr wartosci tej funkcji.

2.25. Kazdej dodatniej liczbie naturalnej mozna przyporzadkowac liczbe jej natu-
ralnych dzielnikow. Narysuj wykres tej funkcji, przyjmujac, ze jej dziedzing jest zbior
wszystkich dodatnich liczb naturalnych nie wiekszych od 15. Jakg wartos¢ ma funk-
cja dla argumentéw bedgcych liczbami pierwszymi? Podaj najwigkszg warto$¢ i naj-
mniejszg wartosc tej funkcji w rozpatrywanym zbiorze.

2.26. Dany jest graniastostup prawidlowy n-kgtny. Wysoko$¢ tego graniastostupa
wynosi 1, a suma dlugosci wszystkich jego krawedzi jest rowna 60. Podaj wzor i okresl
dziedzing funkgji, ktora liczbie n przyporzadkowuje dlugos¢ krawedzi podstawy tego

graniastostupa.
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2.27. Wyznacz miejsca zerowe funkgji f.

2
2) f(x)= 4x - 12x+ 9

x= ]
b) f(x) = =—

c) f(x)=(x—-D(x+2)}vx

S
3

d) f(x)=%x2—3,xEN

2.28. Odczytaj z podanego wykresu:

* dziedzine funkcji,

o zbidr wartosci funkcji,

* najmniejszg warto$¢ i najwigkszg wartos¢ funkeji,

* miejsca zerowe funkgji,

e zbidr argumentdw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne),
» przedzialy monotonicznosci funkeji,

e wartosci funkgji dla argumentow -6, 01 2,

e liczbe rozwigzan rownania y = m w zaleznosci od wartosci m.

b)

2.29. Skorzystaj z wykresow funkcji z poprzedniego zadania i podaj

a) dziedzing i zbior wartosci funkeji y = f(x—2) + 3.

b) liczbe rozwigzan rownania —h(x) — 2 = m w zaleznodci od wartosci m.
c) przedzialy monotonicznosci funkcji y = g(x + 1) — 2.

d) wartos$¢ najmniejszg i warto$¢ najwiekszg funkcji y = k(—x) + 1.
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2.30. Dziedzing funkcji y = f(x) jest przedzial (—10; 8), a jej zbiorem wartosci
— przedziat (0; 5). Podaj dziedzine i zbior wartosci funkcji y = f(x —2) + 3.

2.31. Funkcja y = g(x) jest rosngca w przedziale (-2; 1) i malejaca w przedziale
(1; 5). Okresl przedzialy monotonicznosci funkgeji

a) y=—g(x). b) y = g(—x).
2.32. Sprawdz, czy funkcje przedstawione za pomocg diagramow s3 monotoniczne.
b h
le 2e 1
2@ Oe -8 3
3e le \ -2

2.33. Na podstawie wykresu przedstawiajgcego cele przyjazdu obcokrajowcoéw do
Polski (zrédto: badania i prognozy Instytutu Turystyki, marzec 2004) odpowiedz na

pytania.

min Cele przyjazdu obcokrajowcéw
6,0

50 interesy sfuzbowe
\’/ twuwa W kaﬂ
L \/\/

u krewnych
lub znajomych
“ \
1,0

o 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

a) Ile osob odwiedzilo Polske w 2003 r. w interesach stuzbowych?

b) Ktora z danych funkcji jest monotoniczna i jaki jest rodzaj tej monotonicznosci?

c) Podaj prognozowang na poszczegolne lata od 2004 r. do 2007 r. liczbe obcokra-
jowcow, ktorzy mieli odwiedzi¢ Polske w celu typowo turystycznym.

d) W ktérym roku liczba obcokrajowcow przejezdzajgcych przez Polske tranzytem
zrownala sie z liczbg obcokrajowcow robigcych w Polsce zakupy? Oszacuj te liczbe
z dokladnoscig do 0,1 mlin.

e) Ktory z celow podrézy do Polski jest najbardziej stabilny pod wzgledem liczby
przybyszow?



2. Funkgje. Funkgja liniowa

2.34. Na wykresie zaprezentowane jest uczestnictwo Polakéw w wyjazdach krajo-
wych (krétko- i dtugoterminowych) w zaleznosci od miejsca zamieszkania (w pro-
centach liczby mieszkancow). Scharakteryzuj na podstawie wykresu réznice migdzy
podanymi czterema kategoriami oraz ich wspolne cechy.

% Wyjazdy krajowe Polakéw
80

10
60
50

40

= uze miasta (ponad 100 tys. mieszkaicow)
30 = Miasta (20-100 tys. mieszkancow)
- Mmate miasta (do 20 tys. mieszkaficdw)

20
1894 1985 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002

2.35. Na wykresie zilustrowano liczbe widzéw animowanego filmu Upiorny Jacus,
zanotowang w ciggu kolejnych osmiu tygodni od dnia premiery.

69

|
(==

liczba widzéw [tys.]
S & 8 8

M
o

i
o

a) Ilu widzow obejrzato Upiornego Jacusia w badanym okresie?

b) Sporzadz wykres liczby dorostych widzéw tego filmu w kolejnych tygodniach.

c) W ktérym tygodniu przewaga liczby widzow dorostych nad liczbg dzieci byta
najwieksza?

d) Poilu tygodniach od dnia premiery faczna liczba widzéw dorostych, ktérzy obej-
rzeli ten film, byta réwna tacznej liczbie dzieci, ktore go obejrzaty?

133 I
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2.36. Sporzadz wykres przykladowej funkcji y = f(x) spelniajacej podane

warunkKi.

a) Dziedzing funkcji jest przedzial (—3; 5), zbiorem wartosci jest przedziat (—1; 3),
miejscami zerowymi funkcji sg liczby —1 i 3.

b) Dziedzing funkcjijest przedzial (—4; 4), dla argumentu -2 funkcja przyjmuje war-
to$¢ najmniejszg rowng 0, dla argumentu 4 funkcja przyjmuje wartos¢ najwigksza
rowna 5.

c) Dziedzing funkcji jest przedzial (0; 5), funkcja jest rosngca w przedziale (0; 3),
funkcja jest malejgca w przedziale (3; 5), miejscem zerowym funkgji jest liczba 4.

d) Dziedzing funkcji jest przedziat (-2; 4), zbiorem wartodci jest przedzial (1; 5).

e) Dziedzing funkgji jest przedzial (—1; 5), zbiorem wartosci jest przedzial (-2; 2).

2.37. Odplatnosc¢ za kurs wynosi 150 ztotych od kazdego z 87 uczestnikéw. Jaka
bytaby odptatnos¢, gdyby uczestnikow bylo o 3 wigcej, a suma wszystkich wplat nie
ulegltaby zmianie?

2.38. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jej miejsce zerowe. Jakg miare
ma Kkat nachylenia prostej, ktora jest wykresem tej funkcji, do osi x? Wynik podaj
z doktadnoscig do 1°.

a) f(x)=2x-3 b)f(x)=—§.x-l—1

2.39. Naszkicuj wykres funkgji.

a)f(x)=—;1;x+§:’-ix€N ¢} fx)==x+11x¢e{23)

b) f{x)=2x—-5,xeNix%5 d) f(JC)Z—%x—l‘l, xe€lZixe{-55)

2.40. Napisz wzor funkeji liniowej f, ktéra spelnia podane warunki.

a) f(0) =3 iwykres jest nachylony do osi x pod katem 135°.

b) f(-2) =0 iwykres jest nachylony do osi x pod katem, ktérego tangens jest
rowny 2.

2.41. Sporzadz wykres i napisz wzor funkgcji liniowej f, o ktérej wiadomo, ze
a) jej wykres przechodzi przez poczatek ukladu wspolrzednych i punkt (2, 4).
b) jej wykres przecina osie ukladu wspotrzednych w punktach (-4, 0) 1 (0, 2).
c) jej dziedzing jest przedzial (—5; 4), a zbiorem wartosci {3}.

2.42. Napisz wzor funkgji liniowej f, o ktorej wiadomo, ze jej wykres przecina o$
rzednych w punkcie o drugiej wspotrzednej 2 i funkcja przyjmuje wartosci ujemne
tylko dla x > 6.
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2.43. Napisz wzor funkeji liniowej f, o ktorej wiadomo, ze
a) jej miejscem zerowym jest 31 f(2) = 3.

b) f(x) <0 dla x € (1; 00) i f(0) = 4.

c) f(x)<0 dla x€(-o00;2)i f(1)=-

d) f(x) >0 dla x ¢ (—%; oc.-) i f(1) =4

2.44. Dlajakich wartosci m funkcja f jest rosnaca, a dla jakich malejgca?
a} f(x)=32-m)x+7 b) f(x)=—4(m+\/§)x+m—3

2.45. Napisz wzor funkeji liniowej g, ktérej wykres jest rownolegly do wykresu
funkgji f i przechodzi przez punkt P.
a) f(x)=-05x+35, P=(0,-1)

b) f(x)=04x—7, P=(5; 2)

2.46. Do wykresu funkgji liniowej f(x) = ax — 8 nalezy punkt P = (-7,13).

Wyznacz miejsce zerowe tej funkcji.

2.47. Zaznacz cze$c plaszczyzny, w ktorej zawierajg si¢ wykresy funkcji

f(x)=ax+Db dla

1

a)azgil:ui—l. b) a=-31ibe (-3 0). £y ael2ib=2

2.48. Rozwigz rownanie lub nieréwnosc.

x+2 2x-3 1
a) —=-=—=1 e) 14+3[1—2{3(x—5)+1”:2
b) 3x + 2 - ’?’(x:+ 5) f x—5+1£2x-1
15 20
( V5) (2 + ) g) (x+3)%—2(x-1) < (x-5)(x+5)+20
d)""‘ "“2 :5""‘6‘9 h) (x-1)(VZ-3)+ V2> xV2+9

27

2.49. Wykaz, ze liczba 3> jest rozwiazaniem réwnania 243" — 81" + 7x = 9%/,

2.50. Rozwigz roOwnanie 47x -32x = 16" (4 ) Zapisz rozwigzanie tego row-

nania w postaci 2= gdzie k jest liczba catkowity.

2.51. Rozwigz uklad rownan.

[ 3x-y x+y
1,5 (x— y) = 0,5(y — x) +2 § a4
) 2 4 =4 c) - X—9y x+5
T MY
2 5
e . T -
~2x +3y =8 7% = 3y = 5(x+y) 5y-25x
®) 1 26x - 39y = 104 K 3 ; 3
R 3v2x+3V2y =0
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2.92. Rozwigz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

o [ -y= g [+ --27 =2~ 549
2x+3(y-2)=y-2 | (x-2)-4(y-2)=x"+8
*3(x—-2)+_2(y—'1):}"“7 (x_1)2+2x:(xﬂl)(x+1)*}’

b} 4 x+1 , y—~1 1 d)

5 T T30 W g e TR

2.53. W 1999 r. w Polsce na 1000 mieszkancow przypadato 365 telefondw stacjo-
narnych i komérkowych. Oblicz, ile przypadalo telefonéw kazdego rodzaju, jezeli
telefonéw stacjonarnych bylo o 161 wigcej niz komdrkowych.

2.54. Panstwo Mamutowie zarabiajg razem 9200 zt miesi¢cznie, przy czym ich za-
robki sg w stosunku 12 :11. O ile zlotych réznig si¢ ich pensje?

2.55. Dziatka pana Jacka ma ksztalt prostokata o polu 800 m”. Prostokgtna dziatka

pana Artura ma pole powierzchni 1120 m’, jest 0 8 m dluzsza i o 3 m szersza od

dziatki pana Jacka. Oblicz wymiary obu dzialek.

2.96. W ogrodku Michata znajduje sie oczko wodne o pojemnosci 1,5 m’, w kto-
rym jest 180 litrow wody. Michal postanowit napelnic je po brzegi, dolewajgc wode
w tempie 12 litrow na minute. Napisz wzor funkceji V opisujgcej zaleznosc ilosci wody
w tym oczku od czasu t napelniania go (w minutach). Okre$l dziedzing tej funkcji.
Po jakim czasie Michat zakonczy prace?

2.57. W pewnym panstwie kazdy obywatel ptaci 20% podatku od rocznego docho-
du powyzej 1000 euro. Kwota dochodu do 1000 euro wigcznie jest nieopodatkowana.
Podaj wzor i naszkicuj wykres funkcji p(x), ktéra rocznemu dochodowi przyporzad-
kowuje nalezny podatek.

2.58. Rozwigz rownanie.
a) |x—-3|=5 ¢) |x+11| =0 e) |lx—-1| =-3
b) |x +5| =11 d) |6 +x|=2 f) |7—% =3

2.59. Rozwiagz nierdwnosc.
a) |[x-2|<3 ¢) |x-2| 2 -1 e) [x+ 11| <-12
b) |[x+5|>5 d) |[4-x|<1 f) |21 + x| <15



3. Funkcja kwadratowa,
wielomiany i funkcje wymierne

e Sume algebraiczng ax” + bx + ¢, a # 0, nazywamy tréjmianem kwadratowym.

Wyrazenie b” — 4ac nazywamy wyrodznikiem tréjmianu kwadratowego i ozna-
czamy literg A.

» Funkcje f(x) = ax’ +bx+c, a+ 0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratowa

zmiennej x w postaci ogolne;j.

e Funkcje f(x)=alx—-p)°+q, a# 0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratowa

zmiennej x w postaci kanoniczne;j.

* Funkcja wielomianowg (wielomianem) stopnia » zmiennej x (x € R) nazywa-

my funkcje postaci:
W) =ax"+a,_xX"" +...+a,x" +a,x+a,

gdzie n jest ustalong dodatnig liczbg naturalng, wspotczynniki a,,, a,,_;, a,,_», ...,
a,, dy, a4,y $3 ustalonymi liczbami rzeczywistymii a,, # 0.
Funkcje W(x) = a,, gdzie a, # 0, nazywamy wielomianem stopnia 0.
Ponadto przyjmujemy, ze funkcja W(x) = 0 dla kazdego argumentu x jest wie-
lomianem zerowym i nie ma stopnia.

* Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy taka liczbe a, dla ktérej W(a) = 0.

# » Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), jezeli istnieje taki wielo-
mian Q(x), ze W(x) = P(x) - Q(x). Wielomian P(x) nazywamy dzielnikiem
wielomianu W(x), a wielomian Q(x) — ilorazem wielomianu W(x) przez P(x).

Wix)

P(x)

W i P sg wielomianami zmiennej x. Dziedzing funkgji f jest zbior tych liczb rze-

czywistych, dla ktérych P(x) # 0.

* Funkcja wymierng zmiennej x nazywamy funkcje postaci f(x) = , gdzie

- Twierdzenia
* Postacig kanoniczng funkcji f(x) = ax” +bx+c, a0, jest

£(x) = a(x— ;—z)z+ ﬁ.
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Wrykresem funkcji f(x) = ax’ +bx+c, a0, jest parabola, ktorej wierzchotek
, b o

ma wspolrzedne x,, = Sk Y =

Funkcje f(x) = ax’ +bx + ¢, a # 0, mozna zapisaé w postaci iloczynowej, gdy

A 2 0:

- jezeliA =0, to f(x)=a(x-x)" 1 xp= =,
01

~b+ VA
X

2a

_-b-vVA

2a

- jezeliA >0, to f(x)=a(x—-x)(x-x,) i x; = .

Wielomiany W i Q sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sg tego samego stopnia
i majg jednakowe wspolczynniki przy odpowiednich potegach zmienne;.

Jezeli W(x) 1 P(x) s3 niezerowymi wielomianami oraz stopien P(x) nie jest wiek-
szy od stopnia W(x), to istnieja takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), ze:
Wi(x) = P(x) - Q(x) + R(x)
gdzie:
stopien Q = stopien W — stopien P
oraz stopien R jest mniejszy od stopnia P albo R jest wielomianem zerowym.

Jezeli R jest wielomianem zerowym, to wielomian W jest podzielny przez wielo-
mian P.

Twierdzenie Bézouta
Wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x — a wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x).

Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W, ktérego wszystkie
wspotczynniki sg liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego tego

wielomianu.
i

Wykresem funkcji f(x) = ~> d # 0, x # 0, jest hiperbola.




X

3. Funkcja kwadratowa, wielomiany i funkcie wymierne 139 S

- 'R YT, 'I-' - o E e _‘--_ :_-'--,":-'._-'
e o N L") 'R E . 1 B L i SEARGST
g LA 101, KOImeniarZe... |

. . > -
e Jezeli funkcja kwadratowa f(x) = ax™ + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe x;, X,, to

pierwsza wspolrzedna x,, wierzcholka paraboli y = ax” +bx +c jest ich $rednig

X1 + X9
arytmetyczng: x,, = ———.

m—"

Ko Jezeli W(x)=(x-a)Q(x)+ R, to W(a) =R.

W kazdym z zadan 3.1-3.10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

3.1. Wskaz argument, dla ktérego funkcja f(x) = x” — 4x przyjmuje w przedziale
(—4; 1) warto$¢ najmniejszg.
A X = -2 B.x=0 C.x=1 D.x=-4

3.2. Wskaz warto$¢ wspolczynnika m paraboli y = m — x°, ktéra przecina of x

w punktach x = V3 oraz x = —/3.
A.m=9 B. #i = —3 C.ai=3 D. Nie istnieje takie m.

3.3. Wskaz wartosc m, dla ktorej punkt P = (-1, 3 + m) nalezy do wykresu funkgji

flx) = —3x°.
A.m=6 B. m=-1 C.m=0 D.m=-6

3.4. Wskaz rownanie paraboli symetrycznej wzgledem osi y do paraboli

y=5x2—x+4.
A.y:5x2+x+4 C.y:Hsz—x+4
B. y=-5x"+x—4 D.y=5x"+x-4

3.5. Miejscami zerowymi funkeji f(x) = ax” +bx + % sg liczby —1 oraz —3. Wskaz

wartosci wspolczynnikow a i b tej funkciji.

A.a=1,b=4 B.a=-,b=4 C.a=-,b=2 D_.;;:%,b:l

4

D | —
D | —

3.6. Dana jest parabola y = x” + kx. Jakie wartoéci moze przyjmowaé wspdlczyn-
nik k, aby parabola nie miala punktéw wspolnych z osig x?
A.k>0 B.k=10 C.kg-1 D. Nie istnieje takie k.
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3.7. Wykresy funkcji f(x) = x* — 6x + k przedstawiajg pewng rodzing¢ parabol.
Ktora prosta jest osig symetrii kazdej z tych parabol?

A. y=-6 B.x=6 C.x=-3 D.x=3
3.8. Wskaz dziedzing funkcji f(x) = V4 - x* + V1 - x.
A. (-2; 2) B. (-2; 1) C. (—o0; 1) D. (—o0; 1)

3.9. Wskaz zbidr rozwigzan nierownosci (x — 1)2 < 4.
A. (—o0; 5) B. (—o0; 3) C. (-1; 3) D. (0; 3)

3.10. Jeden pracownik wykonuje pewng prace w ciggu 6 dni, a drugi te samg prace
wykonuje w ciggu 12 dni. W jakim czasie wykonajg te prace wspolnie?

A. 3 dni B. 4 dni C. 9 dni D. 18 dni 3
W zadaniach 3.11, 3.12 ocen prawdziwosc¢ podanych zdan.
3.11. Zbiorem rozwigzan nierownosci 2x” —2V6x+3 <0 jest
A. przedzial obustronnie domkniety.
B. zbidr jednoelementowy.
C. zbidr pusty.
3.12. Dany jest wielomian W(x) = - x’+x-1.
A. Wielomian W(x) ma trzy pierwiastki.
B. Wielomian W(x) jest podzielny przez x — 1.
C. Wielomian W(x) jest podzielny przez x + 1.
of

3.13. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie
1 albo 2.

Funkga f(x)=-x"+x—1

przyjmuje w przedziale dla funkcji f zachodzi warunek

A. 1.

(1; 2) wartos¢ najwieksza, A < 0.

B poniewas pierwsza wspolrzedna wierzchotka
B. 1 e ol 2. | paraboli bedacej wykresem funkgji f

(1; 2) wartosci najwickszej,

nie nalezy do przedziatu (1; 2).

J

3.14. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = ~2x" #¢.

a) Naszkicuj kilka parabol y = —2x” + ¢ dla réznych wartosci wspétczynnika c.

b) Dla jakich wartosci wspolczynnika ¢ miejscami zerowymi funkgji sg liczby -2 1 22
¢) Dla jakich wartosci wspolczynnika ¢ funkcja nie ma miejsc zerowych?

d) Dla jakich wartosci wspoiczynnika ¢ funkcja ma jedno miejsce zerowe?
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3.15. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 2x” + bx.

a) Naszkicuj kilka parabol y = 2x” + bx dla réznych wartosci wspétczynnika b.
b) Dla jakich wartosci wspotczynnika b jednym z miejsc zerowych funkcji jest —47¢
c) Dla jakich wartodci wspotczynnika b funkcja ma dwa miejsca zerowe?

d) Dlajakich wartosci wspdiczynnika b funkcja przyjmuje tylko wartosci nieujemne?

3.16. Dana jest funkcja kwadratowa w jednej z trzech postaci: ogélnej, kanonicznej
lub iloczynowej. Okresl, jaka to postac. O ile to mozliwe, zapisz funkcje w dwdch
pozostatych postaciach.

a) f(x) = —(x- 47 +1 d)f(x):ﬂz(x~§)(x+1)
b) f(x)zzx +x—4 e) f(x)=x"-2x+3

c) f(x)=3x"-6x+6 f) f(x)=-2x"-8x-6
3.17. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej whasnosci.

a) f(x) = (x+1)> -4 Q) flx) =% +2x -2

b) f(x) = —ixz ¥ x d) f(x) = "

3.18. Na podstawie podanego wykresu funkcji f(x) = ax” + bx + ¢ podaj jej wzor

ogolny, dziedzine oraz zbidr wartoSci.

a) [T PF T 1] [T b} [y¥ ]
y=fx)

3.19. Wyznacz zbi6r wartodci funkcji f(x) = —2x” + x — 1.

3.20. Oblicz najmniejszg wartosc¢ funkcji i najwigkszg wartosc¢ funkcji f w podanym
przedziale.

2) f(x) = 3x* — 6x — 4, (0; 3) b) f(x) = —ix + 5.!::, (05 1)

3.21. Liczbe 22 roztozono na dwa skladniki. Oblicz najwiekszy iloczyn takich
sktadnikow.
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3.22. Jaka najmniejsza warto$¢ moze przyjac iloczyn dwoch liczb rzeczywistych roz-
nigcych si¢ o 67

3.23. Z drutu o dlugosci 60 cm zrobiono prostokagtng ramke. Jakie wymiary powi-
nien miec ten prostokat, aby jego pole bylo mozliwie najwieksze?

3.24. W trojkat rownoramienny o podstawie diugosci 6 i ramionach dlugosci 5 wpi-
sano prostokat w ten sposob, ze jeden bok prostokata zawiera sie w podstawie troj-
kata. Jakie moze by¢ najwieksze pole takiego prostokata?

3.25. Rozwigz réwnanie.

a) 2x°—4x—-6=0 d) 3x* +7 = 5x

b) 5x* = 3x e) 3(x—1)>+13 = 10x

c) x> —4x+1=0 f) 2Bx+5)+(x+2)(x~-3)=0
3.26. Rozwigz nierdwnosc.

a) —2x>+5x+3<0 d) 3x*> 8

b) x> —4V2x + 8 <0 e) (x—2)%+(x—-1)*<x?

) —%x2+x—1£§0 t) (x—S)EE(x—S)(2x+1)

3.27. Rozwigz graficznie rownanie lub nieréwnos¢. Wykonaj odpowiednie podsta-
wienie, aby sprawdzi¢ wyniki réwnania.

a) x> +4x+1=3x+3 c) —x” = dx—=3 > x+]

b) 2x° +8x +6 = x” + 4x + 3 d) -2x* +3 < 2x® —4x +3

3.28. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb nieparzystych jest rowna 155. Wy-
znacz te liczby.

3.29. Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite takie, ze najwigksza z nich jest rowna
sumie kwadratow trzech pozostatych liczb.

3.30. Plac ma ksztalt prostokgta, w ktorym przekgtna jest o 1 m dluzsza od diuzszego
boku. Gdyby powigkszy¢ o 3 m diugosc¢ kazdego boku tego prostokata, to dtugosc
przekatnej zwigkszylaby si¢ 0 4 m. Oblicz wymiary placu.

3.31. Dwa wielokaty majg razem 18 katéw i 58 przekatnych. Co to za wielokaty?

3.32. Trzy sciezki w ogrodzie tworzg tréjkat prostokagtny o obwodzie 120 m. Dwie
osoby wychodzag rownoczeénie z punktu, ktéry jest wierzcholkiem kgta prostego.
Kazda z nich idzie po $ciezce bedgcej inng przyprostokatng i spotykajg sie w $rod-
ku przeciwprostokgtnej. Jakiej dtugosci sg $ciezki, jezeli jedna osoba pokonuje 13 m,
a druga w tym samym czasie 11 m?
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3.33. Suma pol dwdch kwadratéw jest rowna 104, a réznica diugosci ich przekat-
nych jest rowna 4. Wyznacz diugosci bokow tych kwadratow.

3.34. Dane s3 funkcje f(x) = x* +4x - 12 i g(x) = 2x — 9. Wyznacz metoda
algebraiczng i graficzng punkty wspoélne wykreséw tych funkcii.

3.35. Oblicz wartosci wspotczynnikéw b i ¢, dla ktérych funkcja f(x) = x* +bx +¢
ma dwa miejsca zerowe rowne —1 i 3.

3.36. Wierzchotek paraboli bedgcej wykresem funkcji f(x) = ax” + bx + 1 ma
wspolrzedne W = (2, —1). Wyznacz wartosci wspélczynnikéw a i b.

38.37. Do wykresu funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + 16 nalezg punkty
A = (-5, 6) oraz B = (-4, 0). Wyznacz wspolczynniki a i b. Oblicz najmniejsza
wartosc 1 najwieksza wartosc funkeji f w przedziale (—4; —1).

3.38. Dane sa funkcje f(x) = 2x° +6x +c¢ i g(x) = —-x* + bx — 25 okreslone dla
x € R. Funkcja f ma jedno miejsce zerowe. Dla x = 5 funkcja g przyjmuje naj-
wieksza wartosc. Wyznacz wspdlczynniki b i c. Dla obliczonych wartosci bic rozwigz
nieréwnos¢ 2 f(x) + g(x) < 0.

3.39. Do wykresu funkcji kwadratowej f nalezg punkty: K = (-3, -1), L = (0, 8),
P = (-5, 3). Napisz wzor tej funkcji i naszkicuj jej wykres. W jakim zbiorze wartosci
funkgji f sg wigksze od 37

3.40. Dane jest rbwnanie x” — 6x + 1 = —2x — m.

a) Rozwiaz to rOwnanie graficznie dla m = —6.

b) Zbadaj, dla jakich wartosci m rownanie ma dwa rozwigzania, dla jakich - jedno
rozwigzanie, a dla jakich — nie ma rozwigzan.

3.41. Funkcja f jest okre§lona wzorem f(x) = (mz . 1):«.’:2 -2mx+4m+5

dla x € R. Oblicz najmniejsza wartosc¢ i najwieksza wartosc tej funkcji w przedziale

(=2; 1) dla m = %

3.42. Wykaz, ze dla m = 3 nieréwno$é¢ x° + (2m—3)x+2m+5 > 0 jest spetniona
przez wszystkie liczby rzeczywiste x.

1
2
parabole. Wyznacz wszystkie wartodci b, dla ktorych wierzchotek takiej paraboli lezy
nad osig x.

3.43. Dla kazdej liczby rzeczywistej b réwnanie y = x> —bx + 2 opisuje pewna
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3.44. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej g jest przedzial (—oco; 5), a zbiorem
rozwigzan nierownosci g(x) > 0 jest przedziat (2; 8). Wyznacz wzor funkgji g.

+ 3.45. We wzorze funkcji kwadratowej wspStezynnik przy x” jest réowny 1. Wykres
tej funkcji przechodzi przez punkty (1, 2) i (5, m). Wyznacz wzor rodziny funkcji
kwadratowych spetniajacych te warunki.

3.46. Dane sg wielomiany: W(x) = x“+2, Plx) = 3x—2, Rix] = x>+ x5 +3x+2.
Wyznacz wielomian Q(x) = [W(x)]3 — 2P(x)R(x). Okreél stopien wielomianu Q
i podaj jego wartoé¢ dla x = V2.

3.47. Wykonaj dzielenie wielomianu W przez wielomian P. Zapisz wielomian W
w postaci W(x) = P(x)Q(x) + R(x).

a) Wix)=2x —x*+3x-1 P(x)=2x+1
b) W(x)=3x3—5x2+x+1 Plx)=x-1

c) W(x):x4—x3—3x2+2x+5 P(x)=-x+1
d) W(x) = 16x" - 100 P(x) = 2x — 3

3.48. Rozl6z wielomian W na czynniki nierozkladalne.
a) Wi(x) =x -3x"-x+3

b) Wi(x) = x* - 3x° + 3x° — x

) Wix)=x" -7x+6

d) Wi(x) = x*+2x° +2x* - 2x -3

3.49. Rozwigz réwnanie.
a) x'—6x" +9x* =0 c) X" —4x* - 7x+10=0
b) x> —-3x>—4x+12=0 d)x4—2x2—8={]

w : e : 3 2
3.50. Wyznacz najwigksze rozwigzanie roOwnania 2x™ —4x™ —3x+ 5 = 0.

. : ' s 3 . ’
8.51. Resztaz dzielenia wielomianu x* —3x° —kx” - x+5 przez x +2 jest réwna 4.

Oblicz k.
3.52. W wyniku dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian x — 1 otrzymujemy
iloraz Q(x) = 8x° + 4x — 14 oraz reszte R(x) = —5. Oblicz pierwiastki wielomia-
nu W(x).

3.53. Reszta z dzielenia wielomianu 4x” —5x” — 23x +m przez dwumian x + 1 jest
rowna 20. Oblicz wartos¢ wspotczynnika m oraz pierwiastki tego wielomianu.
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3.94. Dany jest wielomian Wi(x) = x> +ax® +bx+1 taki, ze W(2) = 7 1 reszta
z dzielenia W(x) przez x — 3 jest rowna 10. Oblicz wartosci wspo6tczynnikéw a i b
tego wielomianu.

3.55. Sporzadz wykres funkcji f(x) = R =, Odczytaj z wykresu zbior rozwigzan
X

nieréwnosci = — 1 > 0.
X
3.96. Sporzadz wykres funkcji g(x) = - i4 + 3. Odczytaj z wykresu zbidr war-
X

tosci i przedzialy monotonicznosci funkgji g.

3.97. Dany jest prostokat o polu 16, ktory nie jest kwadratem. Podaj wzor i nary-
suj wykres funkcji, ktora diugosci krotszego boku tego prostokata przyporzadkowuje
diugosc jego diuzszego boku.

3.98. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

I + 12 x>=4

a

)x3+x—6.ﬁ+4x

b)( X _x+5):x—H}
x-2 x+2 2—Xx
3 2 1

c) - +
2x x-1 =x+1

d)( = _1 )(lx2+1x+1)
x’-8 x*-4 4 2

3.59. Rozwigz réwnanie.

3x + 2 2x -1 xX+5
ﬁ) :{] E) =
2x—5 x+ 2 3x — 1
7 3 hx — 2
b) £ =1 iy = 4g=22
x x+5 x — 2
3 x*+1 x-5 1
C = = )
)2x+1 g) 2] x2-1 x+1
5 2x—1 I
d) =2 h) _ * g
X -7 x+3x-4 2

3.60. Gdyby $rednig predkos¢ pociagu zwigkszy¢ o 9 km/h, to czas przejazdu na
dystansie 180 km skrocitby si¢ 0 40 minut. Oblicz $rednig predkos$c tego pociggu.

3.61. Pocigg wyruszyl na trase o dlugosci 280 km z 40-minutowym opdznieniem.
Calg trase przebyl ze srednig predkoscig o 10 km/h wigkszg od planowej i w rezultacie
zmniejszyl opoznienie do 10 minut. Z jaka srednig predkoscia jechat?

145 N



B 146 Dziat 3. Powtorzenie

3.62. Pociag mial przebyc 840 km w okreslonym czasie. W polowie drogi zostat za-
trzymany na pot godziny. Aby przyby¢ punktualnie na miejsce przeznaczenia, ma-

szynista zwigkszyl predkos¢ o 2 km/h. Jak dtugo pocigg byt w drodze?

3.63. Na kolonie nad morzem zglosito si¢ 130 dzieci, dla ktérych zaangazowano
odpowiednig liczbe wychowawcéw. Poniewaz przyjeto jeszcze dodatkowo 14 dzieci,
a jeden z wychowawcéw nie zglosit sie do pracy, kazdemu z zatrudnionych wycho-
wawcow przydzielono po dwoje dzieci wigcej, niz planowano na poczatku. Ilu wy-
chowawcow byto na tej kolonii i iloma dzie¢mi kazdy z nich si¢ opiekowat?

3.64. Turysta przeszedl 105 km, pokonujgc codziennie tyle samo kilometréw. Gdy-
by przeznaczyt na te droge o dwa dni wiecej, to kazdego dnia méglby przejsc o 6 km
mniej. Ile Kilometrow dziennie pokonywat turysta?

3.65. Pelny zbiornik z wodg o pojemnosci 90 m® mozna opréznié¢ przy uzyciu
dwdch zawordw. W ciggu jednej godziny przez pierwszy zawdr wyptywa ze zbior-
nika 0 1,5 m’ wody wiecej niz przez drugi. Czas oprézniania zbiornika tylko przez
pierwszy zawor jest o 3 godziny krétszy od czasu oprdzniania tego zbiornika tylko
przez drugi zawor. Oblicz, w ciggu ilu godzin pelen zbiornik zostanie oprézniony,
jesli woda bedzie wyplywac przez oba zawory jednoczesnie.

3.66. Basen jest oprézniany przez otwor w dnie - osuszenie peinego zbiornika trwa
4 godziny. Do napeiniania basenu stuza dwa krany. Jesli woda leci tylko z pierwszego
z nich, to napelnienie basenu zajmuje dwie godziny, jesli tylko z drugiego — jedng
godzine. W ciggu ilu godzin napelni si¢ basen, jesli otwarte sg obydwa krany i otwor
w dnie?

3.67. Podczas budowy bloku mieszkalnego nalezalo wywiez¢ w okreslonym termi-
nie 8000 m” ziemi. Praca zostala wykonana na 8 dni przed terminem, gdyz robotnicy

stale przekraczali dzienny plan o 50 m’. Oblicz, na ile dni byto zaplanowane wywo-
zenie ziemi i o ile procent przekraczano dzienny plan.

3.68. Firma zaplanowata wytworzenie produktow A i B, fgcznie 20 sztuk. Catkowity
koszt wytworzenia produktow A ustalono na 12000 zi, a produktow B — na 6400 zi.
Koszt jednostkowy dla A byt o 200 zt wyzszy niz dla B. Ile sztuk kazdego produktu
zaplanowano i jakie byly ich koszty jednostkowe?
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W trdjkacie prostokgtnym ABC, w ktérym « jest kagtem
ostrym (oznaczenia jak na rysunku), mamy:
a b a

sinx = —, COsSQx = —, tox = —
c’ c’ 5 b

e Niech a bedzie katem o wierzchotku w poczatku uktadu
wspolrzednych i poczgtkowym ramieniu pokrywajacym
si¢ z dodatnig polosig x. Na ramieniu wodzgcym kata «
wybieramy dowolny punkt P = (xp, yp) rézny od wierz-
chotka, o promieniu wodzacym r. Wtedy:

; X
sina = 22, cosa = =£, tga = 22 dla xp # 0
r r Xp

gdzie r = \jx%, + y5

* Jedynka trygonometryczna

Dla dowolnego kata « € (0°% 180°) zachodzi réwnos¢ sin o + cos” & = 1.

SIN &

o Jezeli a € (0% 180°) i a # 90° to tga = .
Cos &

* * Wzor sinusow
W dowolnym tréjkacie stosunek diugosci boku do
sinusa kata lezgcego naprzeciwko niego jest staly.

* Twierdzenie sinusow
W dowolnym trojkacie stosunek diugosci boku do
sinusa kata lezacego naprzeciwko niego jest rowny

diugodci Srednicy okregu opisanego na tym trojkacie. a b € _p

Il

. . . ; SIn & SIn B sin y
. T‘WlEl'dZEIlIE COSINUSsoOwW ﬁ )

W dowolnym tréjkacie kwadrat dtugosci boku row-
na si¢ sumie kwadratow dtugosci pozostalych bo- @ TR

kéw, zmniejszonej o podwojony iloczyn dlugosci b” =a” + ¢ —2accos 5
tych bokow i cosinusa kata zawartego miedzy nimi. ¢* = a® +b” - 2abcos y

¥,
2 b+ % - 2bccosa
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* Wzory redukcyjne
Dla dowolnego kata a € (0% 180°) zachodzg rownosci:
sin (90° — a) = cosa

sin (90° + &} = cos« sin (180° — a) = sin«

cos (90° — a) = sina cos (90° + a) = —sin« cos (180° —a) = — cos @
Jezeli a0 € (0% 180°) 1 a # 90° to tg(180° - «) = —tgc.
Whnioski, uwagi, komentarze...
* Wartosci funkeji trygonometrycznych wybranych katéw.
[ 4 0° 30° 45° 60° 90° 180°
sin « 0 . ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2
e 1 | 2| 2|12 0 | -1
2 2 2
V3 nie
lga 0 3 1 V3 istnieje 0

W kazdym z zadan 4.1-4.11 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

4.1. Ile jest rowny iloczyn tg 36° - tg54°?

A. 1l B. 0 C. g D.2
48 Katnietoshivi tow= =, Wl wartslé wsionis —— 0%

e SRR e w 1+5sina
AV B. -2 &, 2 D. 1

5 5 2
4.3. Wiadomo, ze cosa = —151 i 90° < a < 180°. Zatem
A. sin:x:i B. sinn::——é. C. sinrx:i D. sinrxzﬁ.
5 5 5 5

1

a* —4a

1 1 1 11
A- a=— B- = — C. (= ——
4 3 2

4.4. Wskaz wartosc a, dla ktorej rownanie cosa = nie ma rozwigzania.
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4.5. lle jest rowna liczba sin 20° cos 70° + sin 70° cos 20°¢

A. 0 B. 1 C. 5 D. 90
; "W 3
4.6. Kat« jest rozwartyi sina = = Zatem
2 3 4 4
A. cosa =—-. B. tgaz—l. C.tga=-. D.cosa =—-.
5 4 3 5
4.7. Wiadomo, Ze cosa = —1—53 i 90° < a < 180°. Zatem
2 2
A. sina = ——=. B. tgcle—:. C. sina = 4 D. tg:xzﬁl—z-.
13 5 5 >

4.8. Dwa boki tréjkata majg dtugosci 51 11, a kgt miedzy nimi ma miare 120°.
Wikaz dlugos¢ trzeciego boku tego trojkata.

A. V201 B. V91 C. \146-55V3  D. \f146+ 55V3

4.9. W trdjkacie ABC dane s3 |AB| = 2+/5 i 4BCA = 30°. Promien okregu opisa-
nego na tym tréojkacie jest rowny

A. 5v2. B. 44/5. C. V5. D. 2+/5.

4.10. Boki trojkata majg dlugoéci V5, V7 i 4. Wskaz warto$é cosinusa najwiekszego

kata w tym tréjkacie.
7 2 2 9
A, — B. ——— C. — D. —
4+/5 V35 V35 4/7
4.11. Wskaz liczbe réwng cos 133°.
A. sin 47° B. cos47° C. —sin47° D. —cos 47"

W zadaniach 4.12-4.14 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

4.12. Katy wewnetrzne tréjkata majg miary a, S 1 y. Zatem

.« + + «
A. 51115 =cc:sﬁ_)}). B. ms% =c:¢::rsﬁ ;

= —

C. sin 8 = cos (a + y).

4.13. W trojkacie prostokgtnym katy a i 8 sg ostre oraz 8 > a. Zatem
A. sina < cosa. B. cos § < cosa. C. sina < sin .

4.14. W trapezie rownoramiennym ABCD podstawy majg dlugoséci |AB| = 15,
|ICD| = 13, a kazde rami¢ ma diugosc 3. Zatem

A. sindADC = ¥ B. cos<ADC = % C. tgxADC = 2/2.

1490 S
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4.15. W tréjkacie KLM dane s3: |KL| = 35, [LM| = 5v2 i |[MK| = 2v3.
Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.
Kat przy wierzchotku K

A. | jest ostry, 1. | |LM| > |KL|” + | MK]|".

[ ]

B. | jest prosty, poniewaz | 2. | |LM|” = |[KL|" + |MK]".

C. | jest rozwarty, 3. | |LM|* < |KL|* + |MK]*.

J

4.16. Oblicz wartosci pozostalych funkgji trygonometrycznych kata a spetniajgcego
podane warunki.

a) tga=31cosa<0 b) ms::x=—§itg::x~::{]

4.17. Katy a i  sg ostre oraz sina = % i cospf = é Oblicz doktadng wartosc¢

wyrazenia tgatg 5 + cosa sin .

4.18. Na podstawie rysunku obok wyznacz wartos¢
wyrazenia sin« - sin f3.

4cosa — 3sin

4.19. Kat ajestostryi tga = 2. Oblicz wartos¢ wyrazenia —————
4.20. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych w trojkacie ABC,
w ktorym 4C = 90°, a przyprostokatne maja dtugosci

a) |[AC| =18 cm i |BC| = 24 cm. b) |AC| =21 cm i1 |BC| = 72 cm.

4.21. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata BAC w trojkacie prostokat-
nym ABC, w ktérym

a) 4C = 90°, |AC| = 3, |BC| = 2. b) 4B = 90°, |BC| = V15, |AC| = 4.

4.22. W trojkacie prostokatnym dlugosci przyprostokatnych roznig sie o 28 cm,
a przeciwprostokatna ma 52 cm. Wyznacz z dokladnosécig do 1° miary katéw ostrych
tego trojkata.

4.23. Wyznacz z dokladnoscig do 1° miare kata przy podstawie w tréjkacie rowno-
ramiennym ABC, w ktorym |AC| = |BC| = 10 cm, a wysokos¢ poprowadzona
z wierzchotka C jest rowna

a) 5cm. b) 8 cm. c) 12 cm.
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4.24. Oblicz.
a) cos60°cos45° — sin 60° tg 45° b) sin” 45° tg 60° — cos” 30° tg 30°

4.25. Z jednego brzegu jeziora widac szczyt go-
ry pod katem 18° wzgledem poziomu, a z drugie-
go brzegu, oddalonego od pierwszego o 1180 m
w kierunku podnéza gory, widac jej szczyt pod
katem 22° wzgledem poziomu. Oblicz wyso-
kosc¢ h géry (mierzong wzgledem tafli wody). Po-
daj wynik z dokladnoscig do 10 m.

4.26. Do miseczki w ksztalcie potkuli o $rednicy 18 cm nalano mleko, ktérego po-
ziom jest o 2 cm nizszy od poziomu maksymalnie napelnionego naczynia. Jaki jest
najwiekszy kat, o ktéry mozna przechyli¢ miseczke tak, aby mleko si¢ nie wylato?
Podaj warto$¢ dowolnie wybranej funkcji trygonometrycznej tego kata. Nastepnie
podaj miare kata z doktadnoscig do 1°.

4.27. Prosta droga wznosi si¢ pod katem 12° do poziomu. Na jakg wysokos$¢ ponad
poziom wzniesiemy si¢ po przebyciu 900 m tej drogi? Jakiej dlugosci droge musimy
pokonac, aby wznie$¢ si¢ na wysoko$¢ 250 m? Wyniki podaj z doktadnoscig do 10 m.

4.28. Podstawg masztu jest punkt O, a jego wierzcholkiem - punkt P. Kat, pod jakim
wida¢ maszt z punktu A (AO L OP), ma miare 32° a kat, pod jakim widac¢ maszt
z punktu B, lezacego na odcinku AO w odleglosci 15 m od A, ma miarg 68°. Oblicz
wysokos§¢ masztu. Podaj wynik z doktadnoscig do 0,1 m.

4.29. Przekatna rombu jest 1% razy diuzsza od jego boku. Podaj wartosci dowolnie

wybranych funkcji trygonometrycznych katow tego rombu oraz miary katow z do-
ktadnosciag do 1°.

4.30. Kat «jestostryi sina = % Oblicz doktadng warto$c¢ tangensa kata a.

4.31. Katajestostryi tga = 2,4. Oblicz dokladne wartosci sinusa i cosinusa kata a.

4.32. Kat ajest ostryi cosa = 0,3. Oblicz tg” a.

4.33. Sprawdz, czy dla kazdego kata ostrego a wyrazenie ma statg wartos¢. Jezeli tak,
to jg podaj.
4sin’ « cos & 1

a) (sina + cos ::1»:)2 + 3 (sin @ — cos .‘::1:)2 - b) —_—
tg l+sma cosc

+tg

151 I
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0 4.34. Udowodnij tozsamosc.

a) (sina + cos ::n:)2 + (sin @ — cos a)’ =2

2
1 v, 1
b { — — — 4 + — =2
) (gtx tgn’,) g @ tgln:

4 - .2
c) cos a—sin a=1-2sin"«

d) Sin « _ cosa _ (tgﬂ:— 1) (L 4 1)

COS X SIT X tg «

0 4.35. Udowodnij tozsamosc.

iy = ;
9 2sin & — 1 SIN & sin & 2
a) tgea—1= - ) + = —
COS8~ (X 1 + coscx 1l —cosw S1N X
5, .
1 sin” @& — sin « . 1 1
b) —=—; d) sina =| — + — | (1 — cos)
tgtx COS (X — COS & SIT X tga

4.36. Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB taki, ze
singBAC = 0,3 i |[AC| = 7. Oblicz pole kota opisanego na tym tréjkacie.

4.37. Kat ajestostryi sina = i Oblicz 3 + 2 tg2 a.

4.38. W pewnym trdjkacie prostokatnym suma cosinusdéw katédw ostrych jest réwna

24/3

= Oblicz iloczyn sinuséw tych katow.

4.39. Ramie wodzgce kata a przechodzi przez podany punkt P. Wyznacz sin a,
cosa 1 tga.

2 P=(-8.6 B P=(2D d P (—% 4) d) P = (-3, v7)

4.40. Oblicz tg 135° + cos 120° - sin 150°.

4.41. Kat tréjkata zawarty miedzy bokami o dlugosciach 514 ma miare¢ 60°. Oblicz
promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

4.42. W trojkacie ABC dane sa: |AB| =8, |[BC| =12 1 |AC
katow tego trojkata (z doktadnoscig do 1°).

= 15. Wyznacz miary



5. Funkcja wyktadnicza
| logarytmiczna

* Funkcja wykladnicza o podstawie a nazywamy funkcje okreslong wzorem
f(x) =a’, gdzie a > 0 i a # 1. Dziedzing tej funkgji jest zbidr liczb rzeczywistych
(x € R), a jej wykres nazywamy krzywa wykladnicza.

 Logarytmem przy podstawie a (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wykladnik potegi, do ktérej nalezy podniesc a, aby otrzymac b.
log b=c, gdya"=bia>0,a+1, b>0.
Liczbe b nazywamy liczba logarytmowana.
* Funkcja logarytmiczng o podstawie a nazywamy funkcj¢ okreslong wzorem
f(x) = log_x, gdzie a > 0 i a # 1. Dziedzing tej funkgji jest zbior dodat-
nich liczb rzeczywistych (x > 0), a jej wykres nazywamy krzywa logarytmiczna.

" Twierdzenia

» Jezeliliczby a ib sg dodatniei a # 1, to istnieje dokladnie jedna taka liczba x,
e @ =Db.

e Dladowolnych liczbx >0, y >0, a>0, a # 1, kK € R prawdziwe sg wzory:
log (x-y)=log_x+log_y
log,, — = log,, x ~log,,y

lﬂgﬂ(xk) =k-log  x

Whnioski, uwagi, komentarze...

¢ Wikresyfunkal 104 =" § gli) = ( 1 )

i

dla @ >0, a # 1 s3g symetryczne wzgledem osi y.

Rysunek obok jest ilustracja (1))
przypadku, gdy a > 1.
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» Dlakazdego a>0 1 a # I:
- a* = a’ wtedy i tylko wtedy, gdy x = y,
— jezeli a € (1; 00), to a” > a’ wtedy i tylko wtedy, gdy x > y,
~ jezeli a € (0; 1), to a” > a’ wtedy i tylko wtedy, gdy x < y.
» Dlakazdego a>01ia#1 oraz b> 0:
log, 1=0, log,a=1, a8t =
» Wrykresy funkcji f(x) =log_ x1ig(x)=logix dlaa>0ia#1 s3symetryczne
wzgledem osi x (rys. 1 ilustruje przypadek, ggly a>1).

o Wykresy funkcji f(x) =log_x i g(x)=a", dla a>01ia#1, sgsymetryczne
wzgledem prostej o rownaniu y = x (rys. 2 ilustruje przypadek, gdy a > 1).

W kazdym z zadan 5.1-5.15 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

5.1. Wiadomo, ze 7**tL — 49, Wskaz wartosé wyrazenia " it
A. 16 B. 1 C. 28 D. 64
5.2. Jezeli 3=a", to = jest rowne
a
A. 3a°7. B. a**. C.a"" D. 1.

5.3. Wiadomo, ze log .9 = % Wkaz wartosc x.

i % B. 3 C. V3 D. 81



5. Funkgja wyktadnicza i logarytmiczna

1

. v . . logs
5.4. Wskaz wartos¢ wyrazenia 5 = 1%,

A. -3 B. V3 1 D.5
125

lo
9.5. Ktora z liczb jest rowna liczbie 3 So8l
A. V3 B. 81 C. 3
5.6. Wskaz zaleznos¢ falszyws.
A. (lﬂg2 L4 l{:ang;.“Z)1 = 1
B. log1+log2+log3+log4-log24=0

log 100 + log 10 3
" log2+log5

log 27

D = log 3

" log 9

9.7. Jeden z podanych zbiorow jest zbiorem rozwigzan rownania
log* 10x = log® 100. Wskaz ten zbiér.

A. {~10, 10} B. {1, 10} C. {10} D. {ﬁ, 10}

5.8. Wskaz argument, dla ktérego funkcja f(x) = 7" przyjmuje warto$¢ 14.
A. x =log, 14 B. x=2 C.x=log,7 D. x =log.,2

5.9. Wskaz argument, dla ktérego funkcja f(x) = 2* przyjmuje wartosé 24.

A.x=3+log,3 B.x=12 C. x =log,, 2 D. x = log, 12
9.10. Wskaz wzor funkcji malejgcej.
7\ .

A. f(x) = (E) C. f(x) = -4
B 48 D )

-f(x)*(g) -f(x)**(ﬁ)
5.11. Wskaz wzor funkeji g, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztatcenia wy-
kresu funkcji f(x) = (%)x przez symetrie wzgledem osi x.
A =1 C 13

-9(3)——(5) . g(x) = (5)

b a0 () 0.q00=(2)”

155 I
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9.12. Wskaz wzor funkgji g, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztatcenia wy-
kresu funkcji f(x) = 3" — 1 przez symetrie wzgledem osi y.
A. g(x):(%) -1 C. g(x):(%) + 1

B. g(x)=-3" -1 D. g(x)=-3"+1

5.13. Wskaz dziedzine funkcji f(x) = |log x|.
A. (0; oo0) B. R C. (0; oc0) — {1} D. R - {0}

5.14. Wskaz zbiér wartosci funkeji f(x) = 37 — 2.
A. R B. (0; o0) C. (-2; o0) D. (—o0; =2)

9.15. Wskaz dziedzine funkcji f(x) = log |x — 5|.
A. R B. (5; o0) C. (—o0; 5) D. R - {5}

5.16. Dana jest funkcja f(x) = 0,4 — 1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Funkcja f jest malejgca.

B. Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (—1; oo).

C. Miejscem zerowym funkgcji f jest liczba 0.

5.17. Dane sg liczby a = log:5 i b = log2: 7. Dokoncz zdanie. Wybierz odpo-
3 3

wiedzZ A albo B oraz jej uzasadnienie 1 albo 2.
Prawdziwa jest nierownosc

A. | a<b, 1. | funkcja f(x) = log: x jest rosngca.
poniewaz 3
B. | a>b, 2. | funkcja f(x) = log 2 x jest malejaca.
3
¥
5.18. Oblicz.
a) log,9-1log, 16 + log 100 c) lngz\g/z-l-lﬂg V10 - log . V125
1 : 1
b) log, 0,25 + log ; = — log 0,001 d) log, V0,5 - log ==t log , 1
5.19. Oblicz.
log , 25 + log , 49
7 - 3
a) log,6+log,12-log,8 C) Ty —

2log .6 -log,2

B . 10
b) 2log, 10 -log,25-0,1log, 2 d) log 2+ 2



5. Funkcja wykiadnicza 1 logarytmiczna
5.20. Oblicz.
2) l[}lﬂg 17 b) 51—lng5 3 c) z?lmg3 2 d) 21+]ﬂgq 5

5.21. Przyjmij, ze log17 = 2,8, ioblicz log: 70 —log 1 5.
2 2

5.22. Niech log,5 = p. Wyznacz log , 0,36.

5.23. Niech log 8 =t. Wyznacz log 25.

9.24. Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniajg warunek: log ,c = log,b = log,a = 2.
Oblicz Vabe.

5.25. Porownaj liczby a = log, 36 + log, 30 + log, 25 i b =4 +log, 28 + log , 49.
9.26. Niech log.,5=a i log.,,7 =b. Wykaz, ze log.,4 =2 - 2a - 2b.

5.27. Narysuj wykres funkcji.

a) f(x)=2"-1 c) f(x)=—(%)x_3 e) f(x)=-3"-3
by Fla) = (%)m d) flx)=4"%+2 0 ) = (i)x_l 4

5.28. Narysuj wykres funkcji f(x) = 2 -5 i podaj najwieksza oraz najmniejsza
wartos¢ tej funkcji przyjmowane w przedziale (3; 5).

9.29. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji

f(x) = a” +b. Kropkami zaznaczone sg punkty kratowe

wykresu.

a) Na podstawie wykresu wyznacz a ib.

b) Podajwzdr funkcji g, ktérej wykres jest symetryczny
do wykresu funkgcji f wzgledem osi y.

9.30. Pewien gatunek owadow co rok zwigksza trzy-

krotnie swojg liczebnos¢. Przyjmijmy, Ze na poczatku
populacja liczyta N osobnikow.

a) Zapisz wzor funkgji f opisujgcej liczebno$¢ popula-
cji owadow po uptywie x lat.

b) Oile procent zwigkszy si¢ liczebnos¢ populacji owa-
dow po uptywie pottora roku?

157 .
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9.31. Na wykresie przedstawiono rozpad 1 grama pewnej substancji promienio-
tworczej w zaleznosci od czasu x mierzonego w latach.

i

upi:r'g‘-'i-.ain St

o

o
= ‘-‘-Fata'itn"éhh

| 2 343 6 7 8 9 1011121314151617 1819

a) Wzor funkeji opisujgcej mase tej substancji, ktora nie rozpadta si¢ po uptywie
x lat, ma posta¢ f(x) = a*. Na podstawie wykresu wyznacz wspdtczynnik a.
b) Wyznacz przyblizony okres polowicznego rozpadu tej substancji.

. ; ¢ +3x dlax<0 .
9.32. Narysuj wykres funkcji f(x) = 1 7__ i odczytaj z wykresu
27=1 dlaxz20

najmniejszg wartos¢ funkgji.

5.33. Wiadomo, ze 1,5849 jest przyblizeniem liczby 10%* z doktadnoscia do czte-

4

rech miejsc po przecinku. Wyznacz przyblizenie liczby 10 5 zdokladnoscia do trzech
11

miejsc po przecinku oraz przyblizenie liczby 105 z dokladnoscia do jednego miejsca
po przecinku.

5.34. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykre- [ | | | Ty |
su funkcji okreslonej wzorem f(x) = log ,(x — p). B B
a) Na podstawie wykresu wyznacz wartosc p.
b) Narysuj wykres funkcji okreslonej wzorem

y=-fx).

9.35. Narysuj wykres odpowiedniej funkcji i odczytaj

z niego zbior rozwigzan nierownosci.

134 1
a) (E) {-8—1 b) lﬂg%(x-l-fi)}—Z




6. Ciagi liczbowe

e Ciagiem nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbiér dodatnich liczb natural-
nych. Cigg nazywamy liczbowym, gdy jego wartosci sg liczbami rzeczywistymi.

* Jezeli dziedzine ciggu ograniczymy do pewnego skonczonego zbioru poczatko-
wych liczb naturalnych dodatnich, to otrzymamy ciag skonczony.

» Ciaggiem arytmetycznym nazywamy cigg liczbowy o co najmniej trzech wyrazach,
w ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego powstaje w wyniku dodania do wyrazu
poprzedniego stalej liczby r, nazywanej réznica tego ciggu.

e Ciagiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy o co najmniej trzech wyrazach,
w ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego powstaje w wyniku pomnozenia wyrazu
poprzedniego przez stalg liczbe g, nazywang ilorazem ciggu.

e Jezeli dla kazdego n € N — {0} mamy:

a,., > a,, tociag (a,) jest rosnacy,

a,,1 < a,, tociag (a,) jest malejacy,

i3
a,., = a,, tociag (a,) jest niemalejacy,
a,., <a,, tociag(a,) jest nierosngcy.
Ciagg liczbowy, ktory spetnia co najmniej jeden z powyzszych warunkoéw, jest cig-
giem monotonicznym, pozostale ciggi liczbowe sg niemonotoniczne.
* Wzdr ogolny ciggu arytmetycznego (a, ) o pierwszym wyrazie a, i réznicy r ma
posta¢: a, =a, + (n—1)-r.

e Dla trzech kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,, ), n > 1, prawdziwa jest

ﬂn—l + ﬂ"+1

zaleznos¢: a,, =

, czyli srodkowy wyraz jest Srednig arytmetyczng wy-
razow z nim sgsiadujgcych.
* Suma n poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) jest rowna:

¢ a, +a, . 2a, + (n-Dr

n o) o)

— e

n

» Wzdér ogolny ciagu geometrycznego (a,, ) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g ma

’ n—1
pDStELC. II” = L’Ilq



B 160 Dziat 3. Powtorzenie

 Dla trzech kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,), n > 1, prawdziwa jest
zaleznosc: ai = @y ¢ By

* Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,) o ilorazie g wyraza sie
wzorem:

1-4g"

I-q

S,=n-a; da g=1

S,=ay- dla g+ 1

# § o B ERR R - '-':.--"I i r i T i Fnes >
=mil. LUWalldl. RUIMIEIIlarzZe . .« «
| L N N . & | 4 r
L R |l [ w ] ._.I|; % -_|'. i * 1N LN L= 'I_I'.I |

e W ciggu arytmetycznym (a, ) zachodzi zaleznoéé a, = ok ; “nik dla wszystkich
k<nik, neN-{0L

e (Cigg arytmetyczny o wyrazie ogolnym a, = a; + (n — 1)r jest:
— rosnacydla r > 0,
- malejacy dla r <0,
- stalydla r = 0.

» Srednia arytmetyczna wszystkich wyrazéw skonczonego ciggu arytmetycznego
jest rowna $redniej arytmetycznej wyrazow pierwszego i ostatniego.

* Dany jest cigg geometryczny o wyrazie ogélnym a,, = alq”_l, wktorym a, g # 0.
Jezeli g > 1, to ciag (a,,) jest malejacy dla a, < 0 irosngcydla a; > 0.
Jezeli 0 < g < 1, tociag (a,,) jest rosngcy dla a; < 0 i malejgcy dla a, > 0.
Jezeli g = 1, to (a,,) jest ciggiem statym.

Jezeli g < 0, to sasiednie wyrazy ciggu majg rozne znaki, zatem cigg jest niemo-
notoniczny.

W kazdym z zadan 6.1-6.13 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

6.1. Liczba ujemnych wyrazéw ciggu okreslonego wzorem a,, = (3n — 17)(2n + 3)
dla n>1 jest rowna
A. 5. B. 6. . 7. D. 8.

6.2. Ktory z podanych ciggéw ma wyraz réwny 437
A.a, =4n-121 C.c,=4n-123
B. b, = 4n— 122 D.d, =4n- 124
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6.3. Ciag(a,)jest okreslonywzorem a, =1°+2°+3° + ... +n°, gdzie n € N— {0}.
Zatem

A. a; = 125. B. a; = 177. C. a; = 207. D. a; = 225.

5]

6.4. Dany jest cigg (a,,), wktérym a, = (-1)" - (21 = 2n) dla n > 1. W tym ciggu
A. ﬂll — _1- B- ﬂll > 0- C- {111 — 0- D- EIH _]-

6.5. Pigty wyraz pewnego ciggu arytmetycznego jest rowny 11, a trzynasty wyraz jest
rowny 35. Wskaz trzeci wyraz tego ciggu.
A.3 B. 4 C. 5 D.6

2

6.6. Cigg (a,,) jest okreslony za pomocg uktadu warunkéw: a; =2 i a,,, =

l-a;

dla n > 1. Wskaz czwarty wyraz tego ciggu.
A. -2 B. 0 C. = D.6

6.7. Wskaz réznice ciggu arytmetycznego (a,,) o wyrazie ogélnym a, = 51 — 11
okreslonego dla n > 1.
A.5 B. -5 C. -6 D. =11

6.8. Ile wynosi suma k-1 poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego o wyrazie
ogolnym a, = 2n + 1?2
A k*+1 B. k° -1 C. k* -2k +1 D. (k +1)°

6.9. Szosty wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny m, a dwunasty jest rowny n. Jaka
postac ma dziewiaty wyraz tego ciggu?

A, e B. Z(m+ ) C. Z(m+ 1) D.
2 2 35 3

' T

6.10. Dany jest cigg geometryczny (a,,), w ktérym a; # 0 iiloraz g # 1. Ktéra

z ponizszych zaleznosci jest prawdziwa?
23 a
9 . B

A. —=

(7 3

IHJ

-lFl-.i
b

-~
fad

"J'Il:'--l

C.
B. a; —as =a;3—ay, D.a

6.11. Wskaz wzdr na n-ty wyraz ciggu geometrycznego o wyrazach a; = 8, a, = 32,
A.a,=2" B.a,=8- 4" G a, =271 D. g, =2

6.12. Dla jakiej wartosci x € N liczby: x + 1, 4x + 1, 10x + 7 tworzg w podanej
kolejnosci cigg geometryczny?
A. x=1 B. x=2 C.x=3 D.x=4
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6.13. Danyjest cigg geometryczny (a,,) o wyrazach dodatnich, wktérym a,, = 4a,;.
[loraz tego ciggu jest rowny

A B. = G 2 D. 4
4 2
7
W zadaniach 6.14-6.17 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
6.14. Ciag o wzorze ogdélnym a,, = 5n° — 7, gdzie n € N — {0},
A. ma pie¢ wyrazow mniejszych od 100.
B. jest monotoniczny.
C. ma wszystkie wyrazy dodatnie.
6.15. W ciggu geometrycznym (a,,) dane s3 wyrazy a, = 6V3 i a, = 54.
A. (a,,) jest ciggiem rosngcym.
B. (a,) mozna okresli¢ wzorem a, = 2 - 32,
C. a,qp jest liczbg wymierna.
| 1
1’11 = ;
6.16. Cigg liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym - T a aiq
Fnt1 = :1" + 2

A. Ciag (a,,) jest ciggiem statym.

8
B. a; = —

13
C.a, <1
6.17. Liczby log, 4, log, 16, log, 256 s3
A. kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
B. kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.
C. wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego.

J

6.18. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a, = 4n” — 16. Wskaz dwa zdania
prawdziwe dotyczace tego ciagu.

A. Wszystkie wyrazy ciggu (a,,) sa dodatnie.

B. Ciag (a,) nie ma miejsc zerowych.

C. Tylko jeden wyraz ciggu (a,,) jest ujemny.

D. W ciggu (a,, ) wystepuje wyraz réwny 180.

E. Cigg (a,) jest arytmetyczny.

F. Ciag (a,) jest geometryczny.
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ﬂ]=_3

6.19. Cigg liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym - g =2
n+l =

1§

Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1, 2, 3 albo 4.
W opisanym ciggu zachodzi nieréwnos§¢

1. | wszystkie wyrazy ciggu (a,,) sa dodatnie.

AI ﬂiﬂﬁ :} 0!
o wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa ujemne.
poniewaz

2

3. | wyrazy ciagu (a,) o numerach parzystych sa dodatnie.
B. ﬂlﬂﬂ < 0,
1

wyrazy ciagu (a,,) o numerach parzystych sg ujemne.

J

6.20. Ile wyrazéw ujemnych ma cigg (a,,) okreslony wzorem a,, = n® — 2n — 247

6.21. Dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych »n prawdziwy jest wzor:

! 1 1 1 1
= + + + en
n+ 1 1-2 2-3 3-4 n-{(n+1)

Mozna z niego skorzystac, aby przedstawic¢ utamek postaci jako sume roéznych

n+1
utamkow, z ktorych kazdy ma w liczniku 1, a w mianowniku liczbe naturalng, np.

& 1., 1 1

4 2 6 12
a) Ile skladnikéw ma suma po prawej stronie wzoru dla: n =5, n =7, n = 1007

b) Sprawdz prawdziwos¢ wzoru dla n = 5.

c) Przedstaw liczby g oraz f—ﬂ w postaci sumy roznych ulamkow, z ktorych kazdy

ma w liczniku 1, a w mianowniku liczbe naturalng.

1
n+51+6

6.22. Zbadaj monotonicznos¢ ciggu o wyrazie ogélnym a,, =

6.23. Sprawdz, korzystajgc z definicji, czy ciagg o wyrazie ogdlnym a,, jest arytme-
tyczny. Jesli jest, wyznacz jego pierwszy wyraz i réznice 7.

3-5
a) d,=3In—3 c) a, =5n ¢) g, = zﬂ

I — 4
b) a, =n(n-1) d) a,=7" f) a,= g

6.24. Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny, ponadto
x+y=8. Obliczx1y-
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6.25. W 9-wyrazowym ciggu arytmetycznym suma pierwszych trzech wyrazow jest
rowna 3, a suma ostatnich trzech jest rowna 111. Oblicz sume¢ wszystkich wyrazow
tego ciggu.

+1 m+3 m+9

0 6.26. Wykaz, ze dla kazdego m cigg m4 - i

jest arytmetyczny.

6.27. Liczby 2, x — 3, 8 s3g w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i czwartym
wyrazem ciggu arytmetycznego. Oblicz x.

6.28. Wyrazami ciggu arytmetycznego (a,,) sg kolejne liczby naturalne, ktére przy
dzieleniu przez 5 dajg reszte 2. Ponadto a; = 12. Oblicz as.

6.29. Danyjest cigg arytmetyczny, wktérym a; = 5 i r = —2. Oblicz sume wyrazow
tego ciggu od dwudziestego do trzydziestego wlgcznie.

6.30. Suma pierwszych n wyrazéw ciggu arytmetycznego o réznicy 4 jest o 400
mniejsza od sumy nastepnych # jego wyrazow. Oblicz n.

6.31. Pierwszy wyraz skonczonego ciggu arytmetycznego wynosi 30, réznica jest

; ; . : ; ;
rowna —3, a ostatni wyraz tego ciggu stanowi g sumy wszystkich poprzednich wy-

razow. Wyznacz liczbe wyrazow i sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.

6.32. Pewien sprinter, biegajacy na dystansie 100 m, w pierwszej sekundzie po star-
cie przebiegl 7 m, a w kazdej nastepnej o 0,1 m wigcej niz w poprzedniej. W ktore;
sekundzie po starcie przekroczyt on lini¢ mety?

6.33. Dlugosci bokow trojkata, ktorego jeden kat ma miare 120°, tworza ciag aryt-
metyczny. W jakim stosunku sg boki tego tréjkata?

6.34. W ciggu arytmetycznym (a,) danesg: a; = x, a, = 3x+y, a, =5x -2y -1,
ag = 17. Dla jakich n zachodzi réownosc §,, = 2607

6.35. W ciggu arytmetycznym stosunek wyrazu szostego do trzeciego jest réwny 7,
a suma kwadratow wyrazow drugiego i czwartego jest rowna 40. Ile poczatkowych
wyrazow tego ciggu nalezy dodac, aby otrzymac —64?

6.36. Trzeci wyraz ciggu arytmetycznego jest rtéwny 8-log 5 V3, a szosty wyraz tego

5+ /3

- 7v/3. Ile poczatkowych wyrazéw ciggu nalezy dodaé, aby
= -

ciggu jest rowny

otrzymac 14 6507

6.37. Oblicz sume 7 + (9 = \/E) + (11 = 2\5) s O (55 = 24\/5).



6. Ciagi liczbowe

6.38. Skifadniki po lewej stronie réwnania:
2x+1)+2x+4)+2x+7)+... +(2x+28) = 155

s3 kolejnymi wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego. Rozwiaz to rOwnanie.

6.39. Sprawdz, korzystajac z definicji, czy ciag o wyrazie ogolnym a,, jest geome-
tryczny. Jesli jest, wyznacz jego pierwszy wyraziiloraz g.

H) Gy = 5" b) Ay = i C) a, = 1+ 3" d) Ay = n'

D3n
6.40. Liczby 64, x, 4 s3 odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem male-
jacego ciggu geometrycznego. Oblicz pigty wyraz tego ciggu.

6.41. Na trzech podtkach ustawiono 76 plyt kompaktowych. Okazalo si¢, ze liczby
plyt na potkach gérnej, srodkowej i dolnej tworza rosngcy cigg geometryczny. Na
srodkowej pélce stojg 24 plyty. Oblicz, ile plyt stoi na gérnej poice, a ile — na dolne;.

6.42. Przy kopaniu szybu pfaci si¢ 100 zt za pierwszy metr glebokosci, a za kazdy
nastepny o 50 zi wiecej niz za poprzedni. Ponadto, jezeli glebokos¢ szybu przekracza
5 m, ryczaitowo doplaca sie 1000 zi. Konicowy sredni koszt 1 m glebokosci wykopu
wyniost 625 z1. Oblicz glebokos¢ szybu.

6.43. Na wykonanie modelu prostopadloscianu o objetosci 1728 cm® zuzyto

1008 cm” blachy. Diugosci krawedzi prostopadioscianu tworzg ciag geometryczny.
Oblicz te diugosci.

+ 6.44. Pigty wyraz monotonicznego ciggu geometrycznego (a, ) jest odwrotnoscig
wyrazu pierwszego, a wyraz czwarty jest suma wyrazow drugiego i trzeciego. Oblicz
drugi wyraz tego ciggu.

6.45. Ciagg 9, x, 19 jest arytmetyczny, a ciagg x, 42, y, z jest geometryczny. Oblicz
X ¥1.2Z.

6.46. Cigg 1, x, y — 1 jest arytmetyczny, a cigg x, y, 12 jest geometryczny. Oblicz
xX1y.

6.47. Liczbya, b, c tworzg w podanej kolejnosci cigg geometryczny. Suma tych liczb
jest rowna 93. Te same liczby, w podanej kolejnosci, s3 pierwszym, drugim i si6cdmym
wyrazem ciggu arytmetycznego. Oblicza, bic.

6.48. Wyznacz wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,, ), wiedzgc, ze suma je-
go pierwszych pieciu wyrazéw jest rowna 10, a wyrazy trzeci, pigty i trzynasty tworzg
w podanej kolejnosci cigg geometryczny.
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D

6.49. Wykaz, ze jezeliliczby b, ¢, 20— a s3 kolejnymi wyrazami ciggu geometrycz-
nego, to liczby ab, b”, ¢* s3 kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

6.50. Diugodci trzech odcinkéw sg wyrazami rosngcego ciggu geometrycznego. Jaki
warunek musi spetniac iloraz g tego ciggu, aby z tych trzech odcinkéw mozna bylo
zbudowac trojkat?

6.51. Dany jest ciag arytmetyczny (a, ), w ktérym a, = 1, a;; = 9.

a) Oblicz pierwszy wyraz i roznice ciggu (a,,).

b) Sprawdz, czy cigg o wyrazach a, ag, a,, jest geometryczny.

¢) Wyznacz n, dla ktérego suma n poczatkowych wyrazdw ciggu (a,,) ma najmniej-
g wartosc.

6.52. Ciag (a, b, c)jestarytmetycznyi a+c =10, aciag (a+ 1, b+ 4, c+19) jest
geometryczny. Wyznacz liczbya, bic.

6.53. Suma pierwszych dziesieciu wyrazéw ciggu arytmetycznego (a, ) o wyrazach
calkowitych jest rowna 155. Wyraz a, jest réwny ilorazowi pewnego ciggu geome-
trycznego (b,,) o wyrazach catkowitych. Wyraz b, jest rGwny réznicy ciggu (a,,). Su-
ma pierwszych dwoch wyrazéw ciggu (b,,) jest rowna 9. Wyznacz oba ciagi.

6.54. Pani Krystyna wptacita do banku 15000 zt na okres trzech lat. Oprocento-
wanie roczne w tym banku wynosito 2,8% z kapitalizacjg co po6t roku. Po roku bank
zmienit oprocentowanie na 2,7%, nie zmieniajgc okresu kapitalizacji. O ile mniej pie-
niedzy otrzyma pani Krystyna w wyniku tej zmiany?

6.55. Pan Michal wptacit 5000 zt do banku, w ktérym oprocentowanie wkladow wy-
nosito 2,6% w skali roku, a kapitalizacja odsetek bylta roczna. Pienigdze te przezna-
czyl dla swego chrzedniaka, wiec postanowil nie ruszac ich przez wiele lat. Oblicz, jaki
kapital zostanie zgromadzony na koncie pana Michata po 18 latach, jesli wysoko$¢
oprocentowania si¢ nie zmieni.

6.56. W banku ogloszono nastepujace oprocentowanie lokat w stosunku rocznym:
lokata 12-miesieczna - 2,4%, lokata 6-miesieczna — 2,3%, lokata 3-miesieczna - 2,2%.
Oblicz, ile wyniosg odsetki po uplywie terminu lokaty, jezeli wptacimy

a) kwote 6000 zi na lokate roczna.

b) kwote 12 000 na lokate potroczna.
c) kwote 24 000 zt na lokate trzymiesieczna.

6.57. Oprocentowanie lokaty pélrocznej wynosi 2,4% w skali roku. Jakg kwote na-
lezy wplacic na takg lokate, aby po uplywie jej terminu odsetki wyniosty 360 zi?



/. Figury na ptaszczyznie

* Symetralna odcinka to prosta prostopadia do niego i przechodzaca przez jego
Srodek.

 Dwusieczna kata to polprosta o poczgtku w wierzchotku kata dzielgca ten kat na
dwa przystajace katy.

e Wysokoscia tréjkgta nazywamy odcinek prostopadty do prostej zawierajgcej jeden
z bokow trojkata, ktorego jeden koniec nalezy do tej prostej, a drugi jest przeciw-
legtym wierzchotkiem trojkata.

e Srodkowa boku tréjkata nazywamy odcinek taczacy $rodek boku z przeciwleglym
wierzchotkiem.

» Wielokat, ktorego wszystkie boki sg rowne i wszystkie katy sg rowne, nazywamy
wielokatem foremnym.

e Kat, ktorego wierzchotek jest Srodkiem okregu, nazywamy katem srodkowym
w tym okregu.

 Katem wpisanym w okrag nazywamy kat wypuktly, ktérego wierzchotek lezy na
okregu, a kazde ramie kata ma z tym okregiem jeszcze jeden punkt wspdlny.

* Okrag, ktory przechodzi przez wszystkie wierzchotki wielokata, nazywamy okre-
giem opisanym na tym wielokacie.

e Okrag, ktéry jest styczny do kazdego boku wielokata, nazywamy okregiem wpi-
sanym w ten wielokat.

* Podobienstwem o skali k& > 0 nazywamy kazde przeksztalcenie ptaszczyzny,

w ktérym dla dowolnych punktéw A, B plaszczyzny oraz ich obrazéw A', B’
zachodzi réwnoé¢ |A'B'| = k- |AB].

* Twierdzenie Pitagorasa
W tréjkacie prostokatnym suma kwadratéw diugosci przyprostokatnych jest row-
na kwadratowi dlugosci przeciwprostokgtne;j.

» Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jezeli w trojkacie kwadrat diugosci najdiuzszego boku jest rowny sumie kwadratow
diugosci dwoch pozostalych bokdw, to ten trojkat jest prostokatny.
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Cechy przystawania trojkatow

— Jezeli dwa tréjkaty majg odpowiednie boki rowne, to s3 przystajace. (bbb)

— Jezeli w dwoch trojkatach dwa boki i kgt miedzy nimi zawarty sg odpowiednio
rowne, to te trojkaty sg przystajace. (bkb)

- Jezeli w dwdch tréjkatach bok i dwa katy do niego przylegajace sg odpowiednio
rowne, to te trojkaty sg przystajace. (kbk)

Symetralna odcinka jest zbiorem wszystkich punktéw réwno oddalonych od kon-
cow tego odcinka.

Symetralne trzech bokéw trdjkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten jest
rowno oddalony od wszystkich wierzchotkow trojkata. Jest to Srodek okregu opi-
sanego na tym trojkacie.

Dwusieczna kata wypuklego jest zbiorem wszystkich jego punktéw wewnetrznych
rowno oddalonych od ramion tego kata.

Dwusieczne trzech katéw wewnetrznych trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.
Punkt ten jest jednakowo oddalony od wszystkich bokow trojkata. Jest to srodek
okregu wpisanego w ten trojkat.

Srodkowe tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten, tzw. $rodek ciez-
kosci trojkata, dzieli kazdg ze Srodkowych w stosunku 2:1, liczac od wierzcholka.

Trzy proste zawierajgce wysokosci tréjkata przecinajg sie¢ w jednym punkcie, tzw.
ortocentrum.

Dwa okregi sg styczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odleglos¢ miedzy ich

srodkami jest rowna sumie ich promieni.

Dwa okregi sg styczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odlegto$¢ miedzy ich
Srodkami jest rowna wartosci bezwzglednej réznicy ich promieni.

Twierdzenie o odcinkach stycznych
Jezeli z punktu P lezgcego poza okregiem poprowadzimy dwie styczne do tego
okregu w punktach A i B, to |PA| = |PB.

Kat wpisany rowny jest potowie kata srodkowego opartego na tym samym tuku.

Twierdzenie o kacie miedzy styczna a cigciwa
Kat o miedzy styczng a cigciwg okregu poprowadzona z punktu stycznosci jest
rowny katowi wpisanemu opartemu na tuku zawartym miedzy ramionami kata a.

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata sg przeci¢te dwiema prostymi réwnoleglymi, to odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu kata sg proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata.
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata COA sg przecigte dwiema
prostymi AC i BD w taki sposéb, ze odcinki
OA 1 AB lezace na jednym ramieniu kata sg pro-
porcjonalne do odcinkéw OC i CD wyznaczo-

nych przez te proste na drugim ramieniu kata:

Ilig: - llgg: , to proste AC i BD s3 rownolegle.

Dwa wielokaty s3 podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie boki tych wielo-

katow sg proporcjonalne i odpowiednie katy sa rowne.

Cechy podobienstwa trojkatow

— Jezeli trzy boki jednego trojkata sg proporcjonalne do odpowiednich bokow
drugiego trojkata, to te trojkaty sg podobne.

— Jezeli dwa boki jednego trojkata sg proporcjonalne do odpowiednich dwoch bo-
kow drugiego trojkata oraz kagty miedzy tymi bokami sg réwne, to trojkaty te sg

podobne.
- Jezeli dwa katy jednego trojkata sg réwne dwoém katom drugiego trojkata, to
trojkaty te sg podobne.

Stosunek pol figur podobnych jest rowny kwadratowi skali ich podobienstwa.

Twierdzenie o dwusiecznej
Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok trojkata na od-

cinki proporcjonalne do bokdéw przyleglych do tego kata.

W tréjkacie prostokgtnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego jest rowny iloczynowi diugosci odcinkow, na ktdre ta wysoko$¢ podzielita
przeciwprostokatng.

Wszystkie katy wpisane oparte na tym samym fuku sa rowne, poniewaz sa rowne
polowie tego samego kata sSrodkowego.

Kat wpisany oparty na polokregu jest prosty.

Jezeli proste AD i BC sa rownolegte, to:
|PA] . |PD| |PA] " |PD| |AD| _ |AP|
PB| |PC|” |BA| |CD|’ |BC| |BP|

@
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e Wzory na pole tréojkata
W dowolnym tréjkgcie ABC przyjmujemy oznaczenia:
a, b, c — dlugosci bokow,
o, 3, y — miary katow wewnetrznych,
h,, hy,, h. — wysokosci opuszczone odpowiednio na boki:
a, b, c,
p — polowa obwodu trojkata,
r — promien okregu wpisanego,
R - promien okregu opisanego.

Pole P trojkata ABC mozna obliczy¢ za pomocg kazdego ze wzorow:

B %ﬂhﬂ = ~bh, = ~ch,

leab*sinyz l.*::n::-:g*.ir:lﬁz119«3-511‘?“‘:—'4':
2 2 2
P=p-r
P B
4R

P=\p(p-a)p-b)p-c)

W kazdym z zadan 7.1-7.18 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

7.1. Tréjkat o bokach V3, /5, V13

A. jest ostrokatny. C. jest rozwartokatny.
B. jest prostokatny. D. nie istnieje.

7.2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Wiskaz miare kata y.
A.y=43° C. y=54°
B. y=57° D.y=117°

7.3. Obwdd czworokata wypuklego ABCD jest réwny 50 cm. Obwdd trojkata ABD
jest rowny 46 cm, a obwdd tréjkata BCD jest rowny 36 cm. Wskaz dtugos¢ przekat-
nej BD.

A. 12 cm C. 14 cm

B. 16 cm D. Jest za mato danych, aby to obliczyc.



7. Figury na ptaszczyznie

7.4. W trojkacie prostokgtnym symetralna przeciwprostokatnej i Srodkowa wycho-
dzgca z wierzchotka kata prostego tworza kat 22°, Zatem katy ostre tego trojkgta majg
miary

A. 56°, 34°. B. 68°, 22°. G 627, 28", D. 54°, 36°.

7.5. Srednica kota w rowerze jest réwna 50 cm. Ile petnych obrotéw wykona to koto
na dystansie 700 m?
A. 446 B. 892 C. 891 D. 445

7.6. W tréjkacie ABC przedstawionym na rysunku: C
|AB| =10 i |AD|:|DB|=1:4.

Jakiej dtugosci sa przyprostokatne tego trojkata?
A.6i8 C.2V/5i85 N
B. 21/10i2V15 D.2v5i45 47D 8

7.7. Na rysunku przedstawiono okrag i niektore jego cieci-

wy. Na podstawie podanych informacji wskaz miare kata a.

A. 40° B. 50° C. 60° D. 90° b ‘
Py

7.8. W trdjkacie ABC mamy |AC| = |BC| oraz 4C = 40°.
Wskaz miare¢ kata rozwartego miedzy dwusiecznymi katow
A1iB.

A. 130° B. 120° C. 110° D. 100°

7.9. W trojkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC| = 101 |AB| = 16,
srodkowe przecinajg si¢ w punkcie S. Wskaz dlugos¢ odcinka AS.

A. 43 B. 417 C. 217 D. 4

7.10. Pole kwadratu wpisanego w trdjkat rownoboczny ¢
ABC (zob. rysunek) jest rowne 12. Wskaz dlugos¢ boku
trdjkata.

A. 43 C.4+2V3

B.2+2V3 D. 16

A B

7.11. Prostaljest styczna do okregu o promieniu 5 cm. Ile jest okregéw o promieniu

3 cm stycznych zewnetrznie do tego okregu i rownoczesnie stycznych do prostej [?
A.1 B. 2 C.3 D.4
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7.12. W tréjkacie rOwnoramiennym katy przy podstawie majg miare 30° a wyso-
kos¢ opuszczona na te podstawe jest rowna 1. Wskaz promien okregu opisanego na
tym tréjkacie.

A. V3 B. 2V3 C. 4 D. 2

7.13. W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, wysoko$¢ po-
prowadzona z wierzchotka C jest réwna 361 |AB| = 32. Wskaz dlugosc srodkowe;
poprowadzonej z wierzchotka B.

A. 31 B. 1843 C. 30 D. 163

7.14. W trojkacie ABC dane sg: |AB| = 12, |BC| = 10, |CA| = 11. Dwusieczna
kata ABC przecina bok AC w punkcie D. Wskaz dtugosc odcinka AD.

A.5 B. 5,5 C. 6 D. /30

7.15. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysun- B D

ku. Wiadomo, ze AB || CD, |AB| = 5, S

|IBC| = 24 oraz |DC| = 7. Wskaz dlugosc i

odcinka BS. C
A. 14 B. 12 C. 10 D. 6

7.16. Pole kota o $rodku S przedstawionego na rysun-

ku jest rowne 169n. Diugos¢ odcinka M P wynosi 12.
Wikaz dtugosc odcinka NM.

A. 8 B. 7 C.6 1.5

7.17. Dane sg cztery kola o réwnych promieniach,
srodkach §,, S5, S5, S,, parami styczne zewnetrznie. Su-
ma pol tych kot wynosi 16m. Ile jest rowny promien
okregu o $rodku § stycznego zewnetrznie do kazdego
z wymienionych kot, potozonego jak na rysunku?

A.4(x/i—1) C.z(\ﬁ—l)
B. 0,5 D. 1

7.18. Drzewo rzuca cien o dlugosci 12 m. Pionowo ustawiony drazek o wysokosci
90 cm rzuca cien o dlugosci 72 cm. Wskaz wysokos¢ drzewa.

A. 8V2m B. 16 m C. 83 m D.15m
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W zadaniach 7.19-7.23 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

7.19. Figure F tworza: koto oraz dwa punkty nienalezace do tego kota. Figura F
A. ma zawsze doklfadnie jeden Srodek symetrii.

B. ma zawsze 0§ symetrii.
C. moze miec 0§ symetrii.

7.20. W trojkacie ABC kat przylegly do kata ABC jest dwa razy wigkszy od kata
BAC. Troéjkat ABC jest
A. ostrokatny. B. rownoramienny. C. rozwartokatny.

7.21. Cieciwy ABi CD okregu o srodku w punkcie S przeci- ' B

najg sie w punkcie P, przy czym |AB| # |CD| (zob. rysunek). C
A. 4APD = 2-4ABD i
B. Tréjkaty APC i DPB s3 podobne. A o

C. Trojkaty ACB i DBC s3 podobne.

1.22. Proste BC, CD 1 DB sg styczne do okregu
odpowiednio w punktach A, Ei F (zob. rysunek).
A. |AB| = |BF|
B. |ED| = |DF]
C. |[EC| = |AC]

7.23. W szeséciokgcie foremnym ABCDEF przekatna BF ma diugosc 4.
A. Pole tego szesciokata jest réwne 8+/3.

B. Obwdd tego szesciokata wynosi 8 V3.
4v3

C. Promien okrggu opisanego na tym szesciokacie jest rowny 3

J

7.24, W trojkacie ABC dane sa |AB| = 8 i |BC| = |AC| = 5. Dokoncz zdanie.
Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.
Promien okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny

A. | 2, 1. | trojkat ABC jest prostokatny.

B. | 4, poniewaz 2. | wynika to z twierdzenia sinusow.

]- & 2 & . Fow =
C. 42’ 3. | stanowion 5 wysokosci trojkgta opuszczonej na podstawe.
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+ 7.32. Pie¢ jednakowych kél o promieniu 18 cm jest

7.25. Liczby 4, 10, ¢ sg dlugosciami bokéw tréjkata rownoramiennego. Oblicz c.
7.26. Liczby 6, 10, ¢ sg dlugosciami bokdw tréjkata rownoramiennego. Oblicz c.

7.27. Punkt D lezy na boku BC trojkata rownoramiennego ABC, w ktorym
|AC| = |BC|. Odcinek AD dzieli trojkat ABC na dwa tréjkaty rOwnoramienne w taki
sposéb, ze |AB| = |AD| = |CD|. Oblicz miary katow trojkata ABC.

7.28. Na rysunku podano miary niektérych katow w czwo- C
rokgcie ABCD, w ktorym |AB| = |DB|. Oblicz miare kata D &2
ADC.

50°
7.29. Pod wplywem silnego wiatru wysoka sosna pochylita 10°

sie do poziomu pod katem 72°. Pod jakim katem padajg pro-
mienie stoneczne, jezeli dlugosc sosny réwna jest dlugosci je;
cienia?

7.30. W tréojkacie ABC dane sa: |AB| = 3,2, |AC| = 2,3 i IBAC = 72°. Oblicz pole
tego trojkata. Podaj wynik z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

7.31. Kolo o srednicy 72 cm toczy si¢ po prostej drodze dlugosci 5 m. Ile pelnych
obrotow wykona koto?

stycznych zewnetrznie do kola o promieniu r. Ponadto
kazde z nich jest styczne zewnetrzne do dwdéch sasied-
nich kot. Oblicz r z doktadnoscig do 0,1 cm.

7.33. Na rysunku zaznaczono cieciwy w okregu i nie-
ktére katy wyznaczone przez te cigciwy. Oblicz katy:

a, B,y 0.

7.34. Na rysunku zaznaczono cigciwy w okregu i niektdre katy wyznaczone przez te

cieciwy. Oblicz miare kgta a (punkt § jest srodkiem okregu).
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7.35. W trojkacie ABC wysokos¢ CD dzieli bok AB na odcinki o dlugosciach
|AD| = 3 cm 1 |BD| = 5 cm. Bok BC ma dlugosc 7 cm. Na jakie czesci zostanie
podzielony bok BC symetralng boku AB?

7.36. W trojkacie ABC, w ktérym |AB| = 16, poprowadzono prostg rownolegly do
AB przecinajaca bok AC w punkcie K i bok BC w punkcie L. Odcinek KL ma dlugosc
12, a wysokos¢ CE trojkata KLC jest réwna 15. Oblicz pole trapezu ABLK.

7.37. W tréjkacie ABC poprowadzono odcinek RQ rownolegly do boku AB (R lezy
na boku AC, Q lezy na boku BC) i odcinek PQ réwnolegly do boku AC (P lezy na
boku AB). Dane sa dlugosci: [PB| = 8, |QB| =9, |PQ| =7, |RQ| = 4. Oblicz obwod
trojkata ABC.

7.38. Podstawa AB trojkata rownoramiennego ABC ma diugosc 8, a <BAC = 30°,
Oblicz dlugos¢ srodkowej AD tego trojkata.

7.39. W trojkacie prostokagtnym ABC dane sa dlugosci przyprostokatnych:

|AC| = 2,4 i |AB| = 3,2. Z punktu K bedacego srodkiem boku AC poprowadzono
odcinek KL (L € BC) prostopadty do boku BC. Z punktu M bedacego srodkiem boku
AB poprowadzono odcinek MN (N € BC) prostopadly do boku BC. Oblicz dtugosci
odcinkow KL i MN.

7.40. Stosunek diugosci przekatnych rombu jest rowny 4 : 3. Oblicz stosunek ob-
wodu rombu do sumy diugosci jego przekatnych.

7.41. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trojkgcie ostrokgtnym ABC. Kat
ACS jest trzy razy wiekszy od kata BAS, a kgt CBS jest dwa razy wigkszy od kata BAS.
Oblicz katy trojkata ABC.

7.42. Boki trojkata opisanego na okregu majg dlugodci rowne 10, 14 i 20. Oblicz
odleglosci wierzchotkow tego trojkata od punktéw stycznosci bokdw z okregiem.

7.43. W okrag o promieniu 3 cm wpisano kgt o mierze 30°. W punktach przeciecia
okregu z ramionami kata poprowadzono styczne do tego okregu. Oblicz odlegtosc
punktu przeciecia stycznych od §rodka okregu.

7.44. Czworokat ABCD jest wpisany w koto o srodku S. Przekagtna AC jest sSrednicg
kota, a kat BSD ma miare 102°. Wykaz, ze kat ostry tego czworokata jest réowny 51°.

7.45. Srodek podstawy trdjkata rGwnoramiennego o ramionach dlugosci 25 cm
i podstawie rownej 14 cm jest réwnoczes$nie Srodkiem okregu stycznego do ramion
trojkata. Oblicz promien tego okregu.
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+ 7.55. W réwnolegtoboku ABCD dane s3: |AB| = |BD|

7.46. W trapezie opisanym na okregu o promieniu 5,23 cm jeden z katow jest prosty,

a kat ostry ma miare 46°. Oblicz pole trapezu z dokladnoscig do 1 cm’.

7.47. Na zewnatrz trojkata prostokagtnego ABC, D

w ktorym < ACB = 90°, |AC| =5 i |BC| = 12, C
zbudowano kwadrat ACDE, jak na rysunku.
Punkt H lezy na prostej ABi 9EHA = 90°. E
Oblicz pole trojkgta HAE. H A B

7.48. Punkt D lezy na boku BC przedstawionego na rysunku trojkata C
rownoramiennego ABC, w ktorym |AC| = |BC|. Odcinek AD dzieli

trojkat ABC na dwa tréjkaty rOwnoramienne w taki sposob, ze

|AD| = |CD| oraz |AB| = |BD|. Udowodnij, ze IADC =5 -4ACD.

7.49. W trapezie ABCD dane s3: AC = 5, 4DAC = 4ABC = 30°
Proste AD i BC, w ktérych zawierajg si¢ ramiona trapezu, sg prosto-
padfe. Oblicz pole trapezu.

A B

7.950. W tréjkacie rownobocznym ABC poprowadzono odcinek AD taki, ze punkt D
lezy na boku BC. Stosunek pola trojkagta ADC do pola tréjkata ADB jest rowny 1: 3.
Wyznacz tangens kata DAB.

% 7.91. Oblicz stosunek promienia kota opisanego na osmiokacie foremnym do pro-

mienia kota wpisanego w ten oSmiokat.

% 7.52. Prosta réwnolegla do boku AB trojkata ABC przecina bok AC w punkcie M

i dzieli trojkat na czesci o réwnych polach. Wyznacz stosunek |[AM|: |MC].

+ 7.53. Dany jest trojkgt ABC, w ktéorym wysokos¢ CD réwna 5 cm dzieli bok AB na

dwie czesci: |AD| = 4 cm i [DB| = 8 cm. Znajdz dlugos$¢ odcinka rownolegle-
go do CD, ktorego konce lezg na bokach trojkata i ktory dzieli ten tréjkat na czesci
o réwnych polach.

+ 7.54. Okrag przechodzacy przez wierzcholek kata ostrego i wierzchotki katow

rozwartych rombu dzieli przekgtng rombu na odcinki o dlugosciach 25 cm i 7 cm.
Oblicz pole rombu.

a oraz |AC| = 2a.
Oblicz diugosc¢ boku AD oraz cosinus kata ostrego a utworzonego przez przekatne
réwnolegloboku.

71.56. Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = 17 i |BC| = 10. Na boku AB lezy
punkt D taki, ze |AD|:|DB|=3:4 1 |DC| = 10. Oblicz pole trojkata ABC.
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¥ 7.57. Narysunku 1 przedstawiono kat a o wierzchotku A. Na jednym ramieniu tego
kata wybrano punkty D i E takie, ze |AE| = 3|AD|, a na drugim - punkty M i B
takie, ze |[MB| = 4|AM]|. Odcinek ME przecina odcinek BD w punkcie P. Wykaz,
ze |BP| = 6|PD|.

7.58. Okregi o srodkach w punktach O i § sg styczne zewnetrznie w punkcie K
i styczne do prostej k w punktach A i B, jak na rysunku 2. Trojkat BSK jest row-
noboczny. Wiedzac, ze [SB| = r, oblicz dlugos¢ odcinka OA.

Rys. 1. 4 M B Rys.2. A B

7.99. Dany jest czworokat wypukly ABCD niebedgcy réwnoleglobokiem. Punkty
M, N s3 odpowiednio srodkami bokéw AB i CD. Punkty P, Q sg odpowiednio $rod-
kami przekatnych AC i BD. Udowodnij, ze MQ || PN.

7.60. Dany jest prostokat ABCD (rys. 3). Okregi o §rednicach ABi AD przecinajg
sie w punktach A i P, jak na rysunku. Wykaz, ze punkty B, Pi D lezg na jednej proste;.

7.61. W kwadrat o boku 1 wpisano dwa przystajgce okregi o promieniu r styczne
ﬁ

zewnetrznie i styczne do bokéw kwadratu, jak na rysunku 4. Wykaz, ze r =1 - —.

'

7.62. Czworokaty ABCD i APQR na rysunku 5 sg kwadratami. Udowodnij, ze

|BP| = |DR|.
D C
p D C
Q
A B i p
A B
Rys. 3. Rys. 4. Rys. 5.

7.63. Oblicz dlugosc diuzszej przekatnej réwnolegloboku, ktérego boki majg diu-

gosci 914, a kat ostry ma miare 45°.
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8. Geometria analityczna

* Rownanie y = ax+b ozmiennych x, y nazywamy réwnaniem prostej w postaci

kierunkowej. Liczbe a nazywamy wspoélczynnikiem kierunkowym tej prostej.

e Rownanie Ax+By+C =0 ozmiennych x, y, w ktérym A i B nie s3 jednoczesnie
rowne 0, nazywamy rownaniem prostej w postaci ogolne;j.

e R Ll

I.\..'
- =[p et L
Twiioarti7onia
- 1Twierazenia
1 ) .

g e T

» Srodkiem odcinka o koficach A = (x4, y4) i B=(xp yp) jest punkt

M=(xa+x3 J’A*‘J’E)
2 7 2 '

» Srodkiem ciezkodci trojkata o wierzchotkach A = (x4, y4), B = (xp ¥3),

- yp+
C = (xc, yc) jest punkt S = (l‘:‘+2ﬂ+xc, L }33 y':).

e Prosta o rownaniu y = ax + b jest nachylona do osi x pod takim katem «, ze
tga = a.

e QOdleglo$¢ miedzy punktami A = (x4, y4) i B=(xp, yp) jest réwna
|AB| = \/(-xB - x4)" + (y3- ya)*-

* Proste o réwnaniach y =a;x+b; i y =a,x+b, (a;a, # 0) sag:

— rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy a, = a,,

— prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy a, = -]

=3
e Prosta [ jest rownolegla do prostej k: Ax + By + C = 0 (Az + B # {]) wtedy
i tylko wtedy, gdy réwnanie prostej / mozna zapisac w postaci Ax + By +C, = 0.
Ponadto jezeli C=C,, to k=1, ajezeli C+ C,, to k # L.
e Prosta [ jest prostopadia do prostej k: Ax + By+ C = 0 (Az + B # (}) wtedy
i tylko wtedy, gdy rOwnanie prostej [ mozna zapisa¢ w postaci Bx — Ay + C, = 0.

X o Odlegto$¢ punktu P = (x,, ¥,) od prostej o réwnaniu Ax + By +C =0
|Ax, + By, + C|
VAZ+ B2

(Az +B* # 0) jest rowna



8. Geometria analityczna

e Réwnanie (x —a)” + ( Y- b)* =r* (r > 0) opisuje na plaszczyzZnie kartezjanskiej
okrag o srodku § = (a, b) ipromieniu r.

e Obrazem punktu A = (x, y) w symetrii osiowej wzgledem osi x jest punkt
A' = (x, —-y).

e Obrazem punktu A = (x, y) w symetrii osiowej wzgledem osi y jest punkt
A' = (-x, ).

e Obrazem punktu A = (x, y) w symetrii rodkowej wzgledem poczatku uktadu

wspolrzednych jest punkt A’ = (=x, —y).

* Rownanie Ax + By + C =0 opisuje:
— calg ptaszczyzne, gdy A= B =C =0,
— zbior pusty,gdy A=B=01 C# 0,
— prostg, gdy A i B nie sg jednoczesnie rowne 0.

* Jezeli mamy wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty,
to najpierw sprawdzamy, czy pierwsze wspotrzedne tych punktow sg réwne — jesli
tak, prosta ma rownanie postaci x = c. Jesli pierwsze wspolrzedne tych punktow
sg rozne, korzystamy z postaci kierunkowej réwnania prostej: y = ax + b.

* Nieréwnoé¢ (x—a)* + (x—b)*> <r* (r > 0) opisuje na plaszczyznie kartezjanskiej

kolo o srodku S = (a, b) i promieniu r. Nierobwnos$c¢ (x — a)z + (x — b)2 > r
opisuje zbior punktow lezacych na zewnatrz tego kofa.

W kazdym z zadan 8.1-8.20 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

8.1. Punkt (-1, 7)jest Srodkiem odcinka AB, wktérym A = (3 — 247, \/—3-) Wskaz
wspolrzedne punktu B.

A. (-5-2v7,7-3) C. (-5-2V7, 14— V3)

B. (5+2V7, 14— V3) D. (-5 +2v7, 14— V3)

8.2. Odleglos¢ punktu przeciecia prostych y = =3 oraz 2x + y = 7 od poczatku
uktadu wspoirzednych jest rowna

A. 8. B. 2/17. C. V34. D. 2+2.
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8.3. Wierzchotkami trdjkata sg punkty A = (-3, 4), B = (1, =2), C = (5, 8).
Wikaz diugosc srodkowej poprowadzonej z wierzchotka B.
A. 4 B. 2v2 C. 8 D. 217

8.4. Wskaz rownanie prostej, ktora tworzy z osig x kat o mierze 120°.
=

V3

A.y=+V3x-3 B. y=-—x C.y+V3x=vV3 D.2y+x+4=0
8.5. Wskaz srodek cigzkosci trojkata o wierzchotkach A = (-5, -1), B = (7, 3),
= [l; 7)

A. (2, 3) B. (1, 4) C. (-3- 3) D. (1, 3)

8.6. Ile wynosi pole czworokata ABCD, w ktorym A = (-1, -1), B = (6, -1),
= (6: 3): D= (_1: 3)?
A. 18 B. 28 C. 30 D. 48

8.7. Boki trojkata zawierajg si¢ w prostych o réwnaniach x -1 =0, y+4 = 0,
2x — y = 0. Pole tego trojkata jest rowne

A. 3+/5. B. 3+/10. C. 9. D. 4,5.
8.8. Ktora z prostych nie przechodzi przez zaden i
z punktow kratowych zaznaczonych na rysunku? | ] ]
A. X—y—1=0 (L 2%—-3y—1=0 o
B.4x-y-7=0 D.x-2y+1=0 —
1+ Py
8.9. Wiskaz odleglo$¢ miedzy prostymi 3x+ y =1 0f 1 . ;
I 3%+ ¥ =10, |
s 38 g, S C. V5 p. & [
2 10 5
8.10. Pole czworokata ABCD przedstawionego T TTTTT1 [
na rysunku jest rowne
A. 25. Lo 12,5,
B. 50. D. 12+/3.

8.11. Liczba punktow wspdlnych okregu

o rownaniu (x + 5)2 +{y — 2)2 = 25 z osiami
ukladu wspolrzednych jest rowna

A. 4. B. 3. C. 2. D. 1.
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8.12. Wskaz punkt nienalezacy do okregu o rownaniu (x - : yz =9 = [\
A. (1,V5) B. (6, 0) C. (1,-+/5) D. (1, V2)

8.13. Odlegloé¢ miedzy srodkami okregéw o réwnaniach (x —2)° + (y - 1)° = 4
oraz (x — 5)2 +(y+ 1)* = 6 jest rOwna
A. V5. B. V13. C. 2+ V6. D. 10.

8.14. Jaki zbior punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomocg nierow-
no§ci (x +5)° + (y—1)° < 07

A. zbior pusty C. zbidr jednoelementowy

B. koto D. okrag

8.15. Jaki zbidr punktoéw plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca ukiadu
(x-4’+(y+2)° <4,

y+x=2 |

A. odcinek B. kolo C. polplaszczyzna D. zbidr pusty

warunkow {

8.16. Prosta o rownaniu 3x— y+20 = 0 jest styczna do okregu o Srodku w punkcie
S = (3, —1). Wskaz promien tego okregu.
A.9 B. V10 C. V30 D. 310

8.17. Okrag o réwnaniu (x + 9)* + ( e 4)* = 11 przeksztalcono przez symetrie
srodkowa wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych. Wskaz rownanie otrzymanego

okregu.
A. (x-97+(y-4)7=11 C. (x-9°+(y+4)° =11
B. (x+9)°+ (y+4)> =11 D. (x-4) + (y+9) =11

8.18. Wskaz réwnanie okregu, ktory jest styczny do osi uktadu wspétrzednych
w punktach P = (5, 0) i Q = (0, =5).

A. (x-5)+(y+5)° =5 C. (x+5)° + (y—5)° =25

B. (x+5)°+(y+5)° =25 D. (x—-5)"+(y+5) =25

8.19. Trojkat A'B'C'jest obrazem tréjkata o wierzcholkach A = (-3, -1),

B = (7, -2), C = (2, 6) wsymetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspot-
rzednych. Wskaz wspotrzedne $rodka ciezkosci tréjkata A'B'C.

A, (=2 =T1) B. (2, 1) G -2 1) D. (2, -1)

8.20. Wskaz rownanie prostej, ktéra nie jest osig symetrii kwadratu o wierzchotkach
(-5, —1), (1, =5), (5, 1), (-1, 5).
A. 2y = 3x B.x-5y=0 C.2x+5y=0 D.2x+3y=0
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W zadaniach 8.21-8.24 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

8.21. Dany jest punkt S = (0, -8).
A. Okrag o (S, \5) mozna opisac za pomoca roéwnania x* + ( y + 8)* = 3.

B. Punkt N = (1, —8) nalezy do kota k(S, \E)
C. Punkt M = (0, V3 - 8) nalezy do okregu ﬂ(S, \/5)

8.22. Dany jest okrgg o srodku S = (-3, 7) ipromieniu r = 5 oraz prosta

k: 4y — 3x = 12,

A. Prosta k jest styczna do okregu o(S, r).

B. Prosta k przecina okrag o(S, r).

C. Figura utworzona przez prostg k i okrag o(S, r) ma dokladnie jedng 0§ symetrii.

8.23. Zbior punktow plaszczyzny kartezjanskiej opisany za pomoca uktadu warun-
2 2
kﬁw{(x+3) +(y-1)7°<4
y=3+2

A. jest odcinkiem. B. ma dokladnie dwie osie symetrii. C. jest zbiorem pustym.

8.24. Po przeksztaiceniu okregu F przez symetri¢ osiowg wzgledem osi x otrzymano
okrag F'. Figura bedaca suma okregéw F i F’

A. ma zawsze doktadnie dwie osie symetrii.

B. moze miec tylko jedna oS symetrii.

C. moze mie¢ nieskonczenie wiele osi symetrii.

7

8.25. Figura F jest sumg prostej k: 2x+ y+4 = 0 iokregu o: (x+ 3)2 +(y- 2)2 =6,
Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.

Figura F
A. | nie ma osi symetrii, 1. | prosta k przechodzi przez srodek okregu o.
B. | ma jedna o$ symetrii, e 2. | prosta k jest styczna do okregu o.
C. | ma dwie osie symetrii 3. | prosta k nie ma punktow wspoélnych
'1 z okregiem o.

J

8.26. Naszkicujw uktadzie wspolrzednych prosta o danym rownaniu kierunkowym
i napisz jej rownanie w postaci ogélnej.

a)y:§x+2 b) y=-2 ¢) y==-3x+1 d) y=0,25x -2
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8.27. Dane réwnanie prostej zapisz w postaci kierunkowej.
a) 2x—=5y+ 15=10 c) V3x+3y-1=0
b) 2x-3y-6=0 d) 3V2x+6y-1=0

8.28. Wyznacz kat nachylenia do osi x prostej o podanym réwnaniu.

V3

a) y=x-3 b) y = V3x c] =542 d)y=—Tx+5
8.29. Wyznacz rownanie prostej przechodzgcej przez punkty A i B.

a) A= (_2: _3)& B= (5: _3) C) A= (27 _1): B = (2: 3)

b) A=1(-1, 4), B=(2, -2) d) A=(-3,-5), B=(2, 4)

8.30. Sprawdz, czy punkty A, B, C sg wspolliniowe.
a) A=(1,2), B=(0, -1), C= (-1, —-4)

by A=i{-1,8) B=1(2:2); €=1{3; 1)

) A=A0,0); B=L{l =3} C={2 =5

8.31. Napisz rownania bokéw trojkata o danych wierzchotkach A, B, C.
a) A=(-3,-3), B=(3,-1), C=(1,5)
b) A=(-2,2), B=(0,5), C= (-2, 11)

8.32. Wyznacz rownanie prostej rownoleglej do prostej k 1 przechodzacej przez

punkt P.

ay ks y=2x—1, P=1(3, 2) ¢ bk 2x+3 =1, P=1(2.5)

b) ki 2x—y+5=0, P=(-1,1) d) k: y— V7 =0, P=(3,0)

8.33. Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej I i przechodzacej przez
punkt P.

a) bk y=3% P=1(0,2) ¢} b x~=59+2=0, P={(-1,2}

b) I y=—=x-1, P=(3 1) d) I y=-5 P=(37)

8.34. Sprawdz, czy dane proste k i [ pokrywaja sig, sg rownolegle i rézne, czy sie

przecinajg. Jesli sie przecinajg, to wyznacz ich punkt wspdlny.

a) k:y:-—§x+4 E2x+3y+4=0
b) ki x-3y+5=0 L y=3x-5
¢) k: —2x+4y-7=0 l:y:%x+1§

8.35. Dane jest rOwnanie prostej I: 3x + 2y — 4 = 0. Napisz rownanie prostej k
a) rownoleglej do /i przechodzacej przez punkt K = (-2, -5).
b) prostopadiej do /i przechodzacej przez punkt M = (-3, 0).
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8.36. Okresl wzajemne polozenie prostych [, k, p, g.
[ 2x~y+7=0, ki sx+y-2=0, p:x+2y-8=0, qx+2y-4=0

8.37. Wyznacz warto$¢ m, dla ktorej proste (3m —8)x -3y -18=0
1x—-3y-12=0 s3
a) rownolegle. b) prostopadte.

8.38. Wyznacz rownanie symetralnej odcinka o koncach A = (-3, 1), Q = (5, 3).

8.39. Punkt A = (5, —3) jest wierzchotkiem tréjkgta ABC. Punkty A i B sg syme-
tryczne wzgledem osi x, a punkty A i C sg symetryczne wzgledem osi y.

a) Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow B i C.

b) Oblicz pole tego trojkata.

8.40. Wyznacz rOwnanie prostej, ktora jest symetryczna do prostej o rownaniu
2x — y+ 5 = 0 wzgledem poczatku uktadu wspoélrzednych.

8.41. Oblicz obwdd trojkata o wierzchotkach P = (0, -2), Q = (6, —8), R = (2, 2).

8.42. Oblicz dlugo$c srodkowej CD w tréjkacie o wierzchotkach
a) A=(-2,-5), B=(4, -7), C=(3, -1).
b) A= (]-: _5): B= (_5: 3): C = (3: 0)*

8.43. Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej Srodkowg CD trojkata ABC, ktorego
wierzchotkami sg punkty: A = (-2, -1), B=(6, 1), C = (7, 10).

8.44. W trojkacie ABC dane sg wierzchotki A = (3, 5) i B = (-7, —1) oraz punkt
S = (=5, 4) bedacy srodkiem boku BC. Wyznacz rownanie prostej zawierajacej bok
AC tego trojkata.

8.45. Dane sg punkty: A =(1,3), B=(4,7) i C = (-2, -3). Oblicz odlegtos¢
punktu A od $rodka odcinka BC.

8.46. Punkty A = (-1, -6) i B = (4, 2) sg wierzchotkami rownolegtoboku ABCD,
apunkt S = (1, —1) jestjego Srodkiem symetrii. Oblicz obwéd tego réwnolegloboku.

8.47. W réwnolegloboku ABCD, w ktérym A = (1, 0), B= (x5, 0) i C = (x, 3),
kat BAD ma miare 30° oraz |AB| = |AD|. Wyznacz obwdd tego réwnolegltoboku.

8.48. Boki trdojkata zawierajg si¢ w prostych 4x + 3y - 21 = 0, x+2y -4 = 0,
3x + y—7 = 0. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow tego trojkata i oblicz jego pole.
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8.49. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (-3, 4), B= (5, 2), C = (6, 6).
a) Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny.

b) Oblicz pole tego tréjkata.

c) Wyznacz rownanie okregu opisanego na tym trojkacie.

8.50. Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach A = (1, -3), B=(9, 1), C = (5, 4).

8.51. Oblicz pole i obwod trojkata o wierzchotkach A = (-5, -1), B= (-1, 7),
C=10310.

8.52. Sprawdz, czy czworokat o wierzchotkach A = (-6, 0), B = (5, -7),
C=1(4,6), D= (-7, 13) jest rombem. Oblicz pole tego czworokata.

8.53. W tréjkacie ABC dane s3: wierzchotek A = (3, —4), wysokos$¢ CD:
7x =2y —1 =0 oraz wysoko$¢ BE: 2x — 7y — 6 = 0. Wyznacz réwnania prostych
zawierajgcych boki tego trojkata.

8.54. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (0, 5), B= (6, -1), C = (7, 8).
Wyznacz

a) rownanie wysokosci tego tréjkata opuszczonej z wierzchotka C.

b) réwnanie Srodkowej wychodzacej z wierzchotka C.

c) pole trojkata ABC.

8.55. Dane sg trzy wierzchotki réwnolegltoboku ABCD: A = (-3, 2), B = (6, —1),
C = (10, 1). Wyznacz wspolrzedne wierzchotka D oraz oblicz pole réwnolegloboku.

8.56. Wykaz, ze prosta o rOwnaniu y + x = 4 jest osig symetrii pieciokagta ABCDE
o wierzchotkach: A =(1, -2), B=(5, -1), C= (6, 3), D= (0, 6), E = (-2, 4).

8.57. Rozwigz uktad rownan.

D I
a)‘y— 3x"+6x+4 o) {y X = 2x—3
|y =3x—2 y=-3x-5
F 1 » 1 2
b)q})z—i.x —Sx—z d) {}):x — 4x

| x-y+3=0 y=-2x-1

8.58. Napisz rownanie okregu o Srednicy AB.
a) A= (=753}, B=(l,3)

b) A= (2, 17), B= (-8, -7)

c) A= (-4,0), B=(6, —-8)

8.59. Wyznacz srodek i promien okregu o podanym rownaniu.
a) x*+y° = 144 b) (x+7) +(y-3) =8 ) X’ +(y-3)°=5
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8.60. Okrag o srodku w punkcie S = (3, 7) jest styczny do prostej o réwnaniu
y = 2x — 3. Oblicz wspotrzedne punktu stycznosci.

8.61. Wyznacz rdwnanie okregu o srodku S = (3, -5)
a) stycznego do osi y.
b) przechodzacego przez poczatek ukltadu wspotrzednych.

8.62. Punkt A = (1, 9) nalezy do okregu stycznego do osi x w punkcie B = (-2, 0).
Wyznacz réGwnanie tego okregu.

8.63. Dane sg okregi o réwnaniach (x—2)°+ (y+ 1)’ =4 i x*+ y° = 4. Wyznacz
réwnania osi symetrii figury bedacej suma tych okregow.

8.64. Punkty A=(7,7), B=(0, 8), C = (-2, 4) sg wierzchotkami tréjkata ABC.
Oblicz pole tego trojkata.

8.65. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt P = (=5, 6), ktoérego
Srodek lezy na prostej y = 2x + 4, a promien jest rowny 4+/2.

0 8.66. Okrag o srodku S = (4, 3) przechodzi przez punkt P = (5, 6). Prosta
y = —x + 3 przecina ten okrag w punktach A i B. Wykaz, ze trojkat ABP jest prosto-
katny, i oblicz jego pole.

8.67. Punkt A = (-2, 5) jest jednym z wierzchotkéw tréjkgta rownoramiennego
ABC, wktorym |AC| = |BC|. Bok BC jest zawarty w prostej o rownaniu y = x + 1.
Pole tego tréjkata jest rowne 15. Oblicz wspolrzedne wierzchotka C.

8.68. Dane s3: okrag x° + yz = 16 ipunkt A = (8, 0). Wyznacz rOwnanie prostej
stycznej do danego okregu przechodzgcej przez punkt A.

8.69. Okrag o srodku S = (5, 4) jest styczny wewngtrznie do okregu o réwnaniu
(x — 4)° + ( Y- 2)° = 36. Wyznacz rownanie wspolnej stycznej obu okregow.

8.70. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym [AB| = |AC| 1 B = (7, 2).
Pole tréjkata jest réwne 20. Wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka A zawiera sig
w prostej y = 3x + 1. Oblicz wspélrzedne punktéw A i C.

8.71. Wyznacz rownanie okregu o promieniu 3 przechodzacego przez punkt
P = (2, -1) i stycznego do osi odcietych, wiedzac, ze ten okragg nie przecina osi
rzednych.



9. Rachunek
prawdopodobienstwa
| statystyka

e Jezeli w danym doswiadczeniu losowym wszystkie zdarzenia elementarne tworza
zbior () i s3 jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zajscia zdarze-
nia A jest réwne stosunkowi liczby zdarzen sprzyjajgcych zajsciu zdarzenia A do
liczby wszystkich zdarzen ze zbioru ()

o Zdarzeniem przeciwnym do A nazywamy zdarzenie polegajace na tym, ze zda-

; . ; . . . !
rzenie A nie zajdzie. Zdarzenie przeciwne do A oznaczamy A.

# ® Jezeli w grze losowej wyniki gracza X przyjmujg wartosci x,;, x,, ..., X,, odpo-
wiednio z prawdopodobienstwami p,, p,, ..., p,, gdzie p;+py+ ... + p, =1,
n € N i n> 1, towartoscig oczekiwang EX tej gry nazywamy liczbe:

EX=x1p1 +X%,0, + ... + XD,

W uporzadkowanym niemalejgco szeregu liczb mediana nazywamy wyraz §rod-
kowy (w szeregu o nieparzystej liczbie wyrazéw) lub Srednig arytmetyczng dwoch
wyrazow srodkowych (w szeregu o parzystej liczbie wyrazow).

e Dominanta w zestawie danych jest ta wartosc, ktora wystepuje w nim najczescie;
1 wiece) niz raz.

* Jezeliliczby x,, x,, ..., x,, sa wszystkimi wynikami obserwacji, to ich srednia jest
rowna:
— X t+XyF ... +X
X = 1 2 H
n
e Jezeli wynikom x;, x5, ..., x,, nadane sg odpowiednio dodatnie wagi
a,, ay, ..., d,, tosredniag wazona tych wynikow jest liczba:
_— ﬂ1x1+ﬂ2x2+ o "I"ﬂnx”
X =

ﬂ1+ﬂ2"+‘ +ﬂﬂ'
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Ne

w - L] 2 . iki"
ariancja o~ w zestawie wynikow x;, x5, ..., X,

nazywamy przecietne odchy-

lenie kwadratowe od wartosci sredniej x:

(j’z _ (x1 —'E)2+(IE“E)E+ Wi +(Jﬂ”_1:2

e

Odchyleniem standardowym o w zestawie wynikow x,, x,, ..., X,, nazywamy
pierwiastek kwadratowy z wariancji:

ﬂ'_,x/gﬁ,_\j(xlu_.)l+(xzi)2+ +(.-:~::”-“E)‘jl

H

p-tym centylem w zbiorze liczb nazywamy taka wartosc k, ze p% liczb z tego zbio-
ru jest mniejszych lub réwnych k.

Regula mnozenia
Jesli pewien wybor zalezy od k (k € N i k > 0) decyzji oraz: podejmujac pierwsza

decyzje, mamy m; mozliwosci, drugg — mamy m, mozliwosci, ..., ostatnig (k-tg)
- mamy ;. mozliwosci, to wyboru tego mozna dokonac¢ na m, - m, - ... - m
sposobow.

Niech () bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych, a P — prawdopodobien-
stwem okreslonym na zdarzeniach A, B C (). Wdwczas:

(1) P(@) =0, P(Q)=1,

(2) dla kazdego zdarzenia A C () prawdziwa jest nierownos¢ P(A) < 1,

(3) P(A)+ P (A’) = 1.

Jezeli z urny zawierajacej n ponumerowanych kul losujemy ze zwracaniem k razy

po jednej kuli, to liczba wszystkich mozliwych wynikow losowania jest rowna "

Jezeli z urny zawierajgcej n ponumerowanych kul losujemy bez zwracania k razy
(k < n) po jednej kuli, to liczba wszystkich mozliwych wynikow losowania jest
rowna n-(n—1)-...-(n—-k+1).

Zadne zdarzenie elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A nie sprzyja zdarzeniu A
i na odwrdt. Inaczej mowigc, kazde zdarzenie elementarne w € ) albo sprzyja

zdarzeniu A, albo sprzyja zdarzeniu A,



9. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

o W statystyce mamy do czynienia z odwroconym, w stosunku do rachunku praw-
dopodobienstwa, wnioskowaniem:
— w rachunku prawdopodobienstwa — na podstawie znajomosci catej populacji
okreslamy prawdopodobienstwo wylosowania probki o okres§lonej wlasnosci,
— W statystyce — na podstawie wiasnosci probki losowej wyciggamy najbardzie;

prawdopodobne wnioski o nieznanych wlasnosciach populacji.

 Mediana dzieli uporzadkowany szereg danych surowych w taki sposéb, ze przed
nig i za nig jest tyle samo danych.

e Rozstep, czyli odleglos¢ miedzy danymi skrajnymi, jest jedng z miar rozproszenia
danych.

W kazdym z zadan 9.1-9.12 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

9.1. llejestliczb trzycyfrowych, ktorych wszystkie cyfry sg ré6znymi liczbami niepa-

rzystymi?
A. 125 B. 100 C. 40 D. 60

9.2. Mamy do dyspozycji 8 skrytek bagazowych. Na ile sposobow mozemy rozmie-
sci¢ w nich 3 rézne walizki tak, aby w kazdym schowku znajdowata si¢ co najwyzej
jedna walizka?

A. 8 B. 3° C.8-3 D.8:7-6

9.3. Przesuwamy sie wzdluz krawedzi szescianu ABCDA'B'C'D'". Na ile sposobéw

mozemy dojs¢ z punktu A do punktu yh przechodzac po drodze przez dokladnie

dwa z pozostatych wierzchotkow?
A.3 B. 6 C. 8 D. 27

9.4. Rzucamy szedcienng kostkg do gry. Wskaz prawdopodobienstwo wyrzucenia
liczby oczek bedacej liczbg zlozona.

K B 2 C.
3 2

D

| 2
= ey

9.5. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby. Wskaz
prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktorych iloczyn jest parzysty.
A. 0,6 B. 0,64 C. 0,7 D. 0,8
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9.6. W urnie znajduje si¢ 12 kul bialych i 4 czarne. Losujemy dwie kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania kul réznego koloru?

4 1 2
A. — B. - C. - D. —
15 3 5 16

9.7. Ze zbioru wszystkich krawedzi graniastostupa wybieramy jedng. Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze bedzie to krawedz jednej z podstaw tego graniastostupa?

2
A. Jest za malo danych, zeby to obliczy¢. B. % C. .;; D. ?

9.8. Rzucamy dwiema szeSciennymi kostkami do gry. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze suma liczb wyrzuconych oczek bedzie wigksza od 77

17 D 1 -
A. — b . = D. -
- 3 -+

36 " 12

9.9. Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry i trzema monetami. Wskaz
prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy tylko pigtki i orly.
1

1 1 1
A. — B. — C. — D. —
32 4+t 98 288

9.10. Z trzech czesci egzaminu, ktorym nadano wagi 1, 2 oraz 3, Anna otrzyma-
la odpowiednio 42, 30 i 60 punktéw. Koncowy wynik byt srednig wazong wynikow
trzech czesci. Ile punktéw otrzymata Anna za caly egzamin?

A. 94 B. 46,5 C. 141 D. 47

9.11. W uporzadkowanym szeregu: 1, 2, 2, 2, 6, x, x, 12, 12, 21, 23, 27 mediana
wynosi 9. Wskaz liczbe x.
A. 6 B. 9 C. 12 D. Wyznaczenie x jest niemozliwe.

9.12. Wskaz odchylenie standardowe nastepujgcego zestawu danych:

=1y 1o by by By 1y A Ay g Doy Ay 35 15 1, B

A1 B. . C. = D, Y2
2 16 2

W zadaniach 9.13-9.16 ocen prawdziwosc podanych zdan.

9.13. Liczba wszystkich liczb pigciocyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3 oraz
A. parzystych jest rowna 81.

B. nieparzystych jest rowna 162.

C. podzielnych przez 4 jest rowna 16.
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9.14. Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych dwucytrowych losujemy jedng. Praw-

dopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez

, 1 : : 2 . : 1
A. 3 jest rowne - B. 41 jest rowne et C. 12 jest rowne T

9.15. Rzucamy trzema kostkami szeSciennymi. Oznaczmy zdarzenia: A - iloczyn
liczb oczek jest nieparzysty, B — iloczyn liczb oczek jest parzysty, C - suma liczb oczek
jest nieparzysta, D — suma liczb oczek jest parzysta. Zdarzenia

A. A i B sie wykluczaja. B. Ai D si¢ wykluczaja. C. BiC si¢ wykluczaja.

9.16. Zcyir 1,2, 3,4, 5 ukladamy wszystkie mozliwe liczby czterocytrowe o réznych

cyfrach. Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana jedna z tych liczb jest

1
A. r¢ 3541, [ —,
rowna wynosi —-

; 2
B. parzysta, wynosi 5

C. wigksza od 5430, wynosi é

o

9.17. Mamy 6 réznych ksigzek i 5 réznych pudetek. W kazdym z nich mogg si¢ zmie-
Sci¢ wszystkie ksigzki. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej
uzasadnienie 1, 2 albo 3.

Liczba sposobow rozmieszczenia tych ksigzek w pudetkach jest rowna

A. | 30 1 zgodnie z regula mnozenia nalezy pomnozy¢ liczbe ksigzek
' | " | przez liczbe pudelek.

B. | 5° soniewaE | kﬂ:'«'zd..emu p}ldﬂtkﬂ I.'ﬂDiEITl}T jednoznacznie przyporzadkowac
ksigzke, ktora do niego trafi.

kazdej ksiazce mozemy jednoznacznie przyporzadkowac

pudetko, do ktorego trafi.

9.18. Ile jest mozliwych wynikéw danego doswiadczenia losowego?

a) Rzucamy 5 razy monetg i zapisujemy kolejne wyniki.

b) Rzucamy 3 razy kostkg do gry i zapisujemy kolejne wyniki.

c) W urnie jest 15 ponumerowanych losow. Wyciggamy 2 razy po jednym losie bez
zwracania i zapisujemy kolejne wyniki.

d) W urnie s3 4 r6znokolorowe kule. Losujemy kolejno 3 razy po jednej kuli ze zwra-
caniem i zapisujemy kolejne wyniki.

e) W pudetku sg kartki z cyframi 2, 4, 6 i 8. Losujemy kolejno wszystkie kartki i za-
pisujemy otrzymang liczbe czterocyfrows.

191 I



B 192 Dziat 3. Powtorzenie

9.19. Haslo skiada si¢ z oSmiu znakdw: trzech liter na poczatku i pieciu cytr. Ile
takich haset mozna utozy¢, majac do dyspozycji 24 litery i wszystkie cyfry?

9.20. Ile jest mozliwosci wypisania na swiadectwie ocen z dziewieciu przedmiotow
uczniowi, ktory otrzymat promocje do nastepnej klasy?

9.21. W alfabecie Morse’a litery sg kodowane za pomoca ciggu znakéw: kropek
i kresek. Ile liter mozna zakodowag, jezeli zalozymy, ze do zakodowania kazdej z nich
mozemy uzyc¢ co najwyzej czterech znakow?

9.22. W sali do nauki jezykow obcych jest 15 miejsc. Na ile sposobow moze usigsc
w tej sali pieciu uczniow? Wynik podaj z doktadnoscig do dwdch miejsc znaczacych.

9.23. Na ile sposobéw mozna rozlozyc 5 réznych kart pocztowych w 8 przegrod-
kach, jezeli

a) w pojedynczej przegrodce moze byc¢ kilka kart?

b) w kazdej przegrédce moze by¢ najwyzej jedna karta?

9.24. 7 urny zawierajgcej siedem kul oznaczonych cyframi 1, 3, 4, 6, 7, 8, 9 losujemy
ze zwracaniem trzy razy po jednej kuli i tworzymy trzycyfrowe liczby. Ile otrzymamy

w ten sposdb liczb
a) wiekszych od 4007 b) wiekszych od 6507 ¢) mniejszych od 7777

9.25. Ilejest liczb naturalnych trzycyfrowych, ktére maja rozne cyfry i sg
a) wieksze od 3007 b) mniejsze od 5207 c) mniejsze od 4587

9.26. Test sprawdzajgcy wiedze z historii sktada sie z 45 pytan. Do kazdego pytania

sg cztery odpowiedzi, a wsrdd nich tylko jedna poprawna. Na ile sposobow uczen

rozwigzujacy test moze wypetnic tabele odpowiedzi, jezeli

a) odpowie na wszystkie pytania poprawnie?

b) odpowie (dobrze lub Zle) na wszystkie pytania?

c) poda odpowiedzi tylko do pierwszych 40 pytan?

d) odpowie poprawnie tylko na pierwszych 10 pytan, a do wszystkich pozostatych
poda bledne odpowiedzi?

0.27. llejest liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 15 lub przez 207

9.28. Na jednej prostej zaznaczono 3 punkty, a na dru-
giej 4 punkty, jak na rysunku. Ile jest wszystkich tréjka-

tow, ktorych wierzchotkami s3 trzy spodrdéd zaznaczonych
punktéow?
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9.29. Ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje jedna
cyfra bedaca liczbg nieparzystg i trzy parzyste?

9.30. Kuba ma w szufladzie 5 koszulek: bialg, niebieska, zielong, pomaranczowsg
i czarng, oraz 3 pary spodni: niebieskie, brgzowe i czarne. Po ciemku wyjmuje jedng
koszulke i jedng pare spodni. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze beda one w tym
samym Kolorze.

9.31. Ze zbioru wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére majg rézne cyfry i sa utworzo-
nezcyfr0, 1, 5, 8,9, losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
liczby parzyste;.

9.32. Z pudelka, w ktorym jest 9 kul ponumerowanych od 1 do 9, losujemy kolejno
bez zwracania dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za pierwszym razem
wylosujemy kule z numerem parzystym, a za drugim razem kule z numerem niepa-
rzystym. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

9.33. Dwaj bracia codziennie losujg, ktory z nich ma sprzgtng¢ wspolny pokéj. Kaz-

dy z nich rzuca kostka. Sprzata ten, kto wyrzuci mniejsza liczbe oczek. Jezeli obaj

wyrzucg tyle samo, pokoj pozostaje niesprzatniety do nastepnego dnia.

a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jutro bedzie sprzata¢ mlodszy brat.

b) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przez 5 kolejnych dni pokdj nie bedzie
sprzatany?

9.34. Na kostkach domina s3 po dwa pola, kazde oznaczone liczba od 0 do 6. Zestaw
do gry sklada si¢ z kostek, ktére wykorzystujg wszystkie mozliwe uklady liczb na obu
polach i kazda kostka ma inny uklad pol. Z zestawu wszystkich kostek wyciggamy
jedna. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze na wyjetej kostce sa

a) pola z takimi samymi liczbami.

b) pola z co najmniej jedng dwdjka lub co najmniej jedng tréjka.

9.35. Pan Euzebiusz pamieta, ze kod PIN jego karty do bankomatu jest czterocyt-
rowy i sklada sie z cyfr 2, 3, 71 9, ale zupelnie nie pamieta ich kolejnosci. Jakie jest

prawdopodobienstwo tego, ze uda mu si¢ podjac gotéwke, jezeli bankomat nie oddaje
karty po trzeciej nieudanej prébie wprowadzenia kodu?

9.36. Rysiek, przechodzgc codziennie kolo cukierni, rzuca monetg dwuztotows. Je-
zeli wypadnie reszka — przeznacza monete na zakup pgczka, jezeli orzet — chowa jg
do kieszeni i idzie dalej. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przez tydzien kupi
co najmniej jednego paczka?
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9.37. Rzucamy trzy razy szeScienng kostkg do gry. Opisz zbior wszystkich zdarzen
elementarnych, a nastepnie oblicz prawdopodobienstwo, ze w kazdym rzucie liczba
oczek bedzie wigksza od numeru rzutu.

9.38. Dane sg dwa pojemniki. W pierwszym z nich jest 9 kul: 4 biale, 3 czarnei 2 zie-
lone. W drugim pojemniku jest 6 kul: 2 biale, 3 czarne i 1 zielona. Z kazdego pojem-
nika losujemy po jednej kuli. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul
tego samego koloru.

9.39. Rzucamy dwa razy szescienng kostka do gry. Jedna $ciana tej kostki ma jedno
oczko, dwie §ciany majg po dwa oczka i trzy Sciany majg po trzy oczka. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia: liczby oczek otrzymane w obu rzutach r6znig sie o 1.

9.40. Z pojemnika, w ktérym sg dwa losy wygrywajgce i trzy losy puste, losujemy
dwa razy po jednym losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzyma-
my co najmniej jeden los wygrywajacy. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskra-
calnego.

9.41. Mateusz losuje kolejno ze zwracaniem dwie kule z pudelka zawierajacego dwie
kule biale, trzy zotte i piec niebieskich. Jezeli wylosuje dwie kule w takim samym ko-
lorze, wygrywa 10 zt. W przeciwnym wypadku przegrywa 6 zi. Oblicz wartos$¢ ocze-
Kiwang tej gry.

9.42. Srednia arytmetyczna liczb: 3, 1, 1, 0, x, 0 jest rowna 2. Oblicz x.

9.43. Siostry Gabrysia i Marysia zapisywa- .

7 IR i by Czas trwania | Liczbarozmow
ly czas trwania swoich rozmdéw telefonicz- rOzmowy fw. mic) : _
nych w pewnym okreslonym przez rodzicow ol i
okresie. Wyniki przedstawily w tabeli. 2 17 8
Zilustruj te dane na diagramie stupkowym. 3 71 26
Oblicz dla kazdej z dziewczat . o ”
a) Sredni czas jednej rozmowy.

b) odchylenie standardowe czasu rozmowy. : 13 >
Wryniki podaj w pelnych minutach. 6 3 28
7 12 16
8 3 12
9 0 4
10 1 0
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9.44. Dzieci kolejno wchodzace na lodowisko mialy: 6,7, 8, 8,11, 12,9, 8,7, 13, 14,
15, 15, 10, 15, 14, 8, 7, 11, 12, 8, 7, 12 lat. Znajdz mediane, dominante oraz srednig
wieku tych dzieci. Wyniki podaj w pelnych latach.

9.45. Z samochodu dostawczego wypakowano trzydziesci workéow z cukrem
i sprawdzono ich wage. Otrzymano wyniki w kilogramach: 50, 49, 48, 51, 50, 48, 50,
48, 53, 49, 48, 50, 51, 48, 50, 51, 49, 50, 47, 48, 49, 48, 50, 50, 47, 51, 51, 48, 53, 50.
Oblicz

a) rozstep wartosci tych danych.

b) mediane tego zestawu danych.

c) dominante tego zestawu danych.
d) srednig wage worka cukru.

9.46. W rozgrywkach pewnej dyscypliny
sportowej startowato wiele druzyn. Dia-
gram przedstawia liczby punktow zdoby-

I-.H_J

(Czestosc

i

tych przez poszczegoélne druzyny. Na jego
podstawie odpowiedz na pytanie.

W

a) Ile druzyn uczestniczylo w zawodach?
b) Jaka najmniejsza i jakg najwigkszg licz-
be punktéw zdobyly druzyny?

—

Gll 2 53 45 678 9101112
Liczba punktow
c) Ile wynosi dominanta liczby punktow?
d) Ile druzyn zdobylo co najmniej
10 punktow, a ile — co najwyzej 5?
e) Ile wynosi $rednia liczba punktow zdo-
bytych w tych rozgrywkach przez jedng

druzyne?

9.47. Bartek przez 50 dni notowat czas przej$cia zdomu do szkoly oraz czas przejscia
ze szkoty do domu. Wyniki przedstawit w tabeli.

Czas(wmin) | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22

7 B
Czestosé 1218|2516 13|10 3|21 3 - |
7 |
Narysuj diagram czestosci ilustrujgcy te dane. Oblicz $red- Oagbl | | |
ni czas (w pelnych minutach), w jakim Bartek pokonywat :
trase szkota — dom. Znajdz wariancje i odchylenie standar- |
dowe danych. }g |

9.48. Oblicz $rednig arytmetyczng danych przedstawionych 0

na zamieszczonym obok diagramie czestosci.

01 2 3
Wartosc
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 Dwie plaszczyzny: sa rownolegle, jezeli nie majg punktéw wspolnych albo majg
wszystkie punkty wspdlne; przecinaja sie, jezeli majg wspdlng prosta (nazywang
krawedzig przeciecia).

» Mowimy, ze prosta: jest rdwnolegla do plaszczyzny, jezeli nie ma z nig punktow
wspolnych albo jest w niej zawarta; przecina plaszczyzne, jezeli ma z nig jeden

punkt wspolny.

e Jezeli przez dwie rézne proste przechodzi jedna plaszczyzna, to takie proste nazy-
wamy wspolplaszczyznowymi.

* Dwie proste, przez ktore nie mozna poprowadzi¢ jednej ptaszczyzny, nazywamy

skosnymi.

* Dwie rozne proste, ktore sg wspolptaszczyznowe i rownolegle na tej plaszczyznie,
nazywamy prostymi réwnoleglymi. Ponadto przyjmujemy, Ze proste pokrywajg-
ce si¢ sg rowniez rownolegte.

* Prostaa jest prostopadla do prostej b (a L b) w przestrzeni, gdy istnieje prostaa’
rownolegla do prostej a i przecinajgca prostg b pod katem prostym.

* Prosta k jest prostopadla do plaszczyzny a (kK L «), jezeli k jest prostopadia do
kazdej prostej zawartej w plaszczyznie a.

e Plaszczyzna « jest prostopadla do plaszczyzny f3, jezeli zawiera prostg prosto-

padia do plaszczyzny B.

e Dane s3: plaszczyzna n i prosta a nieréwnolegta do tej ptaszczyzny. Przez punkt P
przestrzeni prowadzimy prostg b réwnolegla do prostej a. Prosta b przecina plasz-

czyzne m w punkcie P, ktory nazywamy rzutem rownoleglym punktu P na ptasz-
czyzne 1 w kierunku a.

Jezeli prosta a jest prostopadta do 7, to P’ nazywamy rzutem prostokatnym punk-
tu P na plaszczyzne 7.

» Jezeli prosta nie jest prostopadla ani rownolegla do plaszczyzny, to katem nachy-
lenia prostej do plaszczyzny nazywamy kat ostry utworzony przez t¢ prostg i jej
rzut prostokatny na ptaszczyzne.
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Dwie rozne pélplaszczyzny P, P, o wspdlnej krawedzim dzielg przestrzen na dwie
czeSci. Kazdg z nich wraz z tymi polplaszczyznami nazywamy katem dwuscien-
nym o krawedzi m i Scianach P, i P,.

Miara kata dwusciennego nazywamy miare kata plaskiego bedacego czescig
wspolng kata dwusciennego i plaszczyzny prostopadiej do jego krawedzi.

Siatka wieloscianu (rozwinieciem powierzchni wieloscianu na plaszczyznie) na-
zywamy plaska figure bedgcg suma wielokatow stykajgcych si¢ bokami, a powstaly
przez rozciecie pewnej liczby krawedzi wieloScianu tak, aby jego sciany daly sie
rozlozy¢ na plaszczyznie.

Graniastostupem nazywamy wielosdcian, ktérego dwie $ciany (zwane podstawa-
mi) s3 przystajagcymi wielokgtami lezagcymi w réwnoleglych ptaszczyznach, a pozo-
stale Sciany (zwane bocznymi) sg rownoleglobokami o wierzchotkach nalezacych
do podstaw.

Graniastostup nazywamy prostym, jezeli jego krawedzie boczne s prostopadte do
plaszczyzn podstaw.

Rownolegloscian to graniastostup, ktorego podstawg jest rownolegtobok.

Prostopadloscianem nazywamy graniastostup prosty, ktorego podstawa jest pro-
stokat. Prostopadioscian, ktorego wszystkie krawedzie sg rowne, nazywamy sze-
scianem.

Graniastostup nazywamy prawidlowym, jezeli jest prosty i ma w podstawie wie-
lokat foremny.

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktérego jedng $ciang (zwang podstawg) jest
dowolny wielokat wypukly, a pozostale §ciany (zwane bocznymi) sg trojkgtami
o wspolnym wierzchotku, nazywanym wierzcholkiem ostrostupa.

Ostrostup prawidlowy to ostrostup, ktérego podstawa jest wielokat foremny i kto-
rego spodek wysokosci jest srodkiem okregu opisanego na podstawie.

Wieloscianem foremnym nazywamy wieloscian wypuktly, ktérego wszystkie $cia-
ny sg wielokatami foremnymi o tej samej liczbie bokéw i w kazdym wierzcholku
zbiega sie taka sama liczba krawedzi.

Jezeli figure ptasky f obracamy w przestrzeni o kat petny wokot prostej k zawartej

w plaszczyznie figury f, to otrzymang w ten sposéb figure przestrzenng nazywamy

bryla obrotowa, a prostg k - jej osia obrotu.

Walcem nazywamy bryle obrotowg powstatg przez obrot prostokata dookola pro-
stej zawierajgcej jeden z bokow prostokata.
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e Stozkiem nazywamy bryle obrotowg powstalg przez obrot trojkata prostokatnego
dookota prostej zawierajgcej jedng z przyprostokatnych.

e Kulg nazywamy bryle obrotowa powstalg przez obrot potkola dookota prostej za-
wierajgcej Srednice.
Przekrdj ptaski kuli przechodzacy przez jej Srodek nazywamy kolem wielkim.
Kazdg z dwoch czesci kuli, na ktore dzieli jg koto bedgce jej przekrojem, nazywa-
my odcinkiem kuli. Plaszczyzna przekroju dzieli jednoczesnie stere na dwie czesci
nazywane czaszami.
Wiycinkiem kuli nazywamy czedc¢ kuli ograniczong sferg i powierzchnig boczng
stozka o wierzchotku w srodku tej kuli.
Warstwg kuli nazywamy cze¢s¢ kuli zawartg miedzy dwiema roéwnoleglymi plasz-
czyznami przecinajgcymi kule.

 Podobienstwo o skali k (kK > 0) jest przeksztalceniem przestrzeni o tej wlasnosci,

ze dla dowolnych punktéw A, B iich obrazow A', B' zachodzi réwnosé:

A'B'| =k |AB

 Figura (bryla) F jest podobna do figury (bryly) F', co zapisujemy symbolicznie
F ~ F', gdy istnieje takie podobienistwo P przestrzeni, w ktérym P(F) = F'

e Prosta prostopadla do dwoch przecinajgcych sie prostych jest prostopadia do
plaszczyzny wyznaczonej przez te proste.

W ostrostupie prawidlowym:
— wszystkie krawedzie boczne sg rowne i nachylone do plaszczyzny podstawy pod
takim samym katem,
— $ciany boczne s3 przystajgcymi trojkgtami rOwnoramiennymi,
— katy nachylenia $cian bocznych do plaszczyzny podstawy sg réwne,
- katy dwuscienne miedzy sgsiednimi §cianami sg rowne.

* Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne sg
rowne, to ten ostrostup jest prawidlowy:.

e Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokgt foremny i wszystkie krawedzie boczne sg
nachylone do plaszczyzny podstawy pod tym samym katem, to ten ostrostup jest
prawidlowy.
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» Jezeli bryla F' jest podobna w skali k do bryly F o polu powierzchni Pp i objeto-
sci Vi, to:
— pole powierzchni bryly F'jest réwne Py = k= Pp,
— objetosc bryly F'jest réwna Vi = k- V.

e Twierdzenie Eulera

W wieloscianie wypuklym liczba wierzchotkow w, liczba $cian s i liczba krawedzi k
spelniajg rownos¢ w+ s = k + 2.

 Punkty A i B lezg po tej samej stronie plaszczyzny n, jezeli odcinek AB nie ma
punktéw wspolnych z plaszczyzna 7.

» Wyznaczenie kata ostrego najczesciej polega na wyznaczeniu wartosci jedne;
z funkcji trygonometrycznych tego kata.

e Istnicje tylko pige¢ wieloscianow foremnych: czworoscian foremny, szescian,

osmioscian fﬂremny, dwunastoscian fo remny, dwudziestoscian fﬂremny.

W kazdym z zadan 10.1-10.10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

10.1. Punkty A, B, C i D nie lezg w jednej plaszczyznie. Ile ptaszczyzn mozna jed-
noznacznie wyznaczy¢ za pomocg tych punktow?

A. 2 C. 4

B. 3 D. nieskonczenie wiele

10.2. Na rysunku obok przedstawiono prostopadioscian D o

ABCDA'BC'D'. Do ktérej z wymienionych plaszczyzn - /E

réwnolegla jest prosta CD'? i 3

A. ABCD C. ADDA’ i

B. ABBA' D. BCC'B' b
D\-ent-=—JC
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10.3. W prostopadloscianie ABCDA'B'C'D’ dane s3 dtugosci krawedzi: |AB| = 3,
| BC
plaszczyzny ABCD?

AL B - C. \— p. Y3
3 13 151 3

10.4. Dlugosci trzech krawedzi wychodzgcych z jednego wierzcholka prostopadto-

= 4, |AAI‘ = 12. Ile jest réwny cosinus kata nachylenia przekatnej BD' do

Scianu pozostajg w stosunku 4:3:1. Objetos¢ tego prostopadloscianu wynosi 324.
Wskaz jego pole powierzchni catkowite;j.
A. 38 B. 60 C. 342 D. Jest za malo danych, zeby to obliczyc.

10.5. Graniastostup prosty ma wysokos¢ 10 cm. Jego podstawg jest tréjkat prosto-
katny o przyprostokatnych 6 cm i 8 cm. Wskaz objetosc tego graniastostupa.

A. 240 cm’ B. 2501 cm’ C. 100 cm® D. 480 cm’

10.6. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokgtny ABCDS o podstawie ABCD,
w ktorym |AC| : |AS| = 6: 5. Ile wynosi cosinus kata nachylenia krawedzi bocz-
nej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy?

3 2
A. - B. — C.
5 5

D.

U |
W | o

10.7. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego czworokgtnego ma diugosc a i jest
nachylona do plaszczyzny podstawy tego ostrostupa pod katem 60°. Wskaz objetosc

ostrostupa.
A 20 p 212 & X p, 2 V2
24 12 3 24

10.8. Dlugosc kazdej krawedzi ostrostupa prawidtowego czworokgtnego jest rowna
6 cm. Wskaz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

A. 36(1 + g) B. 36 + 123 C. 1443 D. 36(] + x/ﬁ)

e

10.9. Tworzjca stozka o promieniu podstawy 3 ma diugos¢ 6. Wskaz miare kata

rozwarcia stozka.
A. 30° B. 457 C. 60° D. 90°

10.10. Powierzchnie boczng stozka tworzy wycinek kotowy o promieniu 12 i kgcie
srodkowym 90°. Wskaz pole powierzchni catkowitej stozka.

A. 367 B. 457 C. 9n D. 124/3n
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10.11. W szescianie o krawedzi 1 polgczono wszystkie wierzchotki dolnej podsta-
wy z jednym wierzcholkiem podstawy gornej. Otrzymano w ten sposob krawedzie

ostrostupa. Ocen prawdziwosc podanych zdan.

W ' , 1
A. Objetosc tak utworzonego ostrostupa jest réwna =

B. Trzy krawedzie tego ostrostupa maja dtugoéé réwng V2.

C. Pole jednej ze $cian tego ostrostupa jest réwne —.

e

10.12. Na rysunku przedstawiono prostopadtoscian D C’
ABCDA'B'C'D’. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz 5 / .
A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3. : B’
i
|
Bl 7 C
Proste DCi AA' = .
A. | s3skosne, 1. | nie maja punktu wspolnego.
B. | nie sg skosne, poniewaz | 2. | saniewspolplaszczyznowe.
C. | sarownolegle, 3. | zawierajg si¢ w plaszczyznach réwnoleglych.
J
10.13. Podaj liczbe §cian, krawedzi, wierzchotkdw i przekatnych
a) prostopadioscianu. c) czworoscianu.
b) graniastostupa szesciokatnego. d) ostrostupa pieciokatnego.

10.14. Narysuj siatke

a) graniastostupa prawidtowego czworokgtnego.

b) ostrostupa o podstawie prostokatnej, ktérego spodkiem wysokosci jest punkt
przeciecia przekatnych prostokata.

c) ostrostupa, ktorego podstawy jest tréjkat rownoboczny, a jedna z krawedzi bocz-
nych jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy.

10.15. Krawedz podstawy i wysokosc graniastostupa prawidlowego szesciokagtnego
sg rowne 5/5. Oblicz dtugosci przekatnych graniastostupa.

10.16. Z punktu P oddalonego od plaszczyzny o 10 cm poprowadzono prostg na-
chylong do tej ptaszczyzny pod katem 25° i przecinajgcg jg w punkcie Q. Oblicz diu-
gos¢ odcinka PQ z dokladnoscig do 1 cm.

201 .



B 202 Dziat 3. Powtorzenie

10.17. Wyznacz miare kata
a) nachylenia przekatnej szeScianu do ptaszczyzny jego podstawy.
b) miedzy przekatnymi szescianu.

10.18. Przekatna prostopadioscianu ma diugos¢ d = 11 cm itworzy z plaszczyzng
podstawy prostopadloscianu kat a = 43°, a z plaszczyzng jednej ze $cian bocznych

kat B = 21° Oblicz objetos¢ prostopadtoscianu z doktadnoscig do 1 cm”.

10.19. Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidtowego szesciokgtnego jest
cztery razy wieksze od sumy pol obu podstaw. Wyznacz kat nachylenia dluzszej prze-

katnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.

10.20. W prostopadloécianie ABCDA'B'C'D’ dane s3 dtugosci krawedzi: |AB| = 3,
|BC| = 2, ‘AA'l = 4. Oblicz cosinus kata nachylenia przekatnej BD' do plaszczyzny
éciany BCC'B',

10.21. Przekgtna prostopadioscianu ma diugos¢ d i jest nachylona do plaszczyzn
Scian bocznych pod katam a i 8. Oblicz objetos¢ prostopadtoscianu.

10.22. W graniastostupie prostym tréjkatnym dwie przekatne §cian bocznych wy-

chodzace z jednego wierzchotka s3 prostopadte i kazda z nich ma dlugos¢ V3. Wy-

sokos¢ graniastostupa jest rowna 1. Wyznacz dlugosci krawedzi i katy podstawy tego

graniastostupa. 5 0

+ 10.23. Dany jest szescian ABCDEFGH, ktérego krawedz g | E//R
ma diugosc 15. Punkty Qi R dzielg krawedzie HG i FG w sto- 5 :
sunku 2:1, jak na rysunku. Plaszczyzna AQR przecina kra- ! $
wedzie DH i BF odpowiednio w punktach P i S. Oblicz diu- EfL --—-*7 C
gosci odcinkow DP i BS. A =

10.24. Podstawg graniastostupa jest rownoleglobok o bokach a = 2,5 cm
i b=1,1cm oraz kacie miedzy nimi a = 25°. Krawedz boczna graniastostupa ma
diugos¢ ¢ = 4,4 cm i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem f = 27°.

Oblicz objetosc graniastostupa z doktadnoscig do 0,1 cm’.

10.25. W prostopadioscianie punkt przeciecia przekatnych dolnej podstawy pola-

czono odcinkiem ze Srodkiem jednej z krawedzi bocznych. Odcinek ten ma diugosc

d = 5 cm, jest nachylony do plaszczyzny podstawy pod katem a = 19°, a do jednej
ze $cian bocznych pod katem 2a. Oblicz objetosc prostopadtoscianu z doktadnoscig

do1cm”.
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10.26. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym o krawedzi podstawy 8 po-
prowadzono plaszczyzne przez dwa przeciwlegle wierzchotki dolnej podstawy i jeden
z wierzchotkéw gornej podstawy. Plaszczyzna ta jest nachylona do plaszczyzny pod-
stawy pod katem 60°. Wyznacz
a) wysokos§¢ graniastostupa.

b) pole otrzymanego przekroju.

10.27. Punkty K, L i M sg $rodkami krawedzi BC, GH M
i AE szeScianu ABCDEFGH o krawedzi dlugosci 1, jak
na rysunku. Oblicz pole trojkata KLM.

A" B
10.28. Podstawg graniastostupa prostego jest romb o boku dilugosci 6 i kacie

ostrym 60°. Diuzsza przekatna graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzny pod-
stawy pod katem 30°. Oblicz objetosc tego graniastostupa.

10.29. Tréjkat ABC jest podstawg ostrostupa ABCS. Punkt M jest Srodkiem krawe-
dzi ABi |[AM| = [MC]|. Odcinek AS jest wysokoscig tego ostrostupa. Wykaz, ze kat
SCB jest prosty.

10.30. Pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidiowego tréjkatnego jest row-

ne 12v/3, a kat nachylenia éciany bocznej tego ostrostupa do plaszczyzny podstawy
jest réwny 60°. Oblicz dlugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

10.31. Wysokos¢ prawidiowego ostrostupa czworokatnego jest rowna 3,2 cm, a kat
dwuscienny przy podstawie ma miare 37°. Oblicz pole powierzchni catkowitej ostro-

stupa z doktadnoscig do 1 cm”.

10.32. Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokgt ABCD, w ktérym |AB| = 1,

IBC| = V2. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa majg dlugoéé 1. Wyznacz
cosinus kata miedzy sgsiednimi Scianami bocznymi tego ostrostupa.

+ 10.33. W ostrostupie prawidlowym czworokgtnym dane sg: H - wysoko$¢ ostro-

stupa oraz a — miara kata utworzonego przez krawedz boczng i krawedz podstawy
4H’
3(tg?a-1)

(45° < a < 90°). Wykaz, ze objetosc V' tego ostrostupa jest rowna

10.34. W ostrostupie prawidtowym tréjkgtnym krawedz podstawy ma diugosc a.
Sciany boczne sg trojkagtami ostrokgtnymi. Miara kgta miedzy sgsiednimi $cianami
bocznymi jest rowna 2a. Wyznacz objetosc tego ostrostupa.

10.35. Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 100 cm?,

a jego pole powierzchni bocznej jest rowne 260 cm”. Oblicz objetosc tego ostrostupa.
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10.36. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD,
w ktérym |AC| : |AS| = 6 : 5. Oblicz sinus kata nachylenia §ciany bocznej tego
ostrostupa do plaszczyzny jego podstawy.

10.37. Kwadrat ABCD o boku dlugosci 1 jest podstawg
ostrostupa ABCDS. Odcinek HS jest wysokoscig ostrostupa.
Punkt H dzieli przekatng AC podstawy w stosunku 2 : 1,
jak na rysunku. Krawedzie boczne BS i DS majg dlugosc 1.
Oblicz objetoéc V' tego ostrostupa oraz diugosci krawedzi

AS1iCS.

A

10.38. Dany jest czworosécian ABCS. Tréjkaty ABC i ACS sg rownoboczne. Sciana

ACS jest prostopadla do sciany ABC. Oblicz tangens kata dwusciennego a miedzy
Scianami ABS 1 ABC.

10.39. W ostrostupie ABCS podstawa ABC jest trojkatem rownobocznym o boku
diugosci a. Krawedz AS jest prostopadia do plaszczyzny podstawy. Odleglosc wierz-
cholka A od plaszczyzny Sciany BCS jest rowna d. Wyznacz objetosc tego ostrostupa.

10.40. Podstawg ostrostupa jest romb o kgcie ostrym « = 54°. Kolo wpisane w ten
romb ma promien r = 2,4 dm. Sciany boczne ostrostupa sg nachylone do plaszczy-

zny podstawy pod katem 8 = 48°. Oblicz objetos¢ (z doktadnoscia do 1 dm’) i pole

powierzchni catkowitej (z dokladnoscig do 1 dm?) tego ostrostupa.

10.41. Podstawg ostrostupa prawidlowego czworokatnego ABCDS jest kwadrat
ABCD. Pole trojkata rownoramiennego ACS jest rowne 1201 [AC] : |AS| = 10: 13.

Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

10.42. Podstawg ostrostupa ABCDE jest kwadrat ABCD. Punkt F jest srodkiem
krawedzi AD, odcinek EF jest wysokoScig ostrostupa, ponadto |AE| = 151 |BE| = 17.
Oblicz objetos¢ ostrostupa.

10.43. Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat ABC. Krawedz AD jest wysokodcig
ostrostupa, |AD| = 12, |BC| = 6, |BD| = |CD| = 13. Oblicz objetosc ostrostupa.

10.44. Podstawg ostrostupa ABCS jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym

|AC| = |BC|. Krawedz AS jest wysokoscig ostrostupaoraz |AS| = 8210, |BS| = 118,
|CS| = 131. Oblicz objetosc tego ostrostupa.

10.45. Trojkat prostokatny o przeciwprostokgtnej ¢ i kgcie ostrym « obraca sie wo-
kot przeciwprostokatnej. Oblicz pole powierzchni powstalej bryty.
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10.46. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kota o kacie 120°
i promieniu 27 cm. Oblicz pole podstawy tego stozka.

10.47. Objetosc stozka o promieniu podstawy 3 jest rowna 6m. Wyznacz sinus kata
nachylenia tworzgcej stozka do plaszczyzny podstawy.

10.48. Kapsula lgdownika ma ksztalt stozka zakonczone-

go w podstawie potkulg o tym samym promieniu co pro- =
mien podstawy stozka. Wysoko$¢ stozka jest o 1 m wieksza
2

niz promien potkuli. Objetos¢ stozka stanowi 2 objetosci

calej kapsuly. Oblicz objetos¢ kapsuty lgdownika.

10.49. Na rysunku przedstawiono siatke bryty o polu
powierzchni calkowitej 72m. Oblicz objetosc tej bryly.

10.50. Kulaistozek, postawione obok siebie na plaszczyzZnie, stykajg si¢ powierzch-
niami. Odcinek 13czacy Srodek podstawy stozka ze srodkiem kuli przechodzi przez
punkt stycznosci tych powierzchni. Kgt migdzy tworzgcg stozka a jego wysokoscig
jest réwny 30°. Oblicz stosunek promienia kuli do promienia podstawy stozka.

10.51. Z kotfa o promieniu 8 usuni¢to wycinek o kacie 45°. Z reszty kota wykonano
powierzchnie boczng stozka. Oblicz objetosc tego stozka.

10.52. Producent jogurtéw sprzedawatl 200-gramowe jogurty w pojemnikach

w Kksztalcie walca o $rednicy podstawy 6 cm.

a) Jakg wysoko$¢ miaty te pojemniki? Wynik podaj z dokladnoscig do 0,1 cm. Przyj-
mij, ze 1 g jogurtu ma objetos¢ 1 ml.

b) Po pewnym czasie producent wprowadzil na rynek jogurt w nowych, 180-gramo-
wych opakowaniach. Nie zmienil $rednicy pojemnikéw, lecz w denku pojawito
si¢ wglebienie w ksztalcie potkuli o Srednicy 4 cm. Dzieki temu nowe pojemni-
ki miaty zblizong do poprzednich wysokos$¢. Jaka? Wynik podaj z dokladnoscig
do 0,1 cm.

10.53. Z drewnianego pnia w ksztalcie walca o obwodzie okoto 94,2 cm i wysokosci
40 cm wycieto prostopadioscienny klocek o wymiarach 20 cm x 10 cm X 40 cm. Jaki
procent drewna wykorzystano na klocek? Jakie wymiary powinien mie¢ prostopa-
dloscienny klocek, aby jak najmniej drewna poszto na odpady? Obliczenia wykonaj
z doktadnosdcig do drugiego miejsca po przecinku.

10.54. Prostokat ABCD, obracany wokot boku AB, zakreélit walec w;. Ten sam pro-
stokat, obracany wokdél boku AD, zakreslit walec w,. Otrzymane walce maja réwne
pola powierzchni catkowitych. Wykaz, ze prostokat ABCD jest kwadratem.
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1. Stereometria

s. 15

1.1. F,P,F  1.2. zbior pusty, punkt, prosta  1.3. pl. ABCDEF || pl. ABC'D'E'F,,

pl. ABBA' || pl. DCC'D' || pl. FEE'F', pl. BB'C'C || pl. DD'E'E || pl. AAFF  1.4. plaszczyzny:
KOZ,KOA,OAZ, KAZ; krawedzie: KO, KZ,KA,OZ,0A, ZA 1.5. BW,DW  1.6. BT, MO,
MB 1.7. BC, AD, FG, EH, AE, BF,CG, DH 1.8. a) nieskonczenie wiele b) tak, jedna

1.9. Prosta m istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy prosta p nie jest rownolegla do plaszczyzn
rownoleglych zawierajacych kil.  1.10. Wskazowka: Poprowadz plaszczyzne przez dwie wybrane
proste i zbadaj polozenie trzeciej prostej wzgledem tej plaszczyzny. 1.11. a) AB, DC, KL, NM

b) AK, BL,CM, DN, AD,BC,LM,KN ¢) KN,ND,ML,MC d) ABCD, DCMN, KLMN, ABLK
e) BCML, ADNK 1.12. AD,CF, BE,CB,FE 1.13. a) AB,DC, A'B, D'C' b) BC,cC’, C'B/,
BB, AD,DD', DA, AA ¢) BCC'B’, ADDA' d) ABCD, ABBA', ABC'D, DCC'D’ 1.14. Nie, sa

rownolegle.  1.18. Nie, sa roéwnolegle.  1.16. nieskonczenie wiele 1.20. Wskazéwka: Wyznacz

plaszczyzny « i 5 — poprowadz je przez pary przecinajacych sie i odpowiednio dobranych prostych.

1.B 2.C 3.B 4.P,P,P O8.2)CB,FE b)CF,BE, AD, AC,DF <¢)DF, AD,DE
d) pl. ABC, pl. DEF, pl. CBEF e} pl. ACFD 6. nieskonczenie wiele, gdy k || pr. PQ; jedna, gdy
k}tpr. PQ 7. Wskazéwka: Przez punkt P poprowadz prosta a’ réwnolegla do prostej a i prosta b’

réwnolegla do prostej b. Szukana plaszczyzna zawieraa' ib'.

2.2. Trojkat lub odcinek. Trojkat i jego obraz s przystajace, gdy leza w plaszczyznach réwnoleglych.
2.3. tak  2.4. W kierunku rownoleglym do plaszczyzny zawierajacej proste przecinajace sig, ale nie
rownoleglym do 7. Takiego wyniku nie mozna uzyska¢, gdy proste leza na plaszczyznie rownoleglej
don. 2.8. Wskazdwka: Szukanym katem jest: a) <LDB, b)<9LDK, ¢)<LDM, d)<DLN.

2.8. 2) 1 b)-—? c)l? d)% &) 0
2.9.a) 8V2 b)2v29 2.10. 8V2

4\5
2.11.a)4 b) o 231 ¢3201 d) 11,52

2.12. a) 30° b) 45° c¢) 60° d) Taka sytuacja
jest niemozliwa. e) Taka sytuacja jest
niemozliwa.

2.13. 2) 20lub4 b) 12 ¢)10 d)5lub29 214, a) 10,9 b) 50° ¢)81° d) 17,5
2.15. a) 26cm  b) 13v2em  2.16. 15cm  2.17. Kazda z szukanych wielkosci jest réwna 2 m.
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2.18. 25415 cm®

prostej z plaszczyznami, poprowadz prosta k prostopadla do n, i 7,, a nastepnie rozwaz sytuacje na

2.19. Wskazowka: Z dowolnego punktu M € m, roznego od punktow przeciecia

plaszczyznie wyznaczonej przez proste m i k.

s. 27

1. C 2.D 8.8
6. 22°

3.3. (patrz rys. obok)

4. P.P.F
7. 22cmlub 38 cm

a)kata b)katf «c¢)katy
3.4.
!

a B, B, |AA'| |AB,| |AB,| | [BA'| | |B,A'| | 4B,AB,
90° 30° 60° 10 5 5V3 5v3 5 90°
120° 30° 90° 43 2V3 43 6 0 60°
80° 35° 45° 13,95 8 9,86 11.43 9,86 100°

3.9. 51° lub 155°. Wskazowka: Przyjrzyj sie rysunkom ponizej.
é
2
o P
'"'\ﬂ‘:
3.6. 6V3  3.7. Kat miedzy écianami bocznymi jest rozwarty, wiec jest wiekszy.  3.8. a = 90°

V'_

3.9. Wskazowka: Sa to katy DCSi DAS.  3.10. ?2- Wskazowka: Zauwaz, ze kat SPD jest prosty.

1.C 2.D 8.A 4. FEP

1

6. Eﬂ 7. 9cm

4.1. a) 6 scian, 12 krawedzi, 8 wierzcholkow b) 5 Scian, 9 krawedzi, 6 wierzcholkéw ¢) 7 §cian,
15 krawedzi, 10 wierzcholkéow  d) 8 §cian, 18 krawedzi, 12 wierzcholkéw e) 9 écian, 21 krawedzi,
4.2. 27 4.3. a) 16 wierzcholkéw, 24 krawedzie b) 60 wierzcholkow,

¢) 208 wierzcholkéw, 312 krawedzi 45. 4

14 wierzcholkéow

90 krawedzi 4.4. graniastoslup siedmiokatny
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46.2)10 b)18 4.7.b)5V3cm 4.8. 0k.35° 4.9. dwieo dlugosci 102 cm, dwie

odlugos$ci20cm  4.15. Nie. Odcinki, ktére po zlozeniu siatki staja sie jedna krawedzia, musza by¢
rownej dlugoéci.  4.16. 413, 2V/43  4.18. cosa = % 4.19. Przekroj jest albo prostokatem

o polu 54V2 ecm?, albo tréjkatem o polu 9v22 cm?,

1.D 2.€ 3&C 4 ERPRF &

'.'."
f, 3:2? 6. Jezeli 0 < tga < V2, to P = Zcezlam' Jezeli

\Esiu (X — COS O

tga > V2 lub & = 90° to P = :

d1.a)s=4 k=6 wm=4 Bs=5 k=8 w=5 csi=8. k=14 w=8
5.2. a) trzydziestokat b) trzynastokat c¢) dwunastokat 5.3. a) stukatny b) 21-katny
c¢) siedemnastokatny 5.4.6 8.5.7 5.6.b)h=2V2cm c)a=45° 8.10. Wskazdéwka:

X

X
7. cosff = tg —
sin p & 2

Zastanow sig, jakie warto$ci moze przyjmowac suma katow $cian bocznych przy wierzcholku

ostroslupa. 5.13.25cm  5.14.10cm  5.15. 2V6cm  5.16. krawedz podstawy: 24 cm,

krawedz boczna: 12V3cem  5.17.a)a=72° b) f=74° 5.18.74° 5.19. P, = %

tga = V6  5.20. 68° 5.21. Wszystkie krawedzie s3 nachylone pod takim samym katem «,

COS i = 5.22. k=30, w=20 5.23. a)33,11m b)41°

o [

.¢ 28 8C 4PBEP G5 6L 7.2k2P
15 a 2a a
. . 5 = 542 _
6.1. 31° lub 59 6.2. a)?":E, h =53 b}rzT, h=5V2 ¢o)r=227 h=891

6.3.a)r=12,1=24 b)r=7V3,1=14 )r=10,1=10v2 d)r=10,1,1=157 e)r =48,
1=186 6.4.a)r=12cm, h=12vV3ecm b)r=12v2cm, h=12v2cm 6.5. kat rozwarcia: 44°,
kat nachylenia tworzacej: 68°  6.6. Otrzymano sume dwoch stozkéw o wspdlnej podstawie; przekroj
jest rombem o katach 60°i 120°. 6.7.a)4cm b)4,8cm  6.8. 49 \V3ndm?, 7v27 dm

6.9. 9vV3cm, 60° 6.10. Wskazéwka: Jest to suma stozka i walca z wydrazonym stozkiem; stozki te
s przystajace.  6.11. Wskazdwka: a) Jest to suma walca i stozka. b) Jest to suma stozka

o tworzacej rownej dluzszej podstawie trapezu i stozka $cietego o tworzacej réwnej krotszemu

ramieniu, z wydrazonym stozkiem o tworzacej rownej krotszej podstawie trapezu.
1 1 J J

6.12. a) 10 b)6 6.13. Droga przez szczyt zajmie ok. 1 h 25 min, a obejécie gory ok. 1 h 35 min.

1.B 2.D 3.C 4.P,P,F b.15cm 6. promien dolnej podstawy: 5, promien gornej

5 o V3
podstawy: = wysokosé: — 7. 4
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7.1.300 7.2.5dm 7.3.8(6+V3)cm® 7.4. P, =(192+112V3)cm’,
V=96(1+V3)cm’ 7.5.V=90V3 P.=96V3 7.6.48cm” 7.7.324 7.8.V3dm’

7.9. 216-tg70° ~ 593 7.10. a) 76° b) 25v17 <) 1655, 333% 7.41. V = abe sin asin B

7.12.V =243, P, =36(1+V3) 7.13.V= “g = ‘E”jmnl 7.14. 100 (3 +23)

7.15. V =648 cm’, P, =216V3cm’  7.16. V =1296 cm’, P, = 108V3(1 + V13) em’
7.17. 1666  7.18. 320V3. Wskazéwka: Wyznacz spodek wysokosci ostrostupa. ~ 7.19. 2223

3
7.20. 2 dm’. Wskazéwka: Wyznacz spodek wysokosci ostroslupa. 7.21. V = 4 '8a
2.3

12
3
p, =2 ; (l+4tg?a T7.22. P, =748, V=440 7.23.38cm’  7.24. 24007 cm’

7.25.2 7.26.90n 7.27.628 7.28. 618 cm’

7.29. Zcm  7.80. ok 11m’  7.31.200(2+ V5)em’  7.82 17 mem’

7.34. ?7 : 37. Wskazowka: Skorzystaj z zalezno$ci miedzy objetosciami bryl podobnych.
7.35. ? Wiskazowka: Skorzystaj z zaleznoséci miedzy objetosciami bryl podebnych.

V4
( {E i 1 ) H. Wskazowka: Skorzystaj z zaleznosci miedzy objetosciami bryl podobnych.

1.C 2.A 3.C 4.P,P,P 5.P =422, V=513 6.V=10dm’, P, =32dm’
7. 9911 cm’

1. B 2D &.C 4.C 39.B 6.B 7.B 8D 9.A 10.A 11.B 12.B

1.B 14.D 1.D 16.C 17.D 18.B 18.B 20.F.P.F 21.FP,P

2:; PLEP 23%PEP 24PPP 26.EBRP 26.PPPF “Zf,.B.PP 28 B EF
6

29. P,F,P 30.F,P,F 31.FP,F 32.-%-5 33.’”?6 34. 217 35. 36("%+3)

36. 45° a) 52 )55 ) 45° 38.4VT7n  39.256  40.81m(1+V3)

. 12nV13 - V9 42. 48 43.a=4V3 44, P,=48dm’, V=36dm’ 45. 004 mm
. 0,1684° 47.V =1350, P, =779 48. 56,25 49. 108
o Ba=8 (24 + 25&@) cm®, V =480V5ecm” 51, szeroko$é walu: 11 m; 41569 m”

S & 4

, =71 B, 60°

3.5
52. V =245, P. =264 53,233 54.3)1,?:“1;2,13,::;13 3 b)mmb;.
. 3 s Y 7 4
L_2 12 59.V=2nrtga, P, =2mr" (1 +2tga)

V4 - &2
= 57. 96V3  58. \\—

3 2 A
60. V = —, P, = —  61. stosunek pol: E, stosunek objetosci: 2 2. % 63.8:117
2 3 6

Jtga sin

&
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2. Dowody w matematyce

1.23. Wiskazowka: Skorzystaj z nierownosci trojkata.  1.25. Wskazowka: Przedluz ramiona trapezu
do punktu przeciecia M, wykaz, ze pola tréjkatow BDC i CDM s3 réwne, i wykorzystaj zalezno§¢
miedzy polami trojkatoéw ABM oraz DCM.

2.9. Wskazowka: Liczba niepodzielna przez 3 daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1 lub 2.
2.19. Wskazowka: Przeksztalc teze rownowaznie przez podniesienie obu stron do kwadratu.
2.21. Wskazowka: Pomno6z dang nierownosc stronami przez 2. 2.27. Wskazowka: Przeksztalc teze

réwnowaznie przez podniesienie obu stron do kwadratu.

3. Powtorzenie

11.8B 12.C 13.D 14.D 15.D 16.B 1.7.A 18.D 19.B 1.10.B
1.17.3 12.D 118.B 1.14. € 145.D 1.16.C 1.14.A 118. A 1.19. A

1.20. C 1.21.D 1.22.P.F,F 1.238.FEP,P 1.24.FP.,P 1.25.P,P.F 1.26.C.,E

1.27. A2 1.28.-2,0,2,4 1.29.2a)10p.1,52 b) np. 1% c) np. @ 1.30. 10050

1.31. Liczba n jest cztery razy wiekszaod m.  1.32. a) (a + 12)* b) (k - \/EFH)E ¢) (1 —2x)°
2
a) (57+ 43) 1.33. 2) (a-15)@+15) b) (b~ 5..:1?) (3b+54%) O (m=p-km-p+k)

d) (x+ p)(x+3y) 1.34. 24;“5 1.35. 3% <2V3<3V2<2V5 1.86.2min5s

1.37. a) 57,4% b) 026,48% c) Srednia kwota odliczen na dojazdy dzieci do szkol nie jest ilorazem

wielko$ci z dwoch pierwszych diagraméw.  1.38. a) 0100% b) 050% ¢) 22,9% 1.39. 032
1.40. 80% 1.41. 780z 1.42. 100 wiadomosci  1.43. 400000zl 1.44. 24 h 37 min

1.45. 037,5% 1.46. 0189%  1.47. Pole trojkata zmniejszylo si¢ 0 9%.  1.48. 9 uczniow

,E_F:"‘Z‘
2

= 3
1.49. 800 1.50. a}% b)% 1.51.3)2171 b) 40 1.52. 1.53. ab - b3, V3

1.54.2)1 b)9 o) = dz(”@_l)
04, a) ) E}E ) 3

Wskazéwka: Zauwaz, ze wyrazenie 5+ 2V6 jest kwadratem sumy dwach pierwiastkéw kwadratowych.

e)1 f) V2 1.55.m<n 1.56. Dane liczby sa rowne.

21. A 22.B 23.B 24.C 28.A 26.B 27.C 28.A 29.C 210.C
211.B 292. A 21a.D 234.FERFP Z10.FEP.P 216. FP.P 2.17. B gix}).D.nx)
2.18. C2 2.19. a) tak, D=1{-2,0, 1,3}, ZW=1{-6,0, 3, 9}, np. y =3x b) tak,



Qdpowiedzi

D=1{-5,0,1,5} ZW={0, 1, 25}, np. y = x* ) nie d)nie 2.20. y=2x-1
D=1{0,1,2,3,4,5}, ZW=1{-1,1,3,5.7,9} 221.2a)R-{-2} b) <—%; c:-c-) ¢) (—o0; 5)

d) (-3;4) e) <-;- 3) U(3; 00) ) (2500) g)(-36) h)(-55U(5 0) 222. f(-3)=-6,
_ 8-5V2
3

3
?C{U) = 3? f(\fi)
d) {0, -1, 1, -V2, «J’i} 2.24. f(x)=0,85x+5, D = {40, 52, 68, 84, 120},
ZW = {39, 49,2, 62,8, 76,4, 107}

,f(2)=-}1-, fG)=0 2.23.2){0,4,6] b){-1,0 -4} ¢) 0, 1,3}

2.25. ¥4 l wartosc funkgji dla kazdej liczby pierwszej: 2;
=t e warto$¢ najwieksza: 6 dla x = 12, warto$é
' : : L
- 11 . ;AN | . najmniejsza: 1 dla x =1
1T SRS 2.26. f(n) = 2= D=1{3,4, ..., 59}
] ol i il ‘ 2n
0] 1 | | ¥/ 227.2)= b)-3 90,1 d)3

2.28. a) D = (-6; 5), ZW = (-2; 6); brak wartosci najmniejszej, brak wartosci najwiekszej; miejsca
zerowe: —4, =15 f(x) > 0 dla x € (=6; —4) U (=1; 5); f(x) <0 dla x € (—4; —1); funkcja malejaca

w przedziale (—=6; —1), rosnaca w przedziale (-1; 5); f(=6) =5, f(0) =2, f(2) = 4; rownanie

f(x) =m ma: 0 rozwigzan dla m € (—o0; —2) U {6; o0), 1 rozwiazanie dla m € (-2; 0) U (3; 4) U (5; 6),
2rozwiazaniadla m € (0; 3)U{4; 5) b) D= (-6; =2) U(0; oo)U{-1}, ZW = (=2; 00); brak wartosci
najmniejszej, brak wartosci najwigkszej; miejsca zerowe: =2, =1, 2; h(x) > 0 dla x € (=6; =2) U(2; o0);
h(x) < 0 dla x € (05 2); funkcja malejaca w przedziale (-6; —2), rosnagca w przedziale (0; o0);
x=-6¢D, x=0¢ D, h(2) =0; rownanie h(x) = ma: 0 rozwigzan dla m € (—o0; -2},

1 rozwiazanie dla m € (-2; 0) U (0; 2) U (5; o0), 2 rozwigzania dla m € (2; 5), 3 rozwiazaniadla m =0
c) D =(-8; 6), ZW = (=3; 2) U {3}; brak warto$ci najmniejszej, wartos¢ najwieksza: 3 dla x € (2; 6);
miejsca zerowe: =5, 1; g(x) > 0 dla x € (-5; —4) U(1; 6); g(x) < 0 dla x € (-8; —5) U (—4; 1); funkcja
rosnaca w kazdym z przedzialow (—8; —4) i (-2; 2), malejaca w przedziale (—4; -2), stala w przedziale
(2; 6); g(—6) = g(0) = -1, g(2) = 2; rownanie g(x) =m ma: 0 rozwiazan

dla m € (—o0; =3) U(2; 3) U(3; o0), 1 rozwiazanie dla m € (-3; —2) U (1; 2), 2 rozwigzania

dla m € (-1; 1) U {-2}, 3 rozwiazania dla m € (-2; —1), nieskonczenie wiele rozwiazan dla m = 3

d) D = (—o0; 6), ZW = (-3; 6); wartos$¢ najmniejsza: —3 dla x = 6, warto$¢ najwieksza: 6 dla x = 2;
miejsca zerowe: =5, 5; k(x) > 0 dla x € (=o0; =5) U(=5; 5); k(x) <0 dla x € (5; 6); funkcja stala
w kazdym z przedzialow (—o0; =7) i (=2; 1), malejaca w kazdym z przedzialow (-7; =5) i (2; 6),
rosngca w kazdym z przedzialow (=5; -2)i (1; 2); k(-6) = 1, k(0) = 5, k(2) = 6; rownanie k(x) = m
ma: 0 rozwigzan dla m € (—o0; —3) U (6; o), 1 rozwigzanie dla m € (-3; 0) U {6}, 2 rozwigzania

dla m € (2; 3) U(3; 5) U (5; 6) U {0}, 3 rozwiazania dla m € (0; 2) U {3}, nieskonczenie wiele
rozwigzan dla m € {2, 5} 2.29.2a) D=(-4;7), ZW =(1;9) b) rownanie -h(x) -2 = m ma:

0 rozwiazan dla m € (0; 00), 1 rozwiazaniedla m € (—oo; =7) U (—4; =2} U (-2; 0), 2 rozwigzania
dla m € (-7; —4); 3 rozwigzaniadla mm = -2 ) rosnaca w przedziale (-9; —5), malejaca w przedziale

(—5; —3), niemalejaca w przedziale (-3; 5) d) wartoé¢ najmniejsza: -2 dla x = -6,

211
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warto$¢ najwieksza: 7dla x =-2 2.30. D=(-8;10), ZW = (3; 8) 2.31. a) malejaca

w przedziale (-2; 1), rosnaca w przedziale (1; 5) b) rosnaca w przedziale {(-5; —1), malejaca

w przedziale (-1; 2) 2.32. f -rosnaca, g - niemonotoniczna, i - malejaca  2.33. a) 4 mln
b) Wszystkie funkcje sa niemonotoniczne. ¢) 2004 r. - ok. 3,5 mln, 2005 r. - ok. 3,8 mln, 2006 r. -
ok. 4 mln, 2007 r. - ok. 4,5 mln  d) w2001 r, 1,4 min e) odwiedziny u krewnych lub znajomych

2.35. a) 482 tys. b)

¢) w 6. tygodniu  d) po 5 tygodniach
2.37. 14571 2.38.2) 15,63 b) =, 124°

2.39.
QDA T T TTTTT] b |
| ! I
L 1 L . | | I | | ‘
o] { [ [ &1 | Bx
| @ |
0f 1 4
|
—tt 1 1 L L4
|
1 |
I
2.40. a) f(x)=-x+3 b) f(x)=2x+14
2.41. a) f(x) = 2x b) f(x) = %Hz ¢) f(x) =3dlax € (=5 4)
| TT T , : ST
| | | B I I
: ._ | —
m | | 1]
N | |2 _ | -
| i Q_l% X

2.42. f(x}z—%x+2 243. a) f(x)=3x-9 b) f(x)=-4x+4 ¢) f(x)=x-2

d) f(x) =3x+1 2.44. a) rosnacadla m < 2, malejacadla 1 >2 b) rosnacadla m < —fD,
malejacadla m > V2 2.45.2) g(x) = —3x -1 b) g(x) = Zx 2.46. -2

247.2) (A [ [ [[] b [ ]  mEy
- 1 _.i.._._-._:._..-. . ;.‘l‘. | } f |

— - ! 1el

L 1ol =ttt X .'f L

h N ) T

2.48.2) x=025 b)x=2 c:)x=2(2v’§—3) d)xeR e)x=1 f)xe (21,5 )
g) x € (—o0; —4) h) x € (-o0; =2) 2.50. x =2’

xeR
y=-x

x=-=1 E=5
2.51. b) uklad {
a) { 5.0 ) uklad sprzeczny «¢) .

d) uklad nieoznaczony: {
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d)
x€R
y=-2
§7'
0| 1 X
i

2.53. 263 telefony stacjonarne i 102 telefony komorkowe  2.54. o 400 zl

2.55. Jacka: 32 m x 25 m i Artura: 40 m x 28 m lub Jacka: 665 m x 12 m i Artura: 745 mx 15 m
2.56. V(t) = 12t + 180; D = (0; 110); po 1 h 50 min

0 dla 0 < x <1000

2.57. p(x) = - %{x— 1000) dla x > 1000

258.a)x=-21lubx=8 b)x=-16

lub x=6 ¢)x=-11 d)x=-8lub x=-4 e) rownaniesprzeczne f)x=4 lub x =10
2.59. a) x € (-1;5) b) x € (—o0; —10) U(0; o0) ¢) nierownos$c tozsamosciowa d) x € (3; 5)

e) nierownos$c sprzeczna f) x € (=36; —6)

31.C 32.C 33.D 34.A 35.C 36.D 3.7.D 38.B 39.C 3.10.B
oHl. EEP G2, ERF Sd6. B2

e —, —_— = -

3.14. a) i b)c=8 315. &) b)b=28
c)ec<0 c)b#0
dye=0 dyb=0

3.16. a) postac ogolna: f(x) = —x* + 8x - 15, postac iloczynowa: f(x) = —(x —3){(x —-5) b) postac
kanoniczna: f(x) = %{x + 15 —4%, postac iloczynowa: f(x) = %{x—r—%}{x -2} c) postac kanoniczna:
f(x) = 3(x - 1)° + 3, postaé iloczynowa nie istnieje  d) posta¢ ogélna: f(x) = —2x” + x + 3, postaé

2
kanoniczna: f(x) = -2 (x - i) + 3é e) postac kanoniczna: f(x) = (x - 1342, postac

iloczynowa nie istnieje  f) posta¢ kanoniczna: f(x) = —2(x + 2)° + 2, postaé iloczynowa:
flx) =-2(x+1)}x+3) 3.17.a) D=R, ZW = {—4; o0); miejsca zerowe: -3, 1; f(x)>0
dla x € (—o0; =3) U (1; 00), f(x) < 0 dla x € (-3; 1); funkcja malejaca w przedziale (—oo; —1),
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rosngca w przedziale (—1; oo); wartos¢ najmniejsza: —4 dla x = -1 b) D =R, ZW = (-o00; 1);
miejsca zerowe: 0, 4; f(x) >0 dla x € (0; 4), f(x) <0 dla x € (—o0; 0) U (4; 00); rosnaca

w przedziale (—oo; 2), malejaca w przedziale (2; oo); warto$¢ najwiecksza: 1dla x =2 ¢) D=R,
ZW = (—o0; 0); miejsce zerowe: 2; f(x) < 0 dla x € (—o0; 2) U (2; o0); funkcja rosnaca w przedziale

(—oo; 2), malejaca w przedziale (2; oo); warto$¢ najwieksza:0dla x =2 d) D =R, ZW = {(-2; oo);

—3 x/E‘ -3+ V6 '3;£)u(_3;@;m): flx)<0

miejsca zerowe: 3 :

(m:}-x@ 3+ 6
dla x € T -

; f(x)>0 dla x € (—ﬂo;

); funkcja malejaca w przedziale (—oo; —1), rosnaca w przedziale (—1; o0);

warto$¢ najmniejsza: =2 dla x = -1 3.18. a) f(x) = r-?i-xz +x+3, D=R, ZW = (-00; 4)

b) f(x) = x*—6x+7, D=(26), ZW=(-27) 3.19. (—-m; —E) 3.20. a) wartosé

najwieksza: 5 dla x = 3, warto$¢ najmniejsza: -7 dla x =1 b) warto$¢ najwieksza: 1 dla x =1,
wartoS¢ najmniejsza: 0dla x =0 3.21. 121 3.22. -9 3.23. 15cmx15cm 3.24. P=6

3.25.a)x=-1]lub x=3 b)x=ﬂlubx=§ x=2-V31lub x=2+3 d) brak rozwigzan

e)le% lubx=4 fHHx=-1lub x=-4 3.26.a)xE(—m;—%)u(3;m} b) x =2V2

c)xeR d)xE(—m;_:ﬁ>u<2%ﬁ;m) e) xe(l;5) 1) xe (-4 3)

3.27.
a)x=-2lub x=1 b)x=-3lub x=-1 c¢)xe(-4-1) d) x € (—o0; 0) U (1; o0)
TTT YT IR

3.28. -9,-7,-51ub 5, 7,9 3.29. -1,0,1,2 330. 12mx5m 3.31. siedmiokat
ijedenastokat 3.32. 30m,40m,50m 3.33. 6V2,4V2 3.34. (1, -7), (-3, -15)

335. b=-2. ¢=-3 33B.a= %, b=-2 3.37. a =2, b=12; wartoé najmniejsza: —2

dla x = -3, warto$¢ najwieksza:6dla x=-1 3.38.b=10, c= 4%1 X € <—3; §>

3.39. f(x)=x"+6x+8, y>3 dla x € (—o0; =5) U(~1; o0)
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3.40. a) x =-1 lub x =5 b) 2rozwigzaniadla m < 3, 1 rozwigzanie dla m = 3, brak rozwigzan

1y

I dla m >3 3.41. warto$¢ najmniejsza: 5& dla x =1, wartoéc

najwieksza: 7 dla x=-2 3.43.be (-2; 2)
3 3

3.44. g(x} = —%{x —‘2}(I _3} 3.45. f{x) - xl + - 26I+ 3!];?}1

3.46. Q(x) = x° - 2x° —2x” + 16, stopien Q = 6, Q(‘ﬁ) =20-412
3.47. ) W(x) = 2x + 1) (x* ~x+2) -3

b) W(x) = (x - 1)(3x" - 2x - 1)

) W(x) = (—x+1)(-x"+3x+1) +4

d) W(x) = (2x - 3) (8x” + 12x" + 18x +27) - 19

3.48. 2) W(x) = (x - D(x+ 1x-3) b) W(x)=x(x-1)

| ¢) W(x) = (x = D)(x = 2)(x +3) d) W(x) = (x - D(x +1)(x* +2x +3)
349.a) x=0lub x=3 b)x=-2lubx=2,lubx=3 c)x=-2Ilubx=1,lubx=5

dx=-2lubx=2 350 x=Y1 351 k=103 3.52.“[-11,1,11}
2 4 22 2
3.53.m=6,xe{-2,i,3} 354, 3= 5, bi=9
3.55. - —1>0dla xe(0;4) 3.56. ZW=R- {3} funkcja  38.57. f(x) = —, x € (0; 4)
* rosngca w kazdym I L
z przedzialow Y
(=005 =4} i(—4; o0)
ENEEEEEER N
3(x +2) 1 xt—6x-3
58. , 2 eR~{-4 ~3,0, ,  frig :
3.98. a) poveT xeR-1{-4, -3,0, 2} b)x+2 xeR-{-2,2,10} c P T
| 2 |
xeR-{-1, 0, 1} d)—{x+2}[x_2},xell-{-2,2} 3.59.3)3:——5 b) x=7 c}x—z

d)x=9% e}x=-§ lub x =3 f)x=-§ lub x = -2 g) brakrozwiazan h)x=-1lub x=2
3.60. 45 km/h 3.61. 80km/h  3.62. 21 godzin  3.63. Bylo 12 wychowawcow, kazdy mial
pod opieka 12 dzieci. 3.64. 21km  3.65. 6% h 3.66. 48 min 3.67. 40 dni, 0 25%

3.68. 12 sztuk produktu A po 1000 zl i 8 sztuk produktu B po 800 zl
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41.A 42.B 43.C 44.A 45.B 46.D 47.D 48.A 49.D 4.10.B

Fra
411.D 4.12.P,F,F 4.13.P,P,P 4.14.P,F,F 4.15. A3 4.16.2)sina = -3;’{;“,

10 3 P71 9
CoS o = .. b) sinax = Ei tgo = . 4.17. ﬂ 4.18. 22;\5 4.19. - —

10 5 2 18 81 13

3 .
4.20. a) sind A = cos4dB = %, Sind B = cosdA = E tgdA = %, tgdB = %
: 24 7 24 7
b) sind A = cos<dB = = sindB =cosdA = 5 tgdA = —= tgdB = i
A3

4.21. a) sin4BAC = 2“"?, cos4BAC = 3“;3 tg 4 BAC = % b) sin4BAC = g cosIBAC = Zli

tgadBAC = V15  4.22, 67°123° 4.23. a) 30° b) 53° ¢) Taki trojkat nie istnieje.

_2\3 e B e
4.24. a) V2-2+3 b) V3 405 5, 1180-1g18° - tg22
4 + tg22° - tg 18°

= 1960 [m] 4.26. sina = % & = 13°
15 tg 32° tg 68°
tg 68° — tg 32°
4.29. cosinus kata ostrego: 0,53125, kat ostry: 58°, sinus kata rozwartego: 0,8472, kat rozwarty: 122°

.
4.30. tga = -2 4.31.sina =, cosa== 432 = 433 2)tak4 b)tak,0

4.27. wysoko$¢: 190 m, dlugos¢ drogi: 1200 [m] 4.28. h =

~ 12,5 [m]

175 47 1 : 3 4 3
4.36. P = 2 437.-L 438.- 439 a)sina ==, cosa =-—, tga = —=
15 6 5 3 4
b) sina = =, cosa = ——=, tgax = -1 ¢) S o, oy, tgu::—i d) sinn:=£,
2 2 17 13 15 4

cosa = -E, tga = —""; 4.40. —i 4.41. V7 4.42. 32°,53° 95°

51.D b82.C 5B83.D 5b4.C b65.C 66.D b8.7.D bB88.A 569.A 5.10.C

2.11.B d8.12. A 58.13. A 58.14.C OH.15.D B.16. FF,P 3.17.B2 3.18.a)0

b) -3 ﬂ—% d}% 519.2)2 b1 &2 d)1 5.20.2)17 h);:- A8 d)2v3

6— 2t

9.21. -38 6.22.2-2p d.23. 9.24. 24 5.25.a>b 5.28. wartosé

najwieksza: —23 dla x = 3, wartoé¢ najmniejsza: -623dla x =5 8.29. a) a = % b=3

b) g(x) =2"+3 5.30.a) f(x)=N-3" b)ook.420% 5.31.a)a-= % b) 3 lata

i 11

5.33. 10 5 ~ 0,158, 10 = 158,5
9.34. a) p=-4
5.35. a) x € (1; o0) b) x € (—4; 5)

9
2.32. -




Qdpowiedzi

61.A 62.A 63.D 64.B 65.C 66.D 6.7.A 68.B 69.B 6.10.D

6.11.D B6.12.B 6.138.C 6.14.F,P.F 6.15.P,FEF A&16.FP.P 6.17. P,E P

6.18. C,D 6.19. A3 6.20. pie¢ 6.21.2)5,7,100 ) 2 == +=+— +— + — + —,
7 2 6 12 20 30 42
9 1 1 1 1 1 1 1 1 1

— =t =t =t —=Ft =t =+ =+ =+ = 06.22. cigg malejacy 6.23. a) tak, a, =0, r=3
10 2 6 12 20 30 42 56 72 90 a«'i Jacy ) tak, a,

b)nie c)tak,a, =5, r=5 d)nie e)tak,a, =-1,r= = fitak, @, =1, r=3 6.24. x =-1,
y=9 6.25.171 6.27.x=7 628.a,.=72 629.-473 630.n=10 631.n=6
i Sg=135lubn=331i8,; =-594 6.32. wczternastej] 6.33.3:5:7 6.34.n=13

6.35. osiem lub nie istnieje n takie, ze S, = -64 6.36. sto 6.37. 25 (31 ~ 12\5)

6.38. 1,—1 6.39. a) tak, a, =5, g=5 b) tak, ﬂl—% qu?. ¢} nie d) nie 5.40.:1-

6.41. na gﬂl‘l‘lﬁ] 16 plyt, na dolnej: 36 plyt  6.42. 20m 6.43. 6 cm, 12 cm, 24 cm

6.44. a Iz‘flb 1"2“@ 6.45. x = 14, y=126, 2=378 6.46. x=3, y=6
6.47.a =3, b=15, c—?S luba=31,b=31,¢c=31 648.a,=2luba, =3n-7

6.50. 1 <g< 1"';@ 6.51.a)a, =-11, r=2 b)tak ¢)n=6 6D52.a=2,b=5 c=8
lub a=26, b=5, c=-16 6.53. cigg arytmetyczny (a,): a; =2, r = 3;

ciag geometryczny (b,,): b, =3, g=2 6.54. 032zl mniej 6.55. 7936,38 zl

6.56. a) 144zl b) 138zl ) 132z1 6.57. 30000 zl

11.C 1.2C 13.B 7TA4.A 7ra.D 76.D LI.A 718.¢€C 719.C 71.10.C
741.€C 7A2.DP 7T4A3. € 744.C 746.C 746. A 747.C 748.D 7.19. F,
F,P 71T.20.E.P.F 7121.FE,P.F 722 P,P,P 123.P,P.P 724.C2 7.25.c=10
7.26.c=6 lub c =10 7.27. 36°,72°,72° 7.28. 125° 7.29. 54° 7.30. 3,50 7.31. dwa
7.32. r=126cm 7.33. a=40° f=80° y=60° § =40° 7.34. a) ax =46° b)a=80°

7.35. ,4cm,56cm 7.36. P=70 7.37.0bw=36 7.38. 4?

7.39. |KL| = |MN| =096 7.40.10:7 7.41.4A =60° 4B =45° 4C=75° 7.42.2,8i12

7.43.23cm 7.45.672cm 7.46. P=131cm’ 7.47. P = % 7.48. Wskazowka: Jezeli

JACD = a, to JADC = 180° - 2, 4ADB = 180° - (180° — 2&) = 2, < DAB = 2a, 4ABD = 3a,

4ADB = 180° — 50, SADC = 180° — (180° — 5a) = 50  7.49. P = 25f 7.50. :’F
_
7.51. \4-2V2 7.52.VZ-1 17.53. 5%{_ cm  7.54. P=384cm’  7.55. |AD| = L2,

coso = -i 7.56. P =84 7.87. Wskazéwka: Z punktu D poprowadz pélprosta réownolegla do

odcinka AB do przeciecia z odcinkiem PE i wykorzystaj podobienstwo odpowiednich trojkatow.
7.58. =r  7.63. ok 12,16

81.D 82.C 83.C 84.C 85.D 86.B 87.C 88.D 89.A 8.10.A
811.B 812.D 8.13.B 8.14.C 8.156. A 8.16.D 8.17.C 8.18.D 8.19. A
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N 218  Odpowiedzi

820.C 8.21.P,P,P 822.P,F,P 8.23.P P, F 824.FFP 8.25.Cl
8.26.2) 2x -3y +6=0 b) y+2=0 )3x+y-1=0 d)x—-4y-8=0 3.27.a}y=§x+3

b}y:ix 2 c)y=—%§x+% d}y=~§x+é 8.28. 2) 45° b) 60° ¢) 135° d) 150°

8.29.23) y=-3 b)y==-2x+2 c)x=2 d)y= E}..-l—% 8.30. a) tak b) tak ¢) nie

831.a) pr. AB:x-3y—-6=0, pr. BC:3x+y—-8=0, pr. AC:2x - y+3 =0 b) pr. AB:

3x-2y+10=0, pr. BC:3x+y-5=0, pr. AC:x+2=0 832.2) y=2x-4 b)2x-y+3=0

x=2 d)y=90 3.33.a)y=~lx+2 b)y=2x-5 c}5x+y+3=0 d)yx=3

q
8.34. a) Proste sa rownolegle i rozne. b) Proste przecinaja sie w punkcie ( > %) c) Proste sie

pokrywaja. 8.35. a) k:3x+2y+16=0 b)k:2x-3y+6=0 8.36. p|lk pllg. k=g, 1L p,

lLk llg 837l.a)ym=3 b)m:—% 838. y=-4x+6 8.39. a) B=(5, 3),

C=(-5,-3) b)P=30 8.40.2x-y-5=0 8.41. obw=6V2+2V5+2V29
8.42. 2) [CD| = V29 b)|CD| =26 8.43. y=2x-4 B.44.y=-§x+? 8.45. 1

8.46. obw =25 +2V89 8.47. obw =24 8.48. (6, -1),(0, 7),(2, 1), P=10

8.49.b) P =17 ..)(:,.,-3) (y-5" =2 850.P=20 8.51.P=30, obw=4v5+2V65

8.52. tak; P=136 8.83. pr.AB: 2x+7y+22=0, pr. AC: 7x+2y—-13=0, pr.BC: x—y+2=0
854.2) x-y+1=0 b)3x-2y-5=0 c)P=30 8.95.D=(1,4), P=30

= — =2 e = — =
3.57.3}{;=_; lub{;=4 b}{j‘,:; 1“'3’{;_-1 ¢) brak rozwiazan d}{‘;ziS
8.58.a) (x+3) +(y-3¥=16 b)(x+3) +(y=-5"=169 ¢) (x-1) +(y+4)° =41

8.99. a) srodek: (0, 0), promien: 12 b} $rodek: (=7, 3}, promien: 22 ¢) érodek: (0, 3),

promien: V5  8.60. (? l;) 8.61. a) (x—3}1+(y+5)2=9 b) {x—3}?‘+{y+5}2=34

8.62. (x+2)°+(y-5°=25 863 x+2y=0, 4x-2y-5=0 8.64. P=15
2 2z
8.65. (x +1)* + (y—2)* = 32 lub (x—i) +(y—51) -3 866.P=8 867 C=(-3 -2)

=

rm

A A
lub C=(56) 8.68. y—ﬂl—&lubyu—%x+83 8.69. x + 2y —8 - 61/5 =

8.70. A=(0,1) lub A=(2,7), C=(-56) 8. (x-2-5) +(y+3)"=9

91.D 92.D 93.B 94.A 95C 96.C 97.D 98B 99.D 9.10.D
9.11.B 9.42.D 9.13.P,P.,F 9.14.P,FE,F 9.5 P,P,F 9.16. F,P,P 9.17. B3
9.18.2) 32 b)216 ¢)210 d)64 e)24 9.19.24°.10° 9.20.5 9.21. 30

0.22. 360000 9.23.2)8° b)8:7:6:5-4 9.24.2)245 b)175 ) 228 9.25. a) 504
b)304 ¢)254 9.26.a)1 b)4® )4 d)3” 9.27.9 9.28.30 9.29. 2125

9.30. % 9.31. 1—; 9.32. -15—3 9.33. 2) E b)(%)':’ 9.34. a}i b}-;—‘;-

L . 7127 5-4-3
935. 1,1 . 1_1 gasg 1-(1) ~ 127 gay 3:4-3 5
24 24 24 8 2 128 6 18

e




Qdpowiedzi

22222l o2 9390 940.1-12=T 041.0087 942 x=7

9.38. - -
9.6 54 10
9.43. a) Gabrysia: 4 min, Marysia: 5 min b) Gabrysia: 2 min, Marysia: 2min  9.44. mediana:
10 lat, dominanta: 8 lat, §rednia: 10lat 9.45. a) 6 kg b) 50kg c¢) 50kg d) 49,5kg
9.46. 2) 30 b) najmniejsza: 2, najwieksza: 12 ¢) 6 d) co najmniej 10 punktow: 4, co najwyzej

5 punktow: 11 ) 6,37 9.47.X=17,0° =324, 0=1,85 9.48. 0,9

101.C 102.B 103.B 104.C 105.A 106.A 10.7.B 108.D 10.8.C
1010. B 1041. P,FE, P 10.12. A2 10.13. a) 6 Scian, 12 krawedzi, 8 wierzcholkow,
4 przekatne b) 8 $cian, 18 krawedzi, 12 wierzcholkow, 18 przekatnych c¢) 4 §ciany, 6 krawedzi,

4 wierzcholki, 0 przekatnych  d) 6 $cian, 10 krawedzi, 6 wierzcholkow, 0 przekatnych
10.15. 105, 25 10.16.24cm  10.17. a) ok. 35° b) ok.70° 10.18. V =207 cm’

10.19. 60° 10.20. "2;45 10.21. V = d’ sinasin fyjcos?a—sin? . 10.22. V3, V2, V6, 30°,
30°,120° 10.23. |DP|=|BS|=9 10.24.V =23cm° 10.25.V =144cm” 10.26. a) 46
b)P=64 10.27. P = %ﬁ 10.28. V =108V3 10.30.4 10.31. P, = 162 cm’

— 3 .‘l'_':’
1032 -2 1034, v = — 25058 10.35. V = 400cm®  10.36. Y22 10.37. v = 2,

3 12V4sin? a - 1 9

23 . V6 , ; . _ .
|AS| = 5 N = = 10.38. tga = 2. Wskazowka: o = 4SKD, gdzie D jest Srodkiem
3
odcinka AC, natomiast K dzieli odcinek AB tak, ze |AK|:|KB|=1:3. 10.39. V = 3 d;ﬂ >
4vV3a? — 4d>

44209
10.40. V = 25dm’, P.=71dm’ 10.41. P, =20V313 10.42. v =22 1043, v = 48

10.44. V = 17601210 10.45. P, = nc’ sinacos & (sina + cosar)  10.46. P = 81mcm’

z
10.47. %ﬁ 1048. V= —nm’ 10.49.V=8ir 1050. == 10.51.V = 45’;@

10.52. a) 7,1cm  b) 7,0cm  10.83. ok. 28,32%, wymiary (w cm): 21,21 x 21,21 x 40. Wskazowka:

Skorzystaj z tego, ze ze wszystkich prostokatéw o danej przekatnej najwigksze pole ma kwadrat.

T
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Skorowidz

Aksjomat 94

Bryla obrotowa 62, 197
bryly podobne 71

Cechy podobienistwa trojkatow 169
— przystawania trojkatow 168
centyl 188

clag 159

— arytmetyczny 159

— geometryczny 159

— liczbowy 159

— malejacy 159

— monotoniczny 159

— niemalejacy 159

— niemonotoniczny 159

— nierosnacy 159

— rosnacy 159

— skonczony 159

cieciwa kuli 65

cosinus kata 147

czasza kuli 66, 198
czworoscian 46

— foremny 55

Dominanta 187
dwudziestoscian foremny 55
dwunastoscian foremny 55
dwusieczna kata 167

dzielenie z reszta 109, 110

Figura wypukla 34

tunkcja liniowa 126

— logarytmiczna 153

— wielomianowa (wielomian) 137
— wrykladnicza 153

— wymierna 137

Graniastoslup 197

— pochyly 36

— prawidlowy 37, 197
— prosty 36, 197

— wypukly 35
Hiperbola 138

hipoteza 94
Jedynka trygonometryczna 147

IKat dwuscienny 28, 197

— mnachylenia prostej do plaszczyzny 20, 196
— rozwarcia stozka 64

— srodkowy 167

— wpisany 167

kolo wielkie kuli 66, 198
krawedz przeciecia plaszczyzn 9
— wielo$cianu 34

krzywa logarytmiczna 153

— wykladnicza 153

kula 65, 198

Liczba logarytmowana 153

— pierwsza 116

liczby wzglednie pierwsze 116
logarytm 153

Mediana 187
miara kata dwusciennego 28, 197

Nierownosc opisujaca kolo 179

Odchylenie standardowe 188

odcinek kuli 66, 198

odleglos¢ miedzy punktami na plaszczyznie 178
odleglos¢ punktu od plaszczyzny 23

prostej 178

okrag opisany na wielokacie 45, 167
— wpisany w wielokat 45, 167
ostroslup 46, 197

— prawidlowy 46, 197

o$mioscian foremny 55

o$ obrotu 62, 197

Pierwiastek wielomianu 137
plaszczyzny prostopadle 14, 196
— réwnolegle 9, 196
podobienstwo na plaszczyznie 167
— W przestrzeni 71, 198
podstawa graniastoslupa 35, 197

— ostrostupa 46



Skorowidz 221 IR

— stozka 64 geometrycznego 160
— walca 63 symetralna odcinka 167
podzielnos< liczb 106 szescian 37, 55, 197

pojecie plerwotne 94 Sciana boczna graniastostupa 35, 197

postac iloczynowa funkcji kwadratowej 138 — — ostrostupa 46, 197

— kanoniczna tunkcji kwadratowej 137 . ;
— wieloscianu 34

Srednia 187
— arytmetyczna 117
— geometryczna 117

— ogolna funkcji kwadratowej 137
powierzchnia boczna stozka 64
— — walca 63

procent 117 — wazona 187

srednica kuli 65
srodek kuli 65
srodkowa boku tréjkata 167

promien podstawy walca 63

— wodzacy 147

prosta prostopadla do plaszczyzny 14, 196
— réwnolegla do plaszezyzny 10, 196

proste prostopadle na plaszczyznie 178 Tangens kata 147

— — wprzestrzeni 13, 196 teza 94

— rownolegle na plaszezyZznie 178 trojmian kwadratowy 137

— — w przestrzeni 12 twierdzenie Bézouta 138

— skosne 11, 196 — cosinusow 147

— wspolplaszczyznowe 11, 196 — odwrotne do twierdzenia Pitagorasa 96, 167
prostopadloscian 37, 197 Talesa 169

przedzialy liczbowe 116 — o dwusiecznej 169

przekatna wielo$cianu 34 — o kacie miedzy styczna a cieciwg 168
przekroj osiowy bryly obrotowej 62 — o odcinkach stycznych 168

— plaski wielo§cianu 39 — Pitagorasa 167

— poprzeczny bryly obrotowej 62 — sinusow 147

przyblizenie z nadmiarem 118 — Talesa 168

— — niedomiarem 118 — (wzor) Eulera 55, 199

tworzaca stozka 64
Regula mnozenia 188 o

reszta z dzielenia 109, 110 e R

rozstep 189 Uklad rownan nieoznaczony 126
rownanie okregu 179 — — oznaczony 126

— prostej w postaci kierunkowej 178 — — sprzeczny 126

agoiie 178 Walec 63, 197

wariancja 188
warstwa kuli 66, 198
warto$¢é bezwzgledna liczby 116

rownolegloscian 36, 197
rzut prostokatny (prostopadly) 20, 196
— réwnolegly 19, 196

Stera 65 — oczekiwana gry losowej 187

sinus kata 147 wielokat foremny 167

spodek wysokosci ostroslupa 46 — opisany na okregu 45

stozek 64, 198 — wpisany w okrag 45

— Sciety 64 wielomian (funkcja wielomianowa) 137
suma poczatkowych wyrazéw ciagu — stopnia zero 137

arytmetycznego 159 — zerowy 137



I 22

wielomiany rowne 138

wieloscian foremny 54, 197

— wypukly 34

wierzcholek ostroslupa 197

— stozka 64

— wielo$cianu 34

wspolczynnik kierunkowy tunkeji liniowej 126
— — prostej 178

wycinek kuli 66, 198

wyroznik trojmianu kwadratowego (delta) 137
wysoko$¢ graniastoslupa 35

— ostrostupa 46

— stozka 64

— trojkata 167

— walca 63

wzory redukcyjne 148

— skroconego mnozenia 118
wzor (twierdzenie) Eulera 55, 199

— ogolny ciggu arytmetycznego 159

geometrycznego 159
— sinuséw 147

Zalozenie 94
zbior liczb wymiernych 116

zdarzenie przeciwne 187

Tablica wartosci logarytmow dziesietnych liczb od 1 do 9,9

X 1 1,1 1.2 1,3 1,4 1,5 1,6 i 1,8 1,9
log x | 0,000 | 0,041 | 0,079 | 0,114 | 0,146 | 0,176 | 0,204 | 0,230 | 0,255 | 0,279
x 2 2,1 2,2 2,3 2,4 2.5 2,6 2,7 2,8 2,9
log x | 0,301 | 0,322 | 0,342 | 0,362 | 0,380 | 0,398 | 0,415 | 0,431 | 0,447 | 0,462
X 3 31 3,2 D0 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 39
log x | 0,477 | 0,491 | 0,505 | 0,519 | 0,531 | 0,544 | 0,556 | 0,568 | 0,580 | 0,591
X + 4,1 4,2 4,3 4.4 4,5 4,6 4,7 4,8 4,9
log x | 0,602 | 0,613 | 0,623 | 0,633 | 0,643 | 0,653 | 0,663 | 0,672 | 0,681 | 0,690
X 5 51 2,2 5,3 5,4 5,5 5,6 D57 5,8 59
log x | 0,699 | 0,708 | 0,716 | 0,724 | 0,732 | 0,740 | 0,748 | 0,756 | 0,763 | 0,771
X 6 6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9
log x | 0,778 | 0,785 | 0,792 | 0,799 | 0,806 | 0,813 | 0,820 | 0,826 | 0,833 | 0,839
X 7 Rk i 25D 7,4 742 7,6 7 7,8 7.9
log x | 0,845 | 0,851 | 0,857 | 0,863 | 0,869 | 0,875 | 0,881 | 0,886 | 0,892 | 0,898
X 8 8,1 8,2 8,3 8,4 8,5 8,6 8,7 8,8 8,9
log x | 0,903 | 0,908 | 0,914 | 0,919 | 0,924 | 0,929 | 0,934 | 0,940 | 0,944 | 0,949
X 9 9.1 02 9.3 9,4 9,5 9,6 97 9,8 9.5
log x | 0,954 | 0,959 | 0,964 | 0,968 | 0,973 | 0,978 | 0,982 | 0,987 | 0,991 | 0,996




Tablica wartosci funkcji trygonometrycznych

Miarakgtae | sina Cos & tg « Miarakata = sina CoS & tg «
0° 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000
1° 0,0175 | 0,9998 | 0,0175 46° 0,7193 | 0,6947 | 1,0355
2 0,0349 | 0,9994 | 0,0349 47° 0,7314 | 0,6820 | 1,0724
3° 0,0523 | 0,9986 | 0,0524 48° 0,7431 | 0,6691 | 1,1106
4° 0,0698 | 0,9976 | 0,0699 49° 0,7547 | 0,6561 | 1,1504
5 0,0872 | 0,9962 | 0,0875 50° 0,7660 | 0,6428 | 1,1918
6° 0,1045 | 0,9945 | 0,1051 21" 0,7771 | 0,6293 | 1,2349
7° 0,1219 | 0,9925 | 0,1228 52° 0,7880 | 0,6157 | 1,2799
8° 0,1392 | 0,9903 | 0,1405 53° 0,7986 | 0,6018 | 1,3270
9° 0,1564 | 0,9877 | 0,1584 54° 0,8090 | 0,5878 | 1,3764
10° 0,1736 | 0,9848 | 0,1763 55° 0,8192 | 0,5736 | 1,4281
11° 0,1908 | 0,9816 | 0,1944 56° 0,8290 | 0,5592 | 1,4826
12 0,2079 | 0,9781 | 0,2126 54 0,8387 | 0,5446 | 1,5399
137 0,2250 | 0,9744 | 0,2309 58° 0,8480 | 0,5299 | 1,6003
14° 0,2419 | 0,9703 | 0,2493 59° 0,8572 | 0,5150 | 1,6643
] 0,2588 | 0,9659 | 0,2679 60° 0,8660 | 0,5000 | 1,7321
16° 0,2756 | 0,9613 | 0,2867 61° 0,8746 | 0,4848 | 1,8040
17° 0,2924 | 0,9563 | 0,3057 62° 0,8829 | 0,4695 | 1,8807
18° 0,3090 | 0,9511 | 0,3249 63° 0,8910 | 0,4540 | 1,9626
19° 0,3256 | 0,9455 | 0,3443 64° 0,8988 | 0,4384 | 2,0503

20° 0,3420 | 0,9397 | 0,3640 657 0,9063 | 0,4226 | 2,1445

21° 0,3584 | 0,9336 | 0,3839 66° 0,9135 | 0,4067 | 2,2460

22" 0,3746 | 0,9272 | 0,4040 67° 0,9205 | 0,3907 | 2,3559

23" 0,3907 | 0,9205 | 0,4245 68° 0,9272 | 0,3746 | 2,4751

24° 0,4067 | 0,9135 | 0,4452 By 0,9336 | 0,3584 | 2,6051

25° 0,4226 | 0,9063 | 0,4663 70° 0,9397 | 0,3420 | 2,7475

26° 0,4384 | 0,8988 | 0,4877 o i 0,9455 | 0,3256 | 2,9042

27 0,4540 | 0,8910 | 0,5095 72° 0,9511 | 0,3090 | 3,0777

28° 0,4695 | 0,8829 | 0,5317 73° 0,9563 | 0,2924 | 3,2709

29° 0,4848 | 0,8746 | 0,5543 74° 09613 | 0,2756 | 3,4874
30° 0,5000 | 0,8660 | 0,5774 75° 0,9659 | 0,2588 | 3,7321

31° 0,5150 | 0,8572 | 0,6009 76° 0,9703 | 0,2419 | 4,0108

32° 0,5299 | 0,8480 | 0,6249 77° 0,9744 | 0,2250 | 4,3315

35 0,5446 | 0,8387 | 0,6494 78° 0,9781 | 0,2079 | 4,7046

34° 0,5592 | 0,8290 | 0,6745 79° 0,9816 | 0,1908 | 5,1446

35° 0,5736 | 0,8192 | 0,7002 80° 0,9848 | 0,1736 | 5,6713

36° 0,5878 | 0,8090 | 0,7265 81° 0,9877 | 0,1564 | 6,3138

37 0,6018 | 0,7986 | 0,7536 82° 0,9903 | 0,1392 | 7,1154
38° 0,6157 | 0,7880 | 0,7813 83° 0,9925 | 0,1219 | 8,1443

39° 0,6293 | 0,7771 | 0,8098 84° 0,9945 | 0,1045 | 9,5144
40° 0,6428 | 0,7660 | 0,8391] 85° 0,9962 | 0,0872 | 11,4301
41° 0,6561 | 0,7547 | 0,8693 86° 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
42° 0,6691 | 0,7431 | 0,9004 87° 0,9986 | 0,0523 | 19,0811
43° 0,6820 | 0,7314 | 0,9325 88° 0,9994 | 0,0349 | 28,6363
44° 0,6947 | 0,7193 | 0,9657 89° 0,9998 | 0,0175 | 57,2900
45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000 90° 1,0000 | 0,0000 —s
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Wybrane wzory trygonometryczne

Definicje funkcji trygonometrycznych

kata ostrego kata wypuktego
TA
sina = = sin = 04
C B r
b \ X
COSix = - i COS(Xx = —
C o : 3
_a C b A Ve
tga = h tga = %, ;__
r=[0OP] = \/xi-i-yf‘}
Wartosci funkcji trygonometrycznych wybranych katow
@ 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 180° « | (0% 90° |(90% 180°)
sine| 0 LU I I A 0 sine|  + ¥
2 2 2
2
COS & 1 ﬁ £ 2 0 -1 COS (X + -
2 2 2
tg « 0 ? 1 V3 i 51_-?1?2 je 0 tg « + =

Podstawowe zaleznosci trygonometryczne

* Jedynka trygonometryczna ® fggq = iiz dla « # 90°
sin® @ + cos” & = 1

* Wzory redukcyjne
sin (90° — &) = cosw sin (90° + ) = cosw sin (180° — @) = sin«
cos(90° — @) = sin« cos (90° + &) = —sin« cos(180° —a@) = —cosa

tg (180° — ) = —tg«x
Zaleznosci trygonometryczne w trojkacie

* Pole trojkata

P=lbcsi11::r. P=lacsinﬁ P=iab5in};
2 2 2
* Twierdzenie sinusow * Twierdzenie cosinusow
a_ _ b E = B) a’ =b>+c - 2bccosa

Sin o sin - sin
P Y b =a’ +c* - 2accos B
& =a 3B - 2abcosy
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Twoje mocne strony Prosto do matury
erda

Podrecznik Prosto do matury 4 do zakresu podstawowego zostat opracowany z mysla
O uczniach przygotowujacych sie do obowigzkowe] matury z matematyki. Prawie 900 zadan
Z odpowiedziami pozwala wycwiczycC umiejetnosci sprawdzane na maturze.

Pomoc w zrozumieniu

i bty Przyktadowe rozwiazania zadan typu
e momeen, maturalnego pokazujg rozne mozliwosci
B s,  teaaco radzenia sobie z takimi zadaniami.

POLSHA STROLA MATEMATYCZMA 3

Porzadkowanie i syntetyzowanie

Warto powtorzyc przypominajg wiadomaosci
Z wezesniejszego etapu nauki.

Obszerne powtdrzenia

Ostatni dziat — Powtorzenie — zawiera
najwazniejsze tresci teoretyczne obejmujgce
caty cykl nauczania oraz zadania
sprawdzajace zdobyta wiedze.

W podreczniku znajdziesz oznaczenia tresci,
ktore od wrzesnia 2024 r. nie sg juz wymagane.

AN

1

Te tresci
juz nie r
obowiazuja.

Fioletowa ikona na gorze strony wskazuje, ze na tej stronie
znajduja sie tresci, ktore nie sa wymagane — oznaczono je szara ikona i falka.
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